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1. Introdugao

Muitos estudos sobre a aplicagio de processos estocisticos aos movimentos de pregos
de agdes foram apresentados desde o inicio dos anos 50. Antetiormente, a tendéncia das
pesquisas era buscar estabelecer, estatisticamente, uma aproximagio de pregos de agdes a
hipotese de random walk, calcada em incrementos independentes e da varidncia finita. As
evidéncias empiricas mais consistentes foram desenvolvidas por Kendal (1953) e Moore
(1962).

Enquanto alguns autores criticatn a adogao da hipétese de random walk a partir do
pressuposto de incrementos independentes, Alexander (1961 e 1964), Cootner (1962) e
outros, Mandelbrot (1963) e Fama (1963a e b) questionam a hipétese de os incrementos
seguirem distribuigio gaussiana. De qualquer forma, abriu-se espago para a introdugio de
outras distribuiges de probabilidades, como a Pateto-Levy proposta por Mandelbrot (1963),
e de novos instrumentos estatisticos na andlise dos movimentos de pregos de agdes.

Alexander (1961) utiliza uma série de indices de pregos de ages para testar a hipStese
de incrementos gaussianos independentes. Contudo, os resultados nao diferem muito dos
apresentados por Kendall. A idéia central de seus ensaios (Alexandet, 1961 e 1964) gira em
torno da existéncia de uma tendéncia presente em determinados intervalos de tempo, mas
insignificante em alguns periodos. Assim sendo, se os incrementos sio realmente indepen-
dentes, entio inexiste qualquer estratégia de metcado que possibilite luctos extraordinarios.
A partir dessa hipdtese, Alexander tenta desenvolver uma estratégia de mercado fundamen-
tada na filtragem de movimentos de pregos abaixo de certo nivel. Considerando os movimen-
tos apenas acima do nivel estabelecido, essa regra acaba por resultar em investimentos
substancialmente bem-sucedidos, contrariando a hipétese de random walk.

O trabalho posterior de Alexander (1964) corrigiu alguns erros de procedimento no
processo de filtragem. Contudo, segundo Cootner (1964), o método de filtragem considerado
pode apresentar comportamento similar a outras estratégias de mercado, com ganhos mais
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freqiientes do que perdas, mas ocasionalmente produzindo também grandes prejuizos. Os
resultados podem inclusive ser questionados quanto ao pressuposto de uma natuteza nao-li-
near, particularmente nio necessdrio. Se o processo estocistico envolvido aptesentasse
carater nao-estacionario, os resultados exibiriam comportamento semelhante.

Assim como Alexander, Cootner (1962) também apresenta uma regra de decisio com
melhores resultados do que um método de compra aleatdria de agdes. Evidentemente, tal
resultado ja implica ou em dependéncia ou em nio-estacionariedade da série. A hipétese
sugerida por Cootner define o movimento de pregos de agées como seguindo um processo de
random walk resttito, caracterizado por leptocurtose, um comportamento flutuante na cot-
relagdo serial e um padrio que explique o sucesso das estratégias elaboradas por Alexander
e pelo préprio Cootner. A partir dai, Cootner aborda possiveis desvios de um processo
gaussiano.

Utilizando uma série dos movimentos de pregos de agdes, Fama (1963a) realiza toda uma
investigagdo empirica em torno da validade da hipétese de Stable Paretian, complementando
os resultados encontrados por Mandelbrot (1963). As propostas de natureza mais teérica das
hipéteses de Mandelbrot sdo expostas com grande clareza em Fama (1963b).

Apesar de muitos outros trabalhos terem reexaminado o assunto, limitamo-nos aqui a
avaliar a cotrente empenhada em evidenciar processos de natureza prépria do caos determinfs-
tico. Em outras palavras, comportamentos aparentemente aleatdtios, mas de otdem
deterministica, em que hd uma grande dependéncia das condigdes iniciais.

2. Procedimentos matematicos de evidenciagao de processos caéticos:
descrigdo e problemas

Os métodos matematicos normalmente utilizados partem do principio de medir o grau
de dependéncia das condigdes iniciais ou de tentar verificar uma dimensao fractal no espago
de fase. Contudo, nenhum dos testes é suficientemente completo para evidenciar consis-
tentemente um padrio cadtico. Desse modo, torna-se necessaria a aplicagdo de diferentes
testes para a mesma série de dados para se ter uma comprovagio consistente. Dentre esses
testes podemos citar:

a) Entropia de Kolmogorov: mede a sensibilidade de dependéncia das condigdes iniciais
através da mensuragido da velocidade com que dois pontos inicialmente muito préximos se
dispersam até se tornarem distinguiveis um do outro. Sendo assim, para se comprovar a
presenga do caos deterministico, a estatistica deve ser diferente de zero, de modo a representar
a existéncia de um distanciamento dos dois pontos considerados.

b) Expoente mdximo estimado de Lyapunov (Brock, 1986): também busca medir o grau de
dependéncia das condigdes iniciais mensurando a distancia entre dois pontos inicialmente

muito proximos ao longo do tempo. Deve portanto set positivo para sistemas cadticos.

c) Box-counting dimension: busca medir a capacidade dimensional do atrator, de modo a
vetificar se sua dimensio é ou nao fractal. Para tal, utiliza-se a seguinte férmula:

d=1lim In N(e)/In(1/¢)
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onde d é a dimensio e N(¢) o niimero minimo de quadrados de lado e necessarios para
preencher o atrator.

d) Correlagdo de Dimensdo (Grassberger & Procaccia, 1983): busca medir a dimenséo da
série temporal observada e tem que ser baixa (menor que dois digitos) para sistemas caéticos.
Parte da estimativa da probabilidade de dois pontos quaisquer estarem a certa distancia um
do outro e das alteragdes dessa probabilidade a partir de incrementos na distancia desses dois
pontos.

e) Estatistica BDS (Brock, Dechert & Scheinkman, 1987): desenvolve um teste geral para
dependéncia da série de dados sob a hipdtese nula de que os dados sdo independentes e
identicamente distribuidos (IID). Desse modo, testa tanto a nao-linearidade como a correlagio
serial.

f) Teste Residual (Brock, 1986): para confirmar a presenga de caos deterministico na série,
deve-se estimar a mesma Entropia de Kolmogorov e 2 mesma dimensio da série temporal
para os residuos de uma aproximagio via um modelo ARCH (Autoregressive Conditional
Heteroskedasticity)' ou GARCH (Generalized ARCH).2

8) Shuffle Diagnostic (Scheinkman & LeBaron, 1989): teste de significancia, onde se
misturam os dados observados, de modo a totha-los teoricamente IID, e se refazem os demais
testes de evidenciagdo para essa nova série. A série construida aleatoriamente deve ter-
resultados bem distintos dos dados brutos (iniciais) para comprovar a presenga de determinado
grau de dependéncia na sétie original considerada.

Jaditz & Sayers (1992) destacam a impottancia da filtragem dos dados, principalmente
se a série se caracterizar por blocos de volatilidade (volatility clustering), uma vez que evita
as relagdes espiirias de dependéncia. Para tal utilizam modelos do tipo ARCH ou GARCH e
analisam seus residuos em busca de dependéncias adicionais.

Brock, Hsieh & LeBaron (1991) constatam que séries temporais geradas por processos
cadticos exibem dependéncia mesmo apds a aplicagdo de filtros de modelos tipo ARCH. O
procedimento de filtragem pode ser interpretado como um teste de especificagdo com o
modelo ARCH (ou GARCH), sendo a hipdtese nula. No caso de a hipétese nula ser rejeitada,
isto é, os resfduos do modelo nao apresentarem caréter IID, demonstra-se um padrio caético

. da série temporal considerada.

Evidentemente, os testes possuemn algumas limitagdes que devem ser cuidadosamente
observadas para ndo se chegar a conclusdes deturpadas. Em primeiro lugar, a nao-es-
tacionariedade dos dados prejudica a adogao dos critérios da Entropia de Kolmogorov e da
Correlagiao de Dimensdo, uma vez que torha suas estimativas imprecisas. Como a maioria das
séries agregadas é nio-estaciondria, limita-se muito o universo de pesquisa de processos
cadticos na economia, onde pode-se destacar o maior grau de confiabilidade das séries
financeiras. Outro ponto refere-se ao uso de pequenas amostras, pois a teoria da estatistica-U,
pressuposta nos critérios mencionados, depende da caracteristica de distribuigio assintética

! Ver Engle (1982).
2 Ver Bollerslev (1986).
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para ter boas aproximagdes.? Assim, para nio se ter estimativas enviesadas, necessita-se de
amostras bem grandes, que nem sempre sio disponiveis efou confiaveis.

Outro problema € a limitagdo quanto ao nimero de varidveis, o que dificulta a identifi-
cagio de proptiedades em sistemas de maiores ditnensées. Desse modo, s6 ha condigdes de
identificar processos cadticos de baixa dimensio, o que implica modelos reducionistas. De
acordo com Boldrin (1992): “Intuitively it seems clear that if the economy is driven by some
nonlinear dynamical system it has to be one with a high number of degrees of freedom”.

Portanto, a dificuldade de identificar o caos deterministico nos movimentos e flutuagdes
econdmicas é bastante significativa, ndo s6 na esfera da prépria natureza dos dados, mas
também devido a impedimentos de ordem tedrica.

3. A diferenciagao entre caos deterministico e processos estocasticos

O modelo de mercado de ativos eficientes, hormalmente utilizado, é calcado na redugao
do agente ao homem econémico — decisor racional que busca defender seus interesses
utilizando sua capacidade ilimitada de célculo e de plena informagéo para avaliar, sob forma
de relagio custo-beneficio, todas as alternativas e escolher aquela que maximize sua satisfa-
¢ao.

Quando o metrcado é bem organizado e altamente competitivo, o paradigma linear o
define como mercado perfeito. As forgas de oferta e demanda conduzem a um equilibrio no
nivel de pregos dos ativos, torhando o prego cotrente a melhor estimativa para pregos futuros.
Desse modo, os movimentos de pregos somente poderiam ser criados a pattir de novas
informagdes no mercado. Como hio hd razio para se esperar que o surgimento de informagdes
tenha qualquer raiz nio-aleatéria, os movimentos do nivel de pregos dos ativos devem ser
independentes uns dos outros, seguindo um comportamento aleatorio. Havendo grande
mimero de movimentos independentes de pregos, no limite, a distribuigao de probabilidade
converge para a distribuigao normal, como postula o teorema central do limite. A hipétese de
que a distribuigdo de probabilidade dos retornos converge para uma distribuigdo normal
possibilita uma grande quantidade de testes estat{sticos e técnicas de modelagem, que por sua
vez garantem solugdes 6timas para o processo de deciséo.

Segundo Mandelbrot (1963), Bachelier (1900) foi o primeito a desenvolver um modelo
estocastico, analisando os pregos de ativos. Bachelier baseou seu modelo nas seguintes
hipéteses:

a) as vatiages sucessivas dos pregos sdo independentes;

b) todos os pregos seguemn um compottamento caracteristico do processo de Martingale,
caracterizando um mercado perfeito;

c) as imperfeigdes do mercado se mantém apenas quando sio inferiores aos custos de
transagdo e, sendo assim, nio comprometem as demais hipéteses;

d) os pregos competitivos seguem um movimento browniano, também conhecido como
processo de Wiener (simultaneamente um processo de Markov e um Martingale).

3 Ver Jaditz & Sayers (1992).
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Contudo, Mandelbrot criticou duramente o modelo desenvolvido por Bachelier, baseado
na falta de evidéncias empiticas para dados mais atualizados e na descontinuidade dos pregos.
Esta ultima ctitica refere-se a necessidade de continuidade dos dados para a adogio do
movimento browniano, que parte da hipétese de comportamento gaussiano, demonstrado a
pattir de um random walk no tempo continuo e de deslocamentos infinitesimais.

Mandelbrot chegou a assinalar que a aceitagdo de continuidade nio passa de uma simples
copia, consciente ou nao, dos métodos de sucesso comprovado da fisica newtoniana. Para
demonstrar a existéncia de descontinuidade nas séries de pregos de ativos, Mandelbrot
apresentou alguns motivos, sendo que o principal consiste em alteragoes das varidveis que
formam o prego durante o periodo em que o mercado de ativos permanece fechado. Tais
mudangas podem gerar, na abertura do mercado, bruscas variagdes nos pregos, caracterizando
uma descontinuidade na série observada.

Além da critica especifica ao modelo apresentado por Bachelier, Mandelbrot acusa ainda
alguns economistas de insistitem mesmo assim et enquadrar as séries de pregos de ativos
em comportamentos gaussianos. Para tal, esses “insistentes™ economistas se valem, princi-
palmente, de trés métodos:

a) separar as grandes variagoes dos precgos, que causam a descontinuidade da série, como
componente nhio-estocdstico, enquanto que as pequenas variagoes sdo analisadas como
seguindo um comportamento gaussiano;

b) utilizar transfotmagdes lineates ou nao-lineares (como a logaritmagao) nas vatidveis, de
modo a encaixa-las no contexto gaussiano, como sugetido por Tukey (1957);

c) considerar que os pregos seguem um processo estocdstico, porém com parametros incon-
troldveis, tothando assim o modelo ad hoc e incontestivel, em contradigdo com o conceito
de modelo cientifico elaborado por Popper.

O modelo de Mandelbrot pressupde uma variancia infinita, o que torna irrelevante o
carater estaciondrio ou nio dos pregos de ativos. Em conseqiiéncia, algumas ferramentas
estatisticas, baseadas no principio de varidncia finita (por exemplo, regressdes do tipo
minimos quadrados), se tornam altamente imprecisas. Uma vez aceita a hipétese de Mandel-
brot, os trabalhos anteriores acerca de pregos especulativos, quase sempre calcados em
estatisticas que assumem variancia finita, passam a ter resultados duvidosos.

Além de considerar a variancia infinita, Mandelbrot construiu o principio de escala na
economia, afirmando que nao ha qualquer razio suficiente para se presumir que uma escala
de tempo pode ser mais relevante que outra. Exatamente o inverso dos critérios do processo
de Wiener, que levam em considetagao escalas de tempo diferengadas. Os processos estocds-
ticos partem da convicgdo de que as pequenas modificagdes dinimicas, transitorias e impre-
visfveis ndo tém relagio com as mudangas estruturais de longo prazo, diferengando assim as
escalas de tempo. Mandelbrot, por outro lado, assume uma concepgao de escalas de tempo
em que as amplas oscilagdes de pregos durante meses, anos ou até décadas sdo determinadas
a partir de forgas de mercado. Todas essas escalas diferentes de tempo seguem o mesmo
padrio, uma simetria observada através de seus diagramas fractais.

A forma irregular com que os agentes assimilam as informagdes, nao tomando decisdes
até que surjam novas tendéncias, pode causar um viés no passeio aleatério. Passeios aleatétios
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enviesados foram estudados a fundo por Hurst na década de 40 e por Mandelbtot nas décadas
de 60 e 70. Hurst elaborou uma estatistica essencial para se verificar a aleatotiedade ou nao
de uma dada série temporal: a estatistica H. Partindo do reescalonamento da sétie a partir da
anilise R/S,* H pode assumir valotes entre zero e um. No caso de um passeio aleatério,
espeta-se um H de 0,5, indicando a independéncia das observagdes; caso contrario, eviden-
cia-se a presenga de correlagio serial de longa meméria.’

Quando se estima H no intervalo (0,5, 1], a estatistica indica um comportamento
persistente com tendéncia na série. A forga dessa tendéncia é fungio direta do valor de H, ou
seja, quanto mais préximo da unidade, mais forte serd a tendéncia. De acordo com Mandelbrot
(1983), oinverso de H é a dimensdo fractal e, por isso, séties persistentes se comportam como
um movimento browniano fractal (ou passeio aleatétio enviesado). Vale lembrar que a
estimativa de H nada sugere sobre a distribuigdo, ou seja, H = 0,5 nio significa um passeio
aleatorio gaussiano; define apenas que nao hd um processo de longa memoria. Para testar a
validade e significancia da estatistica H, deve-se realizar o método de Shuffle Diagnostic
desenvolvido por Scheinkman e LeBaron (1989).

Fazendo a analise R/S para o indice Standard & Poors (S&P500) da bolsa de Chicago,
Peters (1991) estimou H = 0,78, e H = 0,51 apds a aplicagao do Shuffle Diagnostic. Esses
resultados demonstram o comportamento persistente da série considerada, evidenciando o
comportamento fractal da distribuigdo de probabiljdade e um passeio aleatério enviesado.

4, As investigagdes empiricas

Muitos trabalhos chegaram a reivindicar sucesso na tentativa de evidenciar o caos
deterministico em séries economicas. Nesta segio, citaremos alguns deles, assim como as
criticas que normalmente receberam. Contudo, o ptimeiro estudo, Mandelbrot (1963), nao
chegou a tentar comprovar a presenga de um padrao caético, limitando-se apenas a criticar
os modelos estocasticos (criticas ja apresentadas aqui anteriormente).

Geralmente, instituigoes de mercado tendem a amortecer dindmicas complexas. Desse
modo, ctia-se a propensao a examinar casos em que as instituigdes de mercado sao insufi-
cientes para amortecer os efeitos de uma dinamica complexa. Como os produtos agricolas
ainda sofrem grandes influéncias das condigoes climaticas — que sao cadticas por natureza,
segundo os estudos de Lorenz (1963) e Mandelbrot & Wallis (1969) —, o mercado no qual
estio inseridos se mostra ideal para se tentar comprovar o caos deterministico. Como os pregos
do algoddo eram uma fonte ideal de dados, por terem registros centralizados, completos e
antigos, Mandelbrot passou a analisd-los a partir de uma série de 1.614 observagdes mensais
do Departamento de Agricultura dos EUA, correspondentes ao periodo de 1814 a 1950. Tal
estudo resultou em um modelo — estruturado na geometria fractal — de alto poder de
previsio, porém sem qualquer indicativo quanto a natureza do movimento, isto ¢, do porqué
dos pregos de algodio exibirem tal comportamento.

O primeiro estudo completo a utilizar retornos diarios foi realizado por Fama (1965),
indicando skewness negativo e kurtosis alta (leptocurtose) para a série. Sharpe (1970) e Turner
& Weigel (1990) encontraram resultados semelhantes em seus respectivos estudos sobre

4 Ver Peters (1991).
5 Ver Peters (1991) e Mandelbrot (1983).
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volatilidade.® Tais caracteristicas sdo proprias da distribuigéo Stable Paretian (ou Pareto-Le-
vy), conhecida por apresentar tendéncias e ciclos, assim como mudangas abruptas e descon-
tinuas. Desse modo, torna-se evidente que a generalizagio da hipdtese de random walk e
distribui¢ao normal é indevida. '

Outro modelo interessante foi proposto por Barnett & Chen (1988), analisando o grau de
controle do estoque de moeda no periodo situado entre 1969 e 1984. O expoente maximo de
Lyapunov estimado foi positivo e o coeficiente de Cotrelagdo de Dimensio baixo. Outros
testes também foram adotados, como o retrato do espago de fase e plots da fungao de
autocorrelagao.

Um dos ptimeiros artigos a tentar estimar a Entropia de Kolmogorov e a Correlagao de
Dimensio foi o de Scheinkman & LeBaron (1989), em que se adotou uma amostra de
aproximadamente mil observag¢Ses semanais de um indice de pregos de agdes. Como teste de
significancia, Scheinkman & LeBaron aplicaram o Shuffle Diagnostic, encontrando signifi-
cativas diferengas entre a série original e a resultante do método de Shuffle.

Apesar dos resultados atraentes, Ramsey, Sayers & Rothman (1990), reexaminando os
dados de Scheinkman & LeBaron, encontraram uma subamostra de 25 semanas que direcio-
nava a Cotrelagio de Dimensio para baixo. Excluindo esse perfodo, a Cortelagio de
Dimensao crescia consideravelmente, indicando um provavel cariter nio-estaciondrio da
série.

Outros trabalhos também podem ser destacados: Frank & Stengos (1989) analisaram
séries de ouro e prata; Hiemstra (1992) reexaminou o mesmo indice utilizado por Scheinkman
& LeBaron (1989), mas se valeu de aproximadamente 6.400 observagdes didrias. Mayfield
& Mizrach (1992) estimaram a Entropia de Kolmogotov, além de realizatem o Shuffle
Diagnostic e filtragem pelo modelo GARCH, para o indice S&P500, a partir de 19.027
observagdes de intervalos de 20 segundos.

5. Comentarios finais

Se o mercado de capitais for um sistema dinimico nio-linear, deve-se esperat os seguintes
comportamentos:

a) autocotrelagdo e tendéncia de longo prazo (efeito feedback);

b) mercados imprevisfveis em certos momentos e condigdes, petmitindo mais de um ponto
de equilibrio (niveis criticos);

c) uma série temporal de retornos que, dados pequenos incrementos de tempo, continue a ter
caracteristicas estatisticas similares (auto-similaridade);

d) previsdes menos confidveis quanto mais longo for o prazo de anilise (sensibilidade as
condigdes iniciais).

Essas caractetisticas descrevem um mercado que nao se enquadra no contexto da hipétese
de mercado eficiente, contexto que dominou a economia financeira nos tltimos 30 anos. Esse

6 Ver Peters (1991).
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paradigma de compottamento reduz a matematica a equagdes diferenciais lineares com uma
tnica solugio. Contudo, é evidente que o mercado nio é simples e linear, mas complexo e
nio-linear.

Quanto ao impasse entre a utilizagao de processos estocasticos e modelos deterministicos,
observamos a formagio de duas linhas, principaimente no mercado financeiro. Atualmente é
comum encontrar consultorias calcadas em CAPM (Capital Asset Pricing Model) e Black &
Sholes, critérios desenvolvidos sob a hipdtese de mercado eficiente. Por outro lado, a
utilizagdo de métodos fractais e modelos caédticos para analisar os movimentos dos ativos se
torna cada vez mais freqiiente, principalmente nos EUA. Nesse ponto, voltamos a salientar
que considerar as oscilages econdmicas como integrantes de um compotrtamento cadtico .
deterministico implica aceitar que os mecanismos de mercado sio dinamicamente instiveis
devido as forgas endogenas.
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