Equilibrio aproximado em economias com auséncia de convexidade*
Renato Fragelli Cardoso**

Este trabalho apresenta uma revisdo da literatura sobre 4 existéncia de equilibrio geral
em economias em que as preferéncias individuais ndo sao convexas ¢ as tecnologias das
firmas sdo descritas por conjuntos da possibilidade de produgao nao-convexos. A auséncia
de convexidade das preferéncias equivale a abandonar a hipétese de que o consumidor
prefere a diversificacdo aespecializa¢do. A ndo-convexidade dos conjuntos de possibili-
dades de produgdo corresponde a retornos crescentes de escala na producdo. Embora a
hipdtese de convexidade seja necessaria para se provar a existéncia de equilibrio compe-
titivo, prova-se que ao se considerar economias sem tal hipotese, chega-se a um equili-
brio aproximado, cuja medida de desequilibrio per capita decresce com o aumento do
numero de agentes.

1. Introducdo; 2. O Teorema de Shapley-Folkman; 3. O modelo de produc¢do e consu-
mo; 4. O modelo de economia de trocas

1. Introdugao

A existéncia de equilibrio competitivo em economias com produ¢ao e consumo
foi provada por Arrow-Debreu em 1954, a partir das hipdteses de que a produ-
¢ao de cada empresa € divisivel, aditiva € ndo admite retornos crescentes de es-
cala, e de que as preferéncias de cada consumidor levam-no a gostar mais de di-
versificar seu consumo entre vdrios bens do que concentra-lo em apenas alguns.

Um modelo mais realista deve levar em conta que diversos processos de
produgao, principalmente na industria, ndo sdo divisiveis — nao se produz meio
automove] — ou convexos — a industria quimica opera em regime de propor-
¢oes fixas. Analogamente, a convexidade das preferéncias ¢ igualmente irrea-
lista em diversas situagdes em que a satisfa¢do proporcionada por um bem esta
associada ao consumo de uma quantidade ndo inferior a um certo valor mini-
mo — dificilmente meia dose de uisque ¢ meia de gin seriam preferidas a uma
dose inteira de um dos dois. Em que medida as hipoteses de convexidades sdo
essenciais a existéncia de equilibrio? Esta questao pode ser ilustrada tomando-se
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Primeira empresa: retornos constantes de escala
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Segunda empresa: retornos constantes de escala e dois processos
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Terceira empresa: retornos decrescentes de escala
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empresas que produzem um unico bem Y, a partir de um dnico insumo Y, com
precos respectivamente iguais a Py e Py:

Nos trés exemplos, em que 0 conjunto de possibilidades de produc¢ao é con-
vexo, a curva de oferta nido apresenta descontinuidades. Se existisser varias fir-
mas, a oferta agregada seria continua. Dada uma demanda agregada continua,
o vetor de precos p = (p,, p») ficaria determinado, bem como as quantidades
Y1 €y

Suponhamos agora que a economia seja composta de uma unica empre-
sa, a qual apresenta um conjunto de possibilidades de produ¢do ndo-convexo
representado no grafico y, x y, pela figura 4.

Figura 4

)

Y2

Esta empresa, ao utilizar uma quantidade de insumo v,, produz o nivel de
produto v» = f(y)).

A empresa so tera produgdo nao-nula se puder ter lucro nao-negativo:

m=p; ~f(y;) =y =0
D
Y1 < 2

o —m K -
fy,) joJt

Para p./p, = a hd dois niveis de producdo possiveis: v» = yd.ey, = 0.
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Qualquer nivel de produyao entre 0 e ¥a, traria lucro negativo para a empresa.
As curvas de oferta de produto e demanda pelo fator estdo nas figuras 5 e 6.

Figura 5 Figura 6
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Se houver uma oferta do fator y, < ya, ndo ha equilibrio neste mercado.
A ndo-convexidade do conjunto de possibilidades de produgdo gerou uma cur-
va de oferta descontinua que impede o equilibrio.

Do mesmo modo que geramos curvas de oferta de produto e demanda de
fator descontinuas a partir de um conjunto de possibilidades de produgao
nao-convexo, podemos gerar curvas de demanda pelo produto e oferta de tra-
balho ndo-continuas para um individuo a partir de preferéncias nao-convexas
(ver figuras 7 e 8).

\Z) Ar Figura 7
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vol Figura 8

bemanda por yo

= Po/Py
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Os desequilibrios gerados pela auséncia de convexidade das preferéncias
e dos conjuntos de produgdo vistos isoladamente tendem a se reduzir quando
se considera a economia em termos agregados. Este fato ocorre porque os con-
juntos de produgdo e consumo (sujeitos a certo nivel de satisfagdo) somados ten-
dem areduzir o ‘‘grau de ndo-convexidade’’ em termos relativos, isto ¢, o grau
de ndo-convexidade do conjunto agregado dividido por uma medida de tama-
nho da economia — como por exemplo o nimero de agentes econémicos. A in-
tuicdo por tras deste fendmeno esta no fato de que diferentes conjuntos de dife-
rentes agentes apresentam isoladamente diferentes ndo-convexidades, mas, quan-
do somados, as convexidades tendem a se cancelar gerando conjuntos agrega-
dos aproximadamente convexos. Mesmo na hipotese de conjuntos nae-conve-

1 Figura 9
Cinco conjuntos iguais a
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x0s exatamente iguais, a nao-convexidade do conjunto agregado fica menor, em
termos relativos, conforme a figura 9.

Se tivéssemos um numero muito grande de agentes, o conjunto somado
aproximar-se-ia do formato a seguir:

10.000

10.000

Neste trabalho daremos um tratamento rigoroso a este fato, que descre-
vemos heuristicamente. O trabalho esta dividido em trés itens:

O item 2 contém uma prova do teorema de Shapley-Folkman. Este teore-
ma ¢ o Teorema 11.1 serdo utilizados nos itens seguintes.

Noitem 3 apresentamos uma breve revisdo do modelo de Arrow-Debreu.
para, em seguida, verificarmos quais as conclusoes deste modelo ao se abando-
nar a hipotese de convexidade. Provamos que, neste caso, ha um equilibrio apro-
ximado que se distancia do equilibrio compensado de uma magnitude que de-
pende do *‘grau de ndo-convexidade’ dos conjuntos de producdo e consumo dos
agentes econdmicos e independe do tamanho da economia.

No item 4 analisamos uma economia de trocas sem preferéncias convexas,
considerando como medida de desequilibrio o valor de mercado do excesso de
demanda. Provamos que existe um equilibrio aproximado cuja medida de de-
sequilibrio depende apenas das dotac¢des iniciais mas ndo do ‘‘grau de ndo-con-
vexidade’’ das preferéncias.

2. O Teorema de Shapley-Folkman

Para provarmos o Teorema de Shapley-Folkman precisaremos de alguns lemas
que apresentamos a seguir.

Defini¢cao
Diz-se que um sistema de equagoes
x =a, X Faxt 4. arxt

«I ¢ RN admite solu¢do ndo-negativa (1. 25, ... ar)
se aj > Oparaj = 1,2,..., 1.
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Lemall ]

Sejam x, x!, x2,..., XI vetores em RD tais que existe uma solucao ndo-ne-
gativa para as n equagoes.
x=a; x! +a,x* +...+arxf,onder>n

Entao existe uma solugdo também nao-negativa para estas # equacgdes com no
maximo # dos termos positivos.

Prova: por hipétese, existe uma solu¢do(a,,a,,..., ar) tal que aj = 0 para todo
j.Se onimero de termos positivos entre estes forigual a n, o lema estd provado.
Se este nimero for superior a n, temos que provar que ha uma outra solu¢ido com
n termos positivos.

Provemos que caso hajam 1 + / coeficientes a;j positivos, pode-se encontrar uma
solu¢do com apenas 7 termos positivos. Esta mesma argumentac¢do poderia ser
repetida caso houvessen + 2, n + 3, n + 4, ..., r coeficientes positivos, até se
chegaran+ 1.

Seja a solugdo a = (a;, a,,..., ar) em que por remuneragdo podemos admitir a,,
52, E_in, in,] > 0, ﬁn*z = ... = ﬁr = 0.

Como os vetores x!, x2, ..., xI, xL+ 1 pertencem ao espaco RN, eles sjo linear-
mente dependentes, isto é:

il =

<y

ra¢io podemos supor ¢; >0e tomar G = —7' Aktendo: X'+ X2+ +
¢

tenxN+ep+ 1 x" Tl =0como x=3 x' "B x* - chaoxt g

¢y x’ +ey xT +. . +chxh+ch 4 1 0 com algrim ¢ # 0.Por renume-

ntl +2 ) R
XU 0xn T St v o400 Todoe >0 tome = min(— ) para todo ¢, > .
it C.
- ]
a4 B
Paraj =k terse-d b = ——

— . It <t temos: - b(Ix) 4oy x4+

+Cn>\-n+cn+lxn+1):0x:ﬁ,x’+52x2+...+5nx'1+5,]+1x"+
+140xn F 24 40xTloco, x=(@, - h)xh + (4, he)xP 4.+

. + | 2 . '
+ (ap - bepdxP+ (o + 1+ hep+1) X0 +0xn -+ o+ OxPparaj =k,

s (2~ ) = {: — he = ¥ Ay« Alved, o LN .
temos (4' hg‘]) mk hep) 0. ohtendo-se a solucdo (a; -- h. &, - ez

¥ - ey 0. dpyy BCuLyp An+] 0. 0. ..., 0) =ue possl g

1 .
“Cn+|
termos positivos ¢ r- n termos nutlos.

Q.F.D.
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Lema I1.2. (Teorema de Caratheodory)

I .
ai>0.2 a.=1.xI €A.
=1 !

. — - I r 1
Seja A CRMe x € co(A), isto €, x =2 aj xI,
1:
Entdo x é combhinag¢do convexa de no mdximon + { dosxi,i=1,2,....n,.. T
Prova: considere as n =/ equagdes com r incdgnitas dadas por:
r
por: x = X

- =
f ) 3; x!' (n equagdes)

I
1= 3 3 (1 equagio)
i=1

Por hipotese, estas n+ I equagdes tém uma solugdo ndo negativa pois aj == 0.

Podemos usar o Lema I'V. 1, bastando ampliar a dimensao do espagco R1 para
RN +1 temos:

r b I ot -1 2 Tq
Vi X; ] X, Xp77 Xy ||y
\% X ! 2 r
Y2 2 Xn x2---x, | la,
\ ' T e
N ! ' ! ' i
; n + i , =] ., = = 1 2 T '
y€ER R % Xn X2 X777 Xp|{er
1 | 1 11 -1
L L J L J

[ .
Nesta notagdo as n+ / equagdes sdo dadas por v = ‘Zl 3 vl
]:

onde y!, y2,..., yI ¢ Rn+1

Pelo Lema I1.1 ha uma solugdo @ = (a,. 2,, ..., ap, .... )

com no maximo n + I dos coeficientes aj positivos. Logo.

r . .

— 1 — 1

y= % a v ox =% 2 x,
=] i€s

onde S é o conjunto dos indices 1 =

1

1,2.....r,tal que aj > 0.

Q.E.D.
Teorema Il. |
n ; i) isto 6 Loy
Seiem B' (B, ... B'C R Sejex & _Zl co(Blyistoé. x = ,.11 x'.x
i =
¢ co(Bl)rara =120
H K H r _; .
EntioexistemX . X*....X' .€co(BhYe x= T X' com a propriedade

=

x! € B' ara tota 7 com oxeessio de no midximo um nimero n destes xJ.
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r .
Prova: por hipotese X~ jgl xJ, onde xJ e co(BJ). Pelo Lema I1 .2, cada xj €

uma combinag¢ido convexa de no maximo »n + / elementos, de B/, isto é;

roo. . ntl . : ntl
x=Z x, = a]ixJiEB],jzl,...,r. T d=1
=1 =1 =1 !
temos
r j nEH 1 1+ ngl 29 o
= = . . . T+ X, 13CHe
X = X 2 3 ) CHES' Lt igl A x; (nn enuaches)
ntl 4 ntl o ntl
) a. =1, ¥ a =1... Z a. =1(r equacdes)
=1 ! =] 1 =1 1

Para aplicar o Lema I1.2, ampliemos o espaco R para Rn+7r

r)/1 X1 rr “_
va X2 XM [x]=(, 1)
y= = = M=(,1
¥n
Xn
Yn+1
Yn+r ! !
L J U]
[YJJ — vetor(n.1)
YJiE {:1 Jj vetor (r.1)

=

Temos n + r equagdes e (n + 1) r incognitas al,j=1,...r
i=1,..,n+1.PeloLemall .2, hiuma solucdo ndo-negativa com no maximo
n+ rtermos positivos, ou seja,

o | =1 L2 =2 T =
a=(@y..... ER - I I 31 ..... asy)
coeficientes dos coeficientes dos
nontos de B nontos de BF

Na solugio 3 existem n + r coeficientes positivoseos(n+ 1) r — (n+r) = n(r—1)
outros coeficientes sdo todos nulos. x e co (B!) + ... + co(BT), logo, no mini-
mo um dos coeficientes de cada B/ é positivo (isto ¢ mostrado por ™ :f l 1

a~ =1

EQUILIBRIO APROXIMADO 167



I,paraj = 1,2..... ). Se para um certo j houver al = 1 para algum i/, entiao o
ponto do co(Bl)associado a este al pertence ao conjunto B/. Se para um mesmo
Jhouver maisde um tal que J >0 .entdo épossivel que acombinacio con-

vexa dos correspondentes pomos nao pertenga a B/.
Detina para cadaj = 1.2...r o conjunto de coeficientes
. o . r .
S =altu! >0 Sabese aue 28V >1¢ ¥ #9< ntr Ajcualdade
i 1 J ]
r .
T = 51 =1+ n ocarre se nara todo S tivermos # S] < 2. Neste caso
=1
eXISTem exatamente r-- 1 conjuntos S com # SJ = 1 e n conjuntos SJ
I
com = S° = 2. Purajtal gue # S] = 1. temos a] =1 naraaleumieo
nonto <o U‘(B ) assnciudo a este :1' nertence a B Paraj tal aue #
— 1 0 . i i e
= §'= 2 existem B ay s0sitivos ¢ a comhinacdo convexa dos
v e xbassociados a estes coeficientes pode ou ndo pertencer a B,
Se as n combinacdes convexas a~1 X d+ :I ‘1( tais que = S‘ =2 nao
\
pertencerent aos resoectivos coninntos B!, teremos o caso de maior niimero
. i, . i 1 . .
le conjuntos B tais one v % B'. sendo este niimero izual a n.
Coroldrio 111
Seja Fuma familia de conjuntos compactos S; € R i = [,2...,m, ex

€CO | 2 S,). Entdo F pode ser dividida em duas subtamilias F, e F, onde F;

e

possui no maximo » elementos, tal que:

NSl X Si+ ¥ S.on
SEFl SEF,

WEN T com Ny & col X Sh.x~€ (X S
' - S€F, - S€F3

Definicao

Um vetor y é uma diregdo facial sobre x e C se x +ty ¢ C para todo Itl sufi-
cientemente pequeno.

Figura 10 ==

x tty

P x =ty
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Lemall.3

SejaS € RD, x ¢ co(S). Entdo existe um subconjunto finito T C S tal
que xe co(T) e X — x ¢ uma diregdo facial sobre x em co(S) para todo x e T.
Prova: pelo Lema I1.2, podemos afirmar que x € uma combinagio convexa de
nomaximo n + 1 elementos de S. Tomando-se 7como o conjunto formado por
estes elementos, conclui-se que existe T € S finito.
Para provar a segunda parte do teorema, tomemos T ={x; Xa,..., Xk Jonde k =
k k
n+l,ex = ) aJ XJ C"j =0. _21 aj =1. Suponha porabsurdo que paraal-
=1 i
gum xj, X — X;j nao ¢é dire¢do facial sobre x em co(S). Podemos supor xj = X
sem perda de generalidade. Teremos x + t(x, — x)g co(T) para algum ¢, com
Itl pequeno. x + t(x; — x) ¢ co (T), logo (1—t)x + tx;¢ co(T), isto implica

k
(1— .21 aj Xj + tx]¢co(T).
J:

]El Jx ¢ co(T), paraB—(1~t)a =2,...,ke
—(1—t)a1+t temos
L.
; 3 —(l—t)a1+t+2(1—-t)oj (1“’t)2£¥]+t_1 t+1t=1
= j=2 i=1
logo, x + t(x; — x) é uma combinac¢do convexa de elementos de T, contra-

dizendo a hipdtese de x + t(x; — x) &co(t).
Q.E.D.

Definicao
O raio de um conjunto compacto S C RF ¢é definido por: rad (S) =

= min max_ 'x—y'L
x=RM YES

rad(s) ¢ igual ao raio da menor bola fechada que contém S.

Figura 11

rad (S)

|
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Lemall 4

Para toda familia finita F de conjuntos compactos Se todo X €

co( ¥ Siexiste vVE T S talaue 'x—vii2 < T (rad (S)?
SeF SeF SeF

Prova: por inducio finita,se # F = m = 1,

x= I afv)y.para TUS finitoe a(y) =20, ¥ «(y)=1 tome x*de modo
veT veT
aminimizar max x-Vvi} de modo a termos rad (s) = max l'x*tyil.
vES veES
O=x-x=x" X aWv=X ay)(x—y)
yeT veT

tomando-se o produto interno com o vetor x—x*

eT

A igualdade acima impede que setenha “ x —x*,x —y ~ 7 0

paratodoy €T, demodoque paraalgumyeT = x —x*, x —y ~ = 0. Mas [rad(s)]?
S0 vi =i xT) o (x oy ) PP x ey [P D xR -2 <x—
Xixov>zix—yl?

portanto a desigualdade (*) vale param = 1.

0=3 a()<yx x“x—v>
-

Admitindo que (*) vale para m, provemos para m + [ se

- ’mil ; m
X & cold I Sj) = o .51 S;)+ co (S, 4y) teremos
J: - J: B

—
=

; o 1 3
XTN oFxx leco ( 131 Sj) € X7 € co (S, pela hipdtese e indugdo.

i=

3

existe vl € ¥ S talaque Nl —vli2 g
i=1 i -

114

—

frad ($)1°.

Tomemos 70 que minimiza lIx — y!— zll para z ¢ co(Sm + ).
Entdo para todo z0 € co(Sm + ;) temos: m

X — yl— 20012 Fllx — v1 — x2112 = }JIxI — v j‘:‘] [rad (Sp]-
Paratodozeco(Sm+ ).tz + (I —0)z9 ¢ co(Sm+ 1), 0 <t = 1, temos,

Hx —y!l —Z0l12 = Ik —v! — [tz + (1 — 0)z0]IF* = lIx —y1 — 20 — 1z — zO)II?
=X —yl — 70012 — 2t “ x — y! —y0, 7 — 20 7 + tillz — zOlI2, logo,

Sy —yl — 70,7 — 70> = ||z — zoll*. Fazendo-se t—0, X—yl—270 7 —
20> =0, paratodoz¢ co(Sm + 1). Pelo Lema I1.3 existe um subconjunto fini-
to TZ Sy + tal que z0 ¢ co(T) € como (*) vale param = 1 temos,

fly2 — zOH2 = [rad (T))>*[rad (Sm + )]°

Pelo mesmo Lema I1.3 v: — z0 ¢ uma dire¢do facial sobre zO em co(Smy + 1),

<
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logoz0 + t{y?- 29 eco(Syy + ;) para lt! suficientemente pequeno. Para

z= 729 +1(v2 — 20), SX— VI—70 [20 + ({y1—Zz0)] — 70 > =0 < x
__\'1_7_0‘}'2__20>S0‘ ,
Como 1 pode ser negativo ou positivo, temos = x — v} —z0 v — 70 > = (pa-
ray = vl + 32 m+l

- E S.»

=1

2 . | 0 22002 = lIx — vl — ZO]12

HX — V2 = X — v — V212 = [(x — v —20) — (v~ ZO)l12 = lIx — z
5 o S m A

— 25X —yl —2z0,y2 =20 7 4 |lyI — 012 }l [rad(Sj)]* +

m m+1 =1
< _Zl [rad(Sm. ) = 'EI [rad(Sj)]3, )
J: ‘:

0 que mostra a validade de (’;). Q.E.D

Finalmente apresentamos o
Teorema I1.2 (Shaplev-Folkman)

Seja Fuma familia de conjuntos compactos S R" tais que rad(S) = L parato-
do S eF. Entdo paratoda subfamilia finita F''F desmelementosS!,....Sme

todo ponto X ¢ Ly g} existeumye g’ Sjlalquellx—_\'llsLl/ﬁ.

co( X ] )
= i=l
n . m
Prova: pelo Leina Il.4 paratodoxecol = Si) existeumye XS tal quellx
1= =

5

m m m N
—yllrs ¥ [rad(Sjl. Sems=n,lIx —ylI2 = % [rad(Sj))-= T 1- = mL2 =
nlL2. =1 = =1

;. 3
Sem ~ n. pelo Corolario I1.1, X = X, + Xx»; sendo X; € co( SEF SYex,
, 2

€ SEF, Sonde Fy e F; sdo duas subfamilias disjuntas de £’ sendo o numero ma-
ximo de elementos de F} iguala 7. Temos x — x=eco! S . S).
- SEF,
Como F; tem no maximo n elementos, aplicando-se o Lema V.5 podemos ob-
tery;e ¥, Stalquell(x —x:) — vyl ¥ L rad(S))2 s Y L2=<plL:
SeF SEF; S<F
tomando-se v = y; + Xy temos Ix — vI2 = nL2, 0 que prova Iy — Vil = L.

Q.E.D.

I

3. O modelo de producio e consumo !
3.1 O modelo de Arrow-Debreu (resumoy

Em uma economia existem n bens que sao produzidos por m firmas. Cada fir-
ma f¢é caracterizada por um conjunto de possibilidades da producao Yt,0qual
satisfaz aos axiomas:

A.l — Yféum subconjunto convexo e fechado do RH contendo 8 (g =1,....
m).
10 item 3 baseia-se em Srr (19691 ¢ Arrow & Habn (1971)
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Este axioma significa que a producao é divisivel (vfe Yfimplicahyfe Yf),
aditivel (y;-. yf- e Yfimplica y;. + y% e Yf) e ndo admite retornos crescentes
de escala (vf e Yf, 0 = N = lentdo A\yf = A\yf + (1 —N) § e Yg). O fato de Yt
ser fechado significa pontos arbitrariamente proximos de yf pertencema Yf. 6
e Y significa que a empresa pode decidir nada produzir.

Definindo o conjunto de possibilidades de producao da economia por Y
= ¥ Yf, temos o0s axiomas:

A2 —SeyeYey “f,entioy = 6
A3Z—Y (—=Y)=29¢

O axioma A.2 significa que nido se pode ter um vetor de produ¢ao agrega-
da com um componente positivo, a menos que pelo menos um componente seja
negativo, isto ¢, para haver alguma produgao, é necessario algum fator de pro-
ducdo. O axioma A.3 significa que ndo podem haver dois vetores de produgio
em que os insumos de um sdo exatamente os produtos do outro. Isto decorre
do fato de que algum fator de produ¢do é usado em qualquer atividade produti-
va, mas os fatores da produ¢do, por hipotese, nao podem ser produzidos pelas
firmas.

O consumo de economia ¢ representado por individuos. Cada individuo
h é caracterizado por um conjunto de possibilidades de consumo Xy, o qual sa-
tisfaz aos axiomas:

A.4 — Xh ¢ umsubconjunto convexo e fechado do R , 0 qual é limitado infe-
riormente, isto é, existe um vetor x} tal que Xp, = xp para todo xp € Xp.

Este ultimo axioma exclui de X1, as cestas de bens insuficientes para man-
ter a vida do individuo A.

A.5 — Cadaconsumidor possui uma dotagio 1mc1alx talque X xh para al-
gum Xh € Xh € uma participagdo de dhf nos lucros da empresa f, dhf 0, Z dhf
= 1 paratodo f.

O axioma acima afirma que cada consumidor A possui uma dotacéo posi-
tiva de cada bem. Trata-se de uma hipodtese forte que facilita muito a prova da
existéncia de equilibrio. A existéncia de equilibrio, contudo, pode ser provada
com uma hipétese mais fraca, mas envolvendo maior complica¢do matematica
(veja Arrow-Debreu, 1954).

Defini¢cdo

Seja P > 6 um vetor de RM que representa o sistema de precos. Denomina-se Mp,
(P) a renda do individuo h ao sistema de pregos P.

Mp (P) = = P, X~ + T dhj ng(P)
onde 7f(P) € o lucro da empresa f ao sistema de pregos P.
Note-se que os axiomas A.1, 4.4, e A.5 garantem que Mp(P) > 0 para to-

do P, pois por 4. nenhuma empresa opera com lucro < P, yf > negativo, pois
pode fazeryf = 6 ,eporA.4e A.5, X} < flogo < P, Xp> > 0.
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As preferéncias dos consumidores sdo descritas pelo axioma abaixo.
A.6 — Para cada consumidor 4 existe uma relacdo de ordem em X}, represen-
tada por( !> ).significando ‘‘preferido ou indiferente’’, entre pares de elemen-

tos de X}, satisfazendo as propriedades abaixo.

a) Transitividade

2 X‘3‘| implica X, > X
t ‘ D

b) Ordenacao
P 4 2 S N oo o x2 > N
aratodo Xy , Xj . temos Xi > NEoon xfo> N
' O

¢) Continuidade

. 2 .0 : - -
Para todo xﬂ 0S CONjuntos Xp: {xh l> -‘*g;}e{,\h:;f’] 2 v, }sao fechados
1 1 -

d) Convexidade semi-estrita

1~y 2 N 02 S
Se X4 ? Xpe0 = o<1 entdo(l—w af + exl > a7
¢)Nao-saciedade

Se x? € Xh, entao existe xp € X tal que >;h>' x(}’1

O sxmbolo(>) significa preferldo e é definido por: N |> xlz\ signifi-

)
. ) h
ca A} 2 )n mas nao ocorre x> 2 x.
4 h h v h

O axioma A.6.q afirma que duas cestas podem sempre ser comparadas.
A.6.b¢ ahipotese que permitiré ao individuo maximizar sua satistacao. A.6.¢
significa que se uma cesta ‘< ¢ prefmda ax; , eNntdo existem conjuntos de cex-
tas Ste S*CXp proximos a Xy e x’ respectn amente, 1ais que, se Xl e Sl e
€ S2, entdo x! >, x2. A.6.d indica que o consumidor prefere a div crsmuuao a
especializacdo. Finalmente 4.6.e assegura que sempre s¢ pode encontrar uma
cesta que agrade mais ao consumidor, isto é, o consumidor ¢ insaciavel.

Com estes axiomas prova-se a existéncia de um equilibrio caracterizado
por um vetor de pregos P*, pontos de produgéo Y . de cada firma, pontos de con-
sumo xj, de cada individuo obedecendo a:

D) P* > 6;
DEx, ST g7 or T N,
ST SR

|1

3) < p*w\f:,_ TH(p*), para todo f
4) < p*, ¥ 7 = Mp(p*),,para todo h. _ .
5) < p*, %, > = < p*, Xpparatodo *i e Xptal quex, ¥
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O item(1) afirma que o vetor de pre¢os ndo pode ser negativo ou nulo; (2)
significa que as restri¢es de dotacgdes de fatores de producio sdo respeitadas;
(3) diz que cada firma maximiza seu lucro ao sistema de pre¢os P*; (4) afirma
que cada consumidor gasta toda sua renda com bens de consumo; (5) significa
que nenhum consumidor pode gastar menos com uma cesta de bens que seja pre-
terida ou indiferente a cesta escolhida.

3.2 O modelo de produgdo e consumo sem convexidade

Em que medida o relaxamento das hipdteses de convexidade contidas nos axio-
mas A./ e A.6.d compromete a existéncia de equilibrio? Para analisar formal-
mente esta questao, tomemos uma economia competitiva descrita pelos axio-
mas 4.7/-4.6, sem as referidas hipoteses de convexidade. A nova ordenagao de

~ . . . o . .
preferéncias descreve conjuntos de pontos preferidos a um Xh , 1sto e,{xh:
Xh 2 x?}nao-convexos de acordo com a figura 12.

b k
Figura 12
X2
X4

Para podermos comparar o equilibrio alcangado por esta econermnia com
o equilibrio (compensado) do modelo de Arrow-Debreu, faremos a ‘‘convexi-
ficacdo’’ de nossa economia ndo-convexa. Para isto, definamos a ‘‘ordenacao
convexificada’ por:

Definicdo

' * ¢ : . . ,0 : [
i, 2 “ X7, significa que para todo ¥, tal que xf eco({xp: xh = xj, }) tem-se
\p ECO({X]—,: X ? x{]}), (vejafigural3)

A economia convexificada sera descrita por:
| — Os axiomas A.I-A.3 sdo satisfeitos com co(Yf) no lugar de Y¥.
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Figura 13

X2

X0 x1 mas

=2

Jx ,1

o

I — Os axiomas A.4-4.6 sao satisfeitos com ‘> no lugar de ‘> .

A economia convexificada satisfaz as condi¢des necessarias a existéncia
de um equilibrio compensado, isto ¢, existe um vetor de precos P*> ~» euma
alocagdo (xj....,x;:  vi....,vp) = (x*, y*) tal que:

Dx*=y*+ X,onde x= ¥y ¥
b=1

2) ¥; maximiza < p*, Vi ” sujeito a yf e co(Yf);
3) X. minimiza < p*, X;;> sujeito a xp ?’C xh’

b

B > EME = <oty >+ )ty <>

A economia convexificada, portanto, possui um equilibrio compensado
com as propriedades de factibilidade, otimizacdo para cada agente econdomico
e satisfacdo as restri¢Ges orcamentdrias de cada individuo. A economia nao-con-
vexificada tera um vetor de precos p* e duas alocagdes (x*, y*) e (x+,v+), a
primeira sendo factivel e a segunda sendo um 6timo para cada agente e satisfa-
zendo as restri¢oes orcamentdrias individuais. Tal que em termos agregados as
duas alocagdes estdo proximas. Definamos, pois, este equilibrio:

Definicdo
Um equilibrio compensado aproximado do médulo 4 é um vetor de precos P*

> @ e duas alocacdes (x*, v*) e (x-, y~)tais que:
a)y x* = y* + N

b)or=0 se x7 < v’ + x..
i i ! s

+ .
¢) v¢ maximiza < p*, vf ” para yf €YF:
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T e s < - .
d) x;, minimiza = p*, Xh > sujeito a xp 3 x

d

1 + S F -
€) <o, x> =M, =<0 X >+ E:l A< ovp >=

e

1'14m

M= <plE> 4 S 4y <t ai>

=1 £
f) Bx* — y*) — (x= —y )l = A

Antes de provarmos a existéncia do equilibrio acima, vejamos o conceito
de raio interno de um conjunto, que vem a ser uma medida de ndo-convexida-

de.
Defini¢cao

O raio interno de um conjunto S, r(s) é definido por:
r(s) = supinf rad (T)
xeco(S) xeco(T)

Para a compreensdo deste conceito, parta de X e co(S) e obtenha um sub-
conjunto finito TCStal que x e co(T). Para cada x, faga T variar e tome o infi-
mo de rad(T); a seguir defina como r(S)ao supremo sobre todos os x e co(S) de
todos estes infimos.

Figura 14

note que r{S) =0 se, e
somente se S € convexo
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A seguir provaremos que o equilibrio compensado aproximado existe e que
seu médulo é A = L +/n, onde L é o0 maior grau de nao-convexidade dos con-
juntos de possibilidade de produg¢do e consumo (sujeito arestricao }? xﬂ pa-
ratodo Ah) e n é o numero de bens. '

Oresultado I(x* — y*) —(x* —y*)I <A =L Vnindica que no equilibrio
aproximado a discrepancia entre o excesso de demanda agregada na economia
convexificada (x* — y*) e excesso analogo na economia nao-convexificada (x +
— y*)élimitada por um fator que independe do tamanho da economia (medi-
da pelo numero de agentes, por exemplo). Isto equivale a dizer que adiscrepan-
cia dividida pelo namero de agentes (discrepancia per capita) tende a zero quando
a economia cresce.

Teorema IIl.1 — Existéncia de equilibrio compensado aproximado

Sob as hipoteses I e II que caracterizam a economia convexificada, se existe L
tal que r(Yf) = L paratodo fe ({ X} xh% x: }) € L paratodo A, existe
um equilibrio compensado aproximado de médulo L\/n, onden, ondenéo
numero de bens.

Prova: sejam P*e (x*, y*) um equilibrio para a economia convexificada. O equi-
librio de cada empresa y*¢ € co(Y f) ¢ uma combinagdo convexa de um subcon-
junto finito Tr C Y¢. Como r(Yf) = L, conclui-se que rad(Tf) = L.

alypy Zoafyp=l

Z
viETe V€Tt

Multiplicando-se escalarmente por P* obtemos

Temos y%’ =

3t I — aflv <[‘.*_V~>
<pyp> yf%rf ve) <Pty
mas yfe Tf € Yf € co(Yf) para todo yf € Tf. Pela maximizacdo de lucro em
co(Yr), conclui-se que < p*, y*f > 2 < p*, yf > paratodo yfe Tf. Podemos su-
por, sem perda de generalidade, que a(yf) ~ 0 para todo yr ¢ Ty, pois caso al-
gum a(yf = 0 podemos retirar este yf de Tf. Com a(yf) > O paratodo yre T
e X _alyy)=1 eaexpressdo <p* y¢>= ¥  alys) < p*, yf> = < p*,
ver ot f veT, !
yf > , obtém-se < p*, y*f > = < p*, yf » paratodo yf ¢ Tf. Portanto: todo
yf e Tf maximiza < p*, yf > para yfe Yf. O mesmo argumento utilizado para

a producio pode ser repetido para o consumo, pois { x;.: x,, =X b= el Xy,
p p p R e

Xy, ‘> xg) e portanto existe um subconjunto finito SHC{Xh: x'}.‘ l> xg}[alque rad
(Sh) = Lex*peco(Sp). Conclui-se que: todo xp, € Sp minimiza < p*, xh > para

, o
X}, % X € < p*, Xh > = < p*, x*h > para todo Xh € Sh.

Estas expressdes mostram que podemos escolher Sp de formaater x? ¢ S,
e que todos os elementos de Sy sdo indiferentes. Temos: ‘

_ A H | F H F
Xoyt= T ox - ¥ € X ocolS)+ X ocol-Tp
h=1 " =1 h=) = ’
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H F
=co( T 5 + X (=T
h=] t=1 =

—

Comorad(Sk) * Lerad (—T¢) * L paratodo #ef, podemos aplicar o Teorema
de Shapleyv-Folkman para garantir a existéncia de um ponto

t t H F
ovte Tos 4 T (T
= =1
tal que
H(x* — v*) — (xt — yOIl = IIx* —x) — (v* —yO Il = LA
Q.E.D.

. bl
4. O modelo de economia de trocas -

4.1 Introducao

No modelo de economia de produgao e consumo apresentado no item 3.2 utili-
zamos como medida de desequilibrio o grau de ndo-convexidade dos conjuntos
de produc¢do e consumo dos agentes econdomicos. Neste item apresentamos um
modelo de economia de trocas em que a inedida de desequilibrio utilizada é o
valor de mercado do excesso de demanda.

Seja o vetor x e RK, 0 conjunto AC Rk usaremos as seguintes notagoes:
)

Byt = Qv e G Iy, !
M l(ﬂd.\ NG Uy :\i :

<<yl NS T

T g

IxI é o vetor com ixly = Ixj!
P = conjunto de preferenciais em R]:; obedecendo as hipdteses contidas no axio-
ma A.6 "o item e a excecdo de A.6.d (convexidade semi-estrita).

2 O modelo

Uma economia de trocas sera caracterizada por uma funcdo ¢ : A—>Px Rli
onde A é um conjunto finito de agentes econdmicos. Para o agente acA, aé
aprojecao de e(a) sobre {5— representando as preferénciasdea —ee(a)éa
projecdo de ¢(a) sobre R+ — definindo as dotag¢des iniciais de a.

Uma aloca¢do ¢ uma fungdo f - A - R; tal que éA f(ay= g, e{a).
a€s
Para uma economia e, M(e)—max{lle(al) + o Fe@M g, ,ak €A, aj

distintos}Um  vetor de precosPE Ry K¢tal que IIPIIS = 1. Sendo Soconjunto
detodos os pre¢os ¢ 5 seu interior, se P& S definimos C(p)_l/mm{pl,

- pk}- Para P& '§ e o €A, definimos o conjunto D(p,a) denominado
“*demanda do agente a ao pre¢o P’ por D(p,a) = { N= R}; <p.x><<p.e¢
(V> e <p,v> = <p,e(a)> implica x = a? }.A demanda agregada per capita
é¢oconjunto D(p)= T Dipa)l A:

aEA

2"() et 4 basera-se em Andarson (1982),
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Apresentaremos um teorema que prova a existéncia de um equilibrio apro-
ximado. As trés afirmagdes nele contidas podem ser interpretadas por:
1. O valor de mercado do excesso de demanda absoluto per capita é pequeno,
isto é, o valor de mercado do ajuste de estoques necessario para equilibrar to-
dos os mercados ¢ pequeno.
2. Pode-se obter uma cota para a norma do excesso de demanda. Como C(p)
depende de P que ¢ enddgeno, seu uso nao é adequado como medida de dese-
quilibrio. Tal problema, contudo, poderia ser contornado tomando-se uma co-
ta superior para C(p), por exemplo, a maxima taxa marginal de substitui¢do 3:
dado Po vetor de equilibrio aproximado, P;/Pj = 8, logo C(p) = k 8. A conclu-
sdo (2) também mostra que existe uma alocacdo que € proxima ao equilibrio em
termos agregados, embora possa gerar grandes desvios em rela¢do ao equilibrio
para alguns agentes tomados individualmente.
3. Existe uma alocag¢io tal que nenhum agente dispensa mais do que uma pe-
quena fracao de sua demanda, isto é, nenhum individuo se sente muito insatis-
feito em aceitar a alocagdo ao invés de obter a cesta determinada pela sua de-
manda.

Teorema I'V.] — Existéncia de equilibrio aproximado

. . .. 5 k .
Seja uma economia de trocas finitae : A~>P xRy, comiAl=pne I
acA
¢ (a) 3> O. Entdoexiste P< § tal que Ea e(a)n€co(D(p)). Paratal P
a
existe uma alocagao h: A —» Ri tal que <p,h(a)> = <p,e(a)> paratodoae

uma cesta g(a) e D(p,a) tal que:
(1) <p,1 T (g(a)—e(a))i><<p, T ig(a)—h(a) >< 2M(¢)
aCA a€A

(2) o X (g@)—ec(@)iyg< T leg@~r(@)iy < 2000Mle)
acA M acA M ‘

(3) Existe uma alocacdo f: A > Ry tal que <p. (i) >=<p.cfa)> naru tnloge

f(a} = g(:a\j [T 02.Ctm M(ey! éSA e(aki]naratoloa € A I i<,
=y i

Prova: por um argumento de equilibrio geral baseado em ponto fixo (veja Hil-

denbrand,1974, p.149-150) pode-se provar que existe um vetor Pé€ % tal que
< , S ela)= X hia)

aéAC(a)/ neco(D(p)).Pelo Lemall.3 existe h(a) e D(p,a)al que a&=A acA

e h(a)=D(p,a) para o maximo k agentes a,, ... , ak Escolha arbitrariamente gaj)

< D(p,aj). Paratodo l=i<k e faga g(a) = h(a) paratodo a e{al,...,ak}.Desta

forma g(a)€D(p,a) para todo a. Como, por hipdtese, as preferéncias 3 asao mo-

nétonas e g(a)< D(p,a) para todo «, temos <p,g(a)> = <p,e(a)> para todo a
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€A. Mas h(a) eco(D(p,a)) implica < p,h(a)> = <p,e(a) > para todo a. Pode-

mos, pois, escrever
(z{ay—e(a) > = <p,{Z (2(a)-h(d)

< p, > (2
a€A 7
2(@) - | >

5
P

< <p,
1€A

k
=<p, X ;(ai)ah(ai)

- t
l:

|

<p.g(a)> <ph (ai)>!

K
z
5

1

N

. ] 1 i~

1=

2.M(€e). o gue prova (1}

Para provarmos (2), notemos que

O (g —elanily Z oizfa)-h{a)l

a€CA : acA

< <p, T ﬁ“(;x)‘> Umin{pr... .. Py }
A=A ‘

=2 M(e) C(P), 0 que prova (2)
Para obtermos (3), tomemos o conjunto de indices definido por

x ;mi}e
EA !

e (u),

J :{i 2
T a€A
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a . h). o . e i
c(a)J (béA e(\.)] /béA :.(h)J). se j€7

r(a)j =
g(a), se j¢J

Criaremos a alocagdof :A ~> Rli com o auxilio da expressao anterior.Para tal,no-
temos que:
(i) r(a) > 6, pois a demanda g(a); pelo j-ésimo bem ndo pode ser negativa.

(ii) 2 r(a) < X e(a),poispara jE€Jtemos
acA ) acA P !

3 . s(a) ., oquei i ). a(a)..
A e(a)J <a€ZA ,»(aj. o que implica r(a)J < N(a)}

r(a)j = g(a)l(!‘éA e(h)j/héA g(h)j)
> L= X (X h)./] ¥ go(h))= ¢ (a); : vor
aEAr(a)J a€A g(a)l ("cEA e )J/!)EA Bl )J) an:A (a)l s

j € J,temos X ef(a), =2 X g(a)
) 2a€A ] a€A ‘)J

r(a) = 8(a)
2 r{a), = X g(a).< X e(a)
acA ( )] aCA B )J €A ('1)]

(i) <p,r(a) > < <p.g(a)> = <p,e(a)>, pois

A ultima igualdade decorre de g(a)E€D(p,a).
Definamos, portanto,

f:A*R}i por f(a)=r(a)+

<p.e(a)—-r(a)>
<p, X (e(b)-r(i
P Za e(b) -r(h)) >

+2 h)y —r
beA(c() r (b))
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Por (i), (ii) e (ii1) concluimos f(a) =z 6. Notemos que

T flay= I r(a)+t I (e(a)-r1(a)) = X efa),
aEA a€EA a€A aEA

o que provaque f¢ umaalocacdo, temos ainda < p,f(a) > = <p,r(a) > + < p,e(a)
—r(a)> = <p,e(a)>paraje ],

3 . = . =g .= . -2 h).
t(a)J r(a); ;,(a)J g(a)l (1-2C(P) M(e)/ agAe(‘ﬂ])
Paraj€-J.

Y e(h)
; LEA }
J (ﬂ)]- =7 (a)]- =9 (a)j e

: z g(h)

hEA ]

( E, 50y —e )
=g(a) 11— :
-'l L (g,
hEA !

Comonarai€J temse ¥ {(g(h). — e(h),) >0e para
R hEA J ]

todo xER!i, Xty = max X: = max X: 2 Xy
! < i

T (2(b) e WM< E Z (gM—-eMiy<2CMP) M(e)
hEA ! ) hEA

le acordo com (2).

2C(P) M(e)

! . > 2 (a) ’1 - —
temos f(a‘,J g (3)_1 | S g (h):
l hCA ™ !

> o) 1--2C(P) M(e)/ . ceth),
' hEA !

—

aque completa a prova de (3).
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Abstract

This paper is a survey on the existence of general equilibrium in economies with
non-convex preferences and technologies. The absence of convex preferences
is equivalent to abandoning the hypothesis that the consumer prefers the diver-
sification to the specialization. The non-convex technologies represent increa-
sing returns to scale. Although the hypothesis of convexity is necessary to prove
the existence of a competitive equilibrium, it can be shown that even without con-
vexity there is an approximate equilibrium with a measure of per capita dis-
equilibrium hat decreases as the number of agents increases.
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