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Resumo

Para o caso em que a vida econdmica de um dado projeto de investimento ndo pode ser
considerada como uma varidvel controlavel, Soper (1959) desenvolveu um conjunto de con-
dicdes de suficiéncia para a existéncia e unicidade da eficiéncia marginal do capital. No
presente trabalho, fazendo uso do mesmo tipo de enfoque que o empregado por Soper, sdo
derivadas novas condicdes de suficiéncia, as quais sio evidenciadas como mais potentes
do que as originais.

1. Introdugao

Dado um projeto de investimento caracterizado pela seqiiéncia de fluxos
de caixa liquidos { — S, Q,,..., Q.}, na qual SQ, < 0 e que apresenta
ao menos uma variagdo de sinal, reconsideremos o problema da aplica-
bilidade do critério da eficiéncia marginal do capital. Como de conheci-
mento generalizado, fazendo-se p — (1 + ) — 3, onde r denota taxa de
juros, o critério requer a existéncia de uma unica raiz positiva (distinta)
para o seguinte polinémio em p:

Fp)=-S+ X Qp 1)
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. . a . -
Ainda mais, sendo p uma tal raiz e sendo r uma certa taxa de
juros fixada para comparagio, para que haja consisténcia com o chamado

, , , . A A A —
método do valor atual, ¢ necessiario que a v = (1 — p) /p S 7 corres-
ponda F (p) § 0.

Em um artigo anterior (De Faro, set. 1975), no qual procedeu-se
a um detalhado exame das proposi¢des originalmente desenvolvidas por
Soper (mar. 1959), evidenciou-se que uma condi¢io de suficiéncia para
a correta implementacio do critério da eficiéncia marginal do capital ¢

que, sendo P > 0l que F(?)) = 0, se tenha:

Qj;)j, para k=1,2, ..., n—1, 2)
1

S =

7

ll.Ma-

o que s6 serd verificado se Q, > 0.

No presente trabalho, fazendo uso do mesmo tipo de enfoque em-
pregado por Soper, iremos derivar uma nova condi¢io de suficiéncia,
a qual, embora mais trabalhosa, ¢ mais potente do que a expressa por (2).

2. Restrigdo ao campo das taxas de juros positivas

Inicialmente, concentremo-nos no caso, que ¢ o de real interesse pratico,
em que sO sejam relevantes as taxas de juros positivas. Entdo, como
discutido por De Faro e Mello e Souza (dez. 1975), ¢ requisito indis-

pensavel que se tenha F(l) = — § + 2": Q; > 0 e a busca de raizes
=1
de F (p) fica limitada a valores pe (0, 1),

Suponha-se que f)e 0, 1) seja tal que F(i)) = 0. Entdo, se p = 1
for um limite inferior para as raizes positivas de

F(p)
p—D

Jp) = 3)

segue-se que ;; sera a unica raiz de F(p) em (0, 1).

Ora, seguindo-se Turnbull (1957, p. 97-8), p = 1 serd um limite
inferior para as raizes reais da equagdo f(p) — 0 se p = 1 for um limite
superior para as raizes reais da equagdo reciproca de f(p) = 0, que
designaremos por g (p).
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Temos que:

F(p_l) n—1

_ ,n—1 -1y =
gp) =p"" " Jp ) {p“—i?

ou

~-8p"+ X Qp* ™’

g9(p) = i=1 (4)

1—pp
Por outro lado, de acordo com a Regra de Newton (Turnbull, 1957,
p. 97), para que p = 1 seja um limite superior para as raizes reais de
g () = 0 é suficiente que g(1) > 0 e que as n — 1 primeiras deri-
vadas de g(p), quando avaliadas no ponto p — 1, sejam ndo-negativas.

Tendo em vista que

o) = S+ jngj >0 ®)

1—-p

pois, por hipédtese, F(1) > 0 e 1 — [; > 0 se j;s (0, 1), decorre que,
denotando-se por g¥(l) a k-ésima derivada de g(p) quando avaliada em
p = 1, e em face do lema demonstrado em apéndice, basta que se tenha:

) = k,'{-(?c)s_l_"lik n}:]) Qj}+k;,gk~1(1) >

J =1
1—p

>0,k=1,2 ...,0n—1; (6)

onde g°(1) = g(1).

3. Extensio ao campo das taxas de juros com significagao econbmica

Uma vez estabelecida a unicidade de uma raiz pg (0, 1), vejamos agora
sob que condigbes fica também assegurada a extensio da aplicabilidade
do critério da eficiéncia marginal do capital ao campo das taxas de juros
com significacdo econémica (que é definido por r > — 1).
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Antes de mais nada, observamos que tal extensio somente seri pos-
sivel se Q, > 0. Pois, para que ﬁs (0, 1) seja a unica raiz positiva de
F(p), ¢ 6bvio que nido podemos ter raizes no intervalo definido por
p = 1. Outrossim, dado que, por hipdtese, F (1) > 0 e observando-se
que o sinal de lz_n; coF (p) coincide com o de Q,, segue-se, da continuidade

de F (p), que tal s6 sera verdade se Q, > 0.

Fazendo-se uso uma vez mais da Regra de Newton, decorre que uma
condi¢dao de suficiéncia para que pe (0, 1) seja a tnica raiz positiva de
F(p) é que p = 1 seja um limite superior para suas raizes reais. Isto ¢,
ja que F(1) > 0, basta que F¥*(1) = 0, para k = 1, 2,..., n; onde:

. _ n ] o _
F¥Q) = k! {Qk. +]~=}k:+1 (k)Q"}’ k=12 ..., n—1 )

F* (1) =n! Q, @®)

4, Confronto com as condigdes de Soper

Retomemos o contra-exemplo de Karmel (dez. 1959), aqui chamado de
projeto de investimento A4, que ¢ caracterizado pela seguinte seqiiéncia
de fluxos de caixa liquidos: {— 2, 6, — 5, 2}. Como ja evidenciado por

De Faro (set. 1975), é de imediata comprovagio que 5 = 0,5 ¢ a unica
raiz real de F(p) = — 2 + 6p — 5p2 | 2p® e que, entretanto, as con-
digdes de Soper, como expressas por (2), ndo sio satisfeitas.

Outrossim, dado que
g1y =1/(1 — 0,5 = 2
fazendo-se uso de (6) teremos, sucessivamente:

—3X242X6+1(—5 +05X2 _,

=1 gi(l) = s

k=2 g2(l) = 2{‘3"><2+1l><_6}0J5r2><0,5><4 _ 4
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Por conseguinte, como g* (1) > 0 para k = 0, 1, 2 = n — 1, podemos
assegurar a correta implementacdo do critério da eficiéncia marginal do
capital no campo das taxas positivas. Ademais, tal aplicabilidade pode ser
estendida ao campo das taxas de juro com significagio econémica, posto
que, face a (7), temos que:

k:l—)Fl(l):6-—2X5+3X2:2>0,

k=2 F2(l)

I

2({—54+3X2 =2>0
¢ Q3:2>O.

Seja agora o caso do projeto B: {— 6, 13, — 6}. Como Q, = Q, < 0,
as condi¢bes de Soper ndo sio satisfeitas. Entretanto, desde que nos res-
trinjamos ao campo das taxas positivas, o critério da eficiéncia marginal
do capital pode ser corretamente aplicado. Isso porque, observando-se

que[';:2/3éraiz de F(p) = — 6 + 13p — 6p2, tem-se que:
— 6+ 18 —6
1) = =3>0
g (D) 273 >
e

—2X64+1X154+ (2/3) X3

=9>0.
1 —2/3 >

gt(l) =

Por outro lado, como formalmente demonstrado no apéndice, - as
condigdes de Soper sio dominadas pelas que foram aqui derivadas.

Finalmente, cumpre ressaltar que, do mesmo modo que ocorre com
as de Soper, o fato de que as novas condi¢gSes deixem de ser satisfeitas
ndo significa, necessariamente, que o critério da eficiéncia marginal do
capital nido possa ser corretamente aplicado. Assim, para o caso do pro-
jeto C: {— 1, 6, — 13, 14, — 12, 8}, que foi estudado por De Faro
(set. 1975) , fazendo-se uso, por exemplo, do teorema de Vincent (Uspens-
ky, 1948, p. 127-36), ¢ fdcil verificar que f; = 0,5 ¢ a tunica raiz positiva
(distinta) de F (p), o que assegura a validade do critério. ! Todavia, as

1 A aplicacio do teorema de Vincent para a anilise do tipo de problema em apreco é apresentada
por De Faro (1978) em artigo a ser publicado.
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condigbes expressas por (2) e por (6) nio sio verificadas, posto que,
respectivamente:

k=1-58S=1<Q, p=6X05=3
e dado que  g°(1) = 2/(1 — 0,5) = 4

—5X1+4X6—3X13+2X14—1X12+0,5X4=

05 —4<0

g'(1) =

5. Conclusdo

Adotando-se o mesmo tipo de ferramental de anilise que o utilizado por
Soper (mar. 1959), derivaram-se aqui novas condi¢Ses de suficiéncia para
a existéncia e unicidade da eficiéncia marginal do capital associado a
um dado projeto de investimento. Como evidenciado, tais condigdes sio
mais poderosas do que as de Soper, assegurando a correta aplicagio do
critério da eficiéncia marginal do capital, no sentido de manter consis-
téncia com a aplicagio do método do valor atual, para o caso de taxa
externa 7 invariante com o tempo. Todavia, em face do trabalho recen-
temente publicado de Bernhard (mar. 1977), o leitor deve ser alertado
de que, ao contrdrio do que ocorre com as condig¢des originalmente apre-
sentadas por Soper, a satisfacio das novas condi¢Ges nio garante consis-
téncia com o método do valor atual para o caso em que a taxa r varia
com o tempo.

Apéndice

Lema

Seja

—_ Spﬂ + .21 ijn—;.
=

1—pp

¢°(p) = g(p) =

Entdo, para k = 1, 2,..., n — 1, a k-ésima derivada de g(p) pode
ser escrita como:

v = #1= () s 2 () e+ ke

ji=1

1—pp
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Demonstragio:

Procedendo-se por indugdo, mostremos inicialmente que a proposicio

¢ verdadeira para & — 1. Temos que:
i| -8+ ¥ @’
g'(p) = T[ P 5§1 e :I
. P 1=pp
. _ 1—pp) {—nsp"“+ > —j)Q,-p"""l}““""”°"“’> o
= =
(1—pp*
. -
=1"{ ()S"_l+ El( )Q,p ’}+f)g°(p)
j'=
1—pp
Suponha-se agora que a expressio seja vilida para o caso da deri-
vada de ordem k — 1. Segue-se, entdo, que:
¢ = —[ ') |
-~

[(k—l)’[ (.",)s p""““+"f£fl(’,z_[)a, " "’°+‘}+(k—1> P “’(p)]
dp =

1—-pp

T ) e e o

- (1 — pp)?
G Dpd '@ —0—2pd 0 (p
- (1 — pp)?

2 == ek () o ik (2 e 4k 50

i=1

1— pp

Por outro lado, observe-se que:

. (k—l)!(n—k+1)(2:{)=k!(2)
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(k — 1)/ (n—j—k+1)(z:{) =k!("l:j)

Logo, podemos escrever:

g°(p) = k! { B (Z)S pn_k+:§I;(n;j)ijﬂ—j_k}+kpgk_l(p)
1—pp

q.ed.

e

Dominagdo das condigdes de Soper
Seja p > 0 uma raiz de F(p) e formese o seguinte polindmio de

graum =n — 1 em p:

i=0

F ~S+ ¥ Qp
) = p_(pl _ + X Qp
p—p
Um conjunto de condi¢bes suficientes para que Z) seja a Unica, e
simples, raiz positiva de F (p) é obtida se, para algum Ae[0, ), f(A) > 0

e A for simultaneamente um limite superior e um limite inferior para
as raizes positivas de f (p) .

A primeira condig¢do implica que:

f& >0
(A.2)
fF@) =0k=12...,m
Por outro lado, definindo-se a func¢io reciproca de f(p)-
9®) =" fp™) = X a;p™ (A.3)
i=

2 A anilise pode ser facilmente estendida ao caso onde ; € uma -raiz miltipla, desde que sua
multiplicidade ! seja impar. Em tal eventualidade, f(p) é obtido pela divisio de F(p) por

Ll
» — o)t
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a segunda condi¢io implica que se tenha, para « = 1/A:

g(x) >0

(A4)
(<) =0,k =12...,m
Em termos dos coeficientes de f (p), as condigbes expressas por (A.2)
e por (A.4) traduzem-se, respectivamente em:

,

i aN >0

j=0

lk![ak+ 3 (i)aj)\j—k]ZO,k=l, 2,...,m—1 (A2)

i=k+1

m! a, >0 =>"a, >0

\

X a=""">0

i=o

k![a,,._,,+ 3 fc)a,,._,. wj_k:lzo,k=l,2,...,m—l (AL)
i=k+1

m! ag > 0=>ay, >0

Obviamente, no caso particular em que se fixe A — 0, somente o
conjunto de condi¢des expresso por (A.2") necessita ser satisfeito.

Entretanto, esse caso, que corresponde ao examinado por Soper,
somente serd satisfeito se a® > 0 e a; = 0, j = 1,..., m. Ora, decorre
entdo que, em tal eventualidade, as condigdes expressas por (A.2") e
(A.4) serdo automaticamente satisfeitas para qualquer A > 0.

Ou seja, um critério baseado em qualquer valor positivo de A, em
particular A = 1, dominard as condi¢des de Soper.

Caso onde F(1) = 0

Conquanto nio seja de grande interesse pratico, podemos imaginar uma
situagdo em que se deseje assegurar a existéncia € unicidade de uma taxa
interna de retorno negativa ou nula. # Fixando-se aten¢do ao caso de raiz

3 Posto que as condicoes de Soper também abrangem tal situagio, a anilise justifica-se, em
termos de comparacio, ao menos do ponto de vista teSrico.
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simples, para o que Q, > 0 é uma condi¢do necessiria, consideremos
entdo o caso onde F(l) = 0.

a) F(l) =0

Temos que ﬁ = 1 é uma raiz de F(p), do que se segue que o poli-
némio f(p) pode ser escrito como:

n—1 ]

ip=5+Z (5- X Qz)pj (A-3)

i=1 11

Por conseguinte, uma vez que as condi¢des expressas por (A.2") e

por (A.4’) sejam satisfeitas, % = 1 serd a iunica, e simples, raiz positiva

de F(p). Ou seja, a taxa interna de retorno do projeto considerado
sera nula.

b) F(l) <0

Agora, sendo j; > 1 uma raiz de F(p), segue-se que teremos g (1) > 0.
Logo, se forem satisfeitas as condicGes expressas por (6), decorre que
p = 1 sera um limite inferior para as raizes reais de f(p). Por outro
lado, visto que f(1) > 0, p = 1 serd também um limite superior se:

ke gk
F(l)lka (1)>O,k=1,2,‘..,n—1 (A-6)
-p

) =

Abstract

For the case where the economic life of a given investment proposal is
not allowed to be varied, Soper (1959) developed a set of sufficient
conditions for the existence and uniqueness of the marginal efficiency
of capital. In this paper, using Soper’s own approach, a new set of
sufficient conditions are derived, which are shown to be stronger than the

original one.
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