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1. Introdução 

Um importante problema associado ao conceito de eficiência marginal do 
capital, ·também chamada de taxa interna de retorno, 1 particularmente 
no que tange à sua aplicação como um critério de alocação de recursos, 
está implícito em sua própria definição. Genericamente, considerando-se 
uma entidade geradora de receitas, ou projeto de investimento, à qual 
se associa a chamada seqüência de fluxos de caixa {- S, Qt, (b, ... Q,.}, 
onde S > O é o investimento inicial, n o número de períodos de vida eco­
nômica, 2 e ~ a receita líquida que se estima será derivada no fim do 

• Do Instituto de Planejamento Econômico e Social (IPEA/lNPES), e da Escola de Pós-Gra­
duação em Economia (EPGE) da Fundação Getulio Vargas. Agradecimentos são devidos ao Prof. 
Edy Luiz Kogut, da EPGE, por comentários e sugestõe$. 

1 A primeira nomenclatura, mais usada em economia, foi cunhada por Keyneo (veja Keyneo, J. M. 
The general theory Df employment, interest and money. London, MacmilJan, 1936. p. 135), en· 
quanto que a segunda encontra-se difundida na maioria dos textos referentes ao que se convencio­
nou chamar de engenharia econômica (veja-se, por exemplo, referência 7, p_ 208). 

• Nossa análise limitar-se-á ao caso onde o valor de n ~ prefixado. Como exemplos de estudos 
onde a vida econômica é tomada como uma variável controlável, vejam-se as referências I, 9, U, 
15 e 17. 
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j-ésimo período (j = 1,2, ... , n), a eficiência marginal do capital relativa 
ao projeto de investimento é definida como a taxa de juros, r, que seja 
raiz da seguinte equação: 

" 1: Qi (1 + r) - i - S = O (1) 
i = 1 

Ora, para que a definição faça sentido, não só é necessário que exista 
uma raiz de (1) que tenha significado econômico, o que implica que a 
pesquisa de raízes seja restringida ao intervalo definido por r > - 1, 

como ainda é preciso que tal raiz seja única. Uma vez satisfeitas estas 
duas condições, o projeto será dito economicamente aceitável se a sua 
eficiência marginal for maior ou igual a uma dada taxa de juros tomada 
para comparação. 

A possibilidade do colapso do critério da eficiência marginal do ca­
pital fez com que vários autores fossem levados a investigar o assunto, 

procurando o estabelecimento de condições sob as quais seja garantida a 
estabilidade do critério. Assim, dentre outros, cumpre destacar os traba­
lhos de Bernhard (2 e 3), de Faro (5), Hammond (10), Jean (11), 
Kaplan (12), Karmel (13), Norstrom (14), Pitchford & Hagger (18), 

Soper (19), Teichroew et alii (20) e Wright (23). No presente artigo ire­
mos nos deter na apreciação do trabalho de Soper (19), buscando, via 
uma análise formal, o exame crítico das condições por ele apresentadas. B 

2. As condições de Soper 

Fazendo-se p = (1 + r)-l, a determinação da eficiência marginal do ca­
pital associada a um projeto de investimento definido pela seqüência 
{- S, {b, ~, ... , Q..}, é equivalente à busca de uma raiz do seguinte 
polinômio em p: 

para p E [0, (X». 

" . 
F (p) == 1:. Qi p' - S = O 

i = 1 

(2) 

• ~ interessante DOtar que as condi!;ÕeS de Soper formam a base das extensões do aithio da taxa 

interna de retomo que foram propostas por Duguid e Laaki (8) e por Teichroew et alii (lU); 
exterulles essaI que são analisadas criticamente em (6). 
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Partindo da análise da equação expressa pela (2), Soper (19) afirma 

que: 

a) para que se assegure que possa existir uma raiz positiva é necessário 
que se tenha Q. > O (isto é, o último fluxo de caixa líquido deve ser 
positivo); 

b) sendo Q. > O e p uma raiz positiva de (2), é condição necessária e 
A 

suficiente para que p seja raiz única que se tenha 

k . 

S > 1: Qd/, para k = 1, 2, ... , n - 1 
j - 1 

(3) 

Para que possamos compreender a lógica das duas condições men­
cionadas, as quais aparecem transcritas, e ainda como necessárias, em 
DeGarmo (7, p. 210), passemos ao exame crítico de cada uma delas, 
buscando evidenciar os seus pontos falhos. Antes porém, convém ressaltar 
que, mais do que na apreciação de condições puramente matemáticas rela­
tivas à existência e unicidade de raízes positivas da equação (2), estaremos 
interessados em verificar suas implicações com relação à possibilidade de 
aplicação prática do critério da eficiência marginal do capital. 

3. Anãlislt da primeira condição 

Matematicamente, tendo em vista que a determinação da eficiência margi­
nal do capital reside tão-somente na busca de raízes positivas da equação 
F (P) = O, o seguinte teorema (cf. MacDuffee, 16, p. 52), é relevante 
para a análise da condição Q. > O. 

Se F (P) é um polinômio tal que F (a) e F (b) apresentam sinais 
opostos, então existirá um número ímpar de raízes de F (P) = O no inter­
valo (a, b), contando-se uma raiz múltipla tantas vezes quanto a sua mul­
tiplicidade. 

Ora, considerando-se a (2), tem-se que: 

F (O) = - S < O 

e 

lim F(P) > O, se Q. > O (cf. 16, p. 55) 
,,+ co 
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Conseqüentemente, de acordo com o teorema transcrito, teremos um 
número ímpar de raízes positivas para a equação definida pela (2). Ora, 
como em contrapartida, se Q,. < O, implicar-se-ia ou um número par de 
raízes positivas, ou inexistência, Soper (19) parece ter sido levado a con­
cluir, erradamente, que Q,. > O é condição necessária para a existência 
de uma única raiz positiva (eficiência marginal do capital). Seu erro, 
parece, residiu em não ter observado a parte destacada do teorema aqui 

considerado. Isto é, deixou de levar em conta o fato de que p pode ser 
uma raiz de multiplicidade par, embora sendo o único valor de p ( [O, (0) 

tal que F(P) = O. 

Como evidência desta possibilidade, podemos apresentar o seguinte 
exemplo, que chamaremos de projeto A. Seja: 

A: {- S,~, {b, Qa, Q4} - {- 4, 32, - 96,128, - 64} 

Ora, é fácil verificar que: 

F (P) = - 4 + 32p - 96p2 + 128ps - 64p4 == - 64 (P - 0,5) 4 

Conseqüentemente, segue-se que p = 0,5 (implica T = I, ou 100% 
por período) é a única raiz, e ainda mais positiva, de F (P) = O, muito 
embora sua multiplicidade seja igual a 4. 

Todavia, conquanto do ponto de vista formal possamos concluir que 
Q,. > O não é condição necessária para a unicidade de raízes positivas de 
F (P) = O, falta verificar sua validade com relação à possibilidade de 
aplicação do critério de avaliação econômica ora em consideração. 

3.1 Reavaliação da condição Q. > O face à implementação do critério da efici­
ência marginal do capital 

Na realidade, como já dissemos, dentro do contexto econômico, a pesquisa 
de soluções F (P) = O, para p > O, está associada à determinação da 
eficiência marginal do capital referente a um projeto de investimento, 
para taxas de juros r > - 1. Ora, dada uma taxa r- tomada para com­
paração, o critério da eficiência marginal prescreve que o projeto será 
considerado como economicamente atrativo se a sua eficiência marginal, 

r, for tal que T > r-. Por outro lado, quando em confronto com o método 
do valor atual à mesma taxa r-, tal procedimento só será consistente se 
V (r-) > O, onde, para p- = (1 + r-) -1, 

fi • 

V (r*) = - s + 1: Qi (1 + r*) -, = F (p*) (4) 
i = 1 
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é o valor atual do projeto à taxa r·. Ainda mais, tendo em vista que o 
critério da eficiência marginal do capital só faz sentido quando T é a 
ú!lica taxa no intervalo considerado que anula o valor atual do projeto, 

segue-se que só haverá consistência quando V (r) > O para r < T. 

Isto posto, passemos agora a reexaminar a necessidade da condição 

Q. > O. Seja p a única, embora com multiplicidade m > I, raiz positiva 
de F (P) = O. Então, de acordo com o Teorema da Fatorização (cf. 16, 

p. 47), podemos escrever: 

n 
F (p) = - S + 1: Qj pi == K (p - p)'n G (p) (5) 

i = 1 

onde K é uma constante não nula, e G (P) um polinômio do grau n - m 
em p, sendo que G (P) # O para P ~ O. 

Supondo-se que Q. < O deveremos ter m igual a um número par; 
então, fixando-se o sinal de K de modo a que se tenha G (P) > O para 
p ~ O, segue-se que: 

F (O) = - S == K (- p)'" G (O) < O =~ K < O (6) 

Por conseguinte, se Q. < O concluímos, de (5), que teremos F (P) 

~ O para p ~ O, o que implica que se tenha V (r) ~ O para r > - 1. 
Ou seja, o valor atual do projeto será não-positivo para taxas no inter­
valo considerado, o que acarretará o colapso do critério da eficiência mar­
ginal do capital. 

Tal é precisamente o caso do projeto apresentado como exem­
plo, para o qual se tem, de maneira genérica, a interpretação gráfica 
para a função valor atual como esquematizada na figura I (supondo 

p < 1 =~ r > O). 

Por outro lado, ainda supondo que Q,. < O, as duas outras únicas 
possibilidades com relação a raizes positivas de F (P) = O são: a) ine­
xistência de raiz; b) duas ou mais raízes distintas (com a soma de suas 
respectivas multiplicidades sendo um número par). Portantd, como para 
essas duas outras possibilidades o critério da eficiência marginal do ca:>ital 
também entra em colapso, conclui-se que Q" > O é condição necessária 
para a implementação do critério, quando a análise considera taxas de 
juros no intervalo definido por r > - I. Isto é, embora por razões dis­
tintas das apresentadas em (19), a primeira condição de Soper fica reabi­
litada quando a análise é relativa à aplicação do critério da eficiência 
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marginal do capital no intervalo referente a taxas com interpretação eco­
nômica. 

- I 

Figura 1 

Gráfico da função valor atual para investimentos 
do tipo do projeto A 

v (rl 

I im V(r) = -00, se Qn <o 
r ...... - 1 

n 

V ( O) = - 5 + 2: Qf 
1=1 

lim Ver)=-S 

r .... CD 

3.2 Restrição ao campo de taxas positivas 

N a vida prática, ,taxas de juros negativas costumam carecer de interesse. 
Isto é, normalmente, os critérios de avaliação e seleção de projetos de 
investimento restringem seus domínios de aplicação ao caso em que r ~ O. 
Conseqüentemente, com vistas à implementação prática do critério da 
eficiência marginal do capital, torna-se interessante que a primeira condi­
ção de Soper seja novamente reavaliada, agora detendo-se no exame do 
caso em que p t: [0,1]. 

Inicialmente, lembremos que, para que haja consistência com o mé­
todo do valor atual a uma dada taxa r· > 0, a adoção do critério da efici-
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ência marginal do capital só fará sentido se V (O) == F (1) > O.' Então, 
supondo-se que a condição observada seja satisfeita, vejamos se é realmente 
necessário que se tenha Q,. > O, para que se proceda à implementação 
prática do critério considerado. Ora, como Q,. < O implica ou em ausência 
de raiz positiva, ou que se tenha um número de raízes positivas de 
F (P) = O tal que a soma das suas respectivas multiplicidades seja par, 
poderemos ter casos em que, no evento de existência de raízes positivas, 

somente uma delas pertença ao intervalo (O, 1), as demais sendo todas 
superiores à unidade. li Para esses casos, o critério em consideração pode 
ser efetivamente aplicável, pois teremos então uma única raiz ;. >. Q 
para a equação V (r) = O. Um exemplo desta possibilidade é encontrado 
no caso do projeto que chamaremos de B. Seja: 

B: {- S,~, íb} = {-6, 13, -6} 

Temos que: 

F (P) = - 6 + 13p - 6p2 51 - 6 (p -3/2) (p - 2/3) 

Portanto, ; = 0,5 é a única taxa positiva que anula a função valor 
atual, sendo que V (r) > O para r ( [ O; 0,5) . 

Concluímos, assim, que a primeira condição de Soper não é necessá­
ria para a adoção do critério da eficiência marginal do capital no campo 
das taxas positivas. 

4. Análise da segunda condição 

Passemos agora ao exame da segunda condição, a qual, de acordo com 
Soper (19), seria não só suficiente mas também necessária. Inicialmente 
notemos que se a condição for satisfeita, isto é 

k . 
F(P) = O com S> 1: Qjp' para k = 1,2, ... , n -1, teremos que Qn > O. 

j = 1 

Isso porque, para k = n - 1, tem-se: 

n - 1 . 

S > 1: Qj'j/ =~ S -
J = 1 

,.-1 

1: Qjpj> O 
;=1 

• Embora neceaária, a condição F(l) > O não é, em absoluto, suficiente. 

(7) 

• Observe-se que a hipcStese de que se tenha F(I) > O implica a existência de ao menOl uma 
raiz pe(O,I)_ 
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Por outro lado: 

" . 
F (P) = O =~ - S + 1: Qdl = O 

i = 1 

ou 

(8) 

Por conseguinte, combinando-se as relações (7) e (8), segue-se que 
devemos ter: 

pois que p.. > O, já que p > O por hipótese. 

Conclui-se, assim, que a primeira condição é necessária para que a 
segunda seja satisfeita. 

Notemos agora que a segunda condição é realmente suficiente para 

a unicidade da raiz positiva p da equação F (P) = O, mas que não é 

necessária para tal. Para tanto, suponhamos que p > O seja uma raiz ~om 
multiplicidade unitária da equação (2). Então, fatorando-se, temos que: 

F (P) == (p - P) f (p) (9) 

onde f (P) é um polinômio de grau n - I em p e tal que f (fi) # o. 

Para p :1= p, consideremos a equação derivada da (9): 

(10) 

De acordo com a chamada Regra de Newton (%2, p. 97), zero será 
um limite superior para as raízes de f (P), e, portanto, tendo em vista 

a (9), p será a única raiz positiva da equação F (P) = O, se f (O) > O 
c se forem também positivas as n - I primeiras derivadas de f (P) no 
ponto p = o. 

Ora, é de comprovação imediata que: 

f (O) = - F (O) I P. = SI P > O , 
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Por outro lado, para o exame do sinal da k-ésima derivada de f (P) 
que representaremos por fI< (P). faremos uso do seguinte resultado auxi­
liar: 6 

Lema 

com 

k! (s - ot Qnji) 

Jk(O) = Ak'+=/ ' k = 1, 2, o o o, n -1 (12) 
p 

onde ( ~ ) = j ! / k! (j - k) ! e f o (P) == f (P) 

Demonstração: 

Procedendo-se por indução, mostremos inicialmente que as expres­
sões são válidas para k = 1. 

Tendo em vista a (10), tem-se que: 
, 

[

.. o ] 1: Qirl- S 
l (k) = ~ [ F (p) ] = ~ i = 1 A 

dp p - fi dp p - p 

(p - li) ( Ql + i*2 j QJ pi - 1) - (p - li) j(p) 

(p - fi? 

l!(Ql+ i*2 (i) Qi~i-l) -J(p) 

p-jJ 

• Tanto quanto sabemos, essa ~ a primeira vez que se apresenta uma análise completa, U que 
no leU trabalho Sopcr partiu diretamente de expressão de /"(0). 
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Logo, no ponto p = O, segue-se que: 

I _ AI! (s - I:i: Qd/) t (O) = QI S/ p = ; = 1 
_ P p2 

Suponhamos agora que as expressões (11) e (12) sejam verdadeiras 
para o caso da (k - 1) -ésima derivada; então: 

l (p) = ~ l- 1 (p) 
dp 

= ~ [(k - I)! (Qk-I + ;t
k 
(k~l) Q~pi-k+ I) - (k - l)Jk-:! (p)] 

~ p-p 

= {(p - P> [(k -I) !;*k (k~ I) Q; (j - k + I) pi- k - (k ~ I) fk - 1 (p) ] 

- (k -I)! (Qk-I + ;t
k 
(k~l) Qjp;-k+) - (k-l)l-2 (p)}/ (p_p)2 

Observando-se que (j - k + 1) (k ~ I) = k({), podemos escrever ainda: 

(p - P>[k!.i:. (j) Q;p;-k - (k -I)l-I (p)] - (p - fJ)l-1 (P) 
l()= 1=k k 

p (p - pi 

k! (Qk + i:. (j) Q; pi- k) - kl- 1 (p) 
= ;=k+1 k 

p-p 
Conseqüentemente, fazendo-se p = O e tendo em vista a hipótese in­

dutiva, vem que: 

98 

l (O) = k! Qk - k r-I (O) 
-p 

k (k - I)! (B - ~i: 1 
Q; p;) / p~; - k! Qk 

1 = 1 

q. e. d. 

R.B.E. 5/75 



Lançando mão do lema, e como p > 0, por hipótese, segue-se então 

que: 

ou 

'" l (O) > O -~ S - 1: Qd/ > O 
; - 1 

k 

S > 1: Qi f/, k = 1, 2, ... , n - 1 
i-I 

Por conseguinte, conclui-se que a segunda condição de Soper é efeti­

vamente suficiente para que p seja a única raiz positiva da equação 
F(P) = o. 

4.1 Falha de sua necessidade 

Erroneamente, Soper (19) tomou sua segunda condição como sendo tam­
bém necessária. Sua falha, parece, foi a de não observar o fato de que a 
Regra de Newton, da qual fez uso explícito, provê tãO-somente condições 
de suficiência, mas não de necessidade, para limites superiores das raízes 
do polinômio f (p). Por conseguinte, a segunda condição de Soper pode 

não ser satisfeita, embora p seja o único valor positivo de p que anule 
F (P). Tal fato parece ter sido observado, pela primeira vez, por Karmel 
(13),1 que apresentou o seguinte contra-exemplo, chamado aqui de pro­
jeto de investimento C. Seja: 

C: {- s. Clt, (b, Qa} ia! {- 2, 6, - 5,2} 

Ora: 

F (P) = - 2 + 6p - 5p2 + 2pB == 2 (p - 0,5) [p - (I + ,)] 
[p - (1 - ,) ] onde i = V-I é a unidade imaginária. 

Logo, p = O,~ é a única raiz positiva de F (P) = O. 

Por outro lado, examinando-se a segunda condição de Soper, tem-se 
que: 

k = 1 ~ S = 2 < ~p = 6 X 0,5 = 3 

Donde se conclui que a segunda condição de Soper, embora sufici­
ente, não é necessária. 

, ~ interessante notar que o trabalho de Karmel paaou despercebido a ririos dos autoreo que. 
luboeqüentemente. abordaram o aaaunto. 
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Um outro detalhe relativo à aplicação da Regra de Newton, e que 
também não foi percebido por Soper, é o que diz respeito a casos em 
que, embora sendo o único valor positivo de p que anula a função F CP), 
P é uma raiz múltipla. 8 Ora, se p apresenta multiplicidade m > 1, 

teremos que p será também raiz do polinômio f CP) = F CP)/ CP - P). 
Conseqüentemente, zero não pode ser um limite superior para as raízes 
de f CP) e, em vista da consideração da Regra de Newton, teremos a 
não-satisfação da segunda condição de Soper. Tal possibilidade é ilus­
trada para o caso do projeto de investimento que chamaremos de D. Seja: 

D: {- S, Qt, ~, Qa, Q" Q:;} == {-I, 6, - 13, 14, - 12, 8} 

Temos que: 

F CP) = - 1 + 6p - 13p2 + 14J>3 - 12p4 + 8~ 
== 8 CP - a) 2 CP - 0,5)3 

Logo, embora sendo tripla, a única raiz positiva de F (P) é P = 0,5; 

donde; = 1 é a eficiência marginal do capital para o projeto considerado. 
Por outro lado, tem-se que: 

S = 1 < ~p = 6 X 0,5 = 3 

o que implica que, para k = 1, não seja satisfeita a segunda condição de 
Soper. 

4.2 Uma generalização 

Um exame mais atento da Regra de Newton permite que a segunda con­
dição de Soper possa ser escrita de maneira um pouco mais geral. Para 
tanto, consideremos a apresentação em Turnbull (22, p. 97). DesenvoI­
vendo-se f (P) em série de Taylor no ponto b, temos que: 

f (p) = f (b) + (p ~ b) l (b) + {p;, b)2 l (b) 

(p - bt - 1 f" - 1 (b) 
+ ... + (n -I)! (13) 

É então de conclusão imediata que, se f (b), fI (b), ... , r-1 (b) 
forem não-negativos, com ao menos um termo desta seqüência sendo estri-

• o C2SO de ral_ m61tipw parece ter ,ido observado pela primeira vez por Bernhard (5). que 
deixou po~m de justificar o porquê do rolapso da aeguoda roodição de Soper. 
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tamente positivo, teremos, de (13), que f (P) > O para p > b. Ou seja, 
b será pois um limite superior para as raízes reais da equação f (P) = O. 

Assim, reportando-se à dedução da segunda condição de Soper, e 
lembrando de que se tratava da determinação de zero como sendo um 

limite superior para as raízes reais do polinômio f (P) = F (p)/ (p - P), 
de modo que f (O) = S/P > O, segue-se que, tendo em vista a (12), 

k . k. 
J (O) ~ O =). S ~ 1: Q;f/, k = 1, 2, ... , n - 1 

j = 1 
(14) 

são condições de suficiência para que p > O seja a única raiz positiva 
(e com multiplicidade unitária) da equação F (P) = o. 

A relevância da generalização expressa por (14) pode ser comprovada 
pelo estudo do seguinte exemplo, que é relativo ao projeto de investimento 
que chamaremos de E. Seja: 

E: {- S, Ql, ~, Qa, Q4} == {-S, 6, 20, -S, 16} 

Ora: 

F (P) = - S + 6p + 20p - Sp3 + 16p4 

== (p - 0,5) (16p3 + 20p + 16) 

Portanto p = 0,5 é uma raiz positiva da equação F (P) 
outro lado, temos que: 

k = 1 .... S = 8 > Ql P = 6 X 0,5 = 3 

2 . 

k = 2 .... S = 8 = 1: Qj pJ = 3 + 20 X 0,52 = 8 
;- 1 

3. 3 
k = 3 .... S = 8 > 1: Qj fi = 8 - 8 X 0,5 = 7 

J = 1 

O. Por 

Por conseguinte, na sua forma original, como dada pela (3), a se­

gunda condição não seria satisfeita, o que nos levaria a não garantir p = 
0,5 como a única raiz positiva de F (P) = o. Porém, na sua forma gene­
ralizada, como expressa por (14), a condição é satisfeita, o que é suficiente 

para que possamos concluir que T = 1 é a eficiência marginal do capital 
para o projeto E. 
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5. Conclusão 

Para que a eficiência marginal do capital possa ser efetivamente aplicá­
vel como um critério de alocação de recursos, é necessário que certas pro­
priedades básicas sejam satisfeitas. Na identificação da presença de tais 
propriedades, a segunda condição de Soper, principalmente na sua forma 
generalizada, é um valioso instrumento. Devido ao fato, porém, de que 
do ponto de vista prático, a primeira condição seja irrelevante, e de que 
a segunda (que implica a primeira), seja tão-somente de suficiência, mas 
não de necessidade, devemos ser cautelosos quando da aplicação de algo­
ritmos que incorporem as condições de Soper em sua forma original. 
Assim, por exemplo, modificações fazem-se necessárias para o uso correto 
do algoritmo apresentado em DeGarmo (7, p. 476-77), bem como nos 
que dele foram derivados, como o em (4), já que as condições de Soper 
foram incorporadas como sendo necessárias. Em particular, com relação 
ao programa apresentado em (4, p. 119-29), a mensagem de advertência 
que precede a execução do gráfico da função valor atual ("não existe 
solução única ... "), deve ser reinterpretada como: não se pode garantir 
a existência de uma solução única . .. 
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Apêndice 

Derivação alternativa da fonua generalizada da segunda condição de Soper 

Em seu trabalho, Duguid e Laski (8) indicam, embora omitindo a de­
monstração formal, um modo alternativo para a dedução da forma ge­
neralizada da segunda condição de Soper. Como este trabalho parece ter 
passado despercebido à quase-totalidade dos autores que abordaram o 
assunto, julgamos ser válido que se apresente aqui uma versão detalhada 
de tal derivação. 

Para r > - 1, a equação (1) do texto é equivalente a: 

n . 

- S (1 + r)n + 1: Qj (1 + r)" -1 = O 
i-I 

(1') 

Sendo r uma raiz de (1'), defina-se lj como sendo o capital ainda 
investido no projeto na época j, isto é: 1 

1
10 = S 

Ij = S (1 + fi - t Qk (I + fi - k, j = 1,~2, ... , n 
k=I 

sendo que, obviamente, 1ft = O. 

Fazendo-se x = 1 + r, a equação (1 ') pode ser escrita como: 

Lema 

n . 

P(x) =:= - Sxn + 1: QjX
n

- J = O 
i = 1 

Seja x = 1 + ; > O uma solução de (3'); então: 

(2') 

(3') 

P (x) =:=- (x - .$) (lo xn - 1 + II xn - 2 + ... + In _ 1) (4') 

I Obsene.se que, face 1 terminologia clássica da matemática financeira, esta definição corresponde 
l do estado da dívida, quando se considera o projeto como tomador de um empr~timo inicial 
igual a S. . 
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Demonstração: 

Trabalhando-se com o segundo membro de (4'), tem-se que: 

.. -1 
- (x - x) :E I j xn - j -1 = - Io xn - I 1 Xn - 1 - ... - In _ 1 X 

j=O 

+ . I n - 1 + AI ~ - 2 + + AI XOX XIX ... Xn-I 

I ·, (I AI) n - 1 (I AI)" - 2 - OX - 1 - X o x - 2 - X 1 X •.• 

Ora, de (2') segue-se que: 

lo = S 

Logo, procedendo-se às substituições pertinentes, vem que: 

.. -1 . 1 1 2 
-(x-i):E Ijx .. - r = -SX"+QIXn- +Q2 X"- + ... +Q .. -IX+ 

j=O 

Q. = P (x) 
q.e.d. 

Corolário: derivação alternativa da segunda condição de Soper. 

Se Ij ;:;::: O para j = O, I, .. ', n - I, então x será a única raiz de 
p (x) = O, no intervalo considerado. 

Demonstração: 

Inicialmente notemos que como I .. = xI"_l - Q.. =0, e como, sem 
perda de generalidade, Q.. =1= O (caso contrário, Q .. = O, bastava reduzir 
de um período a vida econômica do projeto) deveremos ter 1"_1 =1= 0_ 
Ainda mais, para que a hipótese seja verificada, devemos ter 1"_1 > O. 

Portanto, se IJ ;:;::: O para j = O, 1, ... , n - 1, segue-se que teremos: 

.. -1 . 
:E ljx"-'-l > O, para x 2: o. 

j - o 

Conseqüentemente, tendo em vista·a (4'), conclui-se que, no intervalo 

considerado, P (x) = O se, e somente se, x = x. 
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Por outro lado, considerando-se a definição expressa pela (2'), e como 
lo = S > O para o que chamamos de projeto de investimento, se li ~ O 
para j = 1,2, ... , n - 1, tem-se que: 

S (1 + ri ~ Í:, Qk (1 + ri - k, j = 1, 2, .. 0' n-1 
k~l 

Alternativamente, fazendo-se p = 1/ (1 + r) > O, segue-se que as 
condições acima podem ser escritas como: 

i k 
S ~ 1: Qk p, j = 1, 2, ... , n - 1 

k-l 

q.e.d. 
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