A eficiéncia marginal do.capital e as condigdes de
Soper: uma andlise critica

Clévis de Faro*
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segunda condi¢do; 5. Conclusao.

1. Introducdo

Um importante problema associado ao conceito de eficiéncia marginal do
capital, também chamada de taxa interna de retorno,! particularmente
no que tange a sua aplicagdo como um critério de alocagiio de recursos,
estd implicito em sua prépria defini¢do. Genericamente, considerando-se
uma entidade geradora de receitas, ou projeto de investimento, a qual
se associa a chamada seqiiéncia de fluxos de caixa {— S, Q;, Qs, ... Qa},
onde § > 0 ¢ o investimento inicial, n o nimero de periodos de vida eco-
némica, 2 e Q, a receita liquida que se estima serd derivada no fim do
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The general theory of employment, interest and money. London, Macmillan, 1936. p. 135), en-
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j-¢ésimo periodo (j =1, 2, ..., n), a eficiéncia marginal do capital relativa
ao projeto de investimento ¢ definida como a taxa de juros, f, que seja
raiz da seguinte equacio:

.)::l QGA+ni-8=0 )

Ora, para que a definigio faca sentido, ndo sé é necessario que exista
uma raiz de (1) que tenha significado econémico, o que implica que a
pesquisa de raizes seja restringida ao intervalo definido por r > — 1,
como ainda é preciso que tal raiz seja vinica. Uma vez satisfeitas estas
duas condigées, o projeto serd dito economicamente aceitivel se a sua
eficiéncia marginal for maior ou igual a uma dada taxa de juros tomada
para comparacdo.

A possibilidade do colapso do critério da eficiéncia marginal do ca-
pital fez com que virios autores fossem levados a investigar o assunto,
procurando o estabelecimento de condi¢Ges sob as quais seja garantida a
estabilidade do critério. Assim, dentre outros, cumpre destacar os traba-
lhos de Bernhard (2 e 3), de Faro (5), Hammond (10), Jean (11),
Kaplan (12), Karmel (13), Norstrom (14), Pitchford & Hagger (18),
Soper (19), Teichroew et alii (20) e Wright (23). No presente artigo ire-
mos nos deter na apreciagio do trabalho de Soper (19), buscando, via
uma andlise formal, o exame critico das condigbes por ele apresentadas.®

2. As condigdes de Soper

Fazendo-se p — (1 -} 7)1, a determinagio da eficiéncia marginal do ca-
pital associada a um projeto de investimento definido pela seqiiéncia
{— S, Qi, Qs ..., Q,), ¢ equivalente 2 busca de uma raiz do seguinte
polinémio em p:

Fo)= 3. Q7 ~8=0 @

para p e [0, «).

3 P interessante notar que as condigdes de Soper formam a base das extensdes do critério da taxa
interna de retorno que foram propostas por Duguid e¢ Laski (8) e por Teichroew et alii (21);
extensOes css2s que 330 analisadas criticamente em (6).
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Partindo da anilise da equacfo expressa pela (2), Soper (19) afirma
que:

a) para que se assegure que possa existir uma raiz positiva é necessdrio
que se tenha Q, > 0 (isto ¢, o ultimo fluxo de caixa liquido deve ser
positivo);

b) sendo Q, > 0 e p uma raiz positiva de (2), é condigfio necessiria e

suficiente para que ﬁ seja raiz uinica que se tenha
k . ~ :
S> ¥ Q;p,parak=12 ..., n—1 3
i1

Para que possamos compreender a ldgica das duas condigbes men-
cionadas, as quais aparecem transcritas, ¢ ainda como necessarias, em
DeGarmo (7, p. 210), passemos ao exame critico de cada uma delas,
buscando evidenciar os seus pontos falhos. Antes porém, convém ressaltar
que, mais do que na apreciagio de condi¢des puramente matemdticas rela-
tivas 3 existéncia e unicidade de raizes positivas da equagio (2), estaremos
interessados em verificar suas implicagGes com relagdo a possibilidade de
aplicagio pritica do critério da eficiéncia marginal do capital.

3. Anélise da primeira condigdo

Matematicamente, tendo em vista que a determinagio da eficiéncia margi-
nal do capital reside tio-somente na busca de raizes positivas da equagio
F(p) = 0, o seguinte teorema (cf. MacDuffee, 16, p. 52), é relevante
para a anilise da condigio Q, > 0.

Se F(p) é um polinébmio tal que F(a) e F(b) apresentam sinais
opostos, entdo existirdA um nimero impar de raizes de F (p) = 0 no inter-

valo (a, b), contando-se uma raiz multipla tantas vezes quanto a sua mul-
tiplicidade.

Ora, considerando-se a (2), tem-se que:

FO)=—S<0

lim F(p) > 0,se Q, > 0 (cf. 16, p. 55)
p>
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Conseqiientemente, de acordo com o teorema transcrito, teremos um
nimero impar de raizes positivas para a equagio definida pela (2). Ora,
como em contrapartida, se Q, < 0, implicar-se-ia ou um ntmero par de
raizes positivas, ou inexisténcia, Soper (19) parece ter sido levado a con-
cluir, erradamente, que Q, > 0 ¢ condigdo necessiria para a existéncia
de uma unica raiz positiva (eficiéncia marginal do capital). Seu erro,
parece, residiu em nio ter observado a parte destacada do teorema aqui
considerado. Isto é, deixou de levar em conta o fato de que i) pode ser
uma raiz de multiplicidade par, embora sendo o uinico valor de p ¢ [0, )
tal que F (p) = 0.

Como evidéncia desta possibilidade, podemos apresentar o seguinte
exemplo, que chamaremos de projeto 4. Seja:

A: {—5,01,Q: Q5 Q) = {— 4 32, — 96, 128, — 64}

Ora, ¢ facil verificar que:

F(p) = — 4 + 32p — 96p% 4 128p3 — 64pt = — 64 (p — 0,5)*

Conseqiientemente, segue-se que p = 0,5 (implica # = 1, ou 100%,
por periodo) € a unica raiz, e ainda mais positiva, de F(p) = 0, muito
embora sua multiplicidade seja igual a 4.

Todavia, conquanto do ponto de vista formal possamos concluir que
Q. > 0 nio ¢ condigdo necessiria para a unicidade de raizes positivas de
F(p) = 0, falta verificar sua validade com relacio A possibilidade de
aplicacio do critério de avaliagio econémica ora em consideragio.

3.1 Reavaliacdo da condicdo Q. > 0 face a implementacdo do critério da efici-
éncia marginal do capital

Na realidade, como ji dissemos, dentro do contexto econdmico, a pesquisa
de soluges F(p) — 0, para p > 0, estd associada 2 determinagio da
eficiéncia marginal do capital referente a um projeto de investimento,
para taxas de juros r > — 1. Ora, dada uma taxa r* tomada para com-
paragio, o critério da eficiéncia marginal prescreve que o projeto seri
considerado como economicamente atrativo se a sua eficiéncia marginal,
7, for tal que ¥ > r*. Por outro lado, quando em confronto com o método
do valor atual 4 mesma taxa r*, tal procedimento s serd consistente se
V (r*) > 0, onde, para p* = (1 4- r*)-},

V@ =-S+ L QU+ =F6) )
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¢ o valor atual do projeto A taxa r*. Ainda mais, tendo em vista que o
critério da eficiéncia marginal do capital s6 faz sentido quando 7 ¢ a
tinica taxa no intervalo considerado que anula o valor atual do projeto,

segue-se que s6 haver4 consisténcia quando ¥ (r) > 0 parar < 7.
Isto posto, passemos agora a reexaminar a necessidade da condigido

Q. > 0. Seja p a tinica, embora com multiplicidade m > 1, raiz positiva
de F(p) = 0. Entdo, de acordo com o Teorema da Fatorizagio (cf. 16,
p.- 47), podemos escrever:

F®)=-5+ % @ =Ko~ p"6¢0) ®)

onde K é uma constante nio nula, e G (p) um polindmio do graun — m
em p, sendo que G (p) 5= 0 para p > 0.

Supondo-se que Q, < 0 deveremos ter m igual a um numero par;
entdo, fixando-se o sinal de K de modo a que se tenha G (p) > 0 para
p = 0, segue-se que:

FO)=—-8S=K(—$"G0)< 0 =>K<0 (6)

Por conseguinte, se Q, < 0 concluimos, de (5), que teremos F (p)
< 0 para p > 0, o que implica que se tenha ¥V (r) < 0 para r > — 1.
Ou seja, o valor atual do projeto serd nio-positivo para taxas no inter-
valo considerado, o que acarretard o colapso do critério da eficiéncia mar-
ginal do capital.

Tal é precisamente o caso do projeto apresentado como exem-
plo, para o qual se tem, de maneira genérica, a interpretagio grafica
para a fungdo valor atual como esquematizada na figura 1 (supondo
p<1=%>0)

Por outro lado, ainda supondo que Q, < 0, as duas outras unicas
possibilidades com relagdo a raizes positivas de F (p) — 0 sdo: a) ine-
xisténcia de raiz; b) duas ou mais raizes distintas (com a soma de suas
respectivas multiplicidades sendo um numero par). Portanto, como para
essas duas outras possibilidades o critério da eficiéncia marginal do canital
também entra em colapso, conclui-se que Q, > 0 é condi¢io necessiria
para a implementacio do critério, quando a andlise considera taxas de
juros no intervalo definido por r > — 1. Isto é, embora por razbes dis-
tintas das apresentadas em (19), a primeira condicio de Soper fica reabi-
litada quando a andlise ¢ relativa & aplicagio do critério da eficiéncia
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marginal do capital no intervalo referente a taxas com interpretagio eco-
ndmica.

Figura 1
Gréafico da fungao valor atual para investimentos
do tipo do projeto A
vir) A

lim V(r) = -o, se Q, <0

r-» -t

n
Vo) -s+ = @
i=1
lim v(r)= -8

r—=» o

3.2 Restrigdo ao campo de taxas positivas

Na vida prética, taxas de juros negativas costumam carecer de interesse.
Isto ¢, normalmente, os critérios de avaliagdo e selecio de projetos de
investimento restringem seus dominios de aplicacdo ao caso em que r > 0.
Conseqiientemente, com vistas 2 implementacdo pritica do critério da
eficiéncia marginal do capital, torna-se interessante que a primeira condi-
¢do de Soper seja novamente reavaliada, agora detendo-se no exame do
caso em que p € [0, 1].

Inicialmente, lembremos que, para que haja consisténcia com o mé-
todo do valor atual a uma dada taxa r* > 0, a adogdo do critério da efici-
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éncia marginal do capital s6 fard sentido se ¥ (0) = F(1) > 0.4 Entio,
supondo-se que a condigdo observada seja satisfeita, vejamos se é realmente
necessario que se tenha Q, > 0, para que se proceda 4 implementagdo
pritica do critério considerado. Ora, como Q, < 0 implica ou em auséncia
de raiz positiva, ou que se tenha um ndmero de raizes positivas de
F(p) = 0 tal que a soma das suas respectivas multiplicidades seja par,
poderemos ter casos em que, no evento de existéncia de raizes positivas,
somente uma delas pertenca ao intervalo (0, 1), as demais sendo todas
superiores 4 unidade. ® Para esses casos, o critério em consideragio pode
ser efetivamente aplicdvel, pois teremos entio uma WUnica raiz v > 0
para a equagdo ¥V (r) = 0. Um exemplo desta possibilidade ¢ encontrado
no caso do projeto que chamaremos de B. Seja:

B: {— 8,0, Q} = {—6, 13, —6}
Temos que:
Fp)=—6+413p—6p2 = — 6 (p —3/2) (p — 2/3)

Portanto, 7 — 0,5 é a unica taxa positiva que anula a fungio valor
atual, sendo que ¥ (r) > O parar e[ 0; 0,5).

Concluimos, assim, que a primeira condi¢io de Soper ndo é necessd-
ria para a adogdo do critério da eficiéncia marginal do capital no campo
das taxas positivas.

4. Anidlise da segunda condigao

Passemos agora ao exame da segunda condigdo, a qual, de acordo com
Soper (19), seria nio s6 suficiente mas também necessaria. Inicialmente
notemos que se a condigio for satisfeita, isto é

k .
F(p)=0com S> X Q;p’ parak=1,2, ..., n—1, teremos que @, >0.
5=1
Isso porque, para k =n — 1, tem-se:
n—1

n—1 . .
§>'C @ = 8- @ >0 @
j=

1=1
4 Embora necessiria, a condi¢io F(1) > 0 nio é, em absoluto, suficiente.

§ Observe-se que a hip6tese de que se tenha F(1) > 0 implica a existéncia de a0 menos uma
raiz pe(0,1).
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Por outro lado:

F()=0 = -8+ p Qi =0
i=
ou

S— T G =0 ®

Por conseguinte, combinando-se as relages (7) e (8), segue-se que
devemos ter:

Qud" >0 =>Q, >0,

pois que >0, 4 que p > 0 por hipétese.

Concluj-se, assim, que a primeira condigio é necessiria para que a
segunda seja satisfeita.

Notemos agora que a segunda condi¢io ¢ realmente suficiente para
a unicidade da raiz positiva p da equagio F(p) = 0, mas que nio é

recessaria para tal. Para tanto, suponhamos que p > 0 seja uma raiz com
multiplicidade unitiria da equagio (2). Entio, fatorando-se, temos que:

F@p)y=@p—Df ®) ©)

onde f(p) ¢ um polindmio de grau n — 1 em p e tal que f(P) 5= O.
Para p £ p, consideremos a equagio derivada da (9):

fo) =F@p)/(p—p) =0 (10)

De acordo com a chamada Regra de Newton (22, p. 97), zero sera
um limite superior para as raizes de f(p), e, portanto, tendo em vista

a (9), p serd a tnica raiz positiva da equagio F(p) = 0, se f(0) > 0
¢ se forem também positivas as n — 1 primeiras derivadas de f(p) no
ponto p = 0.

Ora, ¢ de comprovagio imediata que:
fO) =—FO)/p=5/p>0
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Por outro lado, para o exame do sinal da k-¢sima derivada de f(p)
que representaremos por f*(p), faremos uso do seguinte resultado auxi-
liar: ©

Lema

k! (Qk+ x (i) Gr™t) - 1 )

fFo) = 1oktl . (11)

PP
com

ers- £ o)

¥ ) = —I=d k=12 ...,n—1 (12)

Y4 .

onde ( 1 ):j!/k! G—E)!efo (p) =f(b)
Demonstragdo:

Procedendo-se por indugio, mostremos inicialmente que as expres-
sOes sdo validas para k = 1.

Tendo em vista a (10), tem-se que:

¥ Qr -8
1 - d F (p) =i|:i=1 ’ ]
J k) dp [p—z‘)] dp p— P

@ — P iljojp"“— X op+s
) = J =

® -

N

—p)(Q1+ }:JQ, ) —-—0J5®
® -’

1'(Ql+ }:( )Q,p 1)—1(10)

p—P

¢ Tanto quanto sabemos, essa € a primeira vez que se apresenta uma anilise completa, j4 que
no sen trabalho Soper partiu diretamente de expressio de f¥(0).
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Logo, no ponto p — 0, segue-se que:

- 8/p _ (S q};:Q )

—P
Suponhamos agora que as expressdes (11) e (12) sejam verdadeiras
para o caso da (k — 1) -ésima derivada; entdo:

1o =

) =%f""‘(p)

_d_[(k— 1)!(Qk_1+1;k kil) ij"*"*‘) -k~ l)f"'z(p)]
dp p—D

lo-ne-0% (7 )eu-ktvr-a-nr"w)

j=k

— (k — 1! (Qk_l + X kil) Y ‘) — (=1 " (p)}/(p—ﬁf

i=k

Observando-se que (j—Fk + 1) (k '7_ 1) =k(i), podemos escrever ainda:

(p— P)[k' = ( )Q,p (k—l)fk_l(p)]—(p—ﬁ)fk_l(z?)

@ — b

)=

n

(o 2 (ar) arw
- p—p

Conseqiientemente, fazendo-se p — 0 e tendo em vista a hipétese in-
dutiva, vem que:

k!Qk—kf"“(O)

0 =

k(lc—l)'(S— pol , 0 )/ ~ k1Q,

k .
ers- £ ijf)
=1
= AkJ+1 yk=1,2 ..., n—1

q. e d.
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Lancando mio do lema, ¢ como $ > 0, por hipdtese, segue-se entdo
que:

k .
F0)>0=8- T Q>0
R

ou

Por conseguinte, conclui-se que a segunda condigio de Soper é efeti-

. o - . . . ) -
vamente suficiente para que p seja a Unica raiz positiva da equagdo

4.1 Falha de sua necessidade

Erroneamente, Soper (19) tomou sua segunda condigio como sendo tam-
bém necessdria. Sua falha, parece, foi a de nio observar o fato de que a
Regra de Newton, da qual fez uso explicito, prové tio-somente condigdes
de suficiéncia, mas ndo de necessidade, para limites superiores das rafzes
do polinémio f(p). Por conseguinte, a segunda condigio de Soper pode

nio ser satisfeita, embora $ seja o tunico valor positivo de p que anule
F (p). Tal fato parece ter sido observado, pela primeira vez, por Karmel
(13), 7 que apresentou o seguinte contra-exemplo, chamado aqui de pro-
jeto de investimento C. Seja:

C: {—8,0Q1 Q2 Q) = {— 2,6 —5,2}
Ora:

F(p) = — 24 6p — 5 + 25 = 2(p — 05) [p — (1 + 9]

[f — (1 —i)]ondei =~/ — 1 ¢ aunidade imagindria.
Logo, p = 0,5 & a tinica raiz positiva de F (p) = 0.

Por outro lado, examinando-se a segunda condi¢io de Soper, tem-se
que:
k=15>8=2<Q:p=6X05=3

Donde se conclui que a segunda condigdo de Soper, embora sufici-
ente, ndo é necessdria.

T E interessante notar que o trabalho de Karmel passou despercebido a virios dos autores que,
subseqiientemente, abordaram © assunto.
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Um outro detalhe relativo 2 aplicagdo da Regra de Newton, e que
também ndo foi percebido por Soper, é o que diz respeito a casos em
que, embora sendo o unico valor positivo de p que anula a fungio F (p),

p é uma raiz multipla.® Ora, se f) apresenta multiplicidade m > 1,

teremos que p serd também raiz do polinémio f(p) = F(p)/ (¢ — P).
Conseqiientemente, zero ndo pode ser um limite superior para as raizes
de f(p) e, em vista da consideragio da Regra de Newton, teremos a
ndo-satisfagio da segunda condi¢do de Soper. Tal possibilidade & ilus-
trada para o caso do projeto de investimento que chamaremos de D. Seja:

D: {— §,Q1,0Q: 20260} = {—1, 6 — 13, 14, — 12, 8}

Temos que:

F(p)=— 14 6p — 13p2 |- 14p° — 12p# |- 8p°

=8(p—1i)2 (p—05)

Logo, embora sendo tripla, a tinica raiz positiva de F (p) ¢é j‘; = 0,5;
donde 7 = 1 ¢ a eficiéncia marginal do capital para o projeto considerado.
Por outro lado, tem-se que:

S=1<Qp—=6XxX05=3
o que implica que, para & = 1, nio seja satisfeita a segunda condigio de
Soper.

4.2 Uma generalizagéo

Um exame mais atento da Regra de Newton permite que a segunda con-
dicio de Soper possa ser escrita de maneira um pouco mais geral. Para
tanto, consideremos a apresentagio em Turnbull (22, p. 97). Desenvol-
vendo-se f (p) em série de Taylor no ponto b, temos que:

1@ =i+ B+ B ) @0 e
+...+ﬁ’if""<b) (13)

n— 1!

E entdo de conclusio imediata que, se f(b), fL(b), ..., f~1(b)
forem nZo-negativos, com ao menos um termo desta seqiiéncia sendo estri-

8 O caso de rafzes miltiplas parece ter sido observado pela primeira ver por Bernhard (3), que
deixou porém de justificar o porqué do colapso da segunda condigio de Soper.
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tamente positivo, teremos, de (13), que f(p) > 0 para p > b. Ou seja,
b serd pois um limite superior para as raizes reais da equagio f(p) = 0.

Assim, reportando-se 4 dedugdo da segunda condicdo de Soper, e
lembrando de que se tratava da determinagio de zero como sendo um

limite superior para as raizes reais do polinémio f(p) = F (p)/ (p — [)) ,
de modo que f(0) = § /ZJ > 0, segue-se que, tendo em vista a (12),

FOS0=8> P 0, k=12 ..., n—1 (14)

;=1

sdo condicbes de suficiéncia para que f) > 0 seja a tnica raiz positiva
(e com multiplicidade unitdria) da equagdo F (p) = 0.

A relevincia da generalizagio expressa por (14) pode ser comprovada

pelo estudo do seguinte exemplo, que é relativo ao projeto de investimento
que chamaremos de E. Seja:

E: {—S5, Q1 Qo Qs Q) = {—8, 6, 20, —8, 16}
Ora: |
F(p) = — 8 + 6p -+ 20> — 8p3 + 16p*

= (p—0,5) (16p% 1 20p + 16)

Portanto ;‘; = 0,5 é uma raiz positiva da equagio F(p) = 0. Por
outro lado, temos que:

k=1-8=8>Qp=6X05=3

2 .
k=2-8S=8= Y Q;p =3+20X052=8
=1

k=3-8 }: P =8-8X05 =7

Por conseguinte, na sua forma original, como dada pela (3), a se-
gunda condigio nio seria satisfeita, o que nos levaria a nio garantir p =
0,5 como a unica raiz positiva de F(p) = 0. Porém, na sua forma gene-
ralizada, como expressa por (14), a condigio ¢ satisfeita, o que ¢ suficiente

para que possamos concluir que ¥ = 1 ¢ a eficiéncia marginal do capital
para o projeto E.
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5. Conclusdo

Para que a eficiéncia marginal do capital possa ser efetivamente aplicé-
vel como um critério de alocagio de recursos, é necessirio que certas pro-
priedades bidsicas sejam satisfeitas. Na identificacio da presenga de tais
propriedades, a segunda condigio de Soper, principalmente na sua forma
generalizada, ¢ um valioso instrumento. Devido ao fato, porém, de que
do ponto de vista pritico, a primeira condigdo seja irrelevante, e de que
a segunda (que implica a primeira), seja tio-somente de suficiéncia, mas
nio de necessidade, devemos ser cautelosos quando da aplicagio de algo-
ritmos que incorporem as condi¢des de Soper em sua forma original.
Assim, por exemplo, modifica¢Ges fazem-se necessirias para o uso correto
do algoritmo apresentado em DeGarmo (7, p. 476-77), bem como nos
que dele foram derivados, como o em (4), j4 que as condigdes de Soper
foram incorporadas como sendo necessdrias. Em particular, com relagio
ao programa apresentado em (4, p. 119-29), a mensagem de adverténcia
que precede a execucdo do grifico da fungio valor atual (“nio existe
solu¢do tnica...”), deve ser reinterpretada como: ndo se pode garantir
a existéncia de uma solugdo unica. . .
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Apéndice

Derivagio alternativa da forma generalizada da segunda condigdo de Soper

Em seu trabalho, Duguid e Laski (8) indicam, embora omitindo a de-
monstragio formal, um modo alternativo para a dedugio da forma ge-
neralizada da segunda condicio de Soper. Como este trabalho parece ter
passado despercebido a quase-totalidade dos autores que abordaram o
assunto, julgamos ser valido que se apresente aqui uma versdo detalhada
de tal derivacdo.

Parar > — 1, a equagio (1) do texto ¢ equivalente a:
—81+0"+ X QU+ =0 (1)
i=1
Sendo 7 uma raiz de (1'), defina-se I; como sendo o capital ainda
investido no projeto na época j, isto é:1

Is=S8
L=SA+# - ¥ Qa+#"* j=172.,0 &
k=1

sendo que, obviamente, I, = 0.

Fazendo-se x = 1 4 r, a equagio (I') pode ser escrita como:

P@=-8"+ % Q2" =0 3)

i1=1
Lema
Sejax = 1 47> O uma solugio de (3’); entio:
Pr)=—(@—3) Uz "+ 0Lz "2+ ... +1,-) ")

! Observe-se que, face A terminologia clissica da matemitica financeira, esta definicio corresponde

3 do estado da divida, quando se considera o projeto como tomador de um empréstimo  inicial
igual a s.
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Demonstragio:

Trabalhando-se com o segundo membro de (4’), tem-se que:

n—1 X
—(z—1%) _EOI,'-’C"_J_I =-La-Lz " '— ... —I_=z
i=

R T T A ) S i SN N S
=—Tox"— (I, —&lp)2" ' — (T, —£I)z" "% ...
— Iy — 2l -9}z + £, -,
Ora, de (2') segue-se que:
In=28
I =3, — Q = Q= —(I,— £I;_,)
ILh=2l, 1~ Q=0 =>Q,=%I,_,

Logo, procedendo-se as substitui¢Ges pertinentes, vem que:

n—1 .
~@-3) X L ' 7l = =8+ @z '+ Q" 4 4+ Qo+

;=0
Q. =P @)
q.e.d.

Corolario: derivagio alternativa da segunda condigio de Soper.

Sel; >0paraj=20,1, ..., n — 1, entdo X serd a unica raiz de
P (x) = 0, no intervalo considerado.

Demonstragdo:

Inicialmente notemos que como I, — xI, ; — Q, =0, e como, sem
perda de generalidade, Q, < 0 (caso contrdrio, Q, — 0, bastava reduzir
de um periodo a vida econémica do projeto) deveremos ter I, ; £ 0.
Ainda mais, para que a hipdtese seja verificada, devemos ter I,_, > 0.

Portanto, se I; > 0 para j = 0, 1, ..., n — 1, segue-se que teremos:
n—1 i1
Y L;z"’7' >0, para z > 0.
i=o0

Consegiientemente, tendo em vista-a (4'), conclui-se que, no intervalo

considerado, P (x) = 0 se, e somente se, x = X.
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Por outro lado, considerando-se a definicio expressa pela (2'), e como

I, = § > 0 para o que chamamos de projeto de investimento, se I, > 0
paraj =12, ...,n — 1, tem-se que:

SA+#> £ Qa+#"% ji=12 .., n—1
k=1

Alternativamente, fazendo-se f) =1/ (I 4 7) > 0, segue-se que as
condigGes acima podem ser escritas

como:

P, 73=1,2, ..., n—1
k=1
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