Uma contribuicao ao estudo da regressiao linear miltipla

Jessé Montello *

1. Introdugdo; 2. Coeficiente de correlagdo parcial entre varidveis independentes; 3. Coe-
ficiente de correlacdo simples entre os estimadores de minimos quadrados de dois coefi-
cientes de regressao.

1. Introducao
Considere-se a equacido de regressio linear

() y=Xg + ¢,

onde y ¢ o vetor das observacoes da varidvel dependente:

L ¥
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X € a matriz das observacoes das variaveis independentes:

ORDERNG B U1k
o1 Loz Lo
XN =
LUy e o0 Lyl o

£ € o vetor coluna das perturbagdes aleatorias:

L&,

e f§ o vetor dos coeticientes de regressio:

L Bk -
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O estimador de minimos quadrados de §§ € o vetor:

b

i

L by
Com respeito ao vetor g. 0o modelo clissico de regressio estabelece as
seguintes propriedades:
E( X)=0. Var(e X) = o]
Com base nessas propriedades demonstra-se que:
IR ; - -yl 2
Eb)=0. Var b =(X'"X) ' ¢
desde que X tenha caracteristica & < n.
Considere-se agora as variaveis independentes:

(2) Ly Xow o0y

. . *
e designemos por #5141, ..,~1,+1,. ., - OUsimplesmente por r;; 0
coeficiente de correlagdo parcial de amostra entre x; ¢ x;, quando se elimina
a influéncia das outras varaveis.

Esses coeficientes de correlacio parcial entre as varidveis (2) formam a

matriz:
- « -
! 2o Mg |
*
)‘* ] '
R* =
>‘* *
L 7"er o e I

Designando-se por § a matriz: (X’X), tem-se:
1oz

Var b = N ' ¢
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Representando-se por SU o clemento genérico da matriz inversa $—1.

tem-se:
UNE U
< 22 2
S.’l N N7
Var b= 0 . : o
<51 o2 J
N 5% S K Kk

Dessa matriz deduz-se que os coeticientes de correlacio entre as compo-
nentes de b formant i matriz;

Pl P12 - P1k ‘
P P2 Prz o P
LPry Prz oo b

onde p;; =

No presente trabatho. vamos mostrar que:

pi; = plb;. b)) = — r:. pura 7.) = 1, k

2. Coeficiente de correlacdo parcial entre varidveis independentes

Consideremos as regressoes lincares entre x; € i, . ... X € CnUre X, € .
. N
A matriz X das observacoes das varidveis x,. x.. ... x, pode ser

particionada do seguinte modo:

N = g s ]
Designando-se por N a seguinte matriz, idem potente:
: - -1
(3 No=1T - w w ",
¢ imediato que
1 Ny representa a soma dos quadrados dos residuos da primeira re-

gressio mencionada:
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r N, representa a soma dos quadrados dos residuos da segunda re-
agressio mencionada.

r1 N, representa a soma dos produtos desses residuos.

Resulta entdo. que o coeficiente de correlacio parcial entre x; e x,

Seris
* 'y .\v.l'g
1

e ‘}(1,1 A\"V.Tl) (‘C"I-’ ‘\'1'5

3. Coeficiente de correlagao simples entre os estimadores de minimos quadrados
de dois coeficientes de regressao

Usando a notacdo da introducio. o coeficiente de correlacao entre b, e
b, é:

A2

. A
5} Py = p(/)‘, b._;) =
\OSTE R
onde SY sdo os elementos da matriz inversa S—! da matriz S = X'X.

Ora, sendo

N = ey v wl.

tem-se:
-~ ’ : ’ -
I ST O S VA
’ ’ : ’
N=\"\ = To Xy T2 T 1 T W
R IO SR TR wow

’ ’
Ty O Iy WG
. v
P, = , , L Q=
o & Uo Lo
'
Iy u
H] = ;
T
tem-se
P, R, ]
N=1\N'\ =
’
Ry O |
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Por uma conhecida férmula para inversio de matrizes particionadas, a

submatriz da matriz S—1. correspondente & submatriz P, da matriz §.
seri: !

Po= (P, — R, Q7R

Notando-se que:

’ ! N4 —1 ’ A1 , ! <1
o Xy Ly, T T rpw | (o) [(.1‘1 w) . (s w) ]
Pi—R Qi R = . , - ,
o A To Xy £ W
’ ’ ! . -1 ’ | 7
Iy &y, £ r rpw (e w) e rr w(ww) ws
- ' ’ - ’ -1 ’ —1
T Ty, Xo X xow (W w)y T ow ay, xoow () w s

ou

7 - ’ -
] _— , £y A RETEEN ST A J
(6) Py — ROy Ry = , ,
Lo A Iy Lo AN £o
tendo em vista a definicdo da matriz N dada pela relacio (3).

Segue-se entio que:

’oa- - -1
£y A RTINS A Xo

N Ty R I
£ AN R T Y A Jo

1 b New  —abh Ny
|

1e - ’ ~
-0y N Loy A RS
tendo em vista que os elementos da matriz  (6) sdo escalares ¢

’ . 7 oae . - > , . .
A= (r; Ny (o Noew) — (&) Nay)™ ¢ o determinante dessa matriz,

Por conseguinte. tem-se:

- [
11 £o A To ) I A Xy
A = — N = —
A ) A
C
4 -~ 7 ~
e £ ‘\ R Xy ‘\ £
S o 1 2 2 1
A A
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Donde. tendo em vista (6), podemos escrever:

.l‘; ,\:x"-_,
VG Vo) (Vo)

pra = p by by

Comparando esta relacin com a (15). tem-se:
.*
P12 = — 2
Por alteracio na ordem das varidveis independentes na equacio de
regressao (1), obtém-se que, em geral, tem-se:
B ¥
pi; = P (h!" I’j) = oy,
que ¢ a relacio que desejiavamos demonstrar. Essa relagio permite enun-
ciar o seguinte teorema:

Teorema: O coeficiente de covrelacdo lineav entre os estimadores de
minimos quadrados b; e b; dos coeficientes de vegressio B; e B; € igual,
com sinal contrdrio. ao coeficiente de corvrelacdo parcial entre as varidveis
Xy € X;, a que se yveferem esses coeficientes,

No caso particular em que se tem uma equacao de regressio com trés
variaveis:

Ua = Bo -+ dl “'nl + ﬁ'_’ "'n._, + too a0 = |, it
teni-se que:

P12 (b], /)-3) = - /‘T. g _] (ln‘ _ Jl’ (lm— — )

- L 7‘\‘71 ) NE}
‘ [(Y—\ (1“ - .l‘]) ] [ [ ] (Zr( - .l)) ]
tendo em vista que nesse caso o coeticiente de¢ correlacio parcial entre as
variaveis x; e xp coincide com o coeficiente de correlacio simples.

A propriedade enunciada vem mostrar a importincia que tem a matriz
(X'X)—1 para a determinaciio dos coeficientes de corrclacio parcial entre
as varidveis independentes (regressoras). que figuram numa equacio de
regressio. Podese empregar cssa propriedade para calcular coeficientes
parciais. usando os programas para computaciio eletronica de regressio.
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