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CAPITALIZAÇ!O CONT!NUA: APLICAÇÕES 

1. Introdução 

Tradicionalmente, o que se evidencia pela leitura 

de quase todal os textos que versam sobre Matemática Financeira, 

os quais refletem as práticas das negociações correntes, o tra­

tamento das relações que envolvem quantias pagáveis em distin­

tos instantes de tempo tem sido, quase que exclusivamente, se­

gundo o chamado regime de capitalização descontínua~ Neste re­

gime, temos duas características fundamentais: a) as taxas de 

juros são sempre relativas a períodos discretos de tempel b) 

ao menos teoricamente, sendo exemplo prático o caso das Cadern~ 

tas de Poupança, os juros só são formados no fim de cada perío­

do a que se refere a taxa de juros considerada. Deste modo, o 

estudo formal das relações envolvidas deveria ser efetuado, co­

mo, por exemplo, discutido no terceiro tópico em de Faro (1979) , 

através o concurso da teoria das equações de diferenças finitas. 

Entretanto, embora não seja utilizado na prática, 

um regime teoricamente muito mais adequado é o da denominada C! 

pitalização contínua. Neste, o tempo é explicitamente tratado 

como uma variável contínua, introduzind~-se o conceito de taxa 

instantânea de juros, o que faz com que as relações envolvidas 

possam ser abordadas de acordo com as muito mais ricas 

dos cálculos diferencial e integral. Como principal 

além de poder representar de uma maneira equivalente 

teorias 

vantagem, 

qualquer 

relação obtida segundo a capitalização descontínua, temos o fa-
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to de que, camo j! a muito reconhecido pela teoria econômi­

ca, certos problemas podem ser muito mais comodamente resolvi 

dos mediante o concurso da capitalização contínua. 

o presente trabalho tem o objetivo de apresentar 

os princípios básicos da capitalizaçao contínua, ilustrando 

sua aplicaçao a problemas que são usuatmente discutidos na 

chamada Teoria do Capital. 

2. - A Taxa Instantânea de Juros 

Em uma aplicação financeira, os juros, acréscimo 

de capital, que são formados, dependem não só do tempo de 

aplicação e do capital inicialmente aplicado, mas também de 

um fator básico que é denominado de taxa de juros. Por defini 

ção, a taxa de juros, que sempre é referida ã determinado pe-

rIodo de tempo, é numericamente igual ã remuneração (juros) 

da unidade de capital, por sua aplicação em um período a 

que se refere a taxa. 

Consideremos o caso onde a taxa de juros é relati 

va a um perIodo infinitesimal de tempo. Neste caso,a taxa é 

dita ser instantânea e, dado que seu valor pode variar com o 

tempo, será representada por ôt • Denotando-se por Ct o total 

de capital no instante t, e recordando que o acréscimo de ca­

pital 6Ct confunde-secan o diferencial dCt quando o acréscimo 

de tempo tende para o infinitésimo dt, da definição de taxa 

de juros decorre a seguinte relação: 

(1) 
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Sendo Co o capital inicial, a resolução da equa­

ção diferencial dada pela relação (I) nos leva a poder escre­

ver que o total de capital, no fim de um espaço de tempo 

igual a T, será dado por: 

T 
CT = CO·exp {lo ôtodt} 

onde exp { A} _ eA 

2 o 1 - ExeltlP'los 

Para a deter.minação numérica do total de capital 

CT' através a relação {2}, é necessária a especificação do 

comportamento temporal da taxa instantânea de juros. A título 

de ilustração, iremos considerar aqui dois casos particulares: 

a) caso de taxa invariante com o tempo 

Suponha que a taxa instantânea de juros seja constante 

e igual a ~. Nesta eventualidade, teremos: 

C C ô.T 
T = O·e (2' ) 

Observe-se que teremos o capital crescendo, cons­

tante ou diminuindo, à medida em que se decorre o tempo, con­

forme, respectivamente, a taxa ô seja positiva, nula ou nega 

t1va. Entretanto, a função CT será sempre convexa. 
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b} caso de 1:axa instantânea variando linearmente. 

Admita-se que ~t = a + B.t. Neste caso, tem-se: 

(2") 

Ago:ra, o comportamento de CT depende, simu1 tanea­

mente,dos valores dos parâmetros a e B. 

2.2 - Relação com a Taxa Efetiva de Capitalização 

Descontínua. 

Na hipótese em que o capital inicial Co é aplica­

do, no regime de capitalização descontínua, a uma certa taxa 

periódica e constante i, por um prazo igual a T períodos, sa-

bemos que (cf. de Faro, 1982) o total de capital no fim des-

se prazo é dado por: 

CT = C O (1 + i} T (3) 

Deste modo, comparando-se as relações (2') e (3), 

a taxa instantânea e constante ô que, no regime de capita1iz~ 

ção contínua,produzisse o mesmo resultado que a taxa i, dita 

efetiva, deve ser tal que: 

ti = ~n (1 + i) (4) 

A relação (4) per.mite com que, do ponto de vista 

computacional, a escolha entre a adoção da capitalização des-
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contInua ou contínua, no caso de taxas invariantes com o t~ 

po,l que costuma ser o mais usual, é uma mera questão de gos­

to pessoal do analista. 

2.3 - A Taxa Instantânea Interpretada como o Caso Limdte 

de uma Taxa Nominal de Capitalização Descont!nua. 

Em Matemática Financeira, denomina-se de taxa no­

minal
2 

a uma taxa de juros cujo período a que se refere nao 

cc'incide com o explicitamente mencionado como o de capi tal1-

zaçao. Regra geral, o período de uma taxa noDdnal é subdivi­

dir em k períodos de capitalização. Deste modo, uma taxa no­

minal costuma ser denotada por jk' onde a letra j caracteriza 

o fato da taxa ser nominal e k indica o número de capitaliza­

ções ao longo do seu período. 

Usualmente k é finito, o que caracteriza o regime 

de capitalização descontínua, sendo extremamente comum o caso 

de taxas anuais com capitalizações mensais (jl2'. A uma dada 

taxa nominal jk corresponde a taxa efetiva i, que é a que de­

ve ser empregada na relação (3) e cujo período é o mesmo da 

t~a nominal, que satisfaz a seguinte relação: 

j k = k [ (1 + i) l/k - I 1 (51 

li No caso em que a taxa instantân~a de juros varia com o tempo, não e 
possível relacionar-se, independentemente do prazo ~, as taxas relati­
vas aos dois regimes de capitalização. . 

2/ Em Economia, o termo é usado com relação a taxas para as quais não fo­
ram ainda escoimados os efeitos da inflação. Denominaremos tais taxas 
de aparentes. 
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No caso em que o número de capitalizações for in­

finitamente grande, a capitalização passará a ser efetuada de 

uma maneira contInua, o que implica em que a taxa nominal passe 

a ser instantânea. Logo, formalmente, podemos escrever que: 

11m 
k-+co 

(6 ) 

Por outro lado, decorre de (5) que 

11m 
k-+co 

jk = R.n (l + i) (5' ) 

Por conseguinte, a interpretação de ô como uma ta 

xa nominal com um número infinito de capitalizações ao longo de 

seu período, também conduz ã relação (4). 

3. - O Caso de Fluxos de Pagamentos 

Para certos tipos de problemas, como veremos, é 

mais conveniente, do ponto de vista analítico, admitir-se que 

recei.tas e despesas ocorram de uma maneira contínua. Isto é, t~ 

do se passa como se tivessemos fluxos de receitas e despesas. 

Seja f(t) um fluxo de receita (ou despesa) no ins 

tante t, fluxo esse que se estende da época O ã época T. A per 

gunta que queremos responder é a da determinação do valor que, 

na data zero, é equivalente ao fluxo considerado. Tal valor, 

que é chamado de atual, será determinado a partir do emprego da 

relação (2). 
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Sendo fCtl.dt o total de receita (despesa) entre 

os instantes t e t + dt, o seu valor atual, denotado por dV, de­

ve ser tal que: 

Portanto, mediante integração, podemos 

que o valor atual procurado é: 

T t 
V = f f (t) .exp { - f o ç. dr; } dt 

O O 

(6) 

escrever 

(7) 

Obviamente, para fins de aplicações concretas, é 

necessário que se especifique o comportamento temporal tanto do 

fluxo f(t) como da taxa instantânea 0t. No que se segue, a tí­

tulo de ilustração, estudaremos alguns casos particulares. 

3.1 - Fluxos Constantes 

Seja o caso onde 

f(t) = K, tE[O,Tl (8) 

Então, em função do comportamento da taxa instan-

tânea de juros, tem-se: 

a) taxa invariante com o tempo (Ot - 0, Vt) 

De (7) decorre que 



T 
V = K J e-5 • t dt 

O 

ou 

b) t5 t = 1/ (y + t) , Y > O, t ~ O 

Denotando-se por 

t 
J t = J ôç .dç 

O 

e observando-se que, no caso, 

t 
J

t 
= J (y + ~) -1 dç = R.n[ (y + t)/y] 

O 

decorre de (7) que: 

8. 

(9) 

(10) 

v = K J T e-R.n[(y + t) [y1 
O 

T 
dt = y.K f (y + t) -1 dt 

O 

Logo 

v = y. K. in f(y + T) /y 1 (11) 

3.2 - Fluxos Linearmente Crescentes (Decrescentes) 

Admita-se que 

f(t)=a+a.t,a> Oet>O (12) 

a) 1S t = ô 
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Temos,aqora, que I 

T 
V = J (a + a.t}e-õ• t dt 

O 

Lançando mão do método de integração por partes, 

fazendo-se t = u" dt = du e e-õ.tdt = dv'" v = - e-ô.t/ô, e 

usando o resultado dado por (9), tem-se: 

ou 

b) 8 = 1/ ( y+ t) t 

(13) 

Fazendo-se uso do resultado visto no item 3.1, 

parte b, tem-se: 

T 
V = Y J 

O 

-1 (a + a. t) (y + t) ~ dt 

ou, lançando mão da tabela de integrais em CRC (1971, pg. 397) 

V = y.a.ln[ (y+T)/y] + Y.fH T+ln[y/{y +T»)y} (14) 

3.3 - Fluxos Exponenciais 

Vejamos, finalmente, o caso onde 

f{t) .... lJeP.t , t> O (15) 
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Em função do comportamento temporal da taxa de luros, 

tem-se: 

T 
=uf e(P-õ}dt 

O 

Dependendo da igualdade, ou não, entre a taxa instan-

tânea de juros ô e a taxa p de variação do fluxo, o valor atual 

procurado será: 

b) 

Logo:, 

v= 
{ 

ô.T 

1 
~ 

, se ô = P 

(e(P-Õ)T - 1), se 6 ~ P 

{

ô/O< t<1 

6 t = ô + 1 _ l/t, t > 1 

Tendo em vista a relação (10), tem-se que: 

1 t 
J (t) = f tL dt + f (ô + 1 - l/a) da 

O 1 

= (6 +1)t- lnt-l 

T P t -{(ô + 1) t-lnt-l} 
V = u f e' e .dt 

O 

T (p-ô-l) t 
= }J.e! t.e .dt 

O 

(16) 

Procedendo-se à uma integração por partes, tal como 

indicado na parte a do item 3.2, é fácil ver que: 

a.x 
f a.x dx - e x.e • --r 

a 
(a.x - 1) 

Logo, fazendo-se a == Cp - ô-l) I tem-se que: 

v= J,I.e {ea • T (a.T-l) + 1}/a2 
(17) 
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4. O problt:mra do Envelhec"inrento do Vinho 

Como primeiro exemplo concreto da conveniência em 

tratar-se o tempo como uma variável contínua, consideremos o 

chamado problema do envelhecimento do vinho. Este problema,que 
1 

é clássico na literatura econômica,~ constitui uma ilustr~ção 

do que se denomina de processo de produção do tipo insumo-pon 

tual e produto-pontual (" point-irl!?i,;.t-point-O\.:.t?ut ") • 

Na sua versão mais simples, consideremos o caso 

de um empresário que está indeciso quanto a aproveitar a opor­

tunidade de comprar uma dada quantidade de vinho verde, enve­

lhece-lo, sem custo, durante um certo período e, a seguir, re­

vende-lo. O problema básico que se apresenta é o de, supondo 

que o preço do vinho aumente c~~ sua idade, deteDminar durante 

quanto tempo o vinho deve ser envelhecido. 

Adotando-se a terminologia empregada por Simonsen 

(198~,o problema pode ser resolvido segundo duas distintas óti­

cas. Sob a primeira, dita solução de Fisher, levando-se em con­

ta a taxa de juros prevalente no mercado, busca-se maximizar a 

função valor atual associada ao investimento considerado. Na se 

gunda, denominada de solução de Wicksell, o objetivo passa a 

ser o da maximização da taxa interna de retorno do investimen-

- 2 to. No que se segue, iremos cotejar estas duas soluçoes • 

!I Al~m de, como citado por Allen (1938, pg. 248), ter sido estudado por eco­
nomistas tais como Irving Fisher e Knut Wicksell, o problema ê também aborda­
dO t entre outros, por Baumol (1972), Bierman (1968), Henderson e Quandt(197l), 
Hirshleifer (1970) e Simonsen (1980). 
2/ d· d • ~. d d .~ . - Estudaremos somente o caso, lto etermlnlstlco, on e to as as var18velS 
são conhecidas com certeza. Para tratamentos probabillsticos, vej~8e 08 tra­
balhos de Kaplan (1972), Venezia e Brenner (1979) e Venezia (1983). 
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4.1 - A s'olução Fisheri'ana 

Seja Po o preço do litro do vinho verde, e repre­

sentemos por Pt o preço do litro do vinho com a idade de t pe­

ríodos. Como mencionado, na solução de Fisher busca-se envelhe­

cer o vinho de modo a que seja máximo o valor atual do empreen­

dimento. Para tanto, faz-se necessário que se conheça o compor-

tamento temporal da taxa de juros prevalente no mercado. Quanto 

a este último aspecto, iremos considerar dois casos: 

4.1.1 - Caso de taxa de juros constante: fórmula de Jevons 

Para motivar o entendimento do processo de solu­

ça0, admita-se que o vinho verde tenha sido comprado. A questão 

que então se apresenta ao adquirente, ê a de até quando envelhe 

ce-lo. Para fins de análise, suponha que, tendo o vinho sido 

comprado no instante O, decida-se envelhece-lo durante T perío­

dos. Nestas condições, sendo Q a quantidade de litros aâ:Juirida, 

o empresário terá desembolsado a quantia O.PO' na data origem,e 

auferido a receita O.PT, no fim de T períodos. Deste modo,o que 

está em pauta ê a avaliação econâmica do projeto de investimen­

to esquematicamente indicado na Figura 1. 

T ... períodos 

Figura 1 

Envelhece-se o Vinho até a Idade T 

Do ponto de vista do empresário, a alternativa de 

investimento ã compra do vinho, é a aplicação da quantia que se 



13. 

ria dispendida em sua aquisição, no mercado de capitais. Nesta 

última eventualidade, sendo ô a taxa periódica, com capitaliza­

ção instantânea, de juros, taxa essa que é susposta invariante 

com o tempo, o indivíduo teria desembolsado a quantia O.PO na 

mesma data origem, recebendo,no fim de T períodos, um total igual 

a o.po.eÔ
•
T• Ou seja, tal alternativa constitui-se no projeto 

de investimento esquematicamente representado na Figura 2. 

Figura 2 

Investir no Mercado de Capitais 

Obviamente, dado que, em ambos os casos, o desem-

bolso inicial é o mesmo, a alternativa comprar o vinho e enve­

lhece-lo até a idade de T períodos será a melhor se for verifi­

cada 'a desigualdade: 

.e ô.T 

O e-Ô.T > O u, c:x::IlD , se 

P -ô.T > Po 
T· e 

(18) 

(18' ) 

Equivalentemente, a alternativa investimento no vi 
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nho será a melhor se a funçao 

(19) 

dita função valor atual, for positiva no ponto t - T. 

Ora, é de conclusão imediata que a alternativa i~ 

vestir no vinho será tanto melhor quanto maior for o valor de 

V(t). Logo, segue-se que a idade ótima de envelhecimento do ~ 

nho é aquela para a qual o valor atual V(t) é máximo. 

Passemos, então, ao processo de maxiDdzação da 

função valor atual. Relativamente ã condição de la. ordem, de­

corre que, derivando-se com relação ao tempo t: 

ou 

(20' ) 

A relação (20'), que, segundo Baumol (1972, pago 

451), exprime a chamada fórmula de Jevons, nos diz que, em pri~ 

cIpio, o vinho deve ser envelhecido até o ponto em que a taxa 

marginal de acréscimo (decréscimo) do preço do vinho iguale a 

taxa instantânea de juros. l 

Relativamente â condição de 2a. ordem, devemos ter: 

V" (t) < O .. {Pt - 2.6,Pt + 6 2 ptJe-õ • t < O (21) 

-};/ Usualmente, temos õ > O, o que implica em que o vinho só seja envelhecido 
se, na idade que satisfaz a condição de la. ordem, seu preço seja crescente. 
Se ô < O, o preço deve ser decrescente. 



ou, tendo em vista (20') 

{p ti P _ (P') 2} / (P ) 2 < O 
t· t t t 

15. 

(21' ) 

Isto é, independentemente do sinal de~, a taxa 

marginal de acréscimo (decréscimo) do preço do vinho deve ser 

decrescente. 1 

Ilustrando as duas possibilidades apontadas, con­

sideremos os dois seguintes exemplos numéricos: 

a) P O = K , P t = lO O • exp { t 1/ 2 /2}, t > O, e ~ = 5' ao ano com 

capitalização instantânea. 

com 

e 

Como 

y'= t-1
/

2
/4 > ° 

y"= - t -3/2/8 < ° 

é suficiente que se considere a fórmula de Jevons. 

Temos que a idade ótima será tal que: 

~.Pt = p~ .. O,05xlOO.exp{t1/ 2/2}= 25.t-1/ 2.exp{tl / 2/2} 

do que decorre que o vinho deva ser envelhecido até a idade de 

25 anos. 

II ! fácil verificar que uma condição de suficiência para que a fórmula de Jevons 
produza a idade ótima de envelhecimento ê que a função y - ln(Pt) seja côncava e, 
e se 6 > O (~< O), crescente (decrescente). 

I 

1 
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N •• t. ponto é inter ••• ante que se observ. que· a 

f5rmula de Jevon. não leva .m conta o preço do litro do vinho 

vo1'4. '0' De.te modo, , posslvel que, mesmo na idade ótima, •• 

tenha V (t) < O. s • .tIIO acontecer, a conclusão é de que· o vinho 

não .eja adquirido. 

No C&lO de nosso exemplo, temos. 

V(25) - - I< + lOO.exp{2S l /2/2 - O,OSx2S} 

Conclui-se, assim, que o vinho só deva ser adqui­

rido .e o seu preço quando verde for inferior a 349,03 unidades 

monetárias. 

e 

2 . 
b) Po • 1<, Pt -= exp {-t }, t> O , e ô -- 100% a.a.c.c.i. 

Cano 

2 Y -= 1n (P t) = - t 

y' - .. 2t < O , t > O 

y" .. - 2 < O 

ê suficiente fazer uso da fõr.mula de Jevons. 

Temos: 

2 2 . -t-t 
cS .Pt = P' t .. - 1 x e = .. 2t.e .. t - 6 meses. 

Logo, o vinho deve ser adquirido, e envelhecido do!! 

rante 6 meses, se o seu preço quando verde for tal que 
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V(O,S) = - K + exp {- 0,S2 + lxO,S} > O" K < 1,28 

4.1.1.1 - Efeito de uma variação na taxa de juros 

Uma pergunta de interesse, é a que se refere ao 

que acontece com a idade ótima de envelhecimento na hipÕtese de 

que ocorra uma variação no valor da taxa de juros. Para estudar 

tal efeito, consideremos a fórmula de Jevons, convenientemente 

reescrita como: 

Pt - õ.Pt = O (20") 

Tomando a diferencial total da expressão (20·), 

tem-se: 

(22) 

Comu, na idade ótima, deve ser satisfeita a igual 

dade dadapor (20') ,suhstituindo em (22) o correspondente valor de 

ô, podemos escrever: 

dt 
dô 

= (22' ) 

Tendo em vista (21'), conclui-se que dt/dô < O .As­

si~, um acréscimo (decréscimo) na taxa de juros do mercado en-

curta (along~a idade ótima de envelhecimento do vinho. 
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4. 1. 1.2 - Efeito de uma taxaoçoão 

Investiguemos, agora, o que aconteceria com a ida 

de ótima de envelhecimento se fosse introduzida uma taxação so­

bre o lucro contabilmente auferido pelo empresário. 

Seguindo a apresentação em Brenner e Venezia 

(1983), considere-se o caso onde o lucro contábil, apurado na 

data da venda e que é igual a Pt - P
O

' seja taxado ã alíquota 

~. Nesta eventualidade, a função valor atual associada ao em­

preendimento passa a ser escrita como: 

V(t) (23) 

A condição de la. ordem para a maximização de(23), 

implica em que o tempo ótimo de envelhecimento passe a ser tal 

- 1 que seja satisfeita a seguinte condiçao: 

(l-I()Pi. 
ô = ------------

(l-I() Pt +I().P
O 

(24) 

Por outro lado, a condição de 2a. ordem req~er 

que, para o instante de tempo t que satisfaz a condição de la.o 

ordem, se tenh a: 

V" ~ t) -: o ..... 
(25) 

17 _ o -. 

- Observe-se que, no caso particular em que 'P - 0, a relaçao (24) reduz-se a 
fórmula de Jevons. 
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ou, dado que O < ~ < 1 e que só ocorre taxação se houver lucro 

contábil (i.e., se Pt-PO > O .. pt-.p (Pt-POI >0), podemos tam­

bém escrever que a condição de 2a. ordem exige que: 

(25' ) 

Vejamos, agora, qual o efeito que a introdução da 

taxação acarreta na idade ótima de envelhecimento. Para tant,o, 

considerando a diferencial da condição de la. ordem, t~se: 

(26) 

Observando-se que, na idade õtima, o valor de ô 

deve ser como dado por (24), e concentrando atenção no exame da 

alteração em ~ (i.e., fixando-se dô=O), segue-se que: 

dt _ (2 - Y') P O· P t 
'5 - (l-:lP}2Pt •pt + ~(l-IP)Pt.Po-[ (l-1P1Pf12 

(26 ') 

Como, se Pt for uma função crescente, o numerador 

de (26') será positivo, decorre de C25') que o sinal da derivada 

dt/dcp será também negativo. Logo, um aumento (diminuição) na ali 

quota da taxação encurta (alonga) a idade õtima de envelhecimen­

to do vinho. Por conseguinte, com relação ao caso de ausência de 

taxaçã.o (r.p = O), a introdução do tributo tem como 

a redução do perIodo de envelhecimento. 

conseqüênCia 

J 
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A t!tulo de ilustrar numericamente o efeito men-

cionado, reconsideremos o caso do exemplo a do item 4.1.1, su­

pondo agora que o 1 ucro con tábi 1 se j a taxado à alíquota tp = 10%. , 

Se o preço do litro do vinho verde for Po = 250, tem-se. de (24) , 

a seguinte equaçao: 

Resolvendo-se, numericamente, tem-se t:: 23,83 

anos. Visto que a condição de 2a. ordem é satisfeita, e que 

V(23,83) > O, segue-se que a introdução da taxação reduziria a 

idade õtima de envelhecimento de 4,68%. 

4.1.2 - Caso de taxa de juros variável com o tempo 

Na eventualidade em que o investidor preveja um 

comportamento variável, mas perfei tamente especificado, 1 para 

a taxa de juros, tendo em vista a relação (10), a função valor 

atual associada ao empreendimento envelhecimento do vinho passa 

a ser: 

V(t) (27) 

Considerando a condição de la. ordem, segue-se 

que a idade õtima de envelhecimento deve ser, agora, tal que: 

17 • h" ... ... b °f· • 1 111 ... i - Na realldade, esta lpotese e astante artl lCla • ~m termos prat cos, o 
que se costuma fazer ~ trabalhar com uma taxa média, recaindo-se; assim, 
no caso anterior. 
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ou 

p. = 
t 

-J 
= O .. P' e t 

t' = O 

21. 

(28) 

Analogamente ao caso de taxa de juros invariante 

com o tempo, a condição de la. ordem implica em que o vinho, ca­

so seja adquirido, deve ser envelhecido até o ponto em que a ta­

xa marginal de variação de seu preço iguale o valor da taxa ins­

tantânea de juros, 

Quanto ã condição de 2a. ordem, é fácil verifi­

car que, no ponto que satisfaz a relação (28), devemos ter: 

(29 ) 

Agora, diferentemente do caso anterior, nao bas-

ta que a taxa marginal de variação do preço seja decrescente. 

Isso porque, na eventualidade de que a taxa de juros varie com o 

tempo, a condição de 2a. ordem para a maximização da função va­

lor atual depende também de como varia a taxa de juros. 

A título de ilustração numérica, reconsideremos 

o exemplo a estudado no item 4.1.1, supondo, agora, que o com-

portar:.C:1to da taxa periódica de juros com capitalização instan-
1/2 

tânea seja tal que ô t = {1 + ti )/8. 

A condição de la. ordem, como dada por (28), re­

quer que a idade ótima seja tal que: 
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Logo, observando que a condição de 2a. ordem é 

satisfeita, conclui-se que o vinho, caso tenha sido adquirido,d~ 

ve ser envelhecido até a idade de 1 período. 

Quanto ã questão de adquirir, ou não, o vinho 

verde, c. resposta só será afirmativa se o preço K do litro seja 

tal que: 

1 
V(l) = - K + 100.exp{O,5 - I (1 + t l / 2)dt/81 > O 

O 

Consequentemente, o vinho verde só deve ser com­

prado se custar menos do que 133,87 unidades monetárias, por li-

tro. 

4.1.2.1 - Introdução de taxação 

Se o lucro contábil Pt - Po for taxado à alíquota 

~, a função valor atual passa a ser igual a: 

Em decorrência, a condição de la. ordem implica­

rá, agora, que a idade ótima de envelhecimento seja tal que: 

(31) 
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Examinando a condição de 2a. ordem, a solução de 

(311 dará efetivamente a idade ótima de envtlhecimento se, nesta 

idade, tivermos: 

Por outro lado, para que possamos avaliar o impac­

to acarretado pela introdução do tributo, é fãcil verificar que, 

considerando a diferencial total da função implícita definida por 

(31), segue-se que: 

(33) 

De (32), vemos que o denominador de (33) é negati-

vo. Quanto ao sinal do numerador, observe-se que, tendo em vista 

(31), este é igual ao quociente entre ~.Pt.PO e a receita líquida 

{(l-~)Pt +~.PO}. Logo, no caso em que Pt seja uma função 

cente, a introdução do -tributo implica em uma redução no 

ótimo de envelhecimento. 

cres-

tempo 

Como ilustração, retomemos o caso do exemplo' do 

item anterior, supondo, agora, que haja uma tributação ã alíquota 

~ = lO~. Tomando-se K = 80, pode-se verificar que a idade ótima 

cair:. ~j·lra 0,93 períodos. 

4.2 - A Solução Wicksell-iana 

Na chalnada solução de Wicksell ,'camo anteriormente 
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mencionado, admite-se que o indivIduo procure envelhecer o vinho 

de modo a que seja máxima a taxa interna de retorno associada ao 

investimento. tsto é, busca-se determinar o tempo de envelhecimen 

to de modo a que seja máximo o valor da taxa de juros ô que anula 

a função valor atual V(t), como dada por (19). 

Ora, fazendo-se V{t} = O, temos: 

(34) 

Por conseguinte, em função da idade ti a taxa inter 

na de retorno pode ser escrita como: 

(35) 

Para que ô seja maximizado, devemos ter: 

Fazendo uso de (35), a condição de la. ordem para a 

maximização de ô requer que 

ô = P'/P (36) t t 

Portanto, a condição de la. ordem para a maximiza­

çao de ê é, simbolicamente, exatamente igual a fórmula de Jevons. 

Entretanto, compre ressaltar, a igualdade é meramente simbólica, 

pois que, em (35), o valor de ô não é conhecido. Os valores procu 

rados de ô e de t serão determinados resolvendo-se o sistema for-
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madc pelas relações (35) e (36). Deste modo, fica então evidente 

que, ao contrário do que ocorre na solução de Fisher, na solução 

de Wicksell o tempo ótimo de envelhecimento depende do preço do 

litro de vinho verde, PO' 

Quanto ã condição de 2a. ordem, observe-se que: 

P P' 2.t R.n{ t} __ t=--_ 

t 4 Po t 2 'Pt 
+ 

p" P _ {p,)2 
t. t t + 

= 

Ora, no ponto que satisfaz a condição de la ordem, 

a primeira parcela da expressa0 acima serã nula. Logo, como o en-

velhecimento só ocorre se t > O, conclui-se que, tendo em vista a 

express~o (21'), a condição de 2a. ordem na solução de Wicksell é 

a mesma que na solução de Fisher. 

Conforme visto, qualquer função preço que satisfaça 

as condições de maximização fisheriana, também vale para o enfo­

que wickselliano.Entretant~ como se verifica retomando o caso do 

exemplo a do item 4.1.1, os respectivos tempos ótLmos de envelhe-

cimento, são, em geral, distintos. 

No caso do exemplo considerado, devemos resolver o 
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sistema: 

= pl 
t 

100.exp{tl / 2/2 - ô.t} = K 

Ternos, então, em função de K,que é o preço do litro 

do vinho verde, que o tempo ótimo de envelhecimento será igual a: 

Por conseguinte, fixando-se t = 25 anos, conclui-se 
I:-

que aS::l'-las ótimas consideradas somente produzirão a mesma solu-

ça0 se K = 349,03 unidades monetárias. l 

Visto que, somente por uma improvável coincidência 

as duas soluções produzirão o mesmo tempo de envelhecimento do vi 

nho, resta saber qual das duas soluções é a mais adequada. Pasto 

que, como discutido no item 4.1.1, a solução de Fisher é baseada 

em uma clara interpretação econômico-financeira, julgamos ser es-

ta a mais adequada. Devido a isso, no que se segue, iremos concen 

trar atenção no enfoque fisheriano. 

4.3 - O Caso de Horizonte Infinito: fórmula de Faustmann 

Até aqui, consideramos somente a situação de um in-

17 
Observe-se que, neste caso, a taxa interna de retorno coincidirá com a taxa 
de mercado adotada na solução de Fisher. 
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div!duo que, diante de uma oportunidade de investimento, desejava 

saber se seria ou não interessante envelhecer uma dada quantidade 

de vinho verde. Consideremos, agora, o caso de um empresário 

que se dedica ao negócio de envelhecimento de vinho. Isto é, ana-

lisemos u situação onde uma partida de vinho verde é comprada, en 

velhecida durante um certo período ãe tempo, que chamaremos de ci 

elo, e a seguir vendida. Na mesma data da venda, uma outra parti­

da de vinho verde é adquirida, repetindo-se o processo. 

Supondo um negócio que passe de pai para filho, ana 

1isaremos o problema de determinar o ciclo ótimo considerando um 

horizonte de planeja~ento com duração ilimitada. Este problema, 

que, segundo Hirsh1eifer (1970, pago 89), foi originalmente reso! 

vido por Faustmann, em um trabalho publicado em 1849, será anali­

sado admitindo-se as seguintes condições: 

a) o preço Po do litro do vinho verde, bem carno a função Pt 

que fornece o preço do litro do vinho com idade de t períodos, 

sao os mesmos em cada ciclo; 

b} a cada ciclo, o lucro contábil é taxado à alíquota~, que 

é invariante com o tempo; 

c) a taxa instantânea periódica permanece constante e igual a 

ô. 

Nestas condições, 'é óbvio que a duração de cada 

ciclo é a mesma;l digamos T períodos. Deste modo, a consideração 

de um horizonte infinito gera a seqUência de fluxos de caixa líqu! 

!I No caso em que algum dos parâmetros considerados variar com o tempo, o~ ci­
clos poderão ter distintas durações. Tal fato pode acarretar com que nao so! 
ja convergente a serie adiante analisada. 



dos esquematicamente indicada na Figura 3. 

T 

Figura 3 

Horizonte Infinito 

2.T 
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(l-OP)(Pt-~ . 

-t· .. 
3 • T períodos 

\ 

Denotando-se por F(T) o valor atual, a taxa 6, da 

seqüência considerada, tem-se que: 

F (T) = - p O + (l - 11') (P T - P O) (e - Ô • T + e - 2 • Ô • T + e - 3 • Ô • T + ...) 

ou, admitindo, o que é o caso normal, que ô > O 

(37) 

Determinando-se T de modo a que seja máximo o valor 

de F(T}, é fácil ver que, anulando-se a derivada F'(T), a duração 

do ciclo ótimo deve ser tal que satisfaça a sequinte relação, di­

ta fórmula de Faustmann: 

p' = 
T 

(38) 

Cabem, aqui, duas observações. A primeira, refere­

se ao fato de que a duração do ciclo independe da alíquota ~. A 

segunda, diz respeito ã indagação se, com relação ao caso anterior­

mente estudado, temos um menor ou maior tempo de envelhecimento 
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do vinho. Para respondermos esta pergunta, note-se que, tendo em 

vista a relação (23), o valor atual da seqUência infinita pode 

ser reescrito como: 

ou 

ao 

F(T) = V(T} r 
k=O 

e"'k.õ .T 

(37' ) 

Derivando-se (37'1 e igualando a zero a resultante 

expressão, podemos escrever que a duração do ciclo ótimo no caso 

de horizonte infinito deve ser tal que: 

Passemos, agora, a comparar as soluções 

aos casos de um ciclo único e de um número infinito de 

(39) 

relativas 

repeti-

ções, respectivamente como derivadas das relações (24) e (39). D~ 

siqnemo~ por T o tempo de envelhecimento no primeiro caso, e por 

T a duração do ciclo no segundo caso. Antes de mais nada, obser­

vemos que, no caso de repetições, o negócio envelhecimento de vi­

nho só será levado' adiante se F (T) > 0. 1 

Para a camparaçãó entreT e'T que, obviamente, não 

podem ser iguais, admitamos que a função PT seja crescente e côn­

cava. Então, buscando uma contradição, suponhamos que T > T. Co­

tejando os primeiros membros das relações (24) e (39), visto que 

11 A rigor, se F(T) - 0, haverá indiferença entre entrar no negócio de enve­
lhecimento do vinho e a aplicação no mercado de capitais. 
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P~ < P~, ternos que o primeiro membro de (24) é o maior dos dois. 
T T 

Por outro lado, dado que P_ > p. e que F(T) > O, teremos que o 
T T 

segundo membro da relação (39) superará o da (24). 

Por conseguinte, podemos concluir que a repetição in 

definida do ciclo implicará em urna redução do mesmo. 

Para que se tenha uma indicação numérica do efeito 

acima d.iscutido, consideremos o caso em que P t=lOO (1+t l / 2) , para 

t > O, Ô = (100/12)% ao ano, com capitalização instantânea, e 

Po = 140. 

Antes de mais nada, observemos que temos urna função 

preço que é crescente e côncava, o que implica em que a condi-

ção de 2a. ordem, como expressa por (21'), seja trivialmente sa-

tisfe~ta. Assim, fazendo uso da fórmula de Jevons, segue-se que 

a idade ótima de envelhecimento do vinho, na hipótese de um úni-

co ciclo, é tal que: 

100(1+t1/ 2 ) (1/12) = 50.t- 12 

Logo, conclui-se que é de 4 anos a idade ótima, com 

o correspondente valor da função valor atual sendo igual a 

V(4) = 74,96 unidades de capital. 

Na hipótese de repetição indefinida do ciclo, sua du 

ração, tendo em vista a (38), passa a ser tal que: 

50.t-l/2(1_e-t/12} = (lOO+100.t l / 2 - 140)/12 

Deste modo, pode-se verificar que, nesta última even 

tualidade, a duração do ciclo cairá para, aproximadamente, 61% 
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de IDa ano. Sendo que o valor atual da seqüência infinita de repe 

~ será igual a F(O,6l) = 590,67 unidades de capital. 

5. O Problema do Crescimento de Arvores 

Passemos, agora, a analisar o caso de um investimen-

to do tipo chamado de desembolso-contínuo-retorno-instantâneo(coE 

tinuous-input-point-output). I1ustrativamente,seguindo Henderson 

e Ouandt (197l, pago 324), tal é o caso de um indivíduo que se de 

dica ã atividade de exploração de florestas. 

Na sua forma mais simples 1 :i,maginem::lS o caso de um indi 

v!duo que, pagando o custo Po por uma semente de certa espécie de 

árvore, e :'ncorrendo em um custo de cultivo representado pelo fluxo ~ 

riódico Ct , espera que o vegetal possa ser vendido ao preço PT no 

fim de '}' períodos de crescimento. 1 A pergunta que se quer res­

ponder, é a relativa à determinação da época T em que se deve cor 

tar e vender a árvore considerada. 

5.1 - Caso de Taxa de Juros Constante 

Supondo que a taxa de juros de mercado, em terrnos ins 

tantâneos, seja de 6 por período, a função valor atual associada 

ao investimento considerado, no caso em que a árvore cresce até a 

idade T, será escrita como: 
T 

V(T) = - Po - f ct·exp{-õ.tJ.dt + PT.exp{-ô.T} 
O 

(40) 

l/para uma ilustração prática da função Pt' considerando o caso de crescimento 
de Euca1yptus, veja-se o trabalho de Hoffmann e Vieira (1985). 
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Para que o valor atual seja máximo, a árvore deve ser 

cultivada até a idade T para a qual se tenha: 

ou 

V'(T) = O" p' -ô.T Toe Ô 'P -ê.T 
• T· e C -ô.T O 

Toe = 

( 41) 

Ou seja, a árvore deve crescer até o ponto em que a 

taxa marginal do acróscimo líquido de seu valor de merca-

do, seja igual à taxa instantânea de juros. 

Quanto à condição de 2a. ordem, esta requer que, no 

ponto onde V' (T) = O, se tenha: 

ou, observando que a segunda parcela acima é nula, é suficiente 

que se tenha 

< O (42) 

Alternat1~te,tendo em vista o valor de ô como dado 

por (41), podemos reescrever (42) corno: 

(42' ) 

MUltiplicando-se a relação acima pelo fator l/PT, que 

é positivo, vemos que a condição de 2a. ordem pode ser interpreta­

da como requerendo que, no ponto em que a árvore deve ser cortada, 

seja decrescente a taxa marginal de acréscimo líquido de seu valor 

de mercado. 
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Observemos que, em relação ao caso estudado na seçao 

4, o qual, alegoricamente, foi associado à operação envelhecimento 

de vinho, a única diferença que temos agora é o fluxo de custo Ct • 

Assim, se Ct for identicamente nulo, recaíremos no caso anterior'. 

Cabe, então, indagar qual o efeito que a introdução de um fluxo de 

custo acarretaria no tempo õtimo de envelhecimento do vinho. Em ou 

tras palavras, sendo T a solução derivada da relação (20'), quere­

mos compará-la com a solução T dada por (41). 

IniCialmente, notemos que a seguinte igualdade 

ser satisfeita: 

deve 

P!/p ... = 
T T 

(43) 

No caso em que ô > O, que é o usual, devemos ter PT 
sendo uma função crescente. Então, supondo que a função preço seja 

também côncava e que CT seja não-decrescente, o que é suficiente 

para que (42) seja satisfeita, admita-se que, contrariamente ao 

que se quer provar, 

P! 
T 

> p l > pl - C ; 
T' T T 

.... 
se tenha T < T. Segue-se, então, que p. < P e 

T T 
pois que, obviamente, o custo deve ser positi 

VOe Logo, o primeiro melIlbro de (43) seria maior que o segundo; o 

que é um absurdo. 

conseqüentemente, a introdução de um custo de manuten 

çao reduz a idade ótima de envelhecimento do vinho. 

Com o intuito de prover uma ilustração numérica, re­

considere-se o exemplo discutido no item 4.3, supondo, agora, que 

Po = RI· Então, supondo, inicialmente, que não haja custo de manu 

tenção, i.e., Ct = O, teremos, corno já visto, que a idade õtima se 
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.. 
rá T = 4 anos, com V(4) = 214,96 - Kl. 

Admita-se, agora, que Po = K2 e que o fluxo de custo 

de manutenção seja tal que Ct = 2,5, para t > O. De acordo com a 

relação (41), a idade ótima T deve ser tal que: 

ô.p_ = 
T 

P' - C - (100/12) (l+tl / 2) 
T T 

= 50.t-1/ 2 - 2,5 

Como é fácil verificar, teremos T =3,55 anos. Além do 

mais, como, agora, 

V(t) = - K 2 - 30 (1-exp{-t/12}) + 100(1+t1/ 2)exp{-t/12} 

segue-se que V(3,55) =206,87 - K
2 

Deste modo, verifica-se nao só uma redução no prazo 

de envelhecimento como, também, que o preço máximo do litro do vi­

nho verde tem que ser diminuido. 

5.1.1 - Efeito de uma Variação na Taxa de Juros 

Similarmente à análise desenvolvida no item 4.1.1.1, 

passemos, agora, a examinar o efeito que uma variação no valor da 

taxa de juros acarreta na idade em que a árvore deve ser cortada. 

Para tanto, observe-se que a condição de la. ordem r~ 

quer que: 

(41' ) 

Logo, tornando a diferencial total da expressão. acima, 



35. 

vem que: 

Por conseguinte,a derivada da idade ótima com relação 

à taxa de juros, pode ser escrita como: 

(44) 

Deste modo, tendo em vista que, no ótimo, a desigual­

dade expressa por (42) deve ser satisfeita, conclui-se que um au-

mento (decréscimo) na taxa de juros implica em uma diminuição 

(acréscimo) na idade em que a árvore deve ser abatida. 

5.1.2 - Efeito de uma Taxação 

Admita-se que, por ocasião do corte, e subseqüente 

venda, da árvore, o lucro contábil auferido no empreendimento seja 

taxado à allquota ~. Nestas condições, a função valor atual asso-

ciada ao investimento considerado passa a ser escrita como: 

( 45) 

A condição de la. ordem requer que V'CT) = O: o que 

implica em que: 
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,. 

·ou 

(46) 

Por outro lado, no ponto que satisfaz (46), devemos 

ter V" (T) . < O; o que acontecerá se: 

(47) 

Para que se possa inferir o efeito causado pela taxa­

çao considerada, observe-se que, tornando a diferencial total da 

função impllci ta definida pela expressão (46), mantendo <5 constan". 

te, podemos escrever: 

{ (1 - IP) (p T - CT) - cS [p T - tp (p T - CT)]} dT = 

T 

Logo: 

= {PT - CT - cS(PT - Po - f CtodtJ dlP 
O 

(48) 

Tendo em vista a desigualdade. expressa pela (47), ve­

mos que o denominador da expressão da derivada do tempo ótimo de 

corte, com relação à alíquota tp do imposto, é negativo. Portanto, 

basta que concentremos atenção no exame do sinal do numerador.Para 

tanto, supondo que cS seja positivo, o que é o caso de interesse 

prático, note-se que, face à (46) visto que seu denominador repre-
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ta o lucro lIquido, que deve ser positivo para que o investimento 

seja:rentávàl,teremos positiva a d1ferençaPT-~. Isto posto, de­

. notando-se por A o lucro contábil, observe-se que o numerador de 

(48) pode ser reescrito como: 

(PT - CT) [PT - 'P .• A +.(1- "'.)A) ... C.usto .. total -PT - 'P.A lucro contábil 

que, obviamente, exprime uma relação positiva. 

ConseqUentemente, podemos concluir que a introdução de 

taxação acarreta com que seja reduzida a idade õtima de corte de 

árvore. 

A tItulo de ilustração numérica, reconsidere-se o caso 

da função preço e da taxa de juros consideradas no i tem 4.3. Sendo 

Po = 14.0, 'P=10%, e Ct = 2,5, a condição de la. ordem conduz ã se-

91linte equação. 

- 0,25.T3/ 2 - 90.T - l3l.Tl / 2 + 540 - O 

cuja solução de interesse é T :: 3,32'7852 anos, com V(T) :: 56,60 

unidades monetárias. Constata-se" assim, a redução mencionada. 

5.2 Caso de Taxa de Juros Variável 

Se a taxa de juros variar com o tempo, sequndo uma fun­

ção conhecida ôt ' a função valor atual associada à oportunidade 

de investimento em apreço, no caso em que o lucro contábil seja 
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taxado a alíquota sp, será escrita como: 

T t 
V (T) :=: - P O - f ct • exp { - f ô ~ • dI; } dt + 

O O 

T T 
+ {(1- SP)P

T 
+ sP (PO + f ct .dt) }exp{f - ôt.dt} (49) 

O O 

Igualando-se a zero a derivada, com relação ao tempo, da 

expressão acima, segue-se que a árvore deve ser cortada tão logo 

atinja a idade para a qual se tenha: 

T 
(l-SP)PT+SP(PO + f Ct.dt) 

O 

que é uma relação análoga à (46). 

(50) 

Quanto ã condição de 2a. ordem, no ponto em que a rela­

ção (50) é satisfeita, devemos ter: 

( 51) 

desigualdade que depende da derivada da função que exprime o com 

portamento temporal da taxa instantânea de juros. 

Como exemplo, considere-se o caso onde Pt =100Cl+t1/ 2), 

Ct =2,5, Po=140, sp=lO% e ó t = l/(l+t), t > O. 
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Tendo em vista a relação (49) e fazendo uso do resultado 

expresso pela (11), a função valor ôtual associada ao empreendi­

.mento pode ser escrita como: 

V(T) = - 140 - 2,S.in(l+T)+{90{1+Tl / 2)+l4+0,25T}/(1+T) 

Face à (50), a função acima é maximizada na idade T que 

seja solução da seguinte equação: 

1 

l+T 
= 0,9(SO.T-1/ 2 - 2,5) 

90(l+T1/ 2)+14+0,25.T 

Como se pode verificar, a solução de interesse é, aproxi 

madamente, igual a 0,133757 períodos. Entretanto, como,para esta 

idade, o valor atual é negativo, segue-se que o 

não deve ser levado adiante. 

5.3 - O Caso de Repetição do Ciclo 

empreendimento 

Procedendo-se de uma maneira análoga à vista no estudo 

do it$1l 4.3, passemos agora à análise do caso de um horizonte in­

finito de programação. 

Especificamente, admitindo-se o caso de repetição perIll!. 

nente do ciclo de plantio e posterior abate da árvore, suponha-se 

que: 

a) a taxa periódica de juros, com capitalização 

seja constante e igual a ô; 

instantânea, 

b) o preço Po da semente, bem como a função C
t 

que exprime o 
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fluxo de custo de cultivo ea função Pt que expressa o preço do 

vegetal quando alcança a idade t, são os mesmos em cada ciclo; 

c) a cada ciclo, o lucro contábil é taxado ã alíqUota ~, que é 

invariante com o tempo. 

Analogamente ao visto no caso do item 4.3, teremos cada 

ciclo com a mesma duração de T períodosJ de modo que, o 

atual da seqüência infinita de repetições será igual 'a: 

onde, agora, V(T) é dado pela expressão (45). 

valor 

(37") 

Igualando-se a zero a derivada de F(T), seque-se que, 

agora,cada ciclo de crescimento deve ter a duração T tal que: 

6 = (52) 

Alternativamente, e sendo mais conveniente para fins de 

comparação com a duração do ciclo único, a relação (52) pode ser 

reescrita comol 

(1 - ~)(PT - CT ) 

ó = ----------------------------
(52' ) 

T 
PT - tp(PT - Po-fo Ct·dt) + F(T) 

.. 
Sendo T, como dado por (46), a duração do ciclo de cres-

cimento no caso em que não há repetição, e denotando-se por T, c~ 



41. 

mo dado por (52'), a duração no caso de repetição indefinida, pa! 

semes à comparação entre T e T. Para tanto, suporemos, acomo no 

·estudo do envelhecimento do vinho, que a função preço P
t 

seja 

crescente e côncava. Adicionalmente, admitiremos também que o fluo 

xo de custo C
t 

seja não decrescente. 

'~~onsiderando o caso, que é o de real interesse, onde 

F(T) > O, imagine-se que, buscando uma contradição, se tenha 
_... - r t 
T > T. Entao, como P_ < p_ e C > C_, teríamos que o numerador 

T T T T 
da relação (52') seria menor do que o da relação (46). Por outro 

lado, o denominador da relação (52') seria, então, maior do que 

o da (46); fazendo com que não pudessem ser iguais as duas fra-

çoes consideradas. Por conseguinte, do mesmo modo que no problema 

do envelhecimento do vinho, õ. repetição do ciclo acarreta com que 

seja reduzida a duração do mesmo. 

Como já vimos no item 5.1.2, se Po = 140, Pt =lOOC1+t l / 2), 

C = 2,5, 6=(100/12)% ao ano, com capitalização instantânea, e t 

~ = 10%, na hipótese de ciclo único teremos que a duração ótima é 
... 
T =3.327852 anos. Por outro lado, no caso de repetição indefinida 

do ciclo, pode-se verificar, fazendo~se uso da relação (52), que 

a duração ótima cairá para T =0,6091 anos. Sendo que o valor 

atual da seqüência infinita de ~ti~ será F(T)=' 490,53 unida-

des monetárias. 

6 - O Problema de Substituição de Equipamentos 

Seguindo a apresentação em Massé (1962, paga. 54-81), c2 

mecemos a análise com o seu caso mais simples. Neste, considexa-
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;. 

se o caso de um empresário cuja atividad~ se efetua co~ o concur­

so de um único equipamento, cuja vida útil limita o seu horizonte 

de planejamento. 

6.1 - Caso de Taxa de Juros Constante 

Sendo a taxa de juros periódica, com capitalização ins-

tantânea, constante e igual a 5, imagine-se o caso de um certo 

equipamento cujo preço como novo é PO. Este equipamento, engaja­

do em dada atividade produtiva, gera um fluxo de receita líquida 

Rt' que suporemos ser urna função não-crescente com o tempo. Admi­

te-se, ainda, que o equipa~ento em apreço, após t períodos de 

uso, apresente um valor residual, possivelmente como sucata, que 

é dado pela função não-crescente St" 

Nestas condições, o valor atual associado ao projeto de 

investimento que consiste em adquirir o equipw~ento como novo, 

opera-lo até a idade de T períodos e, a seguir, revende-lo, é ex­

presso pela seguinte função: 

V(T) ( 53) 

Logo, igualando a zero a derivada de V{T), segue-se que 

o equipamento deve ser utilizado até a idade T tal que: 

( 54) 

Podemos interpretar a relação (54) corno expressando o 

fato de que o empresário deve operar o equipamento até o ponto em 
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que seu fluxo de receita líquida Rt' deduzido do fluxo de deprecl~ 

çao S~ ~ O, iguale o juro instantâneo, que se obtem no 

correspondente à aplicação de seu valor residual St' 

mercado, 

Quanto à condição de 2a. ordem, é fácil ver que, no pon­

to onde é satisfeita a relação (54), devemos ter: 

Dividindo-se ambos os membros da relação acima 

( 55) 

2 
por ST' 

que é positivo, observe-se que a condição de 2a. ordem requer que 

seja negativa a derivada com relação ao tempo de 29 membro da re­

lação (54)1. 

Como ilustração numérica, seja o caso onde 

Rt = 100 - 2.t, t ~ O, St = 1.000.exp{-0,05.t} e Ô = 6% ao ano 

com capitalização instantânea. 

Fazendo uso de (54), recai-se na seguinte equaçao: 

100 - 2.T - 110.exp{-O,05.T} = O 

Dado que T::43,86 anos é uma solução, e que satisfaz a 

desigualdade dada por (55), segue-se que este é o período de tem-

po ao longo do qual se deve operar o equipamento em apreço; caso 

o mesmo ter.ha sido adquirido. Tal idade é dita ser a vida econô-

mica do equipamento. 

Por outro lado, lançando mao do resultado dado por (13), 

tem-se que V(43,86):: 1.208,33-K. Logo, o equipamento só deve ser 

adquirido se o seu preço for inferior a 1208,33 unidades de capi-

tal. 

II Observe-se que a relação (55) será trivialmente satisfeita se o valor resi­
dual St for constante e se Rt for decrescente. 
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Antes que se encerre esta nossa análise inicial, os se-

guintes casos particulares merecem ser destacados. 

a) o caso onde ~ = RI e ST = K2 

Como mencionado na introdução deste item, as únicas res-

trlções colocadas sobre as funções ~ e ST é que sejam não-de-

crescentes. Examinemos, então,o caso limite onde ~ = KI e ST=R
2

, 

onde RI e K2 são duas dadas constantes. Corno a condição de la. or 

dem, como dada por (54), deixa de ter relevância, por que indepe~ 

de de T, efetuemos uma análise direta. 

Observe-se que: 

com 

Vemos, assim, que o sinal de V' (T) só depende do sinal da 

diferença RI - á .R2 . 

Supondo que se tenha ó > O, o que é usual, temos 3 possi-

bilidades a considerar: 

Teremos a função valor atual crescente. Então, dado que 

lim V(T) 
T-+oo 

= - Po + Rifá, se RI > Ô .Pa' teremos uma situação, que é 

extremamente artificial, onde vale a pena operar a máquina indefi 

nidarnentc. 

Como a função valor atual é decrescente, seu ponto de 
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máximo verifica-se para T = O. Logo,não vale a pena operar o equi 

pamento considerado. 

Teremos V(T) = - Po + K2 , T ~ o. Como, regral geral, 

K2 < PO' também não valerá a pena operar o equipamento. 

Conclui-se, portanto, que o caso limite onde tanto o flu 

xo de receita líquida, como o valor residual do equipamento, sao 

invariantes com o tempo, conduz, sempre,à soluções de extremidade. 

b) o caso onde ~ = K e ST = PO.exp{-y.T}. 

Seja agora o caso onde, mantendo-se constante o fluxo de 

receita 1tquida, temos o valor residual decrescendo ã taxa, ins-

tantânea e constante, y. 

Fazendo-se uso da relação (54), obtem-se a solução exata 

T = - tn { K } Ir (56) 
(y+ó)P o 

Por outro lado, substituindo-se em (55), constata-se que 

a solução acima é efetivamente a vida econômica do equipamento se 

2 
y .K <5 (y + ó) 

Assim, por exemplo, se r = ó = 5% a:> ano,can capitalização 

instantânea, com K = 1 e Po = 100, segue-se, imediatamente, que 

será de, aproximadamente, 46,05 anos a idade de substituição do 

equipamento considerado. 

-T 
c) ~ = ó.S(1 + e ) e ST = S 

Neste último caso particular, embora seja decrescente o 
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fluxo de receita líquida, temos também uma situação, admitidamen-

te artificial, onde, como iremos verificar, ê infinita 

econômica do equipamento. 

g fácil ver que 

a vida 

V(T) = - P o+õ.S{(l-e- Ó
•
T)/ô+(l-e-(1+Ô)T)!(l+6)} + S.e-õ •T 

com 

V'(T) = õ.S.exp{-(l+õ} T} > O 

Logo, se 

1im V (T) = - p O + 5 {1 + Ô 1(1 + 6)} > O 
l' + 00 

valerá a pena operar o equipamento indefinidamente. 

Concluindo o item, convém observar ainda que, no caso em 

5T = S seja constante e RT decrescente, segue-se de (54) que uma 

condição necessária para que o equiparento seja operado é que RO > ô.S. 

6.1.1 - Efeito de urna Variação na Taxa de Juros 

Tomando-se a diferencial total da expressão (54), pode-

se verificar que: 

dT 

do 
= 

5'1' 
(57) 

Logo, observando-se que a condição de 2a. ordem, tal co-

mo expressa pela relação (55), é equivalente a que se tenha 
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negativo '.) denominador de (57), conclUi-se, uma vez mais, que um 

aument::> na taxa de juros implica em que seja abreviada 

econômica do equipamento. 

a vida 

Assim, no caso do exemplo onde Rt = 100 - 2.t e St = 
1.000.exp{-0,05.t}, se a taxa instantânea de juros subir para 10% 

ao ano, com capitalização instantânea, a vida econômica cairá pa­

ra 39,69 anos. Ou seja, com relação ao caso anteriormente visto, 

teremos uma redução de mais de 9% na vida do equipamento. 

6.1.2 - Introdução de Taxação 

Vejamos, agora, o efeito causado pela introdução de uma 

alIquot.a .p de imposto de renda, incidente sobre o lucro contábil; 

em bases correntes. 

A;,:'mi tindo-se que I para fins fiscais, o equipamento seja 
1 linearmente depreciado, teremos que o valor atual relativo à o~ 

ração do equipamento até d idade T será dado por: 

V(T) 

ou 

V(T) 

+ S -6.T 
Toe 

T -6 t t(J (PO-S
T

) (1- e-ô • T ) 
= - p O + (1 - t(J) f Rt . e • • dt + 

O ô.T 
+ 

+ S -ô.T (58) T· e 

1../ O cnS0 (~e depreciação acelerada é também tratado, de uma maneira aproximada, 
em Brenr.ct ~ Venezia (1983). 
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.. Logo, derivando-se com relação a T, e igualando a zero a 

resultante derivada, segue-se que a vida econômica do equipamento 

deve ser tal que: 

(59) 

onde 

(60) 

e 

(61) 

Por outro lado, a condição de 2a. ordem requer que, no 

ponto em que é satisfeita a relação (59), se tenha: 

V"(T)={(l-;P}~-ó(A_+B )+S"-6 S'+C }e-Ô.T_c < O (62) 
-"T -~ T T • T T T 

onde 

(63) 

Como exemplo, considere-se o caso onde Po = 1.OOO,.p=30%, 

15=5% ao ano, com capitalização instantânea, Rt = IOO-2.t e 

St = 1.OOOexp{-O,05.tL Fazendo uso da relação (59), pode-se veri­

ficar que a vida econômica do equipamento considerado será de, 

aproxin!adamente, 33,57 anos. 

Para que se aquilate o efeito de uma variação do valor 

da alIqüota ~ sobre a vida econômica de equipamento, observe-se 

que, tornando-se a diferencial total da condição de la. ordem, co­

mo dada pela relação (59), mantendo-se constante a taxa de juros 



6, podemos escrever: 

dT 

dlP 
= -

{ CP O -ST} /T - R.r + BtpI'lP}e -15 • T - BT/ IP 

V" (T) 

49. 

(64) 

Alternativamente, substituindo-se o valor de BT/IP, como 

dado pela relação (59), no numerador da expressão acima, segue-se 

que a derivada da vida econômica com relação à alIqüota é igual a: 

dT 
(64 I) 

V"{T) 

Como, face à condição de 2a. ordem, V" (T) < O, e como 

exp{-ô .T} /1fJ > O, conclui-se que o sinal de dT/dlP é o sinal oposto 

ao da soma algébrica ~ + ST - Ô .ST' Ora, tal soma representa a 

receita instantânea lIquida (i.e., após a dedução da depreciação 

do equipamento), deduzida ainda do custo de oportunidade de man­

ter o equipamento, em termos instantâneos. Corno a operação do 

equipamento só faz sentido se a soma algébrica considerada for p~ 

sitiva, conclui-se que um aumento (diminuição) da alIqüota do irn-
1 posto de renda encurta (alonga) a vida econômica do equipamento. 

Como ilustração numérica, considerando-se o caso do últi 

mo exemplo ,se ti al!qüota for reduzida para 20% a vida econômica se 

rá prolongada para 37,83 anos. 

0.'2- Caso de Taxa de Juros Variável com o Tem20 
• 

Na eventualidade em que se possa prever o comportamento 

17 - - .. 1 .. t 1 - Observe que a conclusao e trlvla no caso em que o equ1pamento seja ota-

mente depreciado (i.e., ST = O). 
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temF-oral d.a taxa instani.:ânea de juros, comportamento este especi-

ficado pt:::ld função Ô t' "t.:::. O, o valor atual do projeto de inves­

timento associado à. aquislção e operação do equipamento, na hipó­

tese de taxação do lucro contábil à alíqüota ~ e de adoção de de 

preciação linear, será dado por: 

T 

V(T) 
T 

= - PO+ (l-IP) f J 
O 

-J 
e" t .dt + 

O 

-.J 
'"' T + ;:)T oe (65) 

onde, recordemos, J t é expresso pela relação (10). 

A condição de la. ordem para a maximização de V{T) , exi-

ge que a -.rica econômica T do equipamento seja tal que: 

-J 
{(l-""P~+cO(?O-ST)!T+ ST-ôTosT}e T = 

(66 ) 

Sendo que a condição de 2a.ordem implica em que se te~ 

nha: 

3 T -Jt -rp{(~.oT-2)(PO+T,ST-ST)!T +ST!T} f e .dt < O (67) 
O 

Como exemplo de cunho ilustrativo, seja o caso onde 
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lO = l.000, Rt'=: 100-2.t, St=1.000.exp{-O,05.t}, !p=20% 

Ó t = 1/ (1 + t), t > O. 

e 

Como já vimos anteriormente, teremos J
t 

= R.n (1 + t) , de­

modo que, face à (66), a vida econômica T deve ser solução da se­

guinte equação: 

200(1_e-o ,OS.T) 
{80-l,6.T + 

T 

(SO+1.000)e-O,05.T} 1 + 
1 + T l+T 

R.n(l+T} {200 - (lO.T+ 200) e-O,OS.T} :: O 
T2 

Resolvendo-se, numericamente, pode-se verificar que a so 

1uç~o de i~teresse ~ T = 39,06 períodos. 

6.3 - O Caso de Reposição 

Considerando um horizonte de planejamento ilim'ib:ldQ ,vej~ 

mos agora o caso de uma sucessão infinita de reposições do equipa 

mento em apreço, na hipótese em que: 

a) a taxa instantânea de juros ó, bem corno a alíqüota !P do 1m 

posto de renda permaneçam inalteradas ao longo do tempoi 

) - 1" 1 d b nao haja avanço tecno ogico, no senti o de que o preço Po 

do equipamento como novo, a função St que exprime o seu valor re­

sidual apos t períodos de uso, bem corno o fluxo de receitas lí-

1/ Para uma análise do caso em que se leva em conta uma provisão para avanços 
tecnológicas, ao longo da linha desenvolvida por George Terborgh em seu clas­
sico te:~to Dynamic Equipment Policy, veja-se Massê (1962, pgs. 64-69). 
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quidas Rt' que é associado à operação do' equipamento com a idade 

t, sejam os mesmos para cada nova geração de equipamentos. 

Na hipótese considerada, cada novo equipamento terá uma 

mesma vida econômica T, que será determinada maximizando-se o va­

lor atual F(T) da seqüência infinita de substituições. Analogame~ 

te aos casos do envelhecimento do vinho e do crescimento de árvo­

res, temos que 

F(T) = V(T)/{l-e-o•T ) (37 111
) 

onde, agora, V(T) é dado pela expressa0 (58). 

Convém observar aqui que, alternativamente ao desenvolvi 

mento visto no item 4.3,a expressão para o valor atual F(T) da c~ 

deia infinita de reposições,pode ser facilmente deduzida lançando 

mão do conceito que Manne (1961) denomina de "ponto de regenera­

ção". Segundo tal conceito, basta que se observe que, digamos 

após a primeira reposição, efetuada no instante T, o futuro, com 

relação à cadeia infinita de reposições remanescentes, se nos 

apresenta exatamente igual ao com o que nos deparamos no instante 

de aquisição do primeiro equipamento; época zero. Logo, sendo 

V(T) o valor atual da seqüência de fluxos de caixa associados à 

operaçao do primeiro equipamento, e sendo F(T) o valor atual da 

sucessac infinita de reposições,tem-se que: 

F.' (rr) = V (T) + F (T) • exp{ - ô • T} 

que é uma expressa0 equivalente à (37'11). 

Procedendo-se à maximização de F(T), segue-se que a con-
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dição de la. ordem especifica que a vida econômica T seja tal que 

satisfaça a relação 

(l-e-o.T)V'{T) -6.V(T).e- 6 •T :: O (68) 

onde V'(T) = ~.exp{-ô.T} + BT , com ~ e BT respectivamente dados 

pelas expressões (60) e (61). 

Assim, reconsiderando-se o exemplo estudado no item 

6.1.2, na hipótese de 'P = 30%, supondo-se agora uma sucessao infi­

nita de reposições,pode-se verificar que a vida econômica cairá 

de 33,57 anos para 32,82 anOSi ou seja, uma queda de pouco mais 

de 2%. 

No exemplo numérico acima, verificamos que a considera-

çao de um horizonte de planejamento infinito, ao invés de um ho­

rizonte limitado ao de operação de um único equipamento, implicou 

em uma redução na vida econômica do equipamento considerado. No 

que se segue, restringindo a análise ao caso de ausência de taxa­

ção, 'P = O, mostraremos que isso sempre é verdade. 

No caso em que ~ :: O, a relação (68) pode ser reescrita 

como: 

(68' ) 

-seja T a vida econômica como determinada a partir da rela 

çao (54), que se refere ao caso de horizonte finito, e T a vida 

econômica relativa ao caso de horizonte infinito. At"entando-se ao 

fato de que a operação do equipamento, no caso de reposição ±nde-
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finidamente, só faz sentido se F(T» O, e que, regra geral, a fun 

ção ~ é decrescente, a comparação entre T e T pode ser facilmen­

te efetuada através uma análise gráfica. Para tanto, definindo­

se e
T 

= c .ST - ST' note-se que a relação (54) implica em que R.r=6T 
e que a relação (68 I) implica em que Ri = 0T + K, onde a constante 

K::: Õ.F(T). 

Por conseguinte, independentemente do fato de que a fun 

çao 0
T 

seja crescente ou decrescente, se ô > O conclui-se que ,como 

se deduz da Figura 4, T > T 

- ... T T T T T T T 

Figura 4 

Confronto entre T e T 

6.4 - A Possibilidade de Renovação Parcial 

Concluindo nossa análise, vejamos, seguindo Massé(l962, 

pgs. 56-59), para o caso de horizonte finito e sem taxação, a po~ 

sibilidade de que o equipamento considerado sofra uma renovaçao 

parcial. Especificamente, e fixando atenção ao caso de taxa ins-

T 
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tantânea de juros constante, o empresário dispõe de duas alterna 

tivas: 

a) não efetuar renovaçao, operando o equipamento até o fim de 

sua vida econômica, tal corno determinada no item 6.1. O que impl! 

ca em que o valor atual desta alternativa seja calculado de acor-

do com a expressão (53), 

b) no final de e perlodos de operaçao, mediante o dispêndio da 

quantia Df" que é uma função não-decrescente de e I efetuar uma re 
>;:; 

novaçao p~rcial do equipamento, A esta renovação é associado um 

fluxo incrdmental de receita,l representado pela função Qe,t. Nes 

ta segunda alternativa, denotando-se por T a vida econômica do 

equipamento, o correspondente valor atual passa a ser: 

+ 

.. 
T _~ t ~ TA 

J u, dt S -u , + Qe,t Oe o + T,e 
e 

(69 ) 

.. 
'Dado que V(T,8) é uma função das duas variáveis T e 8, 

segue-se que as condições de la. ordem para a sua maximização sao: 

e 

}V('l',J) == 

3T 

âV{T,0) = 
é)0 

o ~ (~ + Q .. + ST! - ô.sT-) 
-~ 8,T 

-i T e o = O (70) 

o - {ô.D - D' - Q )e-é •0 + o e 8,0 

17 ~ ( ) - Masse 1962, pago 57 , sugere que Qe t seja uma função crescente com 8; i,e., 
aQ /(jt> O. ' 

8, t 
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+ f 
o 

-Ó.t dt O .e . = 

56. 

(71) 

o sistema formado pelas expressoes (70) e (71) nos fome 
... 

cem as soluções para T e 0; sendo que, obviamente~ para que haja 

sentido, devemos ter O < 0 < T. A melhor alternativa será aquela 

para a '.;ual o correspondente valor atual é máximo. 

Como exemplo, consideremos a situação, admitidamente sim 

plista, onde 6 = 5% ao ano, com capitalização . ins tantânea, 

Rt = 100 - 2.t, D0 =20 e Qe,t = 2.0. Então, sendo Po o preço do 

equipamento novo, e admitindo que seu valor residual seja despre­

zível (St = O), teremos: 

a) alternativa de não efetuar renovaçao 

Neste caso 

V{T) = - Po + 1.200n_e-0 ,05.T} + 40.T.e-0 ,05.T 

com V(T) alcançando o valor máximo 1.265,67 - Po para T = 50 anos. 

b) alternativa de efetuar renovaçao. 

Agora 
.... 

v cr ,0 ) = V <T) - 2 O • e - O , 05 • 0 + 4 O • 0 (e-O, O 5 • 0 _e-O, O 5 • T ) 

com V(T) sendo calculado como na alternativa a, e com os valores 

de T e de 8 sendo soluções do sistema. 

{ 

100 - 2.T+ 2.8 = O. 

(1_2.8)e- O,05.0 + 40(e-O,OS.8_e-O,05.'r)= O 

g fácil verificar que devemos ter e = 8,49 anos e 
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... 
T :::: 58,40 a:-los, com V(T,G} assumindo o valor máximo 1.452 - PO. 

Por ~onseguintel qualquer que seja o valor de PO' a me-

lhor alter~ativa é efetuar uma renovação parcial do 

após 8,49 anos de uso. 

7. O Problema de Expansão de Capacidade 

equipamento 

Um outro tipo de problema em que o emprego da capitaliz! 

çao contínua se faz valioso, é o que se refere ao aumento da capa 

cidade das instalações de um certo complexo de prestação de servi 

ços ou planta industrial, de modo a atender a uma demanda crescen 

te pelos serviços ou produtos considerados. 

Neste item, seguindo de perto a apresentação em Manne 

(1961), e focalizando somente o caso determinístico, examinaremos 

duas sitJ.áções. Na primeira, não pode haver demanda insatisfei-

t.a. r\oa E,egunda, incorrendo-se em uma penalidade que lhe é propor­

cional, admite-se a ocorrência de demanda insatisfeita. 

7.1 - Ausência de Demanda Insatisfeita 

Imagine-se um certo serviço pUblico, digamos coleta de 

lixo, para o qual, de uma maneira aproximada, estima-se que haja 

uma demanda linearmente crescente com o tempo. 

Para que a demanda seja atendida, e necessário que sejam 

construídos centros coletores, nos quais o lixo coletado sofre um 

determinado processamento industrial. Como, em princípio, todo o 

lixo produzido pela coletividade em apreço deve ser coletado, to-



da a vez em que o volume de lixo produzido igualar a 

instalada dos coletores, um novo centro coletor, com 

58. 

capacidade 

capacidade 

para processar o acréscimo de lixo produzido em x anos, deve ser 

colocado em operação. Deste modo, corno esquematicamente indicado 

na Figura 5, a cada período de tempo com duração de x anos, tere­

mos a instalação de um novo centro coletor. 

Demanda e 
capacidade 

( tone ladas / ano) 

Capacidade r instalada 
DO+x r - - - -- - ---

to+X 

Figura 5 

tvolu~ão da Demanda e da Capacidade Instalada 

anos 

Na Figura 5, to denota o instante de tempo onde a capaci 

da de presentemente instalada, DO' é exaurida. Devendo ser observa 

do que está sendo admitido que os centros coletores 

têm uma duração ilimitada. 

instalados 

Deste modo, segue-se que passa a existir um excesso de 

capacidade instalada, cuja evolução ao longo do tempo é indicada 

na Figura 6. 



capacidade 
Excesso de 1 

x - _. - - - - - . - - . - _ -

t +x 
O 

Figura 6 

Evolução do Excesso de Capacidade 
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anos 

o problema que se quer resolver é o da determinação da 

capacidade x que cada novo centro coletor deve ter. Para tanto, 

iremos supor que o custo de instalação de um centro coletor com 

capacidade igual a x seja dado pela seguinte função: 

a. = a + b.x , a > O, b > O, O < a < 1 (72) 

onde a constante a pode ser interpretada como um custo fixo, e a 

constante a. representa um fator de economia de escala. l 

Sendo õ a taxa anual de juros, com capitalização instantâ 

nea, considerando-se um horizonte infinito de planejamento e lan-

ça;ldo-se mão do concei to de "ponto de regeneração", segue-se que o 

valor atual V(x) de uma sucessão ilimitada de i,nstalações de no-

vos centros coletores, na hipótese de estacionaridade temporal 

1/ 
Se a = 0, se tivermos a = 0,5 isto significa que um centro coletor com ca-
pacidade para processar 20 toneladas/ano. custa somente o dobro que um ou­
tro com 1/4 desta mesma capacidade. 

-----------------------------
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dos parâmetros em apreço, é tal que: 

V(x) = ex + V(x) .exp{-ê.x} (73) 

Logo: 

V(x) = a + b.xo. (74) 

1 -
-ô x e . 

Tomando-se a derivada de V(x) e igualando-a a zero, de­

corre que a capacidade ótima x para cada centro coletor deve ser 

tal que: 

a - 1 a-
a.b.x = õ(a + b.x )/(eô , x - 1) ( 75) 

Por outro lado, com relação à condição de segunda ordem, 

tem-se que: 

a-2 
a • b . x (a -1 + ê. x) 

V"(x) = 
-5 x e . 

(76) 

1 -

Logo, sendo ô > O, que é o caso de interesse, a capacid! 

de ótima a ser instalada, x, derivada a partir da relação (75),de 

ve ser tal que: 

-x > (1- 0.)/15 (77) 

Como ilustração, suponha-se o caso onde -a = 10, b = 2, 

a = 0,5 e Ô = 5% ao ano, com capitalização instantânea. Neste ca 

so, cada novo centro coletor deve ser instalado a cada 4í,98 anos, 

com capacidade para processar 42,98 vezes o acrêscimo do volume de 

lixo que é gerado a cada ano. 
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7.1.1 - Efeito de uma Variaçãon'a Taxa de Juros 

.. -Para que se aquilate o efeito na capacidade otima x que 

é provocado por uma alteração na taxa de juros ô, basta tomar a 

diferencial total da relação (75), convenientemente reescrita,ma~ 
_ 1 

tendo-se constante os parâmetros a, b e a. Decorre, entao que: 

dx x{(ô.x-1)eô •x + l} 
= 

dô õ (eS .x_ l ) (a-l + ó .x) 
(78) 

Ora, face à (77), temos que o denominador da relação aci-

ma'é positivo. Quanto ao sinal do numerador,denotando-se por 

F(x) = (õ.x-1) .exp{eS .x} + 1, note-se que F(O) = O e que F' (x) > O • 

Logo, o numerador da relação (78) também é positivo, do que decor 

re que um acréscimo na taxa de juros acarreta com que seja dimi-

nuida 6 capacidade dos novos centros coletores. 

,\=sim, no caso do exemplo anterior,se a taxa de juros su-

bir para 15% ao ano, com capi tal.ização instantânea, a capacidade 

ótima cairá para o equivalente ao volume de lixo produzido em 

16,62 anos, 

7.2 - A Possibilidade de Demanda Insatisfeita 

Admita-se, agora, que seja possivel, transitoriamente, 

a ocorrência de demanda insatisfeita. No nosso exemplo do lixo, 

novos centros de processamento só seriam construidos quando o vo-

lume de lixo acumulado, digamos em vazadouros,alcançasse um certo 

valor cri ti co. Obviamente, o ato de acurnu~,ar lixo em vazadouros 

17 -Observe-se que, no caso particular onde a-O, tem-se que dx/dõ= -X!õ<O • 
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implica em uma penalidade, representada pelo custo de transporte 

e de manuseio que é proporcional ao volume de lixo acumulado. 

A possibilidade de demanda insatisfeita, faz com que, em 

termos gráficos, a analogia com a Figura 6, relativa ao caso vis-

to no item precedente, seja como representada na Figura 7. 

Excesso de 
Capacidade 

x-y 

o 

-y 

Figura 7 

Evolução do Excesso de Capacidade 

anos 

Similarmente ao caso anterior, cada nova instalação terá 

capacidade para processar o acréscimo de lixo produzido em x anos; 

com to' to + X, to + 2.x, etc, denotando os "pontos de regeneração" 

(pontos onde o excesso de capacidade ê esgotado). Porém, agora, ad-

mite-se que a partir do ponto onde esgota-se o excesso de capacida-

de, acumule-se em vazadouros o acréscimo de lixo relativo a y anos. 

Denotando-se por 0, que cresce linearmente de O até y, o 
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vol urne (;.. -:. ixo acumulado em vazadouro no fim de e anos após um 

"ponto CL :.::cgeneração", e sendo B o custo unitário relativo à o~ 

raçao de vazamento do lixo, segue-se que o valor atual C(x,y) do 

custo associado a uma sucessão infinita de ciclos (acumulação em 

vazadouros seguida da instalação de novo centro de processamento) , 

será dado por: 

Y 
C(x,y) = f 8.0.e-6 •0 .de + (a + b.xo)e-õ •y + C(x,y)e-õ •x (79) 

ou 

O 

C(x,y) = -----------------------------------------
1 -ê.x - e 

(79' ) 

Igualando-se a zero as derivadas parciais, com respeito 

a x e com respeito a y, de C(x.y), segue-se que os valores ótimos 

da Cap'1Cl. jade dos centros de processamento, x, e dos vazadouros, 

y, devem ser tais que resolvam o seguinte sistema de equações. l 

(80) 

e 

( 81) 

No Quadro I, para o = 0,5, a = 10, b = 2, Õ = 15% ao ano, 

com capitalização instantânea, e os valores indicados de S, sao 

apresentados os correspondentes valores ótimos de X, y e de C(x,y). 

1/ - -- Note que, de (81), conclui-se que y ~ O quando 8 ~ 00 e que y ~ 00 quando 8 ~ o. 
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Quadro I 

comportamento de x, Ye C (x ,2 I') em Funç'ão de' 6 

\ 

J3 0:) 2 1 0,5 0,1 

-x 16,62 17,50 18,42 20,43 45,12 

-
Y O 1,38 2,79 5,71 35,15 

C(x,y) .19,,19 17.,8.9. 16,21 ,13,41 4,4.3 
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