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CAPITALIZAGAO CONTINUA: APLICAGOES

1. Introducao

Tradicionalmente, o que se evidencia pela leitura
de quase todos 0s textos que versam sobre Matematica Financeira,
os quais refletem as praticas das negociagbes correntes, o tra-
tamento das relagoes que envolvem quantias pagaveis em distin-
tos instantes de tempo tem sido, quase que exclusivamente, se-
gundo o chamado regime de capitalizagao descontinua, Neste re-
gime, temos duas caracteristicas fundamentais: a) as taxas de
juros sao sempre relativas a perliodos discretos de tempo; b)
Ao menos teoricamente, sendo exemplo pratico o caso das Caderne
tas de Poupanga, os juros sd sac formados no fim de cada perio-
do a que se refere a taxa de juros considerada. Deste modo, o
estudo formal das relacoes envolvidas deveria ser efetuado, co-
mo, por exemplo, discutido no terceiro topico em de Faro (1979),

através o concurso da teoria das equagoes de diferengas finitas.

Entretanto, embora naoc seja utilizado na pratica,
um regime teoricamente muito mais adequado € o da denominada ca
pitalizagdo continua. Neste, o tempo & explicitamente tratado
como uma varidvel continua, introduzindo-se o conceito de taxa
instantanea de juros, o que faz com que as relagdes envolvidas
possam ser abordadas de acordo com as muito mais ricas teorias
dos calculos diferencial e integral. Como principal vantagem,
além de poder representar de uma maneira equivalente gualquer

relagao obtida segundo a capitalizagao descontinua, temos o fa-
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to de que, como j& a muito reconhecido pela teoria econdmi-
ca, certos problemas podem ser muito mais comodamente resolvi

dos mediante o concurso da capitalizagado contfnua.

O presente trabalho tem o objetivo de apresentar
os principios ba@sicos da capitalizaglo continua, ilustrando
sua aplicagd3o a problemas que s3o usualmente discutidos na

chamada Teoria do Capital.

2. - A Taxa Instanta3nea de Juros

Em uma aplicagao financeira, os juros, acréscimo
de capital, que sao formados, dependem nao s& do tempo de
aplicagao e do capital inicialmente aplicado, mas também de
um fator basico que & denominado de taxa de juros. Por defini
gao, a taxa de juros, que sempre é referida & determinado pe-
riodo de tempo, & numericamente igual @ remuneragao (juros)
da unidade de capital, por sua aplicagdo em um perfodo a
gque se refere a taxa.

Consideremos o caso onde a taxa de juros é relati
va a um perfodo infinitesimal ée tempo. Neste caso,a taxa &
dita ser instant3nea e, dado que seu valor pode variar com o
tempo, sera representada por Gt. Denotando-se por Ct o total
de capital no instante t, e recordando que o acréscimo de ca-

pital AC_ confunde-se cam o diferencial dc, quando o acréscimo
| de tempo tende para o infinitésimo dt, da definigao de taxa

de juros decorre a seguinte relagao:

dc,_/C
="t ,
8y = —— (1)



Sendo C0 0 capital inicial, a resolugcao da equa-
cao diferencial dada pela relaqso (1) nos leva a poder escre-
ver que o total de capital, no fim de um espago de tempo

igual a T, serd dado por:

T .
Cp = Co.exp{f0 §,.dt} (2)

onde exp {Aa} = &P

2.1 - Exemplos

Para a determinagdo numérica do total de capital
Cpr através a relagdo (2), & necessiria a especificagao do
comportamento temporal da taxa instant&nea de juros. A tIitulo

de ilustragdo, iremos considerar aqui dois casos particulares:
a) caso de taxa invariante com o tempo

Suponha que a taxa instantanea de juros seja constante

e igual a §, Nesta eventualidade, teremos:

c. = CO.eG'T (2')

Observe-se que teremos o capital crescendo, cons-
tante ou diminuindo, 3 medida em que se decorre o tempo, con-
forme, respectivamente, a taxa § seja positiva, nula ou nega

tiva. Entretanto, a fungao C, serd sempre convexa.



b) caso de taxa instantanea variando linearmente.

Admita-se que dt = o + B.t. Neste caso, tem—-sge:

(2%)

Agora, o comportamento de CT depende, simultanea-

mente,dos valores dos parametros a e B.

2.2 - Relacao com a Taxa Efetiva de Capitalizacao

Descontinua.

Na hip&tese em que o capital inicial Co € aplica-
do, no regime de capitalizagao descontInua, a uma certa taxa
periddica e constante i, por um prazo igual a T perfodos, sa-
bemos que (cf. de Faro, 1982) o total de capital no fim des-

se prazo & dado por:

. T
CT = C0 (1 +1) (3)

Deste modo, comparando-se as relagdes (2') e (3),
a taxa instant&nea e constante § que, no regime de capitaliza
¢ao continua, produzisse o mesmo resultado que a taxa i1, dita

efetiva, deve ser tal que:
§ = An (1 +1) (4)

A relagdo (4) permite com que, do ponto de vista

computacional, a escolha entre a adogdao da capitalizagao des-



continua ou continua, no caso de taxas invariantes com o tem-

l - ~
PO, gJue costuma ser o mais usual, & uma mera questao de gos-

to pessoal do analista.

2.3 - A Taxa Instant8nea Interpretada como o Caso Limite
de uma Taxa Nominal de Capitalizac3o Descontinua.

Em Matematica Financeira, denomina-se de taxa no-
minal2 a uma taxa de juros cujo perfodo a que se refere nao
ceincide com o explicitamente mencionado como o de capitali-
zagao. Regra geral, o periodo de uma taxa nominal & subdivi~-
dir em k perfodos de capitalizagdo. Deste modo, uma taxa no-
minal costuma ser denotada por jk' onde a letra j caracteriza
o fatoc da taxa ser nominal e k indica o n{mero de capitaliza-

goes ao longo do seu periodo.

Usualmente k & finito, o que caracteriza o regime
de capitalizagao descontinua, sendo extremamente comum o caso
de taxas anuails com capitalizagdes mensais (J;2). A uma dada
taxa nominal jk corresponde a taxa efetiva i, que & a que de-
ve ser empregada na relagao (3) e cujo perfodo & o mesmo da

taxa nominal, que satisfaz a seguinte relagio:

e = k[ @+ % o (5)

1/ No caso em que a taxa instantanea de juros varia com o tempo, nao e
possivel relacionar-se, independentemente do prazo T, as taxas relati-
vas aos dois regimes de capitalizagao.

2/

=" Em Economia, o termo € usado com relagao a taxas para as quais nao fo-
ram ainda escoimados os efeitos da inflagao. Denominaremos tais taxas

de aparentes.




No caso em que o nimero de capitalizagdes for in-
finitamente grande, a capitalizagao passarid a ser efetuada de
uma maneira continua, o que implica em que a taxa nominal passe

a ser instant8nea. Logo, formalmente, podemos escrever que:

lim

k+w

e = 8 (6)
Por outro lado, decorre de (5) que

im 3J, = 2n (1+1) (5')

ke

Por conseguinte, a interpretagdo de ¢ como uma ta
xa nominal com um nimero infinito de capitalizaqaes ao longo de

seu perfodo, também conduz i relagio (4).

3. - 0 Caso de Fluxos de Pagamentos

Para certos tipos de problemas, como veremos, e
mais conveniente, do ponto de vista analftico, admitir-se que
receitas e despesas ocorram de uma maneira contfnua. Isto é, tu

do se passa como se tivessemos fluxos de receitas e despesas.

Seja f(t) um fluxo de receita (ou despesa) no ing
tante t, fluxo esse que se estende da época 0 & época T. A per
gunta que queremos responder & a da determinagdo do valor que,
na data zero, & equivalente ao fluxo considerado. ‘Tal wvalor,
que & chamado de atual, serad determinado a partir do emprego da

relagao (2).



Sendo f(t).dt o total de receita (despesa) entre
O0s instantes t e t+dt, o seu valor atual, denotado por dv, de-

ve ser tal que:

dv.exp { fot §,-dz} = £(t).at (6)

Portanto, mediante integraqio, podemos escrever

que o valor atual procurado &:

T t
V=[] f(thexp{~-f Gc.dc]‘dt ' (7)
0 0

Obviamente, para fins de aplicagbes concretas, &
necessario que se especifique o comportamento temporal tanto do
fluxo f(t) como da taxa instantinea 6¢- No que se segue, a ti-

tulo de ilustragao, estudaremos alguns casos particulares.

3.1 - Fluxos Constantes

Seja o caso onde

f(t) =K, t€[0,T] (8)

Ent3o, em fungdo do comportamento da taxa instan-

tanea de juros, tem-se:

a) taxa invariante com o tempo (Gt = §, ¥t)

De (7) decorre que



T
v=x/ e %%tat
0
ou
vV = % (l-e—G'T) (9)

b) 6t=ljw+t),v'>0,t30

Denotando-se por

J. =1 ¢ _.dg (10)

e observando-se que, no caso,

t
Jo= 1 v+ tdr=mly+ ) /]
0
decorre de (7) que:
T .. . T
v=rks Y+l g 2 x5 (v4t)L at
0 0
Logo
V = y.K.AnH(¥ + T) /vl (11)

3.2 - Fluxos Linearmente Crescentes (Decrescentes)

Admita~-se que

f(t) =a+8.t ,a> 0et>0 (12)

a) §

H
o




Temos, agora, que:

T
V=/ (a+B.t)e St g¢
0

Langando mao do método de integragcao por partes,

fazendo-se t = u= dt = du e e 9 tat = dv= v = - e—é.t/c

14

usando o resultado dado por (9), tem-se:

T

V=8 (1-e0T) 4 B (L80T8t gy,

§ 5 0

ou

a -§.T 1-¢76:T -8.T
vV = T (l-e "*7) + T ( 3 - T.e %) (13)
b) Gt = 1/( y+t)

Fazendo-se uso do resultado visto no item 3.1,

parte b, tem-se:
T -1
V=y[f (a+B.t)({y+¢t) ~ dt
0
ou, ianqando mac da tabela de integrais em CRC (1971, pg. 397)

V= y.a.2n[ (y+T)/y] + v.B8{ T+enlv/(y +T)] 7} (14)

3.3 - Fluxos Exponenciais

Vejamos, finalmente, o caso onde

p.t

£(t) = we ", t> 0 (15)

A
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Em fungao do comportamento temporal da taxa de juros,

tem—-se:

a) §

h
o

p.te’a.t

T
V=  ue dat
0

T
=y f e(p'a)dt
0

Dependendo da igualdade, ou n23o, entre a taxa instan-
tdnea de juros & e a taxa p de variagao do fluxo, o valor atual

procurado sera:

§.T , e § = p
V = ' (16)

5—}—5 (e(p—G)T -~ 1), se 8§ #p
§ ,0< t<1
b) 6t==
6+1-1/t, t > 1
Tendo em vista a relagao (10), tem-se que:
1 t
J(t) = [ 8.4t + S (6+1-1/0)do
0 1
= (6§+1)t~-2int=-1
Logo:
, T o
Veyp S eft e {(8+1)t-int-1} 4
0
T -
=u.ef t.e (p=¢ 1)t.dt
0

Procedendo-se 3 uma integragdo por partes, tal como
indicado na parte a do item 3.2, & ficil ver que:

a.x _ e2X
J x.e Jdx = =5 (a.x - 1)

Logo, fazendo-se a = (p - 8-1), tem-se que:

a.T

V=yp.ele (a.T-1) +1}/a° (17)
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4. O Problema do Envelhecimento do Vvinho

Como primeiro exemplo concreto da conveniéncia em
tratar-se o tempo como uma varifvel contfnua, consideremos ©
chamado problema do envelhecimento do vinho. Este problema,que
€ classico na literatura econ&nﬁ.ca,jL constitui uma ilustragao

do que se denomina de processo de produgcac do tipo insumo-pon

tual e produto-pontual ("point-innit-point-outrut").

Na sua versao mais simples, consideremos o caso
de um empresario que estid indeciso guanto a aproveitar a opor-
tunidade de comprar uma dada quantidade de vinho verde, enve-
lhece-lo, sem custo, durante um certo periodo e, a seguir, re-
vende-lo. O problema basico que se apresenta é o de, supondo
que o prego do vinho aumente com sua idade, determinar durante

quanto tempo o vinho deve ser envalhecido.

Adotando-se a terminclogia empregada por Simonsen
(1980),0 problema pode ser resolvidc segundo duas distintas Sti-
cas. Sob a primeira, dita solugao de Fisher, levando-se em con-
ta a taxa de juros prevalente no mercado, busca-se maximizar a
fungag valor atual associada ao investimento considerado. Na.sg
gunda, denominada de solugac de Wicksell, o objetivo passa a
ser o da maximizagdo da taxa interna de retornoc do investimen-

to. No que se segue, iremos cotejar estas duas soluqSesz.

-l/rAIEm de, como citado por Allen (1938, pg. 248), ter sido estudado por eco-
nozistas tais como Irving Fisher e Knut Wicksell, o problema & tambem aborda-
do, entre outros, por Baumol (1972), Bierman (1968), Henderson e Quandt(1971),
Hirshleifer (1970) e Simonsen (1980).

Z{ Estudaremos somente o caso, dito deterministico, onde todas as variaveis
sao conhecidas com certeza. Para tratamentos probabilisticos, vejamse os tra-
balhos de Kaplan (1972), Venezia e Brenner (1979) e Venezia (1983).

A
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4.1 - A Solucao Fisheriana

Seja P0 o prego do litro do vinho verde, e repre-
sentemos por P, o prego do litro do vinho com a idade de t pe-
riodos. Como mencionado, na solug@o de Fisher busca-se envelhe-
cer o vinho de modo a que seja maximo o valor atual do empreen-
dimento. Para tanto, faz-se necessario que se conhega O compor-
tamento temporal da taxa de juros prevalente no mercado. Quanto

a este {iltimo aspecto, iremos considerar dois casos:

4.1.1 - Caso de taxa de juros constante: formula de Jevons

Para motivar o entendimento do processo de solu-
¢ao, admita-se gque o vinho verde tenha sido comprado. A questao
que entao se apresenta ao adquirente, & a de até quando envelhe
ce-lo. Para fins de analise, suponha que, tendo o vinho sido
comprado no instante 0, decida-se envelhece-lo durante T perio-
dos. Nestas condigoes, sendo Q a quantidade de litros adquirida,
o empresario tera desembolsado a quantia Q.P,y, na data origem,e
auferido a receita Q.PT, no fim de T periodos. Deste modo,o0 que
estd em pauta & a avaliagao econdmica do projeto de investimen-

to esquematicamente indicado na Figura 1.

Q.Py

0] * perfodos
Mo e

Figura 1

Envelhece-se o Vinho até a Idade T

Do ponto de vista do empresario, a alternativa de

investimento & compra do vinho, & a aplicagao da quantia que se

Ty
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ria dispendida em sua aquisigdo, no mercado de capitais. Nesta

Gltima eventualidade, sendo 6 a taxa periddica, com capitaliza-

gao instant@inea, de juros, taxa essa que & susposta invariante

com o tempo, o individuo teria desembolsado a quantia Q.P0 ﬁa

mesma data origem, recebendo,no fim de T perfodos, um total igual
§.T

a Q.Po,e « Ou seja, tal alternativa constitui-se no projeto

de investimento esquematicamente representado na Figura 2.

IQ.Poe '
+periodos

ol
Q.

Figura 2

Investir no Mercado de Capitais

Obviamente, dado que, em ambos os casos, o desem~
bolso inicial &€ o mesmo, a alternativa comprar o vinho e enve-
lhecé—lo até a idade de T perfodos ser3d a melhor se for verifi-

cada ‘a desigualdade:

§.T (18)
Q.Pp > Q.P,.e

§.T

Ou, cao e >0, se

(18')

Equivalentemente, a alternativa investimento no vi
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nho serd a melhor se a funglo

st

V(t) = - Py + P _.e” (19)

t

dita fungdo valor atual, for positiva no ponto t = T,

Ora, & de conclusdo imediata que a alternativa in
vestir no vinho serd tanto melhor quanto maior for o valor de
V(t). Logo, segue-se que a idade 8tima de envelhecimento do vi

nho & aquela para a qual o valor atual V(t) & méximo.

Passemos, entao, ao processo de maximizaqio da
funcao valor atual. Relativamente & condigédo de la. ordem, de-
corre que, derivando-se com relagao ao tempo ¢t:

Vi(t) =0 =p.e St L s.p_.e 8t =g (20)

t t

ou

Pé/Pt = § | (20')

A relagao (20'), que, segundo Baumol (1972, pag.
451){ exprime a chamada f6rmula de Jevons, nos diz que, em prig
cipio, o vinho deve ser envelhecido até o ponto em que a  taxa

marginal de acréscimo (decré@scimo) do prego do vinho iguale a

taxa instanténea de juros.1

Relativamente & condigdo de 2a. ordem,devemos ter:

n n . ' 2 -6.t
V"(t) <0 = {Pt 2.6.Pt + 8 Pt}e <0 (21)

L Usualmente, temos 6 >0, o que implica em que o vinho 80 seja envelhecido
se, na idade que satisfaz a condigao de la. ordem, seu prego seja crescente.
Se § <0, o prego deve ser decrescente,

SN
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ou, tendo em vista (20')

" | ] 2 2
{Pt.Pt (PL) }/(Pt) <0 (21')

Isto €, independentemente do sinal de §, a taxa

marginal de acréscimo (decréscimo) do prego do vinho deve ser

decrescente.1

Ilustrando as duas possibilidades apontadas, con-

sideremos os dois sequintes exemplos numéricos:

1/2

a) P, =K , P_ = 100.exp{t™/“/2}, £t>0, e §=5% ao ano com

0 t
capitalizagao instantéanea.

Como

1/2

y = JZ.n(Pt) = 2n 100+ ¢ /2

com _
y'=t l/2/4 >0

-3/2

y"= -t /8 <0

é suficiente que se considere a férmula de Jevons.

Temos que a idade Otima serda tal que:

5., = P! = 0,05 x100.exp { £1/2/2 1 = 25.6 "1/2 oxp (£1/2 /2y

do que decorre que o vinho deva ser envelhecido até a idade de

25 anos.

Y E facil verificar que uma condigao de suf1c1enc1a _para que a formula de Jevons
produza a idade otima de envelhecimento & que a funcao y = ln(P ) seja concava e,
e se §>0 (§<0), crescente (decrescente).
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¢

| Neste ponto 8 interessante que se observe que  a
£6imula de Jevons nac leva em conta o prego do litro do  vinho
verde Py+ Deste modo, & possivel que, mesmo na idade &tima, se
tenha V(t) < 0. Se isso acontecer, a conclusio & de que o vinho

ndo seja adquirido.

No caso de nosso exemplo, temos:

V(25) = - K + 100.exp{251/2/2 - 0,05 x 25 }

Conclui-se, assim, que o vinho 85 deva ser adqui-
rido se o seu prego quando verde for inferior a 349,03 unidades

monetarias.

b) Pp =K, P, = exp{-t?},t>0, e §=- 100% a.a.c.c.i.

Camo

2

y' = ~-2t<0, t >0

y"=-2<0

€ suficiente fazer uso da fSrmula de Jevons.
Temos : ‘

2 2

&.Pt =P't" - lxe-t = -2t.e-t = t = 6 meses.

Logo, o vinho deve ser adquirido, e envelhecido du

rante 6 meses, se O seu prego quando verde for tal que
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V(0,5) = - K + exp {~ 0,52 + 1x0,5} > 0 = K < 1,28

4.1.1.1 -~ Efeito de uma variacdo na taxa de juros

Uma pergunta de interesse, € a que se refere ao
que acontece com a idade Stima de envelhecimento na hipdtese de
que ocorra uma variagao no valor da taxa de juros. Para estudar
tal efeito, consideremos a formula de Jevons, convenientemente

reescrita como:

Pé - G.Pt = 0 (20%)
Tomando a diferencial total da expressao (20"),

tem-se:
" -’ ¥ - =
(Pt G.Pt)dt Pt.dd 0 (22)

Como, na idade Otima, deve ser satisfeita a igual
‘dade dadapor (20'),substituindc em (22) o correspondente valor de

§, podemos escrever:

PZ
at t
v " ’
dé Pt.Pt (Pt)

2 (22')

Tendo em vista (21'), conclui-se que dt/ds < 0.As-
sim, um acréscimo (decréscimo) na taxa de juros do mercado en-

curta (alonga) a idade Stima de envelhecimento do vinho.
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4.1.1.2 - Efeito de uma taxacdo

Investiguemos, agora, o gue aconteceria com a idg
de Stima de envelhecimento se fosse introduzida uma taxagdo so-

bre o lucro contabilmente auferido pelo empresario.

Seguindo a apresentagdo em Brenner e Venezia
(1983), considere-se o caso onde o lucro contébil, apurado na
data da venda e que & iqual a P, - Pyps seja taxado & aliquota
¢. Nesta eventualidade, a fungdo valor atual associada ao em-

preendimento passa a ser escrita camo:

- _ _ -6.t
V(t) = Po + {Pt ‘”Pt po)}e (23)

A condigao de la. ordem para a maximizagdo de(23),
implica em que o tempo 6timo de envelhecimento passe a ser tal
que seja satisfeita a seguinte condigéo:l

- '
(1-v)Pg

§ = (24)
(1-¢)Pt+~P.PO .

Por outro lado, a condigdao de 2a. ordem requer
que, para o instante de tempo t que satisfaz a condigao de 1la..

ordem, se tenha:

~§.t
viie) <o Lodle (A -e)pe.By - (B 21+9 .py.PRI<0  (25)
(1-9)P, +9P , te Tt

1/

~ Observe-se que, no caso particular em que ¢ =0, a relagao (24) reduz-se a
formula de Jevons,
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ou, dado que 0 < ¢ < 1 e que sO ocorre taxagdo se houver lucro
contadbil (i.e., se P -Py > 0=p, -v (P_-Pyl >0), podemos tam-
bém escrever que a condigdo de 2a. ordem exige que:
- " t 2 " ‘ '
(1-v)lP .PY - (PL)°] + $.Py.P{ <0 (25')
Vejamos, agora, qual o efeito que a introducgao da

taxagdo acarreta na idade Stima de envelhecimento. Para tanto,

considerando a diferencial da condigao de la. ordem, tem-se:
- - - - ' -
{2 vIP, + ¢.Po}d6 ((1-v)Pl.dt+6(P -Pylde +
i -2 DY -Dt -
=(1 ¥IPl.dt-Pi.dy 0 (26)
Observando-se que, na idade otima, o valor de §

deve ser como dado por (24), e concentrando atengao no exame da

alteragao em ¢ (i.e., fixando-se d§ =0), segue-se que:

(2-¢)P0.Pé
n - f - - ]
+ ¢ (1 -9)PL.P, [ (1 so)Pt]

dt _
de (1 :«p)zpt.P

t

Como, se P, for uma fungao crescente, o numerador
de (26') sera positivo, decorre de (25') que o sinal da derivada
dt/dy serd também negativo. Logo, um aumento (diminuigao) na ali
quota da taxacdo encurta (alohga) a idade Stima de envelhecimen-
to do vinho. Por conseguinte, com relaqéo ao caso de auséncia de
taxacdo (¢ =0), a introdugao do tributo tem como conseqiiéncia

a redugao do perlodo de envelhecimento.
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ETULIO VARGAS

FUNUAGAOG HENRIQUE SIMONSE,

ABLIOTECA MARIO

A tftulo de ilustrar numericamente o efeito men-
cionado, reconsideremos o caso do exemplo a do item 4.1.1, su-
pondo agora que o lucro contdbil seja taxado ad alfquota ¢ =10%,
Se o prego do litro do vinho verde for Py =250, tem—se,'de (24),
a seguinte equagao:
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4,5 exp {t/%/2) +1,25 - 22,5, exp {t1/2/2}/e1/2 =

Resolvendo-se,numericamente, tem~se t = 23,83
anos. Visto que a condi¢ao de 2a. ordem é satisfeita, e que
v(23,83) >0, segue-se que a introdugao da taxagao reduziria a

idade Otima de envelhecimento de 4,68%.

4.1.2 - Caso de taxa de juros variadvel com o tempo

Na eventualidade em que o investidor preveja um
comportamento varidvel, mas perfeitamente especificado,1 para
a taxa de juros, tendo em vista a relagdo (10), a fungdo valor
atual associada ao empreendimento envelhecimento do vinho passa

a ser:’
t
V(t) = - By + P, .e (27)

Considerando a condigao de la. ordem, segue-se

que a idade 6tima de envelhecimento deve ser, agora, tal que:

Na realidade, esta h1potese € bastante artificial. Em termos praticos, o
que se costuma fazer & trabalhar com uma taxa media, recaindo-se, assxm,
no caso anterior.
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ou

Pé = § Py (28)

Analogamente ao caso de taxa de juros invariante
com o tempo, a condigaoc de la. ordem implica em que o vinho, ca-
so seja adquirido, deve ser envelhecido até o ponto em que a ta-
Xa marginal de variagao de seu prego iguale o valor da taxa ins-

tantanea de juros.

Quanto & condigdo de 2a. ordem, & ficil verifi-
car que, no ponto que satisfaz a relagao (28), devemos ter:

(p" - §!.p)P, - ()2 < 0 (29)

t t* Tt Tt t

Agora, diferentemente do caso anterior, nao bas-
ta que a taxa marginal de variagao do precgo seja decrescente.
Isso porque, na eventualidade de que a taxa de juros varie com o
tempo, a condigao de 2a. ordem para a maximizagdo da fungao va-

lor atual depende também de como varia a taxa de juros.

A tftulo de ilustragdao numérica, reconsideremos
O exemplo a estudado no item 4.1.1, supondo, agora, que o com-
portan«nto da taxa periddica de juros com capitalizagdo instan-

- 1/2
tanea seja tal que 8y =(l-+t// }/8.

A condicao de la. ordem, camo dada por (28), re-

quer que a idade 6tima seja tal que:

12,5(1+ t1/2) | exp (£1/2/2) = 25,6712, expitl/?/2)
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Logo, observando que a condigao de 2a. ordem &
satisfeita, conclui~se que o vinho, caso tenha sido adquirido,de

ve ser envelhecido até a idade de 1 periodo.

Quanto a questao de adquirir, ou nio, o vinho
verde, & resposta s6 serad afirmativa se o prego K do litro seja

tal gue:

1 1/2
V(1) = - K+ 100.exp{0,5- J (1+¢t )dt/8} > 0
o _

Consequentemente, o vinho verde sd6 deve ser com-
prado se custar menos do que 133,87 unidades monet3rias, por li-

tro.

4,1.2.1 - Introducac de taxacao

Se o lucro contabil P, -P, for taxado a aliquota

v, a funcao valor atual passa a ser igual a:

-J
. - t
Vit) = P, + {(1 W)Pt + ¢.P0}e

(30)
Em decorréncia, a condigao de la. ordem implica-
ra, agora, que a idade otima de envelhecimento seja tal que:
t
(1-v¢)P}

Gt = (31)
(1 —w)Pt+¢.PO
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Examinando a condigao de 2a, ordem, a soluqﬁd'de
(31) dara efetivamente a idade 6tima de envelhecimento se, nesta

kidade, tivermos:
(1—«p)p;—6;:{ ““"’Pt 9. Po} - 6t(1-v>)1=£ <0 (32)

Por outro lado, para que possamos avaliar o impac-
to acarretado pela introdugdo do tributo, & facil verificar que,
considerando a diferencial total da func¢ao implicita definida por

(31), segue-se que:

at _ P~ 8..Py
& = —; , (33)
(1-—¢)pt—6t {(1—~p)Pt+~p.Po} —Gt(l-sp)Pt

-

De (32), vemos que o denominador de (33) € negati-
vo. Quanto ac sinal do numerador, observe-se que, tendo em vista
(31}, este € igual ac quociente entre ¢.P£.Po e a receita liquida
{(l-¢)Pt-+v.P0}. Logo, no caso em gque P, seja uma fungao cres-
cente, a introdugao do tributo implica em uma redugao no tempo

otimo de envelhecimento.

Como ilustragao, retomemos o caso do exemplo - do
item anterior, supondo, agora, que haja uma tributagao a aliquota
¢ = 105. Tomando-se K= 80, pode~se verificar que a idade O&tima

cair: ;ara €,93 periodos.

4.2 - A Solucao Wickselliana

Na chamada solugao de Wicksell, -como anteriormente
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mencionado, admite-se que o indivIduo procure envelhecer o vinho
de modo a que seja maxima a taxa interna de retorno associada ab
investimento. Isto &, busca-se determinar o tempo de envelhecimen
to de modo a que seja maximo o valor da taxa de juros § que anula

a fungado valor atual V(t), como dada por (19).

Ora, fazendo-se V(t) =0, temos:

0 (34)

Por conseguinte, em fungdo da idade t, a taxa inter

na de retorno pode ser escrita como:
§ = Rn{Pt/PO}/t (35)
Para que & seja maximizado, devemos ter:
d8/dt = 0 = - en{ P /p;}/t% + Bl/(t.P) = 0

Fazendo uso de (35), a condigdo de la. ordem para a

maximizagao de § requer que

§ = P1':/Pt (36)

Portanto, a condigdo de la. ordem para a maximiza-
¢ao de § &, simbolicamente, exatamente igual a f£8rmula de Jevons.
Entretanto, compre ressaltar, a igqualdade & meramente simbblica,
pois que, em (35}, o valor de § ndo @ conhecido. Os valores procu

rados de § e de t serao determinados resolvendo—-se o sistema for—-
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madc pelas relagbes (35) e (36). Deste modo, fica ent3o evidente

que, ao contrdrio do gue ocorre na solugdo de Fisher, na solugdo

- de Wicksell o tempo 6timo de envelhecimento depende do prego do

litro de vinho verde, PO'

Quanto & condigao de 2a. ordem, observe-se que:

[ ]
2.t t t +
at? 8 Py t2.Pt tz.Pt
2
" - '
N Py Py - (BY)
>
t‘Pt
= -2 (- wn{p /P }/t% + B! /(£.P )} +
T t/Po ¢/ (£-Py)

2 2
4 ”n - '
+ {/e){pg.p. - (R T1/PL

Ora, no ponto que satisfaz a condigao de la ordem,
a primeira parcela da expressao acima sera nula. Logo, como o en-
velhecimento sb ocorre se t > 0, conclui-se que, tendo em vista a
expressao (21'), a condig@o de 2a. ordem na solugdo de Wicksell &

a mesma que na solugao de Fisher.

Conforme visto, qualguer fungao prego que satisfaga
as condig¢oes de maximizagaoc fisheriana, também vale para o enfo-
que wickselliano .Entretanto, como se verifica retomando o caso do
exem@lo a do item 4.1.1, os respectivos tempos Otimos de envelhe-

cimento, sao, em geral, distintos.

No caso do exemplo considerado, devemos resolver o
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sistema:
- pt _ .=1/2
nd
- 1/2 _
P, .exp{-6t} = Pqy 100.exp{t™“/2 -~ 6.t} =K

Temos, entao, em fungdo de K, que € o preco do litro

do vinho verde, que o tempo 6timo de envelhecimento seri igual a:

t = [4.4n{K/100} }2

Por consequinte, fixando-se t = 25§ anos, conclui-se
c
que as duas Otimas consideradas somente produzirao a mesma solu-

¢3o se K = 349,03 unidades monetirias.r:

Visto que, somente por uma improvavel coincidéncia
as duas solugdes produzirao o mesmo tempo de envelhecimento do vi
nho, resta saber qual das duas solugdes & a mais adequada. Pasto
que, camo discutido no item 4.1.1, a solugdo de Fisher & baseada
em uma clara interpretagao econdmico-financeira, julgamos ser es-
ta a mais adequada. Devido a isso, no que se segue, iremos concen

trar atengao no enfoque fisheriano.

4.3 - 0 Caso _de Horizonte Infinito: férmula de Faustmann

Até aqui, consideramos somente a situagdo de um in-

1 . e s
17 Observe-se que, neste caso, a taxa interna de retorno coincidira com a taxa
de mercado adotada na solugao de Fisher,
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dividuo que, diante de uma oportunidade de investimento, desejava
saber se seria ou nao interessante envelhecer uma dada quantidade
- de vinho verde. Consideremos, agora, o caso de um empresario
que s2 dedica ao negdcic de envelhecimento de vinho. Isto &, ana¥
lisemos a situacao onde uma partida de vinho verde & comprada, en
velhecida durante um certo perfodo de tempo, que chamaremos de ci
clo, e a seguir vendida. Na mesma data da venda, uma outra parti-

da de vinho verde & adquirida, repetindo-se o processo.

Supondo um negécio que passe de pal para filho, ana
lisaremos o problema de determinar o ciclo 6timo considerando um
horizonte de planejamento com durag¢ado iiimitada. Este problema,
que, segundo Hirshleifer (1970, pag. 89), foi originalmente resol
vido por Faustmann, em um trabalho publicado em 1849, sera anali-

sado admitindo-se as seguintes condigoes:

a) o prego P, do litro do vinho verde, bem como a funcao Py
que fornece o preco do litro do vinho com idade de t  perfodos,

sao os mesmos em cada ciclo;

b} a cada ciclo, o lucro contdbil & taxado a aliquota ¥, que

@ invariante com o tempo;

c) a taxa instantanea periddica permanece constante e igual a

Nestas condicgdes, & Gbvio que a duragdo de cada
ciclo é a mesma;l digamos T perlIodos. Deste modo, a consideragao

de um horizonte infinito gera a seqiiéncia de fluxos de caixa liqui

l/ No caso em que algum dos parametros considerados variar com o tempo, os ci-
clos poderao ter distintas duracgoes. Tal fato pode acarretar com que nao se

ja convergente a série adiante analisada.
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dos esquematicamente indicada na Figura 3.

‘(}*vl(Pt-Po) I (l‘¢)(Pt—P0)I ‘(1—¢)(Pt—po)I

Ol T 2.7 3.7 periodos

Figura 3

Horizonte Infinito

A

Denotando-se por F(T) o valor atual, a taxa §, da

segiiéncia considerada, tem-se que:

T -2.68.7

+ (1-9¢) (PT*PO)(e-G‘ +e + e-3'5°T

F(T)=’P + ;ot)

0

ou, aémitindo, o que & o caso normal, que §>0

§.T

F(T) = - P + (1-¥) (pT—po)e’G'T/(l-e" ) (37)

0

Determinando-se T de modo a que seja maximo o valor
de F(T), & facil ver que, anulando-se a derivada F'(T), a duragao
do ciclo Stimo deve ser tal que satisfaca a sequinte relagao, di-

ta formula de Faustmann:

§ (PT - Po)
PT = -——F 7 (38)

1-e

Cabem, aqui, duas observagoes. A primeira, refere-
se aoc fato de que a duragao do ciclo independe da aliquota v. A
segunda, diz respeito 3 indagaci se,com relagdo ao caso anterior-

mente estudado, temos um menor ou maior tempo de envelhecimento



29.
do vinho. Para respondermos esta pergunta, note-se que, tendo em
vista a relagdo (23), o valor atual da seqii€ncia infinita pode
. ser reescrito como:

k=0

ou

F(T) = v(r) /(1 ~e$:T

) (37')
Derivando-se (37') e igualando a zero a resultante
expressao, podemos escrever que a duragao do ciclo Stimo no caso

de horizonte 1infinito deve ser tal que:

(l-sP)P,i. = §{ (1~ )Py + $.Pg + F(T)} (39)

Passemos, agora, a comparar as solu¢des relativas
aos casos de um ciclo unico e de um nimero infinito dé repeti-
¢oes, respectivamente como derivadas das relacdes (24) e (39). De
signemos por To tempo de envelhecimento no primeiro caso, e por
T a duragdo do ciclo no segundo caso. Antes de mais nada, obser-
vemos que, no caso de repetigoes, o negdcio envelhecimento de vi-

nho sd sera levado adiante se F(T) >0.1

Para a comparagad entre T e'T que, cbviamente, ndo
podém ser iguais, admitamos que a fungao PT seja crescente e con-
cava. Entdo, buscando uma contradig¢do, suponhamos que T > T. Co-

tejando os primeiros membros das relagoes (24) e (39), visto que

1/

=" A rigor, se F(T) = 0, havera indiferenga entre entrar no negocio de enve-
lhecimento do vinho e a aplicagao no mercado de capitais.
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P! < P!, temos gue o primeiro membro de (24) & o maior dos dois.
T T

Por cutro lado, dado que P_ > P_ e que F(T) > 0, teremos que o

T T
segundo membro da relagao (39) superara o da (24).

Por conseguinte, podemos concluir que a repetigao in

definida do ciclo implicarad em uma redugdo do mesmo.

Para que se tenha uma indicagao numérica do efeito
acima discutido, consideremcs o caso em que Péﬂﬂ0(1+t1/2), para
t >0, § = (100/12)% an ano, com capitalizaqio instantanea, e

P0 = 140.

Antes de mais nada, observemos que temos uma fungao
prego que & crescente e cfncava, o que implica em que a condi-
¢ao de 2a. ordem, como expressa por (21'), seja trivialmente sa-
tisfeirta. Assim, fazendo uso da foérmula de Jevons, segue~se que
a icdade Ctima de envelhecimento do vinho, na hipotese de um Gni-

co ciclo, € tal que:

100 (1+t172) (1/12) = 50.¢" 12

Logo, conclui-se que é'de 4 anos a idade otima, com
o correspondente valor da funcao valor atual sendo igqual a

V(4) = 74,96 unidades de capital.

Na hipdtese de repetigao indefinida do ciclo, sua du
ragao, tendo em vista a (38), passa a ser tal que:

-t/12 1/2

50.¢t" 72 (1-e } = (100+100.tY/2 - 140) /12

Deste modo, pode-se verificar que, nesta Gltima even

tualidade, a duragao do ciclo caird para, aproximadamente, 61%
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de um ano. Sendo que o valor atual da seqiiéncia infinita de repe

¢oes serd igual a F(0,61) < 590,67 unidades de capital.

5. 0O Problema do Crescimento de Arvores

Passemos, agora, a analisar o caso de um investimen-
to do tipo chamado de desembolso-continuo-retorno-instanténeo (con
tinuous-input-point~output). Ilustrativamente,seguindo Henderson
e Quandt (1971, pag. 324), tal € o caso de um individuo que se de

dica & atividade de exploragdao de florestas.

Na sua forma mais simples, imaginemos ¢ caso de um indi
viduo que, pagando o custo P0 por uma semente de certa espécie de
adrvore, e ‘ncorrendo em um custo de cultivo representado pelo fluxo pe
riddice Ct, espera que o vedetal possa ser vendido ao prego PT no
fim de 7 perlodos de crescimento.l A pergunta que se quer res-
ponder, é a relativa & determinagdo da época T em que se deve cor

tar e vender a arvore ccnsiderada.

5.1 - Caso de Taxa de Juros Constante

Supondo que a taxa de juros de mercado, em termos ins
tantaneos, seja de § por periodo, a funcao valor atual associada
ao investimento considerado, no caso em que a arvore cresce até a

idade T, serd escrita como:

T

v(T) = ~-P, - [ Ct.exp{—é.t}.dt + PT.exp{-6.T} (40)
0

0

l/fara uma ilustragao pratica da fungao P,_, considerando o caso de crescimento
de Eucalyptus, veja-se o trabalho de Hoffmann e Vieira (1985).
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Para que o valor atual seja maximo, a a&rvore deve ser

cultivada até a idade T para a qgual se tenha:

§.T §.T -§.T

' = -» p! o - ) B - =
V' (T) 0 Ppn.e G.PT.e Cp.e 0
ou
= ! .
§ = (Bp = Cp) /Py _ (41)
Ou seja, a arvore deve crescer até o ponto em que a
taxa marginal do acréscimo liguido de seu valor de merca-

do, seja igual & taxa instantdnea de juros.

Quanto a condigao de 2a. ordem, esta requer que, no

ponto onde V' (T) = 0, se tenha:

" w . ' "‘5 .T - t - ‘6 .T
V' (T)<0 = (PT G.PT CT)e 6(PT G.PT CT)e <0
ou, observando que a segunda parcela acima & nula, é suficiente
gque se tenha
" [ . '
PT 6.PT CT <0 | (42)

Alternativamente,tendo em vista o valor de § como dado

por (41), podemos reescrever (42) como:
L (py - Cp) Py = (Py - Cp)Pp /P >0 (42)

Multiplicando-se a relagao acima pelo fator 1/PT, que
é positivo, vemos que a condigao de 2a. ordem pode ser interpreta-
da como requerendo que, no ponto em que a arvore deve ser cortada,
seja decrescente a taxa marginal de acréscimo liquido de seu valor

de mercado.
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Observemos que, em relagao ao caso estudado na segdo
4, o qual, alegoricamente, foi associado 3 operagao envelhecimento
de vinho, a Gnica diferenga que temos agora é o fluxoc de custo Ct.

Assim, se C, for identicamente nulo, recairemos no caso anterior.

t
Cabe, entao, indagar qual o efeito que a introdugao de um fluxo de
custo acarretaria no tempo Stimo de envelhecimento do vinho. Em ou
tras palavras, sendo T a solugao derivada da relagao (20'), quere-

mos compard-la com a solugdo T dada por (41).

Inicialmente, notemos que a seguinte igualdade deve

ser satisfeita:

"p!/P_ = (P! -~ C_)/P_ (43)
T T T T T
No caso em que 6 >0, que & o usual, devemos ter Pp

sendo uma funcdo crescente. Entao, supondo que a fungdo prego seja

também cOncava e que C,, seja nao-decrescente, o que € suficiente

T
para que (42) seja satisfeita, admita-se que, contrariamente ao
que se quer provar, se tenha 5 < T, Segue-se, entao, qﬁe P, <P_e
P! > P! > P! - C_; pois que, obviamente, o custo deve seg posfti
vg. Logg, o grimefro menbro de (43) seria maior que o segundo; o

que € um absurdo.

Conseqgiientemente, a introdugdo de um custo de manuten

¢d3o reduz a idade Gtima de envelhecimento do vinho.

Com o intuito de prover uma ilustragao numérica, re-
considere~se o exemplo discutido no item 4.3, supondo, agora, que
PO = Kl. ae
tengao, i.e., C, = 0, teremos, como jd visto, que a idade Otima se

Entdo, supondo, inicialmente, que nd3o haja custo de manu
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ra T = 4 anos, com V(4) = 214,96 - Kl.

Admita-se, agora, que P0 = K2 e que o fluxo de custo
de manutengdo seja tal que C, = 2,5, para t > 0. De acordo com a

relagdo (41), a idade Stima T deve ser tal que:

§.p_ =P' - c_= (100/12) (1+t1/2) = 50.¢71/2 _ 5 ¢
R T

Como & facil verificar, teremos T 23,55 anos. Além do

mais, como, agora,

V(t) = - K, - 30(l-exp{-t/12}) + 100 (1+t1/?) expl-t/12)

segue-se que V(3,55) 206,87 - K,

Deste modo, verifica-se ndo s6 uma redugdo no prazo
de envelhecimento como,também, que o prego maximo do litro do vi-

nho verde tem que ser diminuido.

5.1.1 - Efeito de uma Variacdo na Taxa de Juros

Similarmente 34 andlise desenvolvida no item 4.1.1.1,
passemos, agora, a examinar o efeito que uma variagao no valor da

taxa de juros acarreta na idade em que a Arvore deve ser cortada.
Para tanto, observe-se que a condigdo de la. ordem re

quer que:

P& - Cp - G.PT =0 (41°)

Logo, tomando a diferencial total da expressao acima,
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vem que:

(P“ - Cl

- ’ - =
7 p = 8.Pp)aT Pp.ds =0

Por conseguinte,a derivada da idade Stima com relagdo

a taxa de juros, pode ser escrita como:

ar _ I (44)
11 - T . .
ds PT CT G.PT

Deste modo, tendo em vista gue, no Stimo, a desigual-
dade expressa por (42) deve ser satisfeita, conclui-se que um au-
mento (decréscimo) na taxa de juros implica em uma diminuigao

(acréscimo) na idade em que a drvore deve ser abatida.

5.1.2 - Efeito de uma Taxacao

Admita-se que, por ocasiao do corte, e subseqiiente
venda, da arvore, o lucro contdbil auferido no empreendimento seja
taxado 5' aliquota ¢. Nestas condigdes, a fungdo valor atual asso-
ciada ao investimento considerado passa a ser escrita como:

T

T
¥ " - - -6.
dt + {PT‘-‘P(PT P, fo Ct.dt)}e

v(T) = =~ Po -.% Ct.e

§.t T (45)

A condigao de la. ordem requer que V'(T) = 0; o que

implica em que:



‘36.

T

-G.T
{('l-tﬁ)(P,i, - Cp) - sl PT-w(PT-pO-fO Ct.dt)]}e

=0

‘ou

(1-¢) (By -C,)

5 = L (46)

P ¢(PT - Py - ﬂ)ct.dt)

Por outro lado, no ponto que satisfaz (46), devemos

ter V"(T) <0; o que aconteceri se:

(1-~p)(P:r'—c%)-6[p,i.-¢(P,f— Cyp) ] <0 (47)

Para que se possa inferir o efeito causado pela taxa-
¢ao considerada, observe-se que, tomando a diferencial total da

fungdo implicita definida pela expressdo (46), mantendo & constan-

te, podemos escrever:

{(l-e)(py - c) - s [Py -¢ (P} - Cplllar =

T
T
= {Pé - Cp - a(pT - P, - fo ct.dtr dy
Logo:
T
ar _ Pé - Cp - S(PT-- PO - Q) c;fdt) (48)
de (1 - v)(py - Cp) ~ 8 bpy - ¢ (P = Cyp)]

Tendo em vista a desigualdade. expressa pela (47), ve-
mos que o denominador da expressao da derivada do tempo otimo de
corte, com relagdo a aliguota ¢ do imposto, & negativo. Portanto,
basta que concentremos atengdo no exame do sinal do numerador.Para
tanto, supondo que § seja positivo, o que & o caso de interesse-

pratico, note-se que, face & (46) visto que seu denominador repre-
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ta o lucro liquido, que deve ser positivo para que o investimento
seja rentavel,teremos positiva a diferenga P'-CT Isto posto, de-~
-notando-se por A o lucro contdbil, cbserve-se que o numerador de
(48) pode ser reescrito como:

(Pi - CT)[PT - v.A + (1-v)a)] .. custo total

Py - ¢.A lucro contébil

que, cbviamente,exprime uma relagado positiva.

Consegqiientemente, podemos concluir que a introdugdo de
taxagdo acarreta com que seja reduzida a idade Stima de corte de

arvore,

A titulo de ilustragdo numérica, ieconﬁidere-se o caso
da fungao prego e da taxa de juros consideradas no item 4.3. Sendo
Po = 140, ¢=10%, e Ct==2,5, a condigao de la. ordém conduz a se-
guinte equagao.

3/2

-0,25.7%7% _ 90,7 - 131.7Y/2 4 540 =0

cuja solugdo de interesse & T = 3,327852 anos, com V(T) = 56,60

unidades monetd@rias. Constata-se, assim, a redugdo mencionada.

5.2 - Cagso de Taxa de Juros Variavel

Se a taxa de juros variar com o tempo, segundo uma fun-
¢80 conhecida 6 0 @ fungdo valor atual associada & oportunidade

de investimento em aprego, no caso em que o lucro contabil seja
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taxado 3 aliquota ¢, serd escrita como:

T t
V(T) ==-P, -/ C_.exp{~-/ &..4 } dt +
0 0o t o &
T T
+ {(1-9)P; + w(Py + fo Ct.dt)}exp{fo - Gt.dt} (49)

Igualando-se a zero a derivada, com relagao ao tempo, da
expressao acima, segue-se que a arvore deve ser cortada tao logo

atinja a idade para a qual se tenha:

(L-¢) (P, ~ C.)

- T~ T
Op = T (50)
(1-9)P +v(Py + fo C, .dt)

t

que € uma relagdo andloga a (46).

Quanto a condigdo de 2a. ordem, no ponto em que a rela-
gdo (50) & satisfeita, devemos ter:

T
(1-9) (Bf - C) - 6} ((L-9)Bp+o(Ryr ] Cp.a6)) +

- GT{(l-w)P,i.+~p.cT}< 0 (51)

desigualdade que depende da derivada da fungdo que exprime o com

portamento temporal da taxa instantanea de juros.

Como exemplo, considere-se o caso onde Pt=1°0(1+t1/2)’

Ct=2,5, P,=140, ¢=10% e §, = 1/(1+t), t > 0.

0 t
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Tendo em vista a relagdo (49) e fazendo uso do resultado
expresso pela (11), a fung@o valor stual associada ao empreendi-

.mento pode ser escrita como:

V(T) = - 140 - 2,5.2n(1+T) +{90 (1+T/2) 41440, 251} / (1+T)
Face & (50), a fungdo acima & maximizada na idade T que

seja solugdo da seguinte equagdo:

1 _ _0,9(s0.7°Y2 _ 3 5
172,
1+T 90 (1+T )+14+40,25.7

Como se pode verificar, a solugdo de interesse &, aproxi
madamente, igual a 0,133757 periodos. Entretanto, como,para esta
idade, o valor atual & negativo, seque-se que © empreendimento

nao deve ser levado adiante.

5.3 - 0 Caso de Repeticao do Ciclo

Procedendo-~se de uma maneira andloga 3 vista no estudo
do item 4.3, passemos agora 3 anilise do caso de um horizonte in-

finito de programagdo.
Especificamente, admitindo-se o caso de repetigdo perma
nente do ciclo de plantio e posterior abate da arvore, suponha-se

que:

a) a taxa periddica de juros, com capitalizagdo instanténea,

seja constante e igual a §;

b) o precgo P0 da semente, bem como a fungao Ct que exprime o
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fluxo de custo de cultivo e a fungao P, que expressa o prego do

vegetal quando alcanga a idade t, sao os mesmos em cada ciclo;

c) a cada ciclo, o lucro contdbil & taxado & aligliota v, que &

invariante com o tempo.

Analogamente ao visto no caso do item 4.3, teremos cada
ciclo com a mesma duragao de T perfodos; de modo que, © valor

atual da seqiiéncia infinita de repetigdes sera igual a:

§.T

F(T) = V(T)/(l-e °*") (37")

onde, agora, V(T) & dado pela expressao (45).

Igualando-se a zero a derivada de F(T), segue-se que,

agora,cada ciclo de crescimento deve ter a duragao T tal que:

-§.T
(1-v) (1" ) (Pr-Cp)

by T -5t
(1=-y¢) (PT-po) + 9 fo ct.dt - fo ct.e

.dt

Alternativamente, e sendo mais conveniente para fins de
comparagdo com a duragdo do ciclo Gihico, a relagdo (52) pode ser

reescrita como:

(1 - ¢} (RY - Cp)
5 = (52')
T L
= ‘P(PT - Po‘-fo Ct.dt) + F(T)

Pp

Sendo T, como dado por (46), a duragdo do ciclo de cres-

cimento no caso em que ndo ha repetigdo, e denotando-se por f, co
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mo dado por (52'), a duragao no caso de repetigao indefinida, ﬁag
semos & comparagao entre T e T, Para tanto, suporemos, acomo no
estudo do envelhecimento do vinho, que a fungdo prego Pt seja
crescente e coOncava. Adicionalmente, admitiremos também que © flu

xo de custo C, seja nao decrescente.

t
Uonsiderando o caso, que € o de real interesse, onde
F(T) > 0, imagine-se que, buscando uma contradigio, se tenha

-

T > T. Entdo, como P! < P! e C_ > C., terfamos que o numerador
da relagao (52°7) serza megor dquue g da relagao (46). Por outro
lado, o denominador da relagao (52') seria, entdo, maior do que
o da (46); fazendo com que nao pudessem ser iguais as duas fra-
¢oes consideradas. Por conseguinte, do mesmo modo que no problema
do envelhecimento do vinho, a repetigao do ciclo acarreta com que

seja reduzida a duragao do mesmo.

Como ja vimos no item 5.1.2, se P0==140, Pt=100(1+t1/2),

C, = 2,5, 6=(100/12)% ao ano, com capitalizag¢ao instantanea, e
¢ = 10%, na hipdtese de ciclo Gnico teremos que a duragdo Stima &
T 23.327852 anos. Por outro lado, no caso de repetigao indefinida
do ciclo, pode-se verificar, fazendofse.uso da relagao (52), que
a duraqéé otima caira para T =0,6091 anos. Sendo que o valor

atual da seqiiéncia infinita de repeticdes sera F(T)= 490,53 unida-

des monetarias.

6 - O Problema de Substituicdao de Equipamentos

Seguindo a apresentagdo em Massé (1962, pags. 54-81), co

mecemos a analise com o seu caso mais simples. Neste, considera-
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se o caso de um empresario cuja atividade se efetua com o concur-
so de um Unico equipamento, cuja vida itil limita o seu horizonte

de planejamento.

6.1 - Caso de Taxa de Juros Constante

Sendo a taxa de juros periddica, com capitalizagao ins-
tantanea, constante e igual a §, imagine-se o caso de um certo
equipamento cujo prego como novo & PO' Este equipamento, engaja-
do em dada atividade produtiva, gera um fluxo de receita 1liquida
R, , que suporemos ser uma fungdo nao-crescente com o tempo. Admi-
te-se, ainda, que o equipamento em aprego, apds t periodos de
uso, apresente um valor residual, possivelmente como sucata, que
é dado pela fungao nao-crescente Sy -

Nestas condicoes, o valor atual associado ao projeto de
investimento que consiste em adquirir o equipamento como novo,
" opera-lo até a idade de T periodos e, a seguir, revende-lo, & ex-
presso pela seguinte funcao:

T

v(T) = - P, + I R
0

6It

- ‘6ot
e .dt + ST.e

Logo, igualando a zero a derivada de V(T), segue-se que
o equipamentc deve ser utilizado até a idade T tal que:

S | o |
Rr + 5 - ' (54)

Sq

Podemos interpretar a relagao (54) como expressando o

fato de que o empresario deve operar o equipamento até o ponto em
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que seu fluxo de receita liquida R deduzido d fluxo de deprecia

t'
cao Sé < 0, iguale o juro instanténeo, gque se obtem no mercado,

correspondente a aplicagdo de seu valor residual Si-

Quanto a condigao de 2a. ordem, & facil ver que, no pon-

to onde & satisfeita a relagao (54), devemos ter:

(Rp + SE) Sp - (R + S%) SL < 0 (55)

ividindo~se ambos os membros da relagao acima por S%,
que & positivo, observe-se que a condigao de 2a. ordem requer que
seja negativa a derivada com relagdo ao tempo de 29 membro da re-

lagao (54)1.

Como ilustragao numérica, seja o caso onde PO = K,

R, = 100 - 2.t, t > O, S, = 1.000.exp{-0,05.t} e § = 6% ao ano

com capitalizagao instantanea.

Fazendo usc de (54), recai-se na seguinte equagao:
100 - 2,T - 110.exp{-0,05.T} =0

Dado que T = 43,86 anos & uma solugdo, e que satisfaz a
desigualdade dada por (55), segue-se que este € o perfodo de tem-
po ao longo do gqual se deve operar o equipamento em aprego; <aso
o mesmc terha sido adquirido. Tal idade & dita ser a vida econo-

mica do equipamento.

Por outro lado, langando mao do resultado dado por (13),
tem-se que V{(43,86) =1.208,33-K. Logo, o equipamento sd deve ser
adquirido se o seu prego for inferior a 1208,33 unidades de capi-

tal.
1/

~' Observe-se que a relacao (55) sera trivialmente satisfeita se o valor resi-
dual S, for constante e se Rt for decrescente.




44,

Antes que se encerre esta nossa analise inicial, os se-

guintes casos particulares merecem ser destacados.

a) o caso onde RT = Kl e ST = K2

Como mencionado na introdugao deste item, as Gnicas res-
trigoes colocadas sobre as funcgdes R, © 5, € que sejam ndo-de-
crescentes. Examinemos, entdo,o caso limite onde RT = Kl e ST=K2,
onde X; e K, s3c duas dadas constantes. Como a condigdo de la. or
dem, como dada por (54), deixa de ter relevadncia, por que indepen

de de T, efetuemos uma analise direta.

Observe~se que:

.T .e_GCT

ViT) = - P -Kl(e"6 ~1)/5 + K

0 2

com

§.T

v'(T) = (K -6.K2)e'

1

Vemos, assim, que o sinal de V'(T) s depende do sinal da

diferenga K, - 6.K,. '

Supondo que se tenha § > 0, o que é usual, temos 3 possi-

bilidades a considerar:

a,l) K. >§8.XK

1 2

Teremos a fungao valor atual crescente. Entdo, dado que

lim V(1) = - P0 + Kl/é, se Kl> 6.P0, teremos uma situagao, que &
T+ oo ) ) . .

extremamente artificial, onde vale a pena operar a maquina indefi

nidamento.

a.2) K, <8§.K

1 2

Como a fungao valor atual & decrescente, seu ponto de
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méximo verifica-se para T = 0. Logo,ndo vale a pena operar o equi

pamento considerado.

a.3) Kl = §,.K

Teremos V(T) = - Po + Kz, T > 0. Como, regral geral,

K, < Py, também nao valeraa pena operar © equipamento.
Conclui-se, portanto, que o caso limite onde tanto o flu
xo de receita liquida, como o valor residual do equipamento, sao

invariantes com o tempo, conduz, sempre,d solugoes de extremidade.

b) o caso onde R, = K e S, =P .exp{-v.T}.

T 0
Seja agora o caso onde, mantendo-se constante o fluxo de
receita liguida, temos o valor residual decrescendo & taxa, ins-

tantanea e constante, Y.

Fazendo~se uso da relacgao (54), obtem-se a solugdo exata

K
(Y+5)PO

T = - n { Y} /Y (56)
Por outro lado, substituindo-se em (55), constata-se que
a solugdac acima é efetivamente a vida econdmica do equipamento se

YZ.K <§ (y + §)

~Assim, por exemplo, se y = § =5% a0 ano,com capitalizagao
instantanea, com K = 1 e Py = 100, segue-se, imediatamente, gue
sera de, aproximadamente, 46,05 anos a idade de substituigdo do

equipamento considerado.

T) e S, =8

c) Ry = 8.8(1 + e T

Neste tltimo caso particular, embora seja decrescente o
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fluxo de receita liquida, temos também uma situagdo, admitidamen-

te artificial, onde, como iremos verificar, & infinita a vida

econbmica do equipamento.

B facil ver que

v(T) = - P +5.S{(l-e_6°T)/6+(l_e‘(l+5)T

0 Y/(1L+6)} + s.e

com
V'(T) = §.S.exp{-(1L+6)T} > 0
Logo, se

lim v(T) = - P, + S{1+68/(1+8)} > 0

T+ 0
valerd a pena operar o equipamento indefinidamente.

Concluindo o item, convém observar ainda que, no caso em

Sp = 5 seja constante e R, decrescente, seque-se de (54) que uma

T

condigao necessiria para que o equipamento seja operado € gque Ry > §.S. .

6.1.1 - Efeito de uma Variacaoc na Taxa de Juros

Tomando-se a diferencial total da expressao (54), pode-

se verificar que:

S‘ . i
daT T (57)

ds R% + s; - d.ST

Logo, observando-se que a condicao de 2a. ordem, tal co-

mo expressa pela relagao (55), € equivalente a que se  tenha
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negativo o denominador de (57), conclui-se, uma vez mais, que um
aumentd na taxa de juros implica em que seja abreviada a vida

econdmica do equipamento.

Assim, no caso do exemplo onde Rt = 100 - 2.t e S, =
1.000.exp{-0,05.t}, se a taxa instantanea de juros subir para 10%
ao ano, com capitalizagao instantdnea, a vida econdmica caira pa-
ra 39,69 anos. Ou seja, com relagao ao casc anteriormente visto,

teremos uma redugao de mais de 9% na vida do equipamento.

6.1.2 - Introdugao de Taxacao

Vejamos, agora, o efeito causado pela introdugao de uma
aliquota ¢ de imposto de renda, incidente sobre o lucro contabil;

em bases ~orrentes.

Almitindo-se que, para fins fiscais, o equipamento seja
linearmente depreciado,l teremos gue o valor atual relativo 3 ope

ragac do equipamento até a idade T seri dado por:

T T

V(T) = - Py + (1~0)f R_.e %% at+8) (p-s et tat+
0 0 t T 0 T
§.T
+ ST.e
ou _
T . ¢ (py-s,) (1-e"2T)
V(T) = - Py + (1-¢)f R_.e """.at + +
0 s§.T
-6.T
+ Sq.e (58)
17y cas2 de depreciagao acelerada & também tratado, de uma maneira aproximada,

em Brenner « Venezia (1983).
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Logo, derivando-se com relagao a T, e igualando a zero a
resultante derivada, seque-se que a vida econdmica do equipamento

deve ser tal que:

Ag.e” 8T By = 0 (59)
onde

AT= (l—v)RT+¢(PO-ST)/T+ s,i,-ﬁ.sT+BT (60)
e

By = ¢ (Py+T.S) - 5.)/(6.7%) (61)

Por outro lado, a condigao de 2a. ordem requer que, no
ponto em que & satisfeita a relagao (59), se tenha:

-5.T_

" = [ "w_ ' X
\' (T)—{(l-—w)RT S (Ap+Bn,) +5,, 5.sT+cT}e Cp< 0 (62)
onde
- " -
Cp = {w.sT/a 2.BT}/T (63)
Como exemplo, considere-se o caso onde P0==1.000,¢=30%,
6 =5% ao ano, com capitalizagdo instantdnea, R, = 100-2.t e

t
S, =1.000exp{0,05.t}. Fazendo uso da relagao (59), pode-se veri-

ficar que a vida econdémica do equipamento considerado sera de,

aproximadamente, 33,57 anos.

Para que se aquilate o efeito de uma variagdo do valor
da aliquota ¢ sobre a vida econdmica de equipamento, observe-se
que, tomando-se a diferencial total da condigao de la. ordem, co-

mo dada pela relagao (59), mantendo-se constante a taxa de juros
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8§, podemos escrever:

ar  {(py-8.)/T-Ry + Bysele "

———r—— =

dy VARGY)

~By/ ¥ (64)

Alternativamente, substituindo-se o valor de BT/¢, como
dado pela relagao (59), no numerador da expressao acima, segue-se
que a derivada da vida econdmica com relagdoc i aliquota é igual a:

dar (R, + 8! - 6.8} e 0T

I T T /¢
dy v (T)

(64')

Como, face a condigao de 2a. ordem, V"(T) <0, e como
exp{-8.T}/¢ > 0, conclui~se que o sinal de d4T/d¢ é o sinal opostb
ao da soma algébrica RT + Sé-—S.ST. Ora, tal soma representa a
receita instantdnea liquida (i.e., apOs a‘dedugéo da depreciagao
do equipamento), deduzida ainda do custo de oportunidade de man-
ter o eguipamento, em termos instantaneos. Como a operagao do
equipamento sO faz sentido se a soma algébrica considerada for po

sitiva, conclui-se que um aumento (diminuigao) da aliguota do im-

posto de renda encurta (alonga) a vida econdmica do equipamento.1

Como ilustragdo numérica, considerando-se o caso do lti
mo exemplo,sea allquota for reduzida para 20% a vida econdmica se

ra prolongada para 37,83 anos.

%.2 - Caso de Taxa de Juros Varidvel com o Tempo

——

Na eventualidade em que se possa prever o comportamento

1/

~' Observe que a conclusao € trivial no caso em que o equipamento seja total-
mente depreciado (i.e., ST = 0).




|
; 50.

temporal da taxa instant3inea de juros, comportamentoc este especi-

ficado peia fungao St‘ t > 0, o valor atual do projeto de inves-

timento associado d aguisigdo e operagdo do equipamento, na hipd-

tese de taxagdo do lucro contdbil a aligiiota v e de adogdo de de

preciagdo linear, serd dado por:

T -T, ¢ (Py-S,) T -J,
¢ 0
_J'
+ Sp.e T (65)

onde, recordemos, Jt & expresso pela relagao (10).

A condigéo de la. ordem para a maximizagdo de V(T), exi-

ge que a vida econdmica T do equipamento seja tal que:

-J

oty o . T _
{{l-w,RT ra(RO ST)/T+- ST ST.ST}>e
T g
= —”7 (Py+T.8q=S.) [ e € at (66)
T . 0

Sendo gque a condigdo de 2a. ordem implica em que se te=~

nha:
2.0(P, + T.8!~8_) -J
; . 0 T T 6o s _ ' T
t(l—\o)R,'r- Y + Sq dT.sT 6T.ST } e +
3 T'V'Jt
fpm - | B "
'"“(“5'1‘ 2) (P0+T.ST ST)/T +sT/T} fo e .dt < 0 (67)

Como exemplo de cunho ilustrativo, seja o caso onde
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F.= 1,000, R_ = 100~2.t, S

t

¢ =1.000.expi-0,05.t}, ¢ = 20% e

o
i

1/(1+t), £ > O.

Como ja vimos anteriormente, teremos J, = &n(l+ t), de

t
modo que, face & (66), a vida econdmica T deve ser solucao da se-

guinte equagao:

__~0,05.T) _
{80-1,6.7 + 200(1-¢ - (504 1:000, -0,05.7y 1
T 1+7T 1+T

- 200+ T 1200 - (10.7+200) 700057} = g

T

Resolvendo-se, numericamente, pode-se verificar que a so

lucss de interesse € T - 39,06 perfodos.

6.3 - 0 Caso de Reposicao

Considerando um horizonte de planejamento ilimitade,veja
mos agora o caso de uma sucessao infinita de reposigoes do equipa

mento em aprego, na hipdtese em que:

a) a taxa instantdnea de juros §, bem como a aligiiota ¢ do im

posto de renda permanecam inalteradas ao longo do tempo;

b) nao haja avango tecnolégico,l no sentido de que o prego P,
do equipamento como novo, a fungao St que exprime o seu valor re-

sidual apds t periodos de uso, bem como o fluxo de receitas 1i-

v Para uma analise do caso em que se leva em conta uma provisao para avangos
tecnologicos, 3o longo da linha desenvolvida por George Terborgh em seu clas-
sico texto iynamic Equipment Policy, veja-se Masseé (1962, pgs. 64-69).
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quidas R, , que € assocliado 3 opera¢d3o do equipamento com a idade

t, sejam os mesmos para cada nova geragao de equipamentos.

Na hipOtese considerada, cada novo equipamento tera uma
mesma vida econdmica T, gue serd determinada maximizando-se o va-
lor atual F(T) da seqgiiéncia infinita de substituigdes. Analogamen
te aos casos do envelhecimento do vinho e do crescimento de arvo-
res, temos que

§.T

F(T) = V(T)/(1~-e °*7) (37''")

onde, agora, V{(T) & dado pela expressaoc (58).

Convém observar aqui que, alternativamente ao desenvolvi
mento visto no item 4.3,a expressao para o valor atual F(T) da ca
deia infinita de reposigoes,pode ser facilmente deduzida langando
mao do conceito gue Manne (1961) denomina de "ponto de regenera-
cao". Segundo tal conceito, basta que se observe que, digamos
apds a primeira reposigao, efetuada no instante T, o futuro, com
relagao 3 cadeia infinita de reposigCes remanescentes, se nos
apresenta exatamente igual ao com o que nos deparamos no instante
de aguisigdo do primeiroc equipamento; época zero. Logo, sendo
Vv(T) o vélor atual da sequéncia de fluxos de caixa associados a
operagdo do primeiro equipamento, e sendo F(T) o valor atual da

sucessac infinita de reposigoes,tem-se que:

#(T) = V(T) + F(T).exp{ - &.T}
que é uma expressao equivalente & (37''').

Procedendo-se & maximizagdo de F(T), segue-se que a con-




digao de la. ordem especifica que a vida econdmica T seja tal que

satisfaga a relagao

(1-e" Ty (m -s.vim.e T = 0 (68)
t P -
onde V' (T) AT.exp{ §.T} + Bp, com A, e B, respectivamente dados

pelas expressoes (60) e (61).

Assim, reconsiderando-se o exemplo estudado no item
6.1.2, na hip6tese de y = 30%, supondo-se agora uma sucessao infi-
nita de reposig¢Oes,pode~-se verificar que a vida econdmica caira
de 33,57 anos para 32,82 anos; ou seja, uma queda de pouco mais

de 2%.

No exemplo numérico acima, verificamos que a considera-
¢do de um horizonte de planejamento infinito, ao invés de um ho-
rizonte limitado ao de operagao de um Gnico equipamento, implicou
em uma redugdo na vida econdmica do equipamento considerado. No
gue se segue, restringindo a andlise ao caso de auséncia de taxa-

¢ao, ¢ = 0, mostraremos que isso sempre € verdade.

No caso em que ¢ = 0, a relagao (68) pode ser reescrita

como :

.8 =

fr s 5o (68')
Sp F(T)

Seja T a vida econdmica como determinada a partir da rela
¢ao (54), que se refere ao caso de horizonte finito, e T a vida
econdmica relativa ao caso de horizonte infinito. Atentando-se ao

fato de que a operagdo do equipamento, no caso de reposigdao inde-
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finidamente, 80 faz sentido se F(T)> 0, e gue, regra geral, a fun
gao R, & decrescente, a comparagdo entre T e T pode ser facilmen-
‘te efetuada através uma analise grafica. Para tanto, definindo-

se O = 6.ST-S', note-se que a relagao (54) implica em que R;=04

T
e que a relagao (68') implica em que R§==G§ + K, onde a constante

K= 6.F(T).

|
1
Por conseguinte, independentemente do fato de que a fun
cao GT seja crescente ou decrescente, se § >0 conclui-se que,comoc

se deduz da Figura 4, T > T |

’@ F's RT ’GT 4

r3i
=3}
M |
]

Figura &4

Confronto entre T e T

6.4 - A Possibilidade de Renovacao Parcial

Concluindo nossa analise, vejamos, seguindo Massé(1962,
pgs. 56-59), para o caso de horizonte finito e sem taxagado, a pos
sibilidade de que o equipamento considerado sofra uma renovagao

parcial. Especificamente, e fixando atengao ao caso de taxa ins-
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tant@nea de juros constante, o0 empresirio dispoe de duas altefng

tivas:

a) nao efetuar renovagio, operando o equipamento até o fim de
sua vida econdmica, tal como determinada no item 6.1. O que impli
ca em que o valor atual desta alternativa seja calculado de acor-

do com a expressao (53).

b) no final de 0 periodos de operagdo, mediante o dispendio da
quantia D,, que & uma fungdo nao-decrescente de 0, efetuar uma re
novagao parcial do equipamento. A esta renovagao & associado um
fluxo incremental de receita,1 representado pela fungao Qe,t‘ Nes
ta segunda alternativa, denotando-se por T a vida econdmica do

equipamento, o correspondente valor atual passa a ser:

7
vif,e)= -2, +/ R..e §.t gt - Dy e §.0
0
7 .
8.t gt + 52,00 T (69)

+ ﬂa Qe’t.e 7

‘"Dado que V(T,0) & uma fungao das duas variaveis T e o,

segue-se que as condigoes de la. ordem para a sua maximizagao sao:

37 (T,:}) - - - " - - -" =
= 0 = (RT + QO,T + Si G.ST) e 0 (70)
37
e
3V (T,0) _ o nt - -5.0
——;—L—~ = 0 = (G.De D9 QG,G)e +
e
1/

9Qe’t:/3t> 0.

=" Massé (1962, pag. 57), sugere que Qg  seja uma fungao crescente com O; i.e.,
b
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T
30 -
+ 5 8T 76t g =g (71)
o 30

O sistema formado pelas expressoes (70) e (7i) nos forne
cem as sclugoes para T e 0; sendo que, obviamente, para que haja
sentido, devemos ter 0 < O < T. A melhor alternativa serd agquela

para a sual o correspondente valor atual € maximo.

Como exemplo, consideremos a situaqéo, admitidamente sim
plista, onde § = 5% ac ano, com capitalizagao "instantanea,
Rt = 100 - 2.t, D@=20 e Qo,t = 2.0, Bntao, sendo Po
equipamento novo, e admitindo que seu valor residual seja despre-

O prego do

zivel (s, =0), teremos:

a) alternativa de nao efetuar renovagio

Neste caso

V(T) = - P, + 1.200(1-e 0/05:T -0,05.T

0 }) + 40.T.e

com V(T) alcangando o valor maximo 1,265,67 - P, para T = 50 anos.

b) alternativa de efetuar renovagao.
Agora

.=0,05.0 -0,05.0 _,~=0,05.T,

vi{T,0) = V(T) - 20. + 40.0(e

com V(T) sendo calculado como na alternativa a, e com os valores

de T e de 0 sendo solugbes do sistema.

100 - 2.7+ 2.0 = 0.

~0,05.0 -0,05.0 _ -0,05.T

(1-2.0)e + 40 (e y= 0

E facil verificar que devemos ter © = 8,49 anos e
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T = 55,45 anos, com v(@,e) assumindo o valor maximo 1.452 - Po:

Por conseguinte, gualguer que seja o valor de PO' a me-
ihor alternativa & efetuar uma renovagao parcial do equipamento

apos 8,49 anos de uso.

7. O Problema de Expansao de Capacidade

Umn outro tipo de problema em que o emprego da capitaliza
¢ao continua se faz valioso, & o que se refere ao aumento da capa
cidade das instalagoes de um certo complexo de prestagao de servi
¢os ou planta industrial, de modo a atender a uma demanda crescen

te pelos servigos ou produtos considerados.

Neste item, sequindo de perto a apresentagao em Manne
(1961}, ¢ focalizando somente o caso deterministico, examinaremos
duas situagoes. Na primeira, nao pode haver demanda insatisfei-
ta. ha segunda, incorrendo-se em uma penalidade que lhe & propor-

cional, admite-se a ocorrencia de demanda insatisfeita.

7.1 - Auséncia de Demanda Insatisfeita

Imagine-se um certo servigo piblico, digamos coleta de
lixo, para o qual, de uma maneira aproximada, estima-se que haja

uma demanda linearmente crescente com o tempo.

Para gue a demanda seja‘atendida, & necessario que sejam
construfdos centros coletores,nos quais o lixo coletado sofre um
determinado processamento industrial, Como, em principio, todo o

lixo produzido pela coletividade em aprego deve ser coletado, to-
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da a vez em que o volume de lixo produzido igualar a capacidade
instalada dos coletores, um novo centro coletor, com capacidade
‘para processar o acréscimo de lixo produzido em x anos, deve ser
colocado em operagdo. Deste modo, como esquematicamente indicado
na Figura 5, a cada periocdo de tempo com duragao de x anos, tere-

mos a instalagaoc de um novo centro coletor.

Demanda e 4
capacidade
(toneladas/ano)

t» Demanda

+ e e e - e =
DO.Z.x o

Capacidade
f instalada
D +x I - - - et i -

| s

3
- N o oam v

tO to+x t0+2.x anos

Figura 5

ivolugao da Demanda e da Capacidade Instalada

Na Figura 5, tO denota o instante de tempo onde a capaci
dade presentemente instalada, DO' & exaurida. Devendo ser observa
do que estd sendo admitido que os centros coletores instalados

tém uma duragdo ilimitada.

Deste modo, segue-se que passa a existir um excesso de
capacidade instalada, cuja evolugao ao longo do tempo & indicada

na Figura 6.
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Excesso de 4
capacidade
S A N \
—_
0 tO t04x t0+2.x anos
Figura 6

Evolugao do Excesso de Capacidade

O problema que se guer resolver & o da determinagao da
capacidade x que cada novo centro coletor deve ter. Para tanto,
iremos supor que o custo de instalagdo de um centro coletor com

capacidade igual a x seja dado pela seguinte funcao:

C,=a+b.x",a>0,b>0,0c<ac<1 (72)

onde a constante a pode ser interpretada como um custo fixo, e a

1
constante o representa um fator de economia de escala.

o

endo § a taxa anual de juros, com capitalizag8o instantd
nea, considerando-se um horizonte infinito de planejamento e lan-
¢ando-se mao do conceito de "ponto de regeneracao", segue-se que o
valor atual V(x) de uma sucessdo ilimitada de instalagbes de no-

vos centros coletores, na hipotese de estacionaridade temporal

1/

— Se a =0, se tivermos o = 0,5 isto significa que um centro coletor com ca-
pacidade para processar 20 toneladas/ano, custa somente o dobro que um ou-
tro com 1/4 desta mesma capacidade,
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dos pardmetros em aprego, & tal que:

V(x) = C + V(x).exp{-8.x) (73)
Logo:
. a
vix) = a+ b.x (74)
1 -0 .X
- e

Tomando~se a derivada de V(x) e igualando-a a zero, de-
corre que a capacidade Otima x para cada centro coletor deve ser
tal que:

_o=1 _a §.%
a.b.x = §{a + b.x )/(e "™ - 1) (75)

Por outro lado, com relagao & condigao de segunda ordem,

tem-se que:

_ a.b.x (a-1+ §.%)
VR = _ (76)

Logo, sendo 8 > 0, que & o caso de interesse, a capacida
de Stima a ser instalada, x, derivada a partir da relagao (75),de

ve ser tal que:
x> (1-a)/8 (77)

Como ilustracao, suponha-se o caso onde .-a = 10, b = 2,
o =0,5 e d = 5% ao ano, com capitalizagdo instant@nea. Neste ca
so, cada novo centro coletor deve ser instalado a cada 42,98 anos,
com capacidade para processar 42,98 vezes o acréscimo do volume de

lixo que & gerado a cada ano.
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7.1.1 - Efeito de uma Variacdo na Taxa de Juros

rara que se aquilate o efeito na capacidade 6tima X que
& provocado por uma alteragac na taxa de juros §, basta tomar a 
di ferencial total da relaqio (75) , convenientemente reescrita,man

tendo-se constante os parametros a, b e a. Decorre, entao que:

ax x{(8.x-1)e’ ¥ & 1)

AR (78)
as 5(e®*-1) (a=1 + 8.%)

Ora, face & (77), temcs que o denominador da relagdo aci-
ma € positivo. Quanto ao sinal do numerador, denotando-se por
F(x) = (6§.x-1) .exp{8.x} + 1, note-se que F(0) = 0 e que F' (x) >0 .
Logo, o numerador da relagao (78) também € positivo, do que decor
re que um acréscimo na taxa de juros acarreta com que seja dimi-

nuida & capacidade dos novos centros coletores.

kzsim, no casc do exemplo anterior,se a taxa de juros su-
bir para 15% ao ano, com capitalizagao instantdnea, a capacidade
Otima caird para o equivalente ao volume de lixo produzido . em

16,62 anos,

7.2 - A Possibilidade de Demanda Insatisfeita

Admita-se, agora, que seja possivel, transitoriamente,
a ocorréncia de demanda insatisfeita. No nosso exemplo do lixo,
novos centros de processamento sb seriam coﬁstruidos guando o vo-
lume de lixo acumulado, digamos em vazadouros,alcancasse um certo

valor critico. Obviamente, o ato de acumular lixo em vazadouros

1/ Observe-se que, no caso particular onde a =0, tem-se que dx/d§= -%x/§<0 ,
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implica em uma penalidade, representada pelo custo de transporte

e de manusei¢ que € proporcional ao volume de lixo acumulado.

A possibilidade de demanda insatisfeita, faz com que, em
termos graficos, a analogia com a Figura 6, relativa ao caso vis-

to no item precedente, seja como representada na Figura 7.

Excesso de 4
Capacidade

X~y

t0+x t0+2.x ‘
0 2 ©  anos
9
-y
Figura 7

Evolucao do Excesso de Capacidade

Similarmente ao caso anterior, cada nova instalagao terd
capacidade para processar o acréscimo de lixo produzido em X anos;
com tg, t, + x, t, + 2.x, etc, denotando os "pontos de regeneragao"
(pontos onde o excesso de capacidade é esgotado). Porém, agora, ad-
mite—Se.que a partir do ponto onde esgota-se o excesso de capacida-

de, acumule-se em vazadouros o acréscimo de lixo relativo a y anos.

Denotando-se por 9, que cresce linearmente de 0 até vy, o
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volume .: lixo acumulado em vazadouro no fim de © anos apés ;um
"ponto d. regeneragdo", e sendo B o custo unitdrio relativo i ope
ragao de vazamento do lixo, segue-se que o valor atual C(x,y) do
custo associadec a uma sucessao infinita de ciclos (acumulagao em
vazadouros seguida da instalagao de novo centro de processamento),

sera dado por:

Y
cix,y) =J B.0.e%% ge + (a +b.xMe %Y 4 C(x,y)e_s'x (79)
0
ou _ _
8l(1-e Yy /6~ y.e Y1/ 5+ (a+b.x¥)e ¥
C(x,y) = (79"')
1 - &8

Igualando-se a zero as derivadas parciais, com respeito
a x e com respeito a y, de C(x.y), segue-se gque os valores Otimos

da carsac: lade dos centros de processamento, x, e dos vazadouros,

§, devem ser tais que resolvam o seguinte sistema de equag6es.l
fa.b.x* (e X - 1) ~s(a+b.x® e S Y <
, (80)
= {(1-e8Y) 5 -y.e7%Y)
e
y = s(a+b.x*/8 (81)

No Quadro I, para o = 0,5, a = 10, b = 2, § = 15% ao ano,
com capitalizagdo instantanea, e os valores indicados de B, sao

apresentados os correspondentes valores &timos de x, y e de C(X,y).

L Note que, de (81), conclui-se que y + 0 quando 8 + ® e que y + ® quando B + 0.




Quadro I

Comportamento de X, ¥y e C(X,y,) em Funcdo

64.

de B

B o 2 1 0,5 0,1
x 16,62 | 17,50 18,42 20,43 45,12
vy | o 1,38 2,79 | 5,71 35,15
c(x,y) | 19,19 | 17,89 | . 16,21 | 13,41 | 4,43
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