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MACRODINAMICA: OSSISTEMAS DINAMICOS NA MACROECONOMIA

Fernando de Holanda Barbosa

1. Introducéo

A estrutura matemética dos modelos macroecondmicos com variaveis continuas
consiste basicamente de um sistema dinamico que pode ser especificado através de um
sistema de equagdes diferenciais do tipo,

X = F(x,u)

onde x € um vetor de variaveis endogenas e u € um vetor cujos elementos sdo parametros
de comportamento ou instrumentos de politica econébmica. Nos modelos em que as
variaveis sdo do tipo discreto, o sistema dindmico corresponde a um sistema de equactes
de diferencas finitas:

% = F (X1, U)

Quando as varidveis macroeconémicas sdo aleatérias 0 sistema de equacOes
diferenciais, ou sistema de equactes de diferencas finitas, € um sistema estocéstico.

O desenvolvimento recente da macroeconomia moderna consiste na especificacdo
dos modelos macroecondmicos a partir dos microfundamentos, onde as decisdes dos
agentes econdmicos baseiam-se na otimizacdo de suas funcdes objetivos, condicionada
pelas restricbes com que eles se defrontam. A solucdo destes modelos de otimizagéo, do
ponto de vista analitico, conduz a um sistema de equacfes diferenciais ou a um sistema de
equacdes diferenciais finitas, conforme as variaveis sejam tratadas como continuas ou
discretas, e a sistemas estocasticos ou deterministicos, se a incerteza é introduzida ou ndo
ao modelo.

Qualquer que sega a edstratégia adotada na construcdo dos modelos
macroecondmicos. se ad hoc ou com fundamentos microecondmicos, os model os sempre
se expressam analiticamente através de um sistema dinamico. Dai a importancia destes
sistemas para o estudo da macroeconomia.l

A segunda secdo deste trabalho apresenta um exemplo bastante simples de um
sistema dinamico, 0 modelo de Cagan, que pode ser reduzido a uma Unica equagdo
diferencial.

A terceira secdo deste trabalho analisa um modelo de duas equactes diferencias,
com formagdo de pregos justapostos de acordo com o mecanismo proposto por Calvo, ho

IA tecnologia dos modelos dindmicos ndo tem fronteira ideologica. Por exemplo, o livro de Blanchard e
Fischer (1989) apresenta modelos nas linhas neocléssicas e Keynesiana, enquanto o livro organizado por
Semmler (1989) é uma boa referéncia de trabalhos que se inspiram em modelos de Kalecki, Kador e
Goodwin. O leitor ndo matemético interessado em equagdes diferenciais pode achar Util as seguintes
referéncias: Beavis e Dobbs (1990), Humi e Miller (1988) e Beltrami (1987).



gual as expectativas dos agentes econdmicos S80 racionais no sentido de previsdo
perfeita.2

2. Modelo de Cagan

O modelo de Cagan € um modelo que procura explicar 0os processos inflacionérios.
Ele contém trés ingredientes basicos. i) uma equacdo de demanda de moeda, ii) um
mecanismo de formagdo de expectativas eiii) umaregra de politica econdmica. O modelo,
do ponto de vista formal, pode ser reduzido a uma equacéo diferencia de primeira ordem
no nivel de encaixereal (m= M/P), do tipo

m=F (m, u)

onde u é um vetor cujos elementos sdo pardmetros de comportamento e um instrumento de
politica econdmica, a taxa de expansdo monetaria ou o déficit fiscal conforme a regra de
politica econdmica. As conclusdes do modelo dependem da andlise desta equagdo, como
Veremos a seguir.

A equacdo de demanda de moeda é especificada de acordo com a seguinte
expressao:

e

Inm=-a7 , a>0

onde In é o logaritmo natural, 7€ é ataxa de inflagcdo esperada e a é a semi-€elasticidade da
demanda com relacéo ainflagdo prevista.

A inflagcdo esperada depende das taxas de inflagdo do passado segundo o
mecanismo de expectativa adaptativa:

F=6n-1) , >0

O inverso do paréametro 0 (T = 1/0) é o prazo médio que os agentes levam em conta na sua
previsdo. Quando esse prazo tende para zero (T — 0, ou equivalentemente 8 — o) tem-se
uma previsao perfeita, pois 7€ = Tt

Derivando-se ambos os lados da expressdo m = M/P com relagdo ao tempo, obtém-
Se a seguinte expressao:

m_M_P
m M P

ou, aternativamente:

m=mM -7

pois a taxa de inflagdo Tt é igual a P/ P. Com auxilio desta equagio pode-se especificar
dois regimes de politica econémica.

2Barbosa, Oliva e Sallum (1991) apresentam um modelo, que reduz-se a um sistema de duas equacdes
diferenciais, para analisar a dindmica da hiperinflacdo numa economia em que os salarios ndo se gjustam
instantGneamente e o déficit do tesouro é financiado pela emissao de moeda.



No primeiro regime, que denominaremos de regime monetério, o Banco Central
controla a taxa de expansdo da moeda:

M
M

e aeguacao anterior transforma-se em :
m=m(u - 1)

No segundo regime, que denominaremos de regime fiscal, o Banco Central
financia o déficit do Tesouro emitindo moeda:

_G-T_dM 1 _dv 1 M

f =
P d P d M P

O parametro f mede o déficit publico real, igual a diferenca entre os gastos (G) e a
receita tributéria (T), dividido pelo indice de precos (P). A politica monetéria é passiva
pois a taxa de crescimento do estoque de moeda € igual a razéo entre o déficit real e a
liquidez real,

M_f
M m

Cujos comportamentos sao determinados respectivamente pelo Tesouro e pelo publico.
No regime fiscal a equacdo pode ser entdo escrita como:

m=f -mn

2.1. Regime Monetério

No regime monet&io o modelo de Cagan consiste no seguinte sistema de
equacoes.

Inm=-arn
= 0(m- 17)
m=m(u -

Para resolver este sistema podemos eliminar 1€, usando o operador diferencial
(Dz = dz/dt) para escrever 0 mecanismo de expectativa adaptativa como:

0
D+6

T

e substitui-lo na equacdo de demanda. O resultado € o seguinte:

m
—+ 68 Inm=-a8n
m



Substituindo-se o valor de m/m da equacdo da regra de politica econdbmica nesta
expressao, obtém-se:

1
m=—— + 6Ilnm
1=ad (u )

desde que 06#1. O modelo pode ser, entdo, reduzido ao seguinte sistema de duas
equacoes.

m=m(u - ) @
-1 el 2
=15 (H+8In m )

ou, alternativamente, a equacao diferencial

fm
m= - au+Inm 3
[ oglau+inm ®

guando substitui-se o valor de 1t da segunda equacdo na primeira. A funcéo F(m, u) neste
caso € dada por:

m=F(mu) = - (au+In m)

1-a6
€ 0 vetor u contém trés elementos. u = [a, 6, u]'.

A Figura 1 mostra o diagrama de fases desta equacdo diferencial, com o eixo
vertical marcando o valor de m e o eixo horizontal o valor de m.. Quando a8 for menor do
gue um, o modelo é estavel e m converge para m =e “# (ver Figura 1a), e a taxa de
inflagdo converge para a taxa de crescimento do estoque de moeda (11— |). Quando o
modelo € instéavel pois m ou cresce indefinidamente ou se aproxima de zero (Figura 1b).
Nesta hipotese ou ocorreria uma hiperdeflacéo (1T - - o) , ou uma hiperinflagdo (11 - ).
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a)l-006>0 b)1-006<0

Figura 1. Diagrama de Fases: Modelo de Cagan, Regime Monetério

Este modelo pode também ser analisado com auxilio de um diagrama cujo eixo
horizontal marca o valor de m e no eixo vertical tem-se a taxa de inflagcéo . Na equagéo
diferencial (1) quando m=0, 7= . SeT< |, segue-se que m> 0; ese TT> Y, tem-se que
m< 0. As setas da Figura 2 mostram a diregdo do movimento de m nestas circunstancias.
A curva AA da Figura 2 € o grafico da funcdo que relaciona T com m (equagdo 2).
Quando 1- a6 > 0, a Figura 2a mostra que o modelo € estavel, e se 1- a6 < 0, o modelo é
instavel como se pode verificar na Figura 2b.

b 1 &
— 4 —
/Z//m=n m =0
H M ;
! l
. — — :
| I iy
! |
A/l/ o " i“ "
a)1l-06>0 b)1-a6 <0

Figura 2. Expectativa Adaptativa: Regime Monetério

Cabe observar que neste modelo ocorre uma mudanca qualitativa quando os
pardmetros a e 6 mudam de valores. Com efeito, sea 6 < 1 o modelo é estavel, esea 06 >
1 o modelo torna-se instavel. Logo, o ponto a 6 = 1 separa a solu¢éo do modelo em duas



regides, uma estavel e outra instavel. A ocorréncia de uma mudanca qualitativa num
sistema dindmico quando os parametros do modelo variam define uma bifurcagdo do
sistema. Este modelo apresenta, portanto, um exemplo bastante ssmples do fenébmeno de
bifurcagéo.

2.2. Regime Fiscal

No regime fiscal, em que a moeda é passiva, 0 modelo de Cagan consiste no
seguinte sistema de equagoes.

Inm=-arr
= (- 17)
m=f —-mrm

Eliminando-se a taxa de inflacdo esperada usando-se 0 mesmo procedimento
adotado anteriormente, obtém-se o sistema de duas equagdes nas varidveiste m;

m=f -mm (4)

3 1
" 1-ad

m (im+6?lnm) 5

Quando substitui-se 1T da segunda equacdo na primeira, resulta na equacéo
diferencial de primeiraordem em m. Isto &

m:F(m,u)zﬁ (af +m+Inm) (6)

onde o vetor u agoratem como elementosa, 8 ef: u=[aqa, 0, f:]".
Os pontos de equilibrio deste modelo sdo obtidos resolvendo-se a equacdo m= 0,
gue € equivalente a resolver-se a equacao:

g(m) = minm= - of

A Figura 3 mostra o grafico da fungdo g(m).

E fécil verificar-se que podem existir dois pontos de equilibrio, um ponto ou
nenhum, conforme os valores dos parametros a e f. A Figura 3 mostra uma situagdo em
gue existem dois pontos de equilibrio. O ponto A de liquidez baixa e inflagdo dta, e 0
ponto B de liquidez alta e inflacéo baixa.
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Figura 3. Pontos de Equilibrio: Modelo de Cagan, Regime Fiscal

A Figura 4 contém os diagramas de fases do modelo. Na Figura 4a, a 6 < 1.
Neste caso 0 ponto de inflacdo alta € instavel e o ponto de inflacdo baixa é estavel.
Quando a 0 > 1, as posi¢Oes se invertem, pois o ponto de inflagdo alta agora € estével, e o
ponto de inflac8o baixa passa a ser instéavel. Observe-se novamente que no pontoa 6 = 1
ocorre uma mudanga qualitativa do sistema din@mico, caracterizando-se uma bifurcacdo
do sistema.

e e
S

al-a6>0 b)1-a6<0

f‘“ﬂ mB\

Figura4. Diagrama de Fases: M odelo de Cagan, Regime Fiscal

O modelo no regime fiscal pode também ser analisado com auxilio de um
diagrama no plano (m, ). Na equagdo (4) quando m=0, m7s = f & uma hipérbole
equildtera; sem>0, f >mmesem<0, mn> f. Assetas da Figura5 indicam a direcéo
do movimento de m, quando m# 0. A curva CC da Figura 5 € o grafico da funcéo (5), e
nesta figura supde-se a existéncia de dois pontos de equilibrio. A Figura 5a trata da
hipétese a 6 < 1. Neste caso 0 modelo é capaz de gerar hiperinflacdo pois o ponto de
inflacdo elevada é instavel e o ponto de inflagdo baixa € estével. A Figura 5b supde que a
0 > 1. Nesta hipotese o ponto de inflagdo elevada é estavel, enquanto o ponto de inflacdo
baixa € instavel. O modelo é capaz de gerar, entdo, hiperdeflacdo. A Figura 6 mostra o



caso em que a 6 = 1. Nesta circunstancia a solucéo do sistema fornece os dois pontos A e
B.

b)1-08<0

Figura 5. Expectativa Adaptativa: Regime Fiscal

Figura6. RegimeFisca: a 8=1

2.3. Expectativa Raciond

Um caso particular do mecanismo de expectativa adaptativa ocorre quando o.
parédmetro 0 cresce indefinidamente (6 — ). Neste caso tem-se previsao perfeita (1€ = 1),
gue corresponde a hipoétese de expectativa racional, pois 0 modelo é deterministico.

No regime monetério o modelo de Cagan consiste de duas equagdes:



Inm=-arm (7

m=m(u-m) (8)

ou na equacdo diferencial de primeira ordem:

m:m,u+m|nm:F(m,u) ©
m fl
‘:._
ki T -
1 m=0
|
|
\\_// " | "
a) Plano (m, ) b) Plano (m, 7)

Figura 7. Expectativa Racional: Regime Monetédrio

O vetor u neste modelo tem como elementos os parametrosa e U= [a, 4l'. A
Figura 7a mostra a solucdo do modelo no diagrama de fases com rm no eixo vertical e mno
eixo horizontal, enquanto a Figura 7b mostra a solu¢o do modelo no plano (m, ). E f&cil
verificar-se em qualquer umadas figuras que o equilibrio neste modelo é instavel.

No regime fisca com expectativas racionais 0 modelo de Cagan tem duas
equagdes nas variaveis te m:

Inm=-arm (10)
m=f -mm (19
gue também pode ser analisado através da seguinte equacdo diferencial de primeira ordem,

] minm
m=f +

=F (m, u) (12

onde o vetor u tem agora dois componentes, a ef, ousga u=[a,f]".



A Figura 8 mostra a dinamica deste modelo em dois diagramas diferentes. Na
Figura 8a tem-se o diagrama de fases no plano (m, rm). O ponto A de inflagdo elevada é
estavel e o ponto B de inflacdo baixa é instavel. A Figura 7b mostra o mesmo modelo no
plano (m, m). E fécil verificar-se que este modelo é incapaz de gerar processos
hi perinflacionarios, embora seja capaz de produzir processos hiperdeflacionarios.

m

mﬂwmﬁ

a) Plano (m, ). b) Plano (m, 7)

Figura 8. Expectativa Racional: Regime Fiscal

3. Modelo com Precos Justapostos

O modelo de pregos justapostos de Calvo supde a existéncia de um grande
nimero de empresas que fixam seus pregos aleatériamente ao longo do tempo. Elas
mudam seus precos quando recebem um sinal. A probabilidade de receber este sina s
periodos a partir de hoje independe da Ultima vez que a empresa recebeu o sind, e esta
probabilidade é dada pela funcdo de densidade de probabilidade de uma distribuicdo
exponencial. Isto &

f(=ceds |, >0

onde o inverso do parametro & € o prazo médio de regjuste de pregos da empresa.

10
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teropo

Figura 9. Probabilidade de Mudanca de Preco

A empresa que recebeu um sinal no periodo t para regjustar seu preco levara em
conta na sua decisdo 0s pregos que estardo sendo praticados no futuro, bem como as
condicdes previstas de mercado. O prego V; da empresa que recebeu o sinal no periodo t
sera dado por:

V.= [(R+ph) f(9ds
ou
V.= [(P,+Bh) 56 ds (13)

onde Ps é 0 pre¢co médio que sera praticado no periodo s, hg é 0 hiato do produto no
periodo s, e 3 > 0 € um pardmetro. O modelo supde previsdo perfeita, no sentido de que os
valores esperados sdo iguais aos observados: pS = p, e h =h,.

A probabilidade de que uma empresa que tenha fixado seu preco no periodo s

ainda ndo tenha recebido o sinal para mudar seu prego no periodo t (ver Figura 10) € dada
por:

Prob(S=t) = r Je 9 dr=¢?

11
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Figura 10. Precos Justapostos

Admita-se que 0 nimero total de empresas sgjaigua a N. O nimero de empresas
gue mudaram seus precos no periodo s € igual a Nf(s)ds = N ¢ ds. Segue-se, entéo, que o
nimero das empresas que fixaram seus pregos no periodo s e que ainda ndo receberam o
sinal para remarcar pregos no periodo t € igual aN ¢ ds e<(tS). Logo, a precentagem de
empresas que no periodo t ainda estéo praticando o prego fixado no periodo s €igua a
¢ edt-9) ds. Pode-se, entdo, definir o indice de precos do periodo t pela seguinte média
ponderada:

-o(t-s)
1

P = J:o V,de ds (14)

Derivando-se (13) e (14) com relacdo at, obtém-se:3

dv.

=8V, R - Bh)
e

d

%ws(vt—a)

Esta segunda expressdo € a taxa de inflagdo porque supde-se que P; € o logaritmo do nivel
de pregos. Derivando-se com relagdo ao tempo, obtém-se a aceleragéo dainflagéo:

dn:J(dVt _

dr il
at dt dt

3sejaafuncéo V(t):

V(t) = &)'.;f (s,t) ds

A derivadade V(t) com relacdo at (regrade Leibnitz) éigua a
av da

) db da of (sit)
RGO E-RICORE +8§§—dt ds

12



Substituindo-se os valores de dV/dt e dP/dt, obtidos anteriormente, nesta
equacdo, a aceleracdo da inflagdo e o hiato do produto estdo relacionados através da

seguinte funcéo:
n=-25 Bh (15)

Neste modelo, onde os pregos sdo predeterminados a cada instante e fixados com
base no futuro e ndo no passado, quando o hiato do produto no momento presente é
positivo, a aceleracdo da inflacdo € negativa. Por outro lado, quando existe capacidade
ociosa na economia a aceleracdo da inflacéo € positiva. Em valores absol utos, a aceleracdo
dainflacdo é tanto maior quanto maior forem os parametros 3 e d. No caso do parametro o
isto significa dizer que se 0 prazo médio de regjuste de pregos aumentar, a aceleracéo da
inflagcéo diminui.

Uma propriedade deste modelo é que a inflag&oo pode diminuir acompanhada por
um ganho liquido do produto acima do produto potencial. Com efeito, segue-se da

equacao (15) que:

[ dr=nv-ti)=-[ & md
Logo se 7(t) - 7(ty) < O, segue-se que:

[ hdr>o0

Para completar a especificacdo deste modelo admitiremos que o hiato do produto
depende do nivel de encaixe real e da taxa de inflacéo de acordo com a seguinte equacéo
de demanda agregada:

h=-a+blnm+cr, b>0 ¢c>0 (16)

onde b mede o efeito Keynes e ¢ o efeito Mundell. O coeficiente b € positivo porque o
aumento da liquidez real (m = M/P), ceteris paribus, diminui a taxa de juros rea
aumentando o dispéndio agregado e, portanto, o nivel do produto real. No efeito Mundell
supde-se expectativas racionais no sentido de previsdo perfeita e o coeficiente ¢ € positivo
porque 0 aumento da taxa de inflagdo esperada, ceteris paribus, diminui a taxa de juros
real antecipada provocando o aumento do dispéndio agregado e do nivel do produto real.

Combinando-se as equacbes (15) e (16) obtém-se a seguinte equacdo para a
aceleracdo dataxa de inflagéo:

n=k-Alnm-¢n

onde: k=& Pa, A= Po e ¢=0& Bec. Completa-se 0 modelo especificando-se a
regra de politica econdmica.

3.1. Regime Monetario

13



No regime monetério, onde o Banco Central controla a taxa de expansdo do
estoque de moeda, 0 model o consiste no seguinte sistema de duas equacdes diferenciais:

m=m(u - )
nT=k-Alnm-@mn

Em equilibrio, quando m=0 e 7n=0, a taxa de inflacdo € igual a taxa de
crescimento do estoque de moeda,

m=u
e o nivel deliquidez real é dado por:

Inm:k_(p'u

O Jacobiano do sistema de equagdes diferenciais num ponto qualquer (m, 7)) €

igual a
. |(u-m -m
Ploam e

No ponto de equilibrio do sistema o determinante da matriz J, CJ = -A < O, € negativo.
Portanto, o ponto de equilibrio € um ponto de sela. A Figura 11 mostra o diagrama de
fases do sistema, e a curva CC € o ramo estavel da sela, onde a taxa de inflag&o e o nivel
de liquidez real convergem para o ponto de equilibrio E.

Considere 0 seguinte exercicio de mudanca ndo antecipada de politica monetaria:
no instante t, a taxa de crescimento do estoque de moeda é reduzida de |, para |4, de
acordo com o grafico da Figura 13a. A reta horizontal m= 0 desloca-se para baixo, como
indicado na Figura 12, e o novo equilibrio do sistema sera no ponto E,,, depois do guste
do sistema. Neste modelo o nivel de precos e a liquidez real da economia sdo variaveis
predeterminadas, porém, a taxa de inflacdo pode mudar de valor instantdneamente.
Quando a taxa de expansdo monetaria diminui no instante t,, a taxa de inflagéo decresce
no mesmo momento de Ti,(-) para T,(+), como indicado na Figura 12, e graduamente
comega a subir convergindo para o ponto de equilibrio caminhando no ramo estavel da
sdla. O nivel de liquidez real comecga a subir, e gradualmente converge para 0 novo
equilibrio. A Figura 13 descreve o gjustamento dindmico da economia quando submetido
a um chogue ndo-antecipado de politica monetaria.

14
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Figura 12. Regime Monetério: Mudanca Ndo-Antecipada de Politica Monetéria
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Figura 13. Ajustamento na Politica Monetéria Ndo-Antecipada

3.2 Regime Fisca

No regime fiscal a politica monetéria é passiva pois 0 Banco Central financia o

déficit do Tesouro. Neste regime de politica econémica o0 modelo consiste no seguinte
sistema de duas equagtes diferencias:

m=f —-ms

T=k-Alnm-¢@m

16



Em equilibrio, quando m=0 e 71=0, este sistema pode ter dois, um ou
nenhum ponto de equilibrio, dependendo da solugdo da equagéo:

am = Ainm+£L =k
m

A Figura 14 mostra uma situacéo em que existem dois pontos de equilibrio: o ponto A de
inflacéo ataeliquidez real baixa e o ponto B deinflagéo baixa e liquidez real ata.

glmm)

Figura 14. Regime Fiscal: Equilibrio M ultiplo

A Matriz Jacobiana do sistema de equacOes diferenciais, que corresponde ao
regime fiscal, € dada por:

Kiulzul o

om dm -/ mm
J = =

o onr| -4 g

om Jm) m

O determinante destamatriz é igual a
MENIRY

No ponto A este valor € positivo (LJaL > 0) pois 7ip = (fi/mp) > A/g. Como o trago da
matriz J (trJ = -71— ¢) € sempre positivo, segue-se que o0 ponto A € um poco, um ponto de
equilibrio estavel. No ponto B o determinante de matriz j € negativo (LJgL < 0), porque
1, =(f /mg) <A/l ¢.Logo, o ponto B € um ponto de sela.

A Figura 15 mostra o diagrama de fases do modelo no regime de politica fiscal.
Admite-se que o equilibrio da economia ocorre no ponto B, de inflagdo baixa e liquidez
elevada, pois existe uma Unica trajetoria que leva a economia a esse ponto, que € 0 ramo
estével dasela

17



Figura 15. Regime Fiscal: Diagrama de Fases

ng T} =0

o g =0

Figura 16. Mudanca N&o Antecipada da Politica Fiscal

Suponha que ocorra um aumento nao-antecipado do déficit publico real, como
indicado na Figura 17a, que cresce de f, paraf;. A curvam=0 desocasede m(f,)=0
para m(f,) =0, e o novo ponto de sela do modelo sera dado pelo ponto A4, onde a
inflacdo é mais elevada e a liquidez real mais baixa. No instante em que a politica fiscal
muda, a taxa de inflagdo pula de 1 (-) para T(+), enquanto o nivel de liquidez real
permanece 0 mesmo, pois ela € uma variavel predeterminada. A taxa de inflagdo diminui
gradualmente até atingir o novo equilibrio, como indicado na Figura 17b. A liquidez rea
também gjusta-se gradualmente as novas condicbes do déficit publico, diminuindo ao
longo do tempo e convergindo para 0 seu novo equilibrio.
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