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I - I:-;TRODUçAO 

o objetivo deste trabalho consiste em apresen-

tar, de um ponto de vista puramente estatístico, as medidas 

de concentração mais frequentemente encontradas na li 

teratura econômica. :,lais especificamente trataremos ,pela or-

dem de apresentação, da razão de concentração, do coeficiente 

de Gini, do índice de Hirschman-Herfindahl, da entropia e da 

redundância e da variância logarítmica. 

Cahe mencionar que algumas destas medidas de 

concentração t~m sido aplicadas com maior frequ~ncia em de­

terminadas ãreas. Com efeito, o coeficiente de Gini tem sido 

quase que exclusivamente aplicado no estudo da distribuiçãode 

renda, o índice de Hirschman-Herfindahl e a razão de concen-

tração são mais familiares entre aqueles que se dedicam a es-

tudos de organização industrial. Todayia, vale salientar que 

do ponto de vista da teoria econômica raramente existe uma in 

dicação clara de qual a medida mais apropriada a ser emprega-

da em uma área específica em virtude do próprio estâgio de de 

senvolvimento da teoria. Em geral, a seleção da medida de 

concentração a ser usada é baseada em considerações que dizem 

respeito às propriedades da própria medida, tanto no que toca 

*Professor da Escola de Pós-Graduação em Economia da Fundação Getúlio Var 
gas. 
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a sua interpretação como no que diz respeito a sua tratabili-

d:J.de algébrica. 

A principal justifi cativa para a realização des­

te trabalho ~ de carater diditico e prende-se ao fato de que 

dificilmente encontra-se em uma única referência bibliografi-

ca as medidas de concentração aqui apresentadas. Acreditamos, 

tamb~m, que a apresentação de diferentes medidas dentro de um 

arcabouço estatístico~ al~m de propiciar um tratamento uni fi-

cado, permite uma avaliação das diferenças existentes 

as várias medidas de concentração. 

11 - ALGUNS CU~(ElrOS B~SlCOS 

entre 

Imagine que se deseje estudar a concentração 

da distribuição de uma variivel aleatória X. Antes de estu-

dar as medidas Que podem descrever a concentração de tal dis-

tribuição introduziremos alguns conceitos bisicos com o ohje-

tivo de tornar este trabalho auto-suficiente. 

A variável aleat6ria X ~ do tipo contínuo qua~ 

do a sua função de densidade de probahilidade for dada por 

f(x) ~ O e a função de distrihuição igual a: 

F(t) = P (X ~ t) r t 
= ~ f(x) dx 

"O 

onde P (X , t) indica a probahilidade da variável aleat6ria 

X ser menor ou igual ao valor t*. Quando a variável aleató-

*Estamos considerando que a variável aleat6ria assume apenas valores nao 
negativos, pois as variáveis econômicas são, em geral, deste tipo. 
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ria X for do tino discreto a função de densidade f(x.) = p. ~ 
• - 1 1 

igual a probahilidade da variável aleatória X assu?lir o valor 

x.. A função de distribuição neste caso ~ igual a: 
1 

k 
F(t) = P(X { t) = l: f(x i ) 

i=1 

onde xk e o maior valor de xi que e menor ou igual a t. 

A esperança matemática da variável aleatória X, 

EX -= ~ e definida por: 

EX 
00 

/& 
=! X f (x) dx = -~ 

·0 

quando X for do tipo contínua, e igual a: 

n n 
EX = '"' x. fCx i 

) = \' 
xi i\ ::: ]J ~ -

i=l 1 i=l 

quando X for do tipo Jiscrcta. 

A f1mção de distribui.ção do primej ro 

da variável aleatória X ~ definida atrav6s de 

momento 



. ' t 
• xf(x) dx 

.00 

X ~- I y) o~x 
.. ..L.. \_'-

t"t 
=! x 

.,'0 fl 

f(x) dx 

quando X for Uffia vari5vel aleat6ria continua e por 

k 
l: 

i=l 
n 
L: 

i=l 

x.f(x.) 
1 1 

x.f(x.) 
1 1 

quando X for uma variável discreta. 

.4 . 

No que se segue trataremos apenas do caso em 

que a variável X é discreta e cuja distribuição de probabili-

dade seja a segLinre: 

TABELA 1 

Distribuição de Vari5vel Aleat6ria X 

x 

p ex :;; x) 

Admitiremos, também, que os valores de Xi es-

tejam ordenados de tal modo que Xl < x 2 < ••• < X • 
n 

.. 
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IIr - A ~~ZÃO DE CO~CENTRACÃO 

Com a finalidade de t,=);'r~:r :' .. lis ficil a apre-

sentação da razão de concentraç5a,admitiremos que a variivel 

X represente a distribuição do t3man~o das empresas de um de-

terminado setor industrial, tamanho este medido, por exemplo, 

pelo nGmero de empregados em cada empresa. Assim p. represeQ 
1 

taria a proporção de empresas, em relação ao n~mero total de 

empresas do setor, cujo numero de empregados e igual a x .. 
1 

A esperança matemática de X, EX = ~, seria en 

tão, neste caso, o nGmero m~dio de e~p"egados por empresa. Se 

existissem ~ empresas no setor indust r 13l em estudo o produto 

de média p por N daria o nú;;,erc: T0!::.1 Je2i;:;>regados no setor. C.Q 

mo a percentagem de empresas que ~'mpregaT:1 x; empregados é igual a 
-L 

Pi' segue-se, ent3.o que o número de empregados naquelas empr~ 

sas cUJ'o tamanho ~ x· ~ igual a p.x.N. Portanto, 3 razão 
1 ~ ·1 1 

fi 

p.x.!\ 
1 1 

L p.x.:\' 
. 1 11 
1= 

n 

i=l 

p.x. 
I 1 

n.x. 
. 1 1 

mede a percentagem de empregados, em relação ao total de em-

pregados no setor, nas empresas cujo tamanho ~ igual a x· .Con 
1 

sequentemente, a funçao de distribuiçao do primeiro momento 

k 

i=l 
TI 

~. .....~ 
r ' • ~ '- • 

1. = 1 
~.l 1 

mede a percentagem de empregacWs que trabalham nas e~esas 
' .. 
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cujos tamanhos são menores ou iguais a t. Ohserve que a fun-

ção de distribuição de X, F(t), ~ igual a percent~gem de em-

presas cuj os taman.:lOS são menores ou iguais a t. 

A ra:ão de concentração C é definida como a 
~ r 

proporçao de emprego, em relação ao total. das r maiores em-

presas do setor industrial. Isto ~: 

n- r ,... p.x. , 

i=1 1 1 

C = 1 - F 1 ex } = 1 - (1) 
r n-r n 

L p.x. 
j=l J J 

A escolha do numero r de empresas é arbitrá-

ria. Em geral, em trabalhos de organização industrial, con-

sidera-se r igual a 3, 4 ou :. 

Outra medida de concentração é obtida quando 

se fixa a razão de concentração ao invés do numero r de empr~ 

sas. Assim r seria o n~mero de empresas que absorvem 

do emprego na ind~stria: 

C-I 
>', -, 

'"' 
i~lPixi 
n 
L p.x. 

j =1 J J 

= a: 

Obviamente, neste caso, a escolha do 

tro ac arbitrária. Assim, para um valor de a igual a 

100a% 

(2) 

parame-

0,80 

f: representaria o número de empresas responsável por 80% do 

emprego na indústria. 
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IV - A CURVA DE LORENZ E ° COEFICIENTE DE GINI 

A curva de Lorenz é obtida quando se mede ao 

longo do eixo vertical os valores da função de distribuição 

do primeiro momento FI(t) e no eixo horizontal os valores da 

função de distribuição F(t). A Figura I mostra a curva de 

Lorenz,OABCD, para uma distribuição da Tabela 1 que 

apenas quatro valores (n = 4). 

FIGURA 1 - CURVA DE LORENZ 

D 

o ~----------.~------------~----~~ E 

contém 

Quando uma das probabilidades for igual a um e 

as demais forem iguais a zero, p. = 1 e p. = O para j ~ i, a 
1. J 

curva de Lorenz seria dada por OED. Por outro lado, quando 

todas as empresas tiverem o mesmo tamanho e todas as probabi­

lidades forem iguais, a curva de Lorenz seria igual a diago-
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nal OD. A razão entre as áreas OABCDO e OEDO mede, portanto, 

o grau de concentração da distribuição. Esta razao é o coe-

ficiente de Cini: 

G = L 

1/2 
= 2 L = 1 - 2i-\ (3) 

onde L representa a área OABCDO, a area OEDO é igual a 1/2, 

a area OABCDEO ~ igual a A e, obviamente, L + A = 1/2. 

Quando G for igual a 1 a concentração será to­

tal ,enquanto se G for igual a zero a igualdade será completa. 

Portanto, o coeficiente de Gini ~ um número compreendido en-

tre zero e um: 

o ~ G ~ I 

o coeficiente de Gini, de um ponto de vista 

prático, pode ser medido através do seguinte procedimento. De 

nominemos o valor de FI(t) por Qt' ou seja: 

X-
l: p.x. 

i=l 1 1 

FI (t) = Q~ n <, 

L p.x. 
j=1 J J 

A área A é igual a soma das áreas de n-I tra-

pézios e de um triângulo. Fazendo-se QO = 0, a área A pode 

ser escrita como: 



n 
A = L 

i=l 
p. 

1 
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Portanto, o coeficiente de Gini pode ser obti­

do através da seguinte fórmula: 

n 
G = 1 - L: (Q. + Q. 1) p. 

1 1- 1 i =1 
(4 ) 

o coeficiente de Gini é também definido atra-

ves da seguinte expressão: 

n n 
'" Z x. -x. p.p. i.. 

i=l i=l 1 J ' 1 J 
!:c.. G = = (5) 

2u 2]J 

onde !:c.. éa diferença média da distribuição. Esta definição 

não é muito útil de um ponto de vista prático para o cálculo 

de G mas ela torna mais fácil o estudo de decomposição do co~ 

ficiente de Gini que será visto logo adiante. Além disso,ela 

mostra claramente que o coeficiente de Gini é uma medida de 

dispersão relativa pois, segundo (5), G é igual a razao entre 

uma medida de dispersão, a metade da diferença média, e a me-

dia ]J da distribuição. 

Com a finalidade de mostrar que as fórmulas de 

G expressas por (4) e (5) são equivalentes, a diferença média 

!:c.. pode ser escrita do seguinte modo: 

!:c.. = L 
i 

L 
j<i 

p. p . (x. -x .) + 
l J 1 J 

L 
1 

L 
j>i 

p.p.(x.-x.) 
1 J J 1 
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= 2 L L p.p.(x.-x.) 
i j <i 1] 1 ] 

Substituindo-se este valor de ~ em (5), resul-

G = 

q. = 
] 

L L 
1 j<i 

p . p . (x. -x .) 
1 J 1 ] 

Denominando-se por q. a seguinte razao. 
] 

r 

p.x . 
.J J 

, p.X. 
·L.

1 
-11 

1= 

= 

(6) 

o valor de Q. sera igual a: 
1 

~ 

Q. = L q. 
1 j =1 J 

Substituindo-se este valor em (4), o coefici-

ente de Gini passa, então, a ser dado por: 

G = 1 -

:;:: 1 -

n 
L 

i=1 

n 
L 

i=1 

1 

p. ( L 
1 j =1 

q. + 
J 

i-I 
L 

j =1 

p. (q. + 2 
1 1 

i-I 
L 

j=1 
q. ) 

] 

q. ) 
J 



ou: 

11 

G = I - L 
i=l 

Em virtude de 

n i-I 
L p. L 

i=l 1 j =1 

p.q. 
1 1 

q. = 
J 

n 
- 2 L p. 

i=l 1 

L L 
1 j<i 

p.q. 
1 J 
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i-I 
L q. 

j=1 J 

o coeficiente de Gini na expressa0 anterior pode ser escrito 

como: 

G = I - ::: p.o. 
1 ~l 

1 

2 L L 
1 j<i 

p.q. 
1 J 

Le\-a:,J.o- se era con ta a definição de q., a ex­
J 

-pressao aCIma rar- < tLmsforma-se em: 

G = 1 
p.x. 

p . .:....L1.. 
1 

ou, alteTnativ~~en~e: 

Lp.X. (l-p.) ') L I 1J.p.x . 

G 
. 11:: .. 1,1 

-=1 _________ 1c:..-..LJ_<] ___ ..J _~ _ 

Como 

I - p. = 
1 

segue-se que: 

jfi 
p. = 

1 

]J 

L 
j < i 

D - + ... J p. 
J 



.12. 

L p.x. (l-p.) 
111 

1 

= L p.x. (L p. + 
1 1 .. J 

1 J<1 

= L: L: 
i j >i 

P .v.x. + L: 
1 - J 1 

1 j<i 
p.p.x. 

1 J 1 

L 
j>i 

p. ) 
J 

Suhstituindo-se O resultado acima na expressa0 

(7), efetuando-se algumas simplificações, .obt~m-se: 

L L: 

G = i j<i 
p.p.(x.-x.) 

1- J 1 J 

Como esta f6rmula ~ igual ao valor de G dado 

por (6), concluimos que as definições do coeficiente de Gini 

atrav~s das expressões (4) e (5) são equivalentes. 

IV.l - Decomposição do Coeficiente de Gini 

Em ~lgumas situações o analista está interessa 

do em classificar, segundo algum critêrio,os valores que a va 

riável aleat6ria pode tornar. AdmitJ-se que os valores de x. 
1 

foram classificados em S grupos. Para facilitar a exposição 

introduziremos a seguinte notação: 

- p = probahilidade da i~sima observação do Qrupo s, si ~ 

x . 
SI 

- Prj 

x 
rj 

= 

= 

= 

valor da i~sima observação do grupo 5, 

probabilidade da j~sima observação do grupo r, 

valor da j~sima observação do grupo r. 
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A diferença média total, ~, será, então, igual 

a: 

s 
~ = L: 

s=l 

S 
L: 

r=l 

n s 
L 

i=l 
(8) 

onde ns e n r indicam o número de observações nos grupos s e 

!' respectivamente. 

A probabilidade de que urna observação pertença 

-ao grupo s e igual a: 

Ps = 
n s 
r Psi 

i=l 

-e ao grupo r e dada por: 

n 
r 

L 
j =1 

A diferença média dentro de cada grupo s, que 

representaremos por ~s' é igual a: 

~ s = 

]Jr = 

Ix . - x .1 
I Sl S]_ 

As médias dos grupos s e r sao iguais a: 

n s 1) • 
~ Sl 

r p- xsi i-I s 

n 
.,.r Prj 
L. P x. 

i:l r rJ 
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A diferença média entre os vários grupos é de-

finida por: 

S S 
liO = L: L: P P !)J -lJ I 

5=1 r=l 5 r ' s r' 

o Coeficiente de Gini total, G, é igual a ra-

zao entre li e 2)1. Por sua vez, o coeficiente de Gini intra-

-grupo Gs ' que mostra o grau de concentração dentro de cada 

grupo, e o coeficiente de Gini inter-grupo, GO' que mostra o 

grau de concentração entre os grupos, sao definidos 

das seguintes expressões: 

A s 
Gs = -2-

lJ s 

através 

Com a finalidade de obter a decomposição do 

coeficiente total de Gini nos coeficientes intra-grupos, Gs ' 

s = 1, ••• , S, e no coeficiente de Gini - in ter-grupo GO' pro-

cederemos do seguinte modo. A diferença média total li (8) 

pode ser escrita como: 

li = L: !. 
s r=s 

+ 

; x . 
Sl 

- x . I + 
TJ' 

(9) 
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Somando-se e subtratindo-se a esta expressa0, 

a diferença média entre as médias dos grupos, 

L: P P ',; -, I 
5 r'l-'s '~r' 

5 r 

e levando-se em conta que: 

L: 
5 r=s 

1 

L 
1 

P5i 
I -p-
j 5 

I X . 
, SI 

: x . 
. SI 

x .! = rJ I 

x . 
SJ . 

a expressa0 (9) transforma-se em: 

-onde D e igual a: 

D = Z L L 
5 r"is 1 

L PSl· PrJ· {x .-x .' - If.i -f.i I} j . SI rJ' 5 r 

(lO) 

(11) 

Substituindo-se o valor da diferença média ~ 

obtido acima na definição (5) do coeficiente de Gini, re5u1t~ 

~O S p 2u !:,. n 
G Z 

5 5 5 " , = - + .j. 

2f.i 5=1 f.i 2f.i s 2f.i 

ou, alternativamente: 
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S D G = GO 
+ L Ws G + (12) 

s=l s 2).1 

onde os pesos Ws sao iguais a: 

p 2 S s ).1s 
Ws = L W < 1 

).1 s=l s 

A expressa0 (12) mostra que a decomposição do 

coeficiente de Gini contém três componentes: i) o coeficiente 

de Gini inter-grupo, ii) uma soma ponderada dos coeficientes 

de Gini intra-grupos,em que a soma dos pesos é inferior à uni 

dade, e iii) um termo que reflete o grau pelo qual os vários 

grupos se superpoem. 

Com o objetivo de entender o significado deste 

último termo iremos mostrar em que situação o valor de D é i-

gual a zero. Comecemos por notar que a diferença entre as 

médias ).1s e).1r pode ser escrita como: 

lJ s - ).1r = 
Psi 

l: x . 
i P s 

SI 

P L P .x . - P 
r i SI SI S 

= 

~ Prj 
t.. x. 
j rJ 

Levando-se em conta as definições de Pr e Ps a 

expressa0 anterior transforma-se em: 



11 - 11 s r 

L l: 
1 j 

== 

;:: 1) 
- rl 

J -' 

== 

P .1) . 
SI" rJ 

p 
s 

= p .X p - L P . ~ p .X . 
1 . 51 SI S SI j rJ r] 

p p 
S r 

ex . - x 
, 

51 rj) 

p 
r 

.17. 

o valor absoluto da diferença entre 115 e 11r e 

igual a: 

- 11 : == 
r' 

L 
1 

Se x . > x . para todo i € S e todo J c r, ou 
SI rJ 

se x . < x . nas mesmas condiç6es, o que significa dizer que 
SI rJ 

não existe superposição entre os grupos s e r, o valor abso-

luto da diferença entre 11 e ~ torna-se igual a: s T 

,11 
5 r 

::: ;: n .1) . 
·sl"rJ 

= ~-~ 

'" -x I A . 
, SI rj' 

p p 
s . r 

r f&cil verificar que neste caso o valor de D 

em (lI) 6 igual a =ero. Consequentemente, a decomposição do 

coeficiente de Gini passa a conter apenas dois termos de acor 

do com: 

G '= C,~, + 
u 

s 

5=1 
'"v G s s 

(13) 
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B interessante observar que na hipótese de nao 

se dispor dos dados originais da distribuição mas sim de da­

dos ag~ados, classificados segundo os próprios valores de 

x., e se calcular o coeficiente de Gini baseado nos 
1 

valores 

médios de cada classe, o coeficiente assim calculado, GO' sub 

estima o verdadeiro valor do coeficiente de Gini G, pois de 

(13) é fácil concluir que G ~ GA • 

U 

v - O TNDICE DE HIRSCHMAN - HERFINDAHL 

o índice de Hirschman-Herfindahl é 

por: 

H = 

definido 

(14) 

o valor máximo deste índice é igual a um quan­

do Pi = 1 para algum i e Pj igual a zero para todo J ! i. 

O valor mínimo de H é igual a l/n quando todos 

os valores de p. forem iguais. Com efeito, a solução do pro­
l 

blema de minimização condicionada de H = LP~ com a condiçãode 

que Ep. = I é obtida com o auxílio da expressão de Lagrange: 
1 

2 L p. 
i 1 

À(I p. - 1) 
1 

1 

Igualando-se a derivada parcial de ~ com res-

peito a Pi a zero, 

d~/ap. = 2p. - À = O 
1 1 
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chega-se ao valor de P
i 

igual a ~/2, que ~ constante e inde-

pendente do índice i. 

* ~ igual a: 

fT 
li . mln = 

n ) 
L (l/n)~ = 

i=1 

Logo, p- = l/n e o valor mínimo de 
1 

l/n 

H 

o índice de IIirschnan-Herfindahl esta, então, 

compreendido entre um e l/n, isto ~: 

l/n ~ H ~ 1 

t fácil concluir que o índice H ~ um índice 

de concentração pois quanto maior o seu valor maior ~ a con-

centraçãoda distribuição. Observe, tamb~m, que na hipótese 

do número de elementos n na distribuição crescer, n + 00 o 

valor minimo do índice de Hirschman-Herfindahl tende para ze-

ro. 

V.I - Decomposição do fndice H 

Com a fi nalidade de t ornar o es tudo da decormo-

slçao do fndice de Hirschman-Herfindahl menos abstrata supo-

nhamos que estamos estudando a concentração em uma determina­

da indústria e que dividimos, segundo algum crit~rio, a in-

dústria em S grupos. Designando por Psi a proporção de em-

(*) t fácil verificar que para p.=I/n o valor de H ~ mínimo examinando-se 
d I -as derivadas segun as da funçao ~. 
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presas de tamanho i do grupo s, no total de ind~stria, o 

dice H passa a ser escrito como: 

S n s '} 

H = L: L '-

Psi 
s=l i=l 

(15) . 

-A percentagem de cada grupo no total e igual a 

>, 
11 

S 

P ,.. 
Psi i~ s i=l 

Portanto, o índice de Hirschman-Herfindahl inter-grupo e dado 

por: 

S 
HO = L 

-5=1 
(16) 

o índice de Hirschman-Herfindah1 dentro de ca-

da grupo e definido por: 

fi s == L 
i=l 

p . 2 
(-~) 

P s 
s=l, ... , S (17) 

A decomposição do índice total nos índices in-

ter e intra-grupo5 é facilmente obtida a partir de (15). Com 

efeito, multiplicando-se e dividindo-se os termos p2. daquela 
51 

') 

P<.. 1 expressa0 por s' resu ta: 

S 2 
H = L P 

s=l s 

n s 
L 

i=l 

p . ? 
( 

Sl'l'­p-J 
5 
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ou, alternativamente: 

s ') 

H = '" p~ H ,~ 

s=l s s 

Multiplicando-se e dividindo-se esta expres-

sao por HO chega-se finalmente a fórmula de decomposição do 

índice H: 

onde: 

H 

\v 
S 

= HO 

== 

S p2 
.,.. s 
L. 

s==l HO 

e 

S 
H HO S~lWs H = s s (18) 

S 

" w :" = 1 
s=l s 

A decomposição do índice de Hirschman-Herfindahl, 

segundo (18), 6 do tipo multiplicativo. O índice total, H, 6 

igual ao produto do índice inter-grupo, HO' por uma m6dia po~ 

derada dos índices intra-grupos, i:w H , 
5 S 

ws ' igual a unidade. 

VI - A ENTROPIA E A REDUNDÂNCIA 

A entropia e definida por 

n 
I = 1 

L Pi log p~ == 
i=1 ~ 

n 
i: 

i=l 
p. log p. 

1 1 

com a soma dos pesos, 

(19) 

.. . 
e seu valor mlnlfiO e igual a zero enquanto seu valor 

~ . 
rnaXlmo 

~ 

e igual a log n. 
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o mínimo da entropia ocorre quando p. = 1 para 
1 

algum i e p. = 0, para todo j f i, lembrando-se que o limite 
J 

de x log x ~ igual a zero quando x se aproxima de zero. 

o valor máximo da entropia é obtido através da 

solução do seguinte problema de máximo condicionado: 

Maximizar - ~Pi log Pi com a condição de que rpi = 1 

A expressa0 de Lagrange para este problema e: 

n n 
1 - - r p- log p. - À( I p. - 1) 

-lI 1 '1 1 
1= 1= 

onde À é o multiplicador de Lagrange. Igualando-se a zero a 

derivada parcial de 1 com respeito a p. , 
1 

Óp. 
1 

= -1 - log Pi - 1 = 0, i=l, ... , n 

obtém-se para a probabilidade p- o seguinte valor: 
1 

-À-l 
P - = e i =1, .", n 

1 

que independe do índice i. Logo, todas as probabilidades 

sao iguais a l/n e a entropia máxima é igual a:* 

I = max 

n 
L 

i=l 

1 
n 

log n = log n 

p. 
1 

(*) A condição de segunda ordem confirma que para 9i = l/n o valor de I 
é máximo. Para isto, basta que se examine os smais das derivadas 
segundas de 1 com respeito a P.' 

1 
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A entropia I é, portanto, uma medida inversa 

de concentração, ou seja I é uma medida de disper~ão, pois 

- -quando todas as probabilidades forem iguais a incerteza e ma-

xima o mesmo ocorrendo com o valor de entropia. 

Uma medida de concentração, denominada de re­

dundância, é facilmente deduzida a partir da entropia. Com 

efeito, subtraindo-se do logaritmo (neperiano) de n o valor 

da entropia I obtém-se a redundância R: 

R = log n 
n 1 
L Pi log p. = 

i=l 1 

n 
L: 

i=l 
p. log np. 

1 1 
(2 O) 

A redundância está compreendida entre zero e 

o logaritmo de n: 

O ~·R ~ log n 

pois quando I for igual a zero R é igual ao logarítmo de n, 

e quando I = 10g n, R é igual a zero. 

VI.l - Decomposição da Entropia e da R~dundância 

Usando a notação introduzida quando trataTIlos 

de decomposição do coeficiente de Gini e do índjce de Hirschrnan­

Herfindahl, a entopia inter-grupo é igual a: 

S 
l: P log 

s=l s 

e as entropias intra-grupos sao definidas através de: 

(21) 



onde 

P s 

I = 

= 

n p 
s Psi s 

L ---P log -- , s=l, "', S 
i=l s P5i 

n s 
r Psi 

i=l 

Como a entropia total e igual a: 

S ns 
1 

L: L Psi log P 
i=l i=l si 

.24. 

(22) 

(23) 

esta expressa0 pode também ser escrita do seguinte modo: 

S n 
P s Psi 

I = r P r r log s log P ] p- -
S I.-

Psi s s=l i=l s 

que depois de algumas manipulações algébricas transforma-se 

em: 

I = 
S ns Psi P s 
L P r --- log + 

5=1 s i=l Ps Psi 

S 
L P s log 1 

s=l Ps 

Levando-se em conta as ~efinições das 

pias inter e intra-grupo a expressão acima resulta em: 

onde 

S 
I = lO + r 

s=l 
w I s s 

en tro-

(24 ) 
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A entropia total I é, então, igual a entropia 

inter-grupo lO' adicionada a uma média ponderada das entro­

pias intra-grupos, em que a ponderação de cada grupo é igual 

a sua participação no total. Este tipo de decomposição da 

entropia constitui-se em um dos principais atrativos na uti-

lizaçio desta medida (inversa) de concentração. 

A decomposição da redundância é análoga a de 

entropia. Isto é: 

S 
R = RO + L P R 

s=l s s 

onde RO e a redundância inter-grupo e Rs - a redundância e 

tra-grupo, que sao definidas, respectivamente, por: 

S p 

RO = 1: Ps 10g s 

s=1 n In s 

e: 

S Psi Psi/Ps 
Rs = L 10g 

s=1 Ps 1 /n s 

(25) 

in-

(26) 

(27) 

A dedução da fórmula da decomposição de redun­

dância pode ser feita facilmente a partir da seguinte expres­

sio de redundância total: 

S TiS 

R = 1: L: 
s=1 i=1 

p . 10g n p . 
Sl Sl 

com o mesmo tipo de procedimento que seguimos no caso da en-

tropia. 
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VI - A VARIÂNCIA LOGARITMICA 

A variância logarítmica é uma medida bastante 

popular de dispersão relativa e sua definição é dada por: 

V = 
n 
L 

i=l 
p. (log 

1 

n x i )2 
L p. (1og x 

. 1 1 1= g 

onde xg e a média geométrica da distribuição: 

n 
L p. log x· 

. 1 11 
1= 

ou. alternativamente: 

n 
r. 

i=l 

(28) 

(29) 

A variância logarítmica e sempre um número nao 

negativo, igual a zero quando todos os valores de x. 
1 

forem 

iguais entre si, e é uma medida relativa de dispersão pois, 

de acordo com a sua definição, a variância logaritmica 
.. 
e i-

gual ao valor esperado do quadrado do ]ogaritmo da variável a 

leatória normalizada pela média geométrica. 

VI.I - Decomposição da Variância Logarítmica 

Quando se classifica as observações em S gru­

pos a variância total passa a ser expressa por: 

S ns 
v = l: L Psi (log 

s=l i=l 
x . 

SI 
(30) 



onde a notação e idêntica a usada anteriormente. 

onde -xgs e 

log x 

S 
L P 

5 5=1 

A variância inter-grupo é igual a 

(log x - log x )2 gs g 

a média geométrica do grupo 5 : 

n 
5 Psi = L log x gs i=l P si 

5 

.27 • 

(31) 

(32) 

A variância intra-grupo é definida através da 

seguinte fórmula: 

n s p 
= L --.Si Clog x 

.i=l P si 
5 

2 
- log Xgs) ,5=1, ... , S (33) 

A decomposição inter-grupo e intra-grupo é ob­

tida com o seguinte procedimento. A variância total pode ser 

escrita como: 

v = 
S ns 

2 
L E Psi [Clog xsi - log Xgs ) + (log Xgs - log Xg)] 

5=1 i=l 

.. 
que e igual a: 

v = 
S ns 

Psi 2 
L ~ L (log x . - log x ) + 

s=l i=l P SI gs 
S 

+ 
S ns 

? 
L L (1 x - log x )-Psi og gs g 

s=l i=l 
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S ns 
+ 2 L L Psi (log x . - 10g x s)(log xgs - 10g Xg) 

s=l i=l 51 g -

o último termo desta expressa0 é igual a zero 

em virtude da definição da média geométrica x gs 
que: 

v = 
S n 

s Psi 2 
L Ps L ---P (log x . - 10g x ) + 

5=1 i=l s SI gs 

+ 
S 2 
L Ps (log x - 10gg) 

s=l gs 

Alternativamente: 

s 

Logo, temos 

V = Vo + L P V (34) 
s=l s 5 

A variância total é, portanto, igual a soma da 

variância inter-grupo com uma média ponderada das variâncias 

intra-grupos, cujos pesos são iguais a participação de cada 

grupo no total. A decomposição da variância é do mesmo tipo 

da decomposição da entropia e da redundância. 
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