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Processus Stochastiques en Finance : lere partie 

I. Introduction 

Renato Flôres et Ariane Szafarz 
Septembre 1996 

. Le cadre général de la théorie des processus stochastiques est un espace de 
probabilité (Q,a ,p) ou n est l'ensemble des états de la nature, a représente la a-

algebre formée des sous-ensembles de n, ou événements, auxquels la fonction P 

permet d'attacher une probabilité. Dans cet espace, on définira des variables aléatoires 

réelles univariées, appliquant n dans R, ou multivariées, appliquant n dans RP. 

L'ensemble a s'interprete également en termes d'information. En effet, cet 

ensemble comporte tous les événements envisageables dans l'espace considéré. Ainsi. 

dans le cas particulier ou une information relative à une réduction des événements est 

apportée au systeme, il devient possible de remplacer l'ensemble a original par un 

sous-ensemble (ou plus précisément une sous-a-algebre). Les probabilités résultant de 

la prise en compte de cette nouvelle information sont alors dites conditionnelles. Le cas 

le plus fréquent conceme l'information ~x relative à la valeur prise par une variable 

aléatoire x donnée. On parle alors tout naturellement de probabilité conditionnelle à 

cette variable. 

Soit T l'ensemble ordonné qui représente la dimension temporelle. Cet 

ensemble peut être continu ou discret. Dans ce chapitre, on considerera le plus souvent 

le cas continu ou T = [O, +00). Toutefois, dans la mesure ou plusieurs définitions sont 

d'application quelque soit T. nous conserverons les deu x notations en parallele. 

Un processus stochastique modélise l'évolution d'un phénomene aléatoire au 

cours du temps. Formellement, le processus stochastique {Xl} leT est une fonction de 
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TxO ~ IR (ou IRP dans le eas multivarié). Les deu x arguments de la fonetion 

peuvent être appréciés séparément. Pour t e T fixé, Xt est une variable aléatoire ; 

pour w e O fixé, on détennine une trajectoire x(w) du proeessus (voir graphique 1). 

graphique 1 : trajectoire d'un processus stochastique 

trajectoire 
w 

t* 

L'origine de l'introduetion des proeessus stoehastiques en éeonomie et en 

finanee réside en la néeessité d'un eontexte rigoureux permettant l'étude de la 

dynamique dans un eontexte d'avenir ineertain. Dans ee eadre, la notion d'apprentissage 

est erueiale. En effet, à mesure que le temps s'éeoule, les agents reeueillent les 

observations des réalisations passées des variables eonsidérées. Ces observations 

eonstituent une souree potentiellement importante d'infonnation sur l'évolution future. 

Comme mentionné plus haut, la notion d'infonnation apportée par une variable Xt est 

modélisée en termes de cr-algebre."eonditionnante". On définit alors l'infonnation 

portant sur le proeessus, noté 3t à la date t, eomme la cr-algêbre engendrée par la 

réunion des cr-algebres relatives aux variables dont la date de réalisation est antérieure 

ou égale à t: 

(1.1) 3t = cr - a Ig êbre engendrée par u 3x .. 
t' S;t l 

Enfin la filtration naturelle, ou histoire, du proeessus est la sueeession de ees 

informations {3t } . Notons d'emblée que, par eonstruetion, la filtration est non­
teT 

décroissante, ee qui traduit l'idée de non-oubli de l'infonnation passée. 
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Outre la filtration naturelle du processus étudié, on est souvent amené à 

introduire d'autres filtrations, c'est à dire des suites {~t} telles que: 
teT 

Cela résulte du fait que l'infonnation disponible aux agents excede bien souvent le 

passé du seul processus d'intérêl. Soit {~t} une filtration quelconque ; le processus 
teT 

{Xt} est dit adapté à {~t} si cette demiere contient sa flltration naturelle, ou encore, si 

à toute date la connaissance de 5t pennet de reconstituer l'infonnation engendrée par 

les variables contemporaine Xl et passées Xl' (t' < 1). 

2. Martingale et mouvement brownien 

La notion d'espérance conditionneJle, dite aussi anticipation rationnelle dans 

le cadre de la théorie économique, est au centre de la théorie des martingales. Le 

qualificatif "rationnel" fait référence à l'optimalité de l'anticipation (au sens de l'erreur 

quadratique moyenne) compte tenu de l'information détenue. Autrement dit, l'espérance 

conditionnelle d'une variable est exactement la meilleure prévision réalisable. 11 est 

important de noter que cette notion dépasse largement le cadre des modeles de 

prévision usuels basés sur une hypothese de linéarité. En effet, l'espérance 

conditionnelle, notée E[.II] peut dépendre de l'infonnation disponible I d'une maniere 

quelconque, souvent impossible à expliciter1• 

La grande généralité de ce concept a quelque peu tendance a en obscurcir le 

contenu. Cela provient sans doute du fait que la définition de l'anticipation rationnelle 

est implicite, par opposition aux fonnules explicites caractérisant les autres schémas de 

prévision. Notons également que l'appelation d'espérance conditonnelle résulte du fait 

que la prévision rationnelle n'est autre que l'espérance de la loi de probabilité 

conditionnelle à l'information utilisée. Dans un contexte dynamique, ce 

conditionnement sera donc tout naturellement effectué à l'aide de la filtration 

représentant l'accumulation des informations passées. 

1 En fail. des que 1'0n quiue le cadre des variables nonnales, il est en général difficile, voire impossible, 
d'obtenir une expression analytique de l'espérance conditionnelle. 
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Considérons à présent une filtration quelconque {5t }. Le processus stochastique 

{Xt} est appelé martingale par rapport à {St} si les deux conditions suivantes sont 

remplies: 

(i) {xd est adapté à {St} 

Interprétant ~t comme l'information disponible aux agents économiques à la date t, la 

premiere condition exprime simplement que les variables présente et passées sont 

connues par les agents en t. La seconde traduit la caractéristique majeure des 

martingales, à savoir que l'anticipation rationnelle de toute valeur future est obtenue en 

prenant la valeur présente du processus. Tout se passe donc comme si la vaIeur présente 

de la variable incorporait à elle seule toote l'information pertinente pour prédire son 

propre futuro 

Une martingale, en temps discret ou continu, est donc un processus stochastique 

tres particulier. On peut cependant foumir des exemples variés de tels processus (voir 

ci-dessous). 11 est important de remarquer que la définition repose de façon essentielle 

sur la spécification de la filtration ~t. Ainsi, un même processus peut être martingaIe 

par rapport à une filtration sans pour autant jouir de la même propriété pour une autre 

filtration. 

Le rôle de l'ensemble d'information apparait clairement en finance dans la 

théorie des marchés efficients. intimement liée à la notion de martingale. En effet, on 

a coutume de distinguer trois niveaux d'efficience selon l'importance de l'information 

"reflétée dans les prix". c'est-à-dire selon la taille de la filtration par rapPort à laquelle le 

processus des prix est une martingale. Lorsque la propriété n'est vaIable que par rapport 

à la filtration minimaIe (information apportée par les prix passés et présent), on parle 

d'efficience faible. Lorsque s'ajoute l'information publique, l'efficience est semi-forte. 

Enfin. lorsque la filtration est maximale (en termes de variables observables) et 

comporte notamment les informations privées de tous les agents, le marché est 

fortement efficient. 

La notion de martingale s'applique tant dans un cadre temporel continu que 

discret. A titre de cas particulier en temps discreto on retient principalement la marche 
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aléatoire2, qui, partant d'une variable initiale, est caractérisée par des accroissements 

non-correlés et équidistribués de moyenne nulle. Formellement le processus 

{Mt}t=0.t.2 •.. est une marche aléatoire (avec point de départ en zéro) si : 

i) MO == O 

ü) les accroissements Mt - Mt-l,t > O, sont d'espérance nulle, non-correlés et 

équidistribués. 

On peut donc écrire successivement : 

t t 
Mt = Mt-l +Et = Mt-2 + Et-l +Et = ... = MO + L Ei = LEi, 

i=1 i=1 

ou le processus des accroissements, noté (Er}t=I.2 •.. ' est une suite de variables 

d'espérance nulle, non-correlées et équidistribuées (bruit blanc fon3). Cette expression 

permet de mettre en évidence la non-stationnarité de la marche aléatoire puisque : 

t t 
var(Mt ) = var L Ei = L var( Ei) = t cr~. 

i=1 i=1 

En temps continu, le concept correspondant est celui de mouvement brownien. 

Le mouvement brownien standard, ou processus de Wiener (1923), noté 

{Bt}te[O,+oo) est un processus stochastique vérifiant les conditions suivantes : 

i) BO == O 

ii) \1't> t' , Bt -Bt' - N(O,t-t') 

iii) \1'O<tO<tl < ... <tn <+00; Bto.Bt -Bto, ...• Bt -Bt sont 
1 n n-I 

non corrélés 

2 11 s'agit d'un cas particulier tellement utilisé en pratique qu'on rencontre fréquemment une confusion 
entre martingale en temps discret et marche aléatoire. 11 est cependant intéressant de constater que la 
marche aléatoire constitue un cas particulier à deux égards : d'une parto la filtration implicite correspond à 
l'histoire du processus. d'autre part, l'hypot~ de linéarité est sous-jacente à la décomposition en valeur 
initiale plus accroissements successiCs i.i.d. 
3 Le terme "fort" se rapporte à l'hypothese d'équidistribution. par opposition à celle de variance 
constante. moins exigeante et plus couranle en analyse des séries temporeUes ou seule la stationnarité au 
second ordre est imposée. Par ailleurs. aucune des deux notions de bruit blanc ne comporte a priori 
l'hypothese de normalité. 
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iv) 'ti w e n, la trajectoire B(w) est continue. 

Stricto sensu, le processus de Wiener est I"'équivalent" en temps continu de la 

marche aléatoire à accroissements gaussiens normalisés. La condition de nonnalité 

figurant dans la condition (ii) mérite un commentaire. 11 peut en effet paraitre 

surprenant que cette hypothese figure d'emblée dans la définition. A vrai dire, on peut 

montrer (de façon non triviale, voir Wiener (1923) ou Feller (1966» que cette définition 

est redondante. En effet, d'une part, la continuité (condition iv) peut être déduite des 

trois premieres hypotheses. D'autre part, la normalité imposée par la condition ü résulte 

des autres éléments (conditions i, iii et iv). Autrement dit, partant d'une définition moins 

contraignante a priori, car dépourvue de contrainte distributionnelle sur les 

accroissements, il est possible d'établir la normalité comme une conséquence. Celte 

propriété n'a pas d'équivalent en temps discret. Intuitivement, cette différence est due à 

l'exigence de trajectoires continues, qui exclut notamment la présence de sauts dans la 

dynamique4• 

Tout comme la marche aléatoire, le processus de Wiener est non-stationnaire. Cela 

résulte directement de la condition (ii). En effet, comme : 

la variance marginale croit avec t. De plus, on vérifie aisément que le mouvement 

brownien standard constitue une martingale par rapport à sa filtration naturelle notée 

{~dtE[O,+OOr En effet, la condition (i) de la définition d'une martingale est triviale 

dans le cas de la filtration naturelle et on a : 

= E(Bt - Bt,)+ Bt' 
.. , 

Ó 

A titre d'exercice, on peut également montrer que les processus suivants sont des 

oBt--t 
martingales par rapport à cette même filtration : {B; - t}, e 2. 

{ 

02 } 

4 Néanmoins si on consid~re la classe plus générale des processus vérifiant les conditions i et m. on 
obtient les processus de Lévy qui peuvent comporter des sauts. 
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3. Processus de difTusion et intégrale stochastique 

Le processus à temps discret décrivant l'accroissement d'une marche aléatoire est 

un bruit blanc. Ajoutant les hypotheses de nonnalité et de variance unitaire (paralleles à 

celles apparaissant dans la définition du processus de Wiener), on obtient évidemment 

un bruit blanc gaussien de variance 1. Si 1'0n est amené à considérer une variance 

(constante mais) quelconque, il suffit de multiplier le bruit initial par l'écart-type voulu. 

Par analogie, on peut songer à généraliser la notion de mouvement brownien 

{Btlte[O,+_> en considérant {xtlte[o.+oo>' ou Xt = aBt , c'est à dire en permettant 

aux accroissements d'avoir un écart-type a. 

Dans le même ordre d'idées. on peut également introduire une dérive, ou un drift. 

traduisant la présente d'une composante détenniniste dans l'évolution du processus. 

Partant d'une marche aIéatoire {Mtl t=o.l.2 •.. ' on définit une marche aléatoire avec 

drift comme un processus {Xt}t=O.l.2 ... tel que: 

'V t > O : Xt - Xt-I = Mt - Mt-I + Jl. 

Le drift apparait donc sous forme de constante additive Jl. On peut reformuler 

l'expression précedente en utilisant l'opérateur différence Il. (teI que IlXt = Xt - Xt-I) : 

En ce qui conceme le mouvement brownien ou le déroulement est continu, la 

présence d'un drift dans le processus {xtlte[o.+oo) se traduit par une condition 

similaire en notation différentielle5 : 

'Vt > O : dXt = dBt + Jl dt 

5 A vrai dire. l'appelalion "difCérenliclle" esl quelque peu usurpée ici. On peul en effet démontrer que les 
trajectoires d'un processus de Wiener sonl (par définition) continues et non dérivables en tout point. ~s 
lors. la terminologie de difCérencialion ulilisée dês à présent ne premira véritablement une signification 
mathématique que com me opéralion in verse de l'intégration au sens de I1Ô qui sera présentée dans la suite 
de cetle seclion. 
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L'effet déterministe instantané est linéaire en dt Combinant la présence d'une variance 

quelconque et d'un drift. on obtient la formulation : 

Enfin. les applications développées dans la suite feront apparaitre que la restriction 

imposant à Jl et cr d'être constants est trop forte pour la modélisation des variables 

financieres. On retiendra des lors le cadre général des processus de diffusion de Itô 
définis par : 

sous les conditions de régularité : 

et: 

t 
'v' t > O: JJl(t.x't} dt < +00, 

O 

t 2 
'v't>O:Jcr (t,x't}dt<+oo. 

O 

Xo == Xo (condition initiale donnée) 

La formule (3.1) se présente comme une équation différentielle stochastique (du 

fait de la présence de dBt). Afin de mieux en percevoir le contenu, rappelons qu'un 

processus stochastique dépend de deux arguments : le temps (variable t), qui apparait 

évidemment dans tout probleme dynamique, aléatoire ou déterministe, et l'état de la 

nature (variable w) qui est spécifique à l'incertitude de l'environement. En fixant un état 

de la nature. wo. on considere une trajectoire donnée du processus qui s'apparente à une 

simple fonction déterministe. 

Considérons l'équation différentielle du premier ordre avec condition initiale fixée 

donnée par la "partie déterministe" de (3.1): 

Xo == xo (condition initiale donnée). 

Cette équation conduit à : 

t 

Xt = Xo + J Jl(t' ,xd dt'. 
O 
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Cette derniere expression, basée sur l'intégrale usuelle (dite intégrale de Riemann), 

reste implicite lorsque la fonetion Jl dépend effectivement de Xt. Elle constitue 

néanmoins le point de départ intuitif pour eomprendre eomment on représente les 

processus stoehastiques vérifiant (3.1). 

Par analogie avec ee qui précede, on aimerait pouvoir écrire la solution de (3.1) 

sous la forme : 

t t 
(3.2) Xt =xo+ J Jl(t',Xddt'+J cr(t',XddBt'· 

O O 

Eneore faudrait-il savoir ee que représente la seeonde intégrale (dite intégrale de Itô 

(1944» apparaissant dans le membre de droite de (3.2) ! 

b 
La définition formelle de l'intégrale de Riemann J f(t) dt repose sur Ie ealeuI des 

a 

sommes de Darboux. Elle comporte 3 étapes que nous résumons ci-dessous : 

a) L'intervalle [a, bJ est partitionné en n sous-intervalles de longueur h. Dans 

ehaeun de ees intervalles, la fonetion à intégrer f est remplaeée par une valeur 

constante (la valeur prise par la fonetion f en un bord du sous-intervalle ou eelle 

prise en le milieu de ee sous-intervalle). 

b) Au terme de l'étape préeédente, on a eonstruit une fonetion en esealier. La 

surfaee eomprise "sous les marches" de eet esealier est donnée par la somme des 

aires de reetangles ayant tous la même base h. 

c) Lorsque h tend vers O,la fonetion en esealier tend vers la fonetion f. L'intégrale 

de Riemann est alors définie eomme la limite, pour h tendant vers O, de la somme 

des aires des reetangles du b). 

Une premiere généralisation de l'intégrale de Riemann, dans un eadre 

déterministe, est apportée par I'intégrale de Stieltjes (ou de Riemann-Stieltjes) qui 

repose sur le "remplaeement" de la différentielle dt de la fonetion identique par eelle 
b 

d'une fonetion différentiable 0(.). Cette intégrale s'exprime done par: f f(t) dO(t). Sa 
a 
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définition est obtenue au tenne de trois étapes similaires à celles décrites ci-dessus, sauf 

en ce qui conceme la base constante h des rectangles de l'étape b qui est remplacée par 

la base variable G(t+h)-G(h). 

Ensuite, considérant un univers probabiliste, l'idée naturelle pour aborder la 

notion d'intégrale stochastique consiste à reproduire la démarche précédente trajectoire 

par trajectoire (pour w fixé), aussi loin que possible pour donner un contenu à 
b 

l'intégrale stochastique J f(t) dBt , ou {Bt} est un processus de Wiener6. A cet effet, 
a 

on établira l'accroissement du processus de Wiener dans chaque intervalle de la 

subdivision considérée. Ainsi, dans le sous-intervalle [t, t+h], on prendra comme 

hauteur du rectangle la valeur f(t) tandis que la base sera [ B(t+h) - B(t) ]. Ce faisant, on 

peut songer à reprodu ire les étapes b) et c). Malheureusement, bien que continues, les 

trajectoires du mouvement brownien sont nulle part différentiables. 11 en résulte que la 

tentative d'appliquer l'intégrale de Stieltjes pour w fixé n'est pas suffisante pour défmir 

l'intégrale stochastique. 

La contribution remarquable d'Itô rés ide en un "aménagement" de l'approche à la 

Riemann-Stietjes qui pennette d'introduire des le départ le caractere stochastique du 

probleme traité. II substitue aux fonctions en escalier déterministes des processus 

stochastiques dits "élémentaires" qui restent constants "le plus souvent". Formellent, un 

processus {Ht} est dit élémentaire s'il existe des dates a ~ tI < t2 < ... < tn ~ b et 

des variables aléatoires Ho.HI ... ·.Hn_1 mesurables respectivement par rapport à 

30.31 ... ·.3n- 1 telles que: 

n-I 
'Vt e [a,b]: Ht = HO l[a,tJ1(t)+ .L Hi l(ti.ti+t1(t) • 

1=1 

ou I(c.d](t) désigne la fonction indicatrice sur l'intervalle (c. d] 7. 

6 De façon générale. f(t) ne doit pas se limiter à une fonction détenniniste. L'intégrale stochastique 
définie ci-dessous sera appliquable à de nombreux processus stochastiques. Par ailleurs. on peut se 
demander si I'hypoth~e de processus de Wiener est ici indispensable. Ce probl~me a fait I'objet d'une 
liUérature spécifique, d'un niveau mathématique dépassant Iargement le cadre de cetle note. Signalons 
toutefois que l'intégrale stochastique peut être envisagée de façon plus générale par rapport à une 
martingale continue. mais certainement pas par rapport à un processus quelconque. 

7 qui vaut 1 si t appartient à cet intervalle et O sinon. 
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On peut montrer que les suites de processus élémentaires permettent d'approcher 

(au sens de la convergence selon la distance-carré8) un ensemble important de 

processus qui seront appelés "intégrables". A partir de là, on reproduit la démarche 

précédente, avec les processus élémentaires dans le rôle des fonctions en escalier. 

D'abord, l'intégrale stochastique d'un processus élémentaire est donnée par l'expression 

suivante (qui a un sens pour tout w) : 

b n-l 
J Ht dB t = I Hj (Bt o 1 -Bto ) • . O 1+ 1 a 1= 

Ensuite, par passage à la limite, il est possible d'étendre la notion à tout processus 

intégrable. L'astuce qui permet de court-circuiter le probleme de non-différentiabilité 

des trajectoires consiste donc en l'éviction de la limite pour At (ou h) ~ O d'une 

somme dont le nombre de termes tend vers 00 au profit d'une limite fonctionnelle de 

sommes en nombre fini. 

Sans entrer dans les détails mathématiques, il est important d'observer que 

l'intégrale d'Itô évalue le processus élémentaire H en le bord gauche de la subdivision 

puisque c'est Hi qui multiplie (Bti+l - BIJ. On peut montrer que, contrairement à 

l'intégrale de Riemann, l'intégrale stochastique est sensible à ce choix9• 

Considérons un processus stochastique {Xt} te[O.+oo)" Moyennant l'existence 

(sous conditions de régularité) de l'intégrale d'Itô, on peut, pour t fixé, considérer la 

nouvelle variable aléatoire : 

t t 
J Xl' dBt' = J Xc(w) dBc(w), 
O O 

et, en ajoutant la dimension temporelle, constituer le processus stochastique : 

8 La dislance-carre entre deux variables aléatoires admettant des seconds moments finis s'écrit comme : 
d(X, Y) = E (X _ y)2 . 

1 
9 Si )'on prend plulÔI la valeur moyenne -(Hi + Hi+d. le résullat final peut effectivement être 

2 
différent. En réalité. iI existe un concepl concurrent d'intégrale stochaslique. dite de Stratonovich, qui 
s'appuie précisément sur cette valeur moyenne. Cetle approche est reslée nellement plus confidentielle 
que celle d'Itô. 
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{} Xt' dBt'} . 
o tE [0,+00) 

A titre d'exercice, on montrera que si le processus {Xtl est adapté à la filtration 

naturelle du mouvement brownien standard {Bt}. a10rs le processus H XI' dBt'} <sI 

une martingale par rapport à cette filtration. Par conséquent, ce processus a une 

espérance constante et on a : 

On peUI égalemenl démontrer que le processus {O XI' dB" r -l X~ dt} esl une 

martingale et en déduire que: 

L'intégrale d'Itô jouit des propriétés usuelles d'additivité. Toutefois un certain 

nombre de formules "classiques " d'intégration ne sont plus d'application. Un exemple 

sera foumi dans la section suivante. 

En conclusion, ce n'est que grâce à I'intégrale stochastique que I'expression 

différentielle (3.1) des processus de diffusion prend un sens mathématique. En effet, la 

formule (3.1) ne représente qu'une écriture commode de I'expression (3.2). La 

différence fondamentale avec le calcul différentiel classique apparaitra au travers de la 

formule d'Itô (dite aussi lemme d'Itô). 

4. Le Iemme d'Itô 

Le célebre lemme d'Itô constitue un outil de base pour I'évaluation des actifs 

financiers en temps continuo Au départ, on suppose que le processus décrivant la source 
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des fluetuations du prix de l'aetif considéré est un processus de diffusion. li s'agira par 

exemple: 

- du processus décrivant I'évolution du taux d'intérêt court dans Ie cas 

d'évaluation de titres à revenus fixes, 

- du processus fournissant l'évolution du sous-jacent dans le probleme 

d'évaluation des options. 

Le prix de l'actif à évaluer se présentera alors comme une fonetion des 

earaetéristiques (drift et volatilité) de eette dynamique. Formellement, il est done 

nécessaire de connaitre Ie mécanisme de "dérivation" d'une fonction eomposée dans le 

eadre de la théorie des processus stochastiques. Cest précisément ee mécanisme qui fait 

l'objet du .1emme d'Itô. 

Considérons un processus de diffusion {Xt} te[O,+oo) : 

dXt = J.l dt + cr dBt, 

ou Jl = J.l (t,Xt ) et cr = cr (t,Xd, et f une fonction de R2 ~ R de classe C2. Cette 

fonction permet de définir Ie nouveau processus {ytlte[O,+oo) teI que Yt = f (t,Xd. 

Le lemme d'Itô affirme que le processus {ytlte[O,+oo) est un proeessus de 

diffusion et peut être représenté par : 

[
af af 1 a

2
f 2] af 

(4.1) dYt = - J.l+-+- -2 cr dt+-
a 

cr dBt· 
ax at 2 ax x 

L'expression (4.1) mérite quelques commentaires. Observons d'abord qu'elle se 

distingue de la formule classique de dérivation en chaine (ou "chain role") des fonetions 

de deux variables. En effet, si 1'0n "oubliait" la complexité inhérente de dB1 et on le 

eonsidérait comme différentielle usuelle, on obtiendrait, par dérivation en ehaine, une 

formule du type : 

afax af af ax [af af] af dY = -.-dt+- dt+- -- dB = -.J.l +- dt+- cr dB. 
ax at at ax aB ax at ax 
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Or la formule correcte (4.1) comporte, au niveau du drift, un terme supplémentaire du 

1 éPf 2 C d" '" d' dé . é - -2- o. ette a jonctlon, a pnon cuneuse, un terme comportant une nv e 
2 ax 
seconde dans le terme du premier ordre de l'approximation de Taylor s'explique 

intuitivement en revenant à la définition du processus de Wiener. On se souvient en 

effet que la condition ii) de cette définition impose une variance des accroissements du 

processus égale à l'intervalle de temps sur lequel porte l'accroissement. Transposée au 

niveau infinitésimal, cette propriété s'interprete par une volatilité instantanée de l'ordre 

de dto 11 s'ensuit que, dans la formule précédente, i1 manque encore un terme de premier 

ordre qui provient du fait que dBr = dBt.dBt est un infinitésima! de l'ordre de dt. 

Ainsi, il parait raisonnable qu'une dérivée seconde par rapport à x, multipliée par 0 2, 

figure dans (4.1). 

Un exemple permettra d'illustrer l'application du lemme d'Itô. Prenons comme 

processus initial un simple mouvement brownien {Btlte[o.+oo) etcomme la fonction 

f(l,X) = x2 

dont les dérivées partielles sont évidemment : 

Le lemme d'Itô permet d'écrire : 

dB~ = .!. . 2 dt + 2 Bt dBt = dt + 2 Bt dBt. 
2 

Le premier terme est spécifique au calcul différentiel stochastique. En représentation 

intégrale, ce phénomene se traduit par : 

2 t 2 t t 
(4.2) Bt = f dB t, = f dt' + 2 f B1' dBt" 

O O O 

ou encore: 
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On constate ici les modifications que la fonnule d'Itô apporte au calcul d'intégrales. 

Ainsi, un phénomene a priori purement aléatoire entraine, par le biais de la variance 

instantanée, un effet déterministe (drift). 

A titre d'exercice, on appliquera, en prenant pour point de départ le processus de 

Wiener {Bt}te[O,+oo)' le lemme d'Itô à la fonction: 

f(t,x) = exp (a t + cr x), 

ou a et cr sont des constantes. On obtiendra de la sorte l'équation différentielle décrivant 

la dynamique du processus {Yr}te[O,+oo) tel que: 

(4.3) Yt = exp (a t + cr Br), 

sous la fonne : 

Ce résultat sera utile dans la section suivante. 

s. Le modele de Black et Scholes 

La méthode d'évaluation des options européennes proposée par Black et Scholes 

(1973) a joué un rôle majeur à la fois au niveau pratique, ou elle constitue encore 

actuellement la référence obligée en matiere de pricing d'actifs contingents, et au niveau 

théorique, ou elle a radicalement modifié la modélisation financiere. 

C'est à ce second aspect que nous nous attachons à présent, en reproduisant ici la 

présentation "pas à pas" de l'article original. En effet, la version plus récente et plus 

compacte de l'obtention de la formule de Black et Scholes repose sur la notion 
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d'évaluation risque-neutre que nous aborderons plus loin. Le schéma que nous suivons 

ici a néanmoins le mérite de mettre en lumiere l'application des notions de calcul 

différentiel stochastique présentées précédemment. 

Le probleme traité conceme l'évaluation d'une option d'achat (call) européenne 

dont le sous-jacent est une action qui ne donne pas droit à l'octroi d'un dividende, du 

moins avant l'échéance de l'option. Le qualificatif "européen" signifie que le call ne 

peut être exercé qu'à l'échéance, notée T. On suppose que, outre l'option à évaluer, sont 

disponibles sur le marché d'une part le sous-jacent. dont le prix en t est noté Slo et 

d'autre part un actif sans risque. 

La dynarnique des différents actifs est modélisée en temps continuo Ainsi l'actif 

sans risque a une valeur qui croit exponentiellement au taux r (capitalisation continue 

avec un taux constant). Partant d'une valeur initiale ~O, son prix en t ~ O est : 

~t = ~O exp (r t). 

Cette dynamique déterministe peut également s'écrire sous forme différentielle : 

(5.1) d~t = r ~t dt 

L'action est pour sa part un actif risqué évoluant. pour un prix initial donné 50, selon 

l'équation 10 : 

(5.2) St = so exp (a t + cr Bd 

ou a et cr sont des constantes et {Bt} est un processus de Wiener. Ce processus est 

appelé mouvement brownien géométrique. Le lemme d'Itô permet de représenter 

l'évolution du prix par : 

ou encore: 

10 Celte expression impose en particulicr une dislribution log-normale au prix de I'action. 
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(5.3) dSt = ~ dt + CJ dBt , 
St 

CJ2 
ou~=a+-. 

2 

A vant d'aborder le probleme d'évaluation de l'option, attardons-nous sur les 

hypotheses du modele. D'une part, le taux d'intérêt sans risque, applicable tant pour les 

placements que pour les emprunts est supposé constant pour toutes les échéances. Cette 

hypothese, simplificatrice compte tenu des fluctuations observées sur les taux d'intérêt, 

s'avere "raisonnable" en pratique des lors que ractif sous-jacent à l'option est une action 

ou tout autre titre dont le risque n'est pas lié aux taux d'intérêt. Les choses se 

compliqueront lorsqu'on sera amené à évaluer des dérivés sur obligations. 

D'autre part, l'actif risqué est supposé ne donner lieu à aucun versement de 

dividende durant la vie de l'option. Cette limitation peut cependant être facilement 

contoumée lorsque les revenus liés à la détention de l'actif sont connus à la date 

d'évaluation de l'option. En effet, il suffira alors de considérer pour Sl' non pas le prix 

de l'action mais ce prix moins la valeur actuelle des dividendes futurs qui seront versés 

avant l'échéance de l'option. Par ailleurs, la dynamique (5.3), conséquence de 

l'hypothese (5.2), est cohérente avec des modeles classiques d'évaluation du type 

CAPM. L'interprétation courante des parametres de (5.3) présente ~ comme le taux de 

rentabilité attendu instantané et CJ comme la volatilité instantanée de l'actif. 
2 

L'application du lemme d'Itô fait apparaitre une "prime de risque" ~ au niveau de la 
2 

rentabilité attendue. 

Une hypothese fondamentale pour l'obtention de la formule de Black et Scholes 

postule I'absence d'opportunité d'arbitrage ("no free lunch"). 11 en résulte que deux 

portefeuilles qui auront, à une date future connue, la même valeur dans tous les états de 

la nature, doivent avoir le même prix à l'instant présent. Si tel n'était pas le cas, 

l'arbitrage consisterait à vendre le plus cher, à acheter pour le montant de la vente 

réalisée (pas de mise de fonds) le portefeuille le moins cher et attendre la date future 

connue pour empocher, sans risque, la différence. 

Enfin, le modele impose la liquidité et la divisibilité des titres en présence, 

l'autorisation des positions à découvert et l'absence de frais de transactions. 
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Le call à évaluer (prix Ct en t) permet d'acheter une action au prix d'exercice K à 

la date T. Sa valeur à maturité sera donc : 

traduisant le fait que l'exercice de l'option n'aura lieu que si la valeur du sous-jacent à 

l'échéance excede K. A toute date t située entre O et T, la valeur du call est supposée 

telle que: 

(5.5) Ct = C(SI , t), 

de sorte que le lemme d'Itô soit applicable et permette d'écrire : 

(5.6) [
ac ac I a2c ., 2] (àC ) dCt = -;-St Jl + -;- + - -2 Si a dt + - St a dBt uS ut 2 as as 

Afin de déterminer la fonction C, définissons la notion de stratégie de transaction 

autofinancée comme un couple de fonctions déterministes (ai, bt) ou t e [O, T], 

représentant la composition d'un portefeuille respectivement en actions et en titre sans 

risque, telles que à toute date t on ait : 

t t 
(5.7) at St + bt J3t = aO so + bO 130 + J al' dSt' + Jbt' dJ3t' . 

O O 

c'est-à-dire que la valeur du portefeuille à tout instant soit égale à la valeur initiale plus 

les gains (positifs ou négatifs) générés par la détention des actifs. Les stratégies 

autofinancées permettent donc de modifier de façon déterministe la composition du 

portefeuille tout en respectant la mise initiale donnée ao So + bo 130 • Des lors, entre O et 

T, elles ne permettent aucun retrait ou ajout de fonds dans le portefeuille. 

Considérons à présent une stratégie autofinancée telle qu'à l'échéance de l'option, 

le portefeuille ainsi constitué ait exactement la même valeur que le call : 

sachant que cette valeur est donnée par (5.4). Par hypothese d'absence d'opportunité 

d'arbitrage, cette égalité doit être également vérifiée à toute date comprise entre O et T. 
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Si tel n'était pas le cas, un arbitrage faisant inteIVenir la statégie autofinancée d'une part, 

le call de l'autre, serait automatiquement réalisable. On a donc : 

n s'ensuit que: 

La comparaison des équations (5.6) et (5.10) permet alors de déduire que: 

oC 
(5.11) at = as 

et 

En vertu de (5.9) et (5.11), on obtient alors : 

qui permet d'exprimer bt sous la forme: 

et (5.12) conduit finalement à l'équation : 

qui, apres simplification, se ramene à l'équation différentielle stochastique aux dérivées 

partielles suivante : 

oC oC 1 ()2C ') 2 
(5.13) - St r+-+- -2 Si O' = r Ct as ot 2 as 
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sous la condition finale : 

On observe que l'équation différentielle aux dérivées partielles (5.13), dite 

parabolique, ne fait plus intervenir le drift Jl du processus du prix du sous-jacent de 

l'option. En effet, outre le prix du sous-jacent, les seuls parametres figurant dans cette 

équation sont la volatilité a 2 et le taux sans risque r. De plus, le prix d'exercice K et 

l'échéance T interviennent au niveau de la condition finale (5.14). En conséquence, le 

prix du call à la date t peut s'exprimer comme : 

Ct = C (St ' t ; K ,T ,r ,a) 

La théorie des équations différentielles paraboliques foumit la fonne explicite de la 

solution de (5.13)-(5.14): 

(5.15) Ct = St <I>(z)_e-r(T-t) K <I>(z-a"'T-t) 

ou <I> est la fonction de répartition de la loi nonnale centrée réduite et : 

Les dates t et T ne figurent dans le prix du call qu'au travers de la différence T-t 

représentant le délai restant à courir jusqu'à l'échéance de l'option. On peut donc encore 

écrire: 

Ct = C (St ' T - t , K ,r ,a). 

A titre d'exercice, on vérifiera que (5.15) est bien solution de l'équation (5.13). 

6. Généralisation 
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La méthode utilisée par Black et Scholes pour évaluer un call européen peut être 

généralisée sous divers aspects : dynamique du sous-jacent, taux sans risque, condition 

fmale. En effet, au niveau du processus de prix de l'action, on pourrait considérer une 

diffusion d'Itô quelconque : 

tandis que le taux sans risque, noté r(t), pourrait varier au cours du temps, ce qui 

entrainerait la dynamique suivante de l'actif sans risque 11 

(6.2) d~t = ~t r(t) dt . 

Pour ne pas limiter l'actif dérivé, dont le processus de prix est à présent noté (Y V, au 

seul call, on écrit une condition finale générale l2 : 

(6.3) YT = g(ST) , 

ou g est une fonction réelle continue. Cette condition permet la prise en compte de 

divers actifs contingents. La continuité de la fonction g exprimant la valeur du titre 

dérivé à l'échéance est effectivent vérifiée pour les divers graphes linéaires par 

morceaux courants en pratique financiere (voir Hull (1993) chap. 8 pour une description 

des "bull spread", "butterfly spread", "straddle", "strips", etc.). La démarche suivie ici 

n'est cependant pas applicable aux options américaines qui peuvent être exercées avant 

la date T. 

Dans le cadre plus général (6.1), (6.2) et (6.3), on peut reprodu ire le développement 

donné dans la section précédente lors de l'obtention de la formule de Black et Scholes. 

En supposant que le prix du dérivé considéré s'exprime comme : 

(6.4) Y l = Y(Sl , t), 

on obtient une équation identique à (5.13) [à vérifier comme exercice] dont la solution, 

sous la condition finale (6.3) peut être représentée sous la forme suivante due à 

Feynmann-Kac ( sous certaines conditions de régularité) : 

II On peul même supposer que r dépend aussi de la valeur de Sl . Dans ce cas, il esl alors logique de ne 
plus utiliser la dénominalion de "laux sans risque", loul en conservanll'inlerprétation du processus J3 en 
lermes de prix d'une obligation (voir Duffie(l994». 

12 Celle écrilure impose néanmoins que l'actif dérivé considéré esl de lype "européen". 
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ou: 

et (Z:,t) • pour x et t donnés, est le processus d'Ito défini par: 
s~O 

(6.7) Z:,t = x pour sSt 

(6.8) dZx•t = r(s) Zx.t ds + O(Zx.t s) dB s s s' s pour s>t. 

On peut vérifier, comme exercice, que la formule (5.15) de Black et Scholes est 

un cas particulier de (6.6) dans lequel l'espérance peut être calculée explicitement 

Comme précédemment, on voit que le drift du processus du sous-jacent n'intervient pas 

dans l'évaluation du dérivé. C'est donc la complexité des fonctions r(.) et 0(.,.) qui 

orientera !e calcul de (6.6) vers une expression analytique exacte et/ou une 

détermination numérique. 
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