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MODELO DE EQUACOES SIMULTANEAS

Fernando de Holanda Barbosa

A interdependéncia das variaveis e sua determinagdo simultdnea nos modelos
econdmicos acarreta alguns problemas estatisticos que tém de ser devidamente levados em
conta na prética econométrica. Este trabalho tem como objetivo apresentar uma introducéo
sucinta a0 modelo tradicional de equagbes simultaneas, discutindo-se o problema de
identificagdo e examinando-se alguns métodos de estimacao.

1.1 - Conceitos e Definicdes Bésicas

Os conceitos e definicdes bésicas do modelo de equacbes simulténeas podem ser
introduzidos de um modo didéatico através de um exemplo concreto. Para tal finalidade
considere-se um modelo de mercado de um bem em que a quantidade e preco sdo
determinados simultaneamente.

Forma Estrutural do Modelo

A equacdo de demanda de mercado pelo bem € expressa por:
D a =V tBaY B S tuy

onde o indice t refere-se ao periodo que a varidvel corresponde, qtd € a quantidade
demandada, p; € o prego de mercado do bem, y; € a renda real dos consumidores, S € o
pregco de um bem substituto do bem em estudo, uy; € o termo aleatorio cujas propriedades
sardo especificadas mais adiante ey, ,, 3,; € B,, S80 0s pardmetros estruturais da equagéo de
demanda.

A equacdo de oferta de mercado do bem é dada por:

(2 A = Va2 Py + Bz @ + By Prog +Uy

onde g; é a quantidade ofertada, «j é o preco de um insumo utilizado na produgéo do bem,
P.; €0 prego do produto defasado de um periodo, U, € 0 termo aleatdrio e Yoo, Bog € Bos
s80 0s parametros estruturais da equacdo de oferta. Observe que na especificacdo (2) a
quantidade ofertada é funcéo do preco do bem no periodo t e do preco com um periodo de
defasagem. Note-se, também, que algumas variavels que aparecem na equacao de demanda
ndo fazem parte da equagdo de oferta, e vice-versa.

O equilibrio de mercado se da4 quando a quantidade demandada for igua a
guantidade ofertada. Em simbolos:

3 o =¢f =q,

onde g € a quantidade transacionada no mercado.



As relagdes (1), (2) e (3) sdo denominadas equacOes estruturais em virtude de
descreverem a estrutura da economia, no caso a estrutura do mercado do bem em andlise.
As trés equagdes conjuntamente constituem a forma estrutural do modelo.

As equagdes estruturais, de um modo geral, podem ser classificadas em trés tipos: a)
equacdes de comportamento; b) equacdes técnicas ou institucionais; e ¢) identidades ou
igualdades. As identidades sdo definicdes de varidveis enquanto as igualdades produzem
condicdes de equilibrio ou gustamento entre variaveis. As equacdes técnicas sdo equacoes
do tipo funcdo de producdo e as institucionais refletem peculiaridades de organizacéo
institucional como € o caso, por exemplo, de equagdes de impostos com suas aliguotas
expressas em lei. As equagdes de comportamento, como o nome indica, procuram descrever
0 comportamento dos agentes econdémicos. No modelo de mercado descrito nos paragrafos
anteriores, as duas primeiras equacfes sdo de comportamento e a terceira equacdo € uma
igualdade que fornece a condicéo de equilibrio do modelo.

Variaveis Enddgenas, Exégenas e Predeterminadas

As variaveis de um modelo estrutural sdo de trés tipos. enddgenas, enddgenas
defasadas e exdgenas. As varidaveis enddgenas tém seus valores determinados através do
modelo. As variaveis exdgenas sao determinadas "fora' do modelo. As variaveis enddgenas
defasadas, como seu préprio nome indica, sdo variaveis endégenas que entram em equacoes
estruturais com valores defasados. As variaveis exégenas e endogenas defasadas séo,
conjuntamente, denominadas de variaveis predeterminadas. O que caracteriza as varidvels
exogenas é o fato de ndo estarem correlacionadas com os termos al eat6rios das equactes do
model o dos quais participam.

No modelo de mercado formado pelas equacbes (1), (2) e (3), as variaveis
endogenas sdo 0 prego p,, a quantidade demandada qtd e a quantidade ofertada g;. As
variaveis exogenas sdo: arenday;, 0 prego § do bem substituto e o prego wy do insumo. A
variavel enddgena defasada aparece na equacdo de oferta e € o prego p,.; do produto
defasado de um periodo. As variaveis predeterminadas y;, S, & € p.; . por hipotese, ndo
estdo correl acionadas comos termos aleatorios Uy, € Uy,.

Estrutura Estocastica

No tocante a estrutura estocastica do modelo admitiremos que os termos al eatdrios
Uy; € Uy S80 serialmente independentes e que tém val ores esperados iguais a zero:

Eu,=Eu, =0

A matriz de variancia-covarianciaindepende do tempo t e € expressa por:
2
ulI u]I uZt Jll 012
E =
2
u2t u]I u2t 021 022

e obviamente 0,, = 0.

Forma Reduzida do Modelo




As identidades ou igualdades porventura existentes em um model o estrutural podem
ser eliminadas do modelo diminuindo-se o nimero de varidaveis endogenas através da
substituicdo de uma variavel nas demais equagBes pelo seu valor na igualdade ou
identidade. No nosso exemplo, a equacdo (3) pode ser eliminada do modelo substituindo-se
qtd e g;, has duas primeiras equacdes por g, O resultado a que se chega, em notagdo
matricial, € o seguinte:

Yi
u
1 -y |q _ﬁn B, O 0] S h
@ L _yzj{pj_ 2 +U

O O ﬂ 23 ﬂ 24 pt -1

Pbs multiplicando-se ambos os |ados desta equacdo pela matriz

-1
1 -yvp| 1 {_yzz ylz}
1 -y, Vo=V —1 1

obtém-se
Yi
P Ty T, Ty Th,| & Va
Pia
onde:
©) m, 1, Ty 1, 1 = BuVar~ BiaV22BosVio Bos Vi
Ty Ty Thg Th,| Vo=Vl ™ :811 - :812 :823 BZ4
e

Vi |1 | T VU HVpUy
Va | Vo=V ~ Uy tUy

O sistema de equacbes (5) é denominado de forma reduzida do modelo por
expressar cada variavel endégena como funcdo das varidveis predeterminadas, e 0s
coeficientes 7z; s30 os parametros da forma reduzida

Os termos aeatdrios vy, e vy, da forma reduzida ndo estéo correlacionados com as
variaveis exdgenas em virtude dessas variaveis ndo estarem correlacionadas com 0s termos
aleatdrios uy; e uy . Consequentemente, desde que as demais hipoteses do modelo de



regressao sejam satisfeitas pode-se aplicar o método de minimos quadrados ordinarios na
estimativa dos parametros de cada equagdo da fomareduzida (5).

1.2 - Identificacdo do Modelo

Uma vez que os parametros da forma reduzida do modelo sempre podem ser
estimados surge, entdo, a questdo de saber se a partir dessas estimativas os coeficientes da
forma estrutural do modelo podem ou ndo serem estimados. Este tipo de indagagéo,
constitui-se no chamado problema de identificacao.

Para estudar esse tipo de problema consideremos, em primeiro lugar, aidentificacéo
dos paréametros da equacdo de demanda (1). Subtraindo-se dos elementos da primeira linha
da matriz que aparece no lado esquerdo de (6) os elementos da segunda linha, depois de
multiplicados pelo coeficiente )4, resulta:

Tty =TTy V1o=Pu
T, T Yo =P
(7 Tl ~TTy3Y1,=0
Thy =TTy V1,=0

Essas equagdes podem ser escritas na seguinte forma matricial:

(8) Qo=m
onde:
‘| [m,10 ]
7T12 ﬂ22 01 5 ylz
7= QT ,0,=
1 7T13 Ql 7T23 OO 1 ﬂ]l
, 71,00 &

A estimacdo da forma reduzida do modelo por minimos quadrados ordinarios
permite que se obtenha estimativas do vetor 7z e damatriz Q;. O problema de identificacéo
consiste, entdo, em saber sob que condic¢des o vetor J; pode ser conhecido a partir dessas
estimativas. Formalmente, o problema reduz-se ao estabel ecimento das condic¢des em que o
sistema de equagles lineares (8) tem solucdo. Observe-se que a primeira equagdo do
modelo estrutural em estudo, a equacdo de demanda, contém duas variaveis endogenas, L,
= 2, e duas variaveis predeterminadas (= exogenas), K; = 2. O modelo completo, como
formalizado no sistema (4), tem duas variaveis endogenas, L = 2, e quatro varidveis
predeterminadas, K = 4. A matriz Q, é, portanto, de ordem K x (L, - 1 + Kj), 0 vetor coluna
Ty, contém K elementos e J, € um vetor com (L, - 1 + K,) elementos.



Condicdo de Posto Para | dentificacdo

A condicdo necessaria e suficiente para que os parametros da equacéo de demanda
sejam identificados é que o posto (= rank) da matriz Q; sgja igual a0 seu nimero de
colunas. Isto &

p(Q)=L -1+K; =3

onde p(Q,) indica o posto da matriz Q,. Essa condi¢éo é denominada de condi¢édo de posto
paraidentificacéo.

Condicdo de Ordem Para | dentificacdo

Uma condicdo necessaria, embora ndo suficiente, para que os parametros da
equacdo da demanda sejam identificados, denominada de condicdo de ordem para
identificacdo, € que o nimero de colunas da matriz Q; Seja menor ou igual a0 seu nUmero
de linhas. Obviamente, esta € uma condi¢do necesséaria para que o posto da matriz Q; sgja
igual aL;-1+k.Em simbolos, acondi¢éo de ordem é a seguinte:

K>L;-1+K;
ou ainda:
Ky>L;-1

Esta Ultima desigualdade foi obtida levando-se em conta que o nimero de variaveis
predeterminadas do modelo € igual a soma do nimero de variaveis predeterminadas que
aparecem na equagdo de demanda e do nimero de varidvels predeterminadas que foram
excluidas dareferida equagéo: K = K; + Ko.

A condicdo de ordem € uma condicdo de facil verificagdo pois requer apenas a
contagem do numero de variaveis predeterminadas excluidas da equacdo e do nimero de
varidveis endogenas incluidas na equagdo. Se 0 nimero de variaveis predeterminadas
excluidas for maior ou igual a0 nimero de variaveis enddgenas incluidas na equacéo,
menos 1, é possivel que a equacdo seja identificada. Caso contrério, pode-se afirmar que a
equacao ndo e identificada

Equacdo Superidentificada

Admita que os coeficientes 3,3 € 3,4 sgjam diferentes de zero. Portanto, de acordo
com (6), 0s par@metros Ti e Th,, S80, também, diferentes de zero. Segue-se, entdo, que o
coeficiente )4, pode ser obtido de duas maneiras diferentes, segundo (7) , através das
seguintes formulas:

_ T3
Yo =—
T3
e
_ Ty
Yio =
Thy



Observe-se que, neste caso, 0 numero de linhas da matriz Q; € maior do que 0 seu
numero de colunas pois K>L, - 1+K;. A equacdo de demanda é ent&o dita superidentificada
em virtude de ndo existir solugdo Unica para a estimativa do parametro y,, a partir das
estimativas dos parametros de forma reduzida. Cabe salientar que esse problema pode ser
contornado como se mostrard mais adiante.

Equacdo Exatamente | dentificada

Admita-se agora que, por exemplo, o parametro 3,4 sejaigua a zero. Esta hipotese
implica em que o coeficiente 75, também é igual a zero. Assim, a Ultima equacdo de (7)
deixa de existir e amatriz Q, passa a ser uma matriz quadrada de ordem igual ao nimero K
de variaveis predeterminadas do modelo. Segue-se, entdo, que o parametro estrutural
agora é calculado através de uma Unica expressao, que € a seguinte:

A equacdo de demanda neste caso € dita exatamente identificada em virtude do
pardmetro )4, ser obtido por um Unicavia

Equacdo Nao |dentificada

Suponha que tanto o coeficiente 3,3 como o coeficiente 3,4 Se§am iguais a zero, 0
que significa dizer que 755 = 75, = 0. Esta hipotese faz com que o sistema de equagdes (7)
reduza-se a um sistema de duas equagles e trés incognitas, )i,, B1; € Bip- A conclusdo
Obvia é de que é impossivel estimar-se 0s parametros yi,, 511 € By, , individuamente, a
partir dos valores conhecidos das estimativas dos parametros da forma reduzida do model o.

E interessante examinar-se com mais detalhes este caso para que se possa
compreender melhor o porqué da impossibilidade de identificacdo dos pardmetros da
equacdo de demanda, quando a quantidade ofertada é funcdo apenas do preco do produto. A
Figura 1 mostra que, a ndo ser por chogues aleatorios, a curva de oferta permanece estavel,
enquanto a curva de demanda se desloca em virtude de mudangas na renda dos
consumidores e no prego do bem substituto. Estes deslocamentos da curva de demanda
geram observacOes de pregcos e quantidades que estdo dispersos em torno da curva de
oferta. Consequentemente, estes dados ndo permitirdo que se obtenha os parametros da
equacao de demanda mas sim os parametros da curva de oferta.



Figural

IDENTIFICACAO DA EQUACAO DE OFERTA

D7

Dg

Dz

Dy

Quantidades

| dentificacdo da Equacéo de Oferta

Subtraindo-se dos elementos da primeira linha da matriz (6) os elementos da
segunda linha, depois de serem multiplicados pelo parémetro estrutural )s,, resulta no
seguinte sistema de equagoes.

Tly =V 571, =0
Ty =Y T, =0
Ty =Y 2o T =Brs
T84 327004 =Bos

Alternativamente, esta equacéo pode ser escrita em forma matricial do seguinte modo:

n=Q, 9,
onde:
_7711_ _7721 0 O—
. T, 0 0 Vo
12 22
= Q.= ’5 =
1 7T13 QZ 7T23 1 0 2 §23

.| M O 1] “




Observe-se que amatriz Q, é diferente da matriz Q;. De maneira analoga ao que foi
estabelecido para a equagcdo de demanda, a condicdo necessaria e suficiente para que os
parémetros da equacéo de oferta sejam identificados é que o posto de matriz Q, seja igua
a0 seu numero de colunas. Isto &

pP(Q) =1L, -1+K,

onde L, e K, indicam, respectivamente, 0 nimero de variaveis endogenas e o niumero de
variaveis predeterminadas incluidas na equacdo da oferta.

| dentificacdo: Uma Regra Prética

A condicdo de posto para identificacdo, como apresentada aqui, requer que se
conhega uma matriz que tem como alguns dos seus elementos coeficientes da forma
reduzida do modelo. Este procedimento ndo é prético em virtude das equagbes de um
modelo de equagdes simultaneas serem especificadas, em geral, sob a forma estrutural.
Torna-se, portanto, bastante atrativo o estabelecimento de uma condicdo de posto que
necessite apenas do exame da matriz dos coeficientes da forma estrutural do modelo, o que
certamente facilitara o estudo da identificacdo de cada equacdo do modelo. O restante desta
subsecdo é dedicado a esse assunto.

Considere-se um modelo de equacdes simultaneas com L variaveis enddgenas e K
variaveis predeterminadas. Imagine que se disponha de uma amostra de tamanho T para
estimar-se 0 modelo. A iésima equacdo do modelo, para o periodo t, sera dada por:

1...,L

Vit Yoo ¥ Vo Yor Tt ML Y = B X+ F B X +uit’t=1 T

Em notagcdo matricial, este sistema pode ser escrito da seguinte forma:

(9 YIr=xB+U

onde:

_Y11 Ya---Yu Xy X5 - Xy
Vio Yoo -+ Yo X0 X5+ Xy o

_le Yor---Yir | X Xor Xr |



_yllyZL' - Yu _ﬁnlgzr By ]
Yo Yoo - Yo By Bos--- BLo

_ylL Yoo Yo _ﬁlK Bok Bk h

Uy Uy ..Uy

UpUyy. .. U,

A matriz Y das variaveis endogenas € uma matriz de ordem T x L, X € uma matriz de ordem
T x K das variaveis predeterminadas, ' € uma matriz quadrada de tamanho L cujos
elementos s&o os coeficientes das varidveis endégenas, B € uma matriz de ordem K x L dos
coeficientes das variaveis predeterminadas e U € uma matriz de ordem T x L dos termos
aleatdrios. Observe que estamos adotando notagdo contréria a usual em relagdo as matrizes
acima: o primeiro indice indica a coluna e o segundo refere-se alinha da matriz.

Pésmultilplicando-se o sistema de equactes (9), pela matriz inversa da matriz I,
obtém-se a forma reduzida do modelo:

(10) Y=X/T+V
onde:

M=Br1ou/1r=8B

v=U/r1

onde /7eV sdo matrizesde ordensK x L e T X L, respectivamente.
Admitamos que a primeira equagdo do sistema (9) exclua algumas variaveis
endogenas e predeterminadas do model o e que seja expressa por:

(1) y, =Yy +X B +u =29, +y

onde y; € um vetor coluna com T elementos, Y; € uma matriz deordem T x L -1, )4 um
vetor Ly - 1 x 1, X; uma matriz de ordem T x K4, £, um vetor K; x 1, u; um vetor T x 1,
Z, =Y, X.], 0, :[y'l : ﬁ] As matrizes Y, X, U, /" e B do sistema de equagdes (9) estdo
relacionadas com o0s vetores e matrizes que aparecem em (11) através das seguintes
particoes:



Yy, Y X XX ] U uu]

1 (I

B
M= -y I B A .
0 B,
0 M,

Usando-se esta notacdo a formareduzida (10) passa, entdo, a ser escrita como:

My My My
(12) [y13Y1:Y2]:[ Xlst "[ V1:V1:VJ

Como I I =B, tem-se que:

r
R PPLR P Y . BB,
AP B
n.m.,n 0B
1l Ixnllsp or,, 22

Efetuando-se as multiplicagdes indicadas acima chega-se ao seguinte resultado:

r 1" M V1 r 11r21+r| 21r22+r| 31r23

(13) {

ﬂl BZl:|
rl 12 I_I 22ylr|12r21+r| 22|_22+|_I 32r23

0 B,

Comparando-se as primeiras colunas das duas matrizes acima conclui-se que:

(14) {nl].:rl 21y1+ﬁ1
n 12:r| 22y1

Estas equacdes podem ser escritas como:

(15) Q4=m
onde:
0
o Q:[nm l}
1 1IN
n M, O
12

Observe-se que 75 € um vetor com K elementos, /7, e /1, s80 matrizes de ordem
K, X (L;-1) e K, x (L, - 1), respectivamente. A matriz Q, éde ordem K x (L, - 1 + K;). A
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condicdo necesséria e suficiente para identificacdo da primeira equacdo do modelo, como
vimos anteriormente, € que o posto da matriz Q; sgjaigua L, - 1 + K,. Esta condigéo é
equivalente a que o posto da matriz [y, : M, | sgjaigua ao posto damatriz /7,, eigua a

L,-1lIstoé&
(16) P[nlz EI_lzz] =p(My)=L, -1

Considere amatriz A* deordem (K, + L -L, ) x L, definida por:
Ak o 0 B,
0 Iy,
CUjo posto é,obviamente, igual ao posto da matriz

r23
A matriz A éumamatriz de ordem (K, + L -L, ) x (L-1). Cabe salientar que a matriz
A é formada pelos coeficientes das variaveis enddgenas predeterminadas e enddgenas
excluidas da equacdo, que se desegja saber se € ou ndo identificada, e que entram nas demais

equacdes do modelo.
A matriz A* éigual ao produto das seguintes matrizes:

M, mn_n 1 r
. 12V 1ol 21 0 822
A*= w4 rzz =
0 r23
001 0 I

23

E facil verificar-se este resultado com o auxilio de (13).
Pbs multiplicando-se amatriz A* pelamatriz inversadel resulta:

rllzn 22n32
N
00l

Como o posto da matriz A* /-1 é igual ao posto da matriz A*, e como o posto de
A* 71, segundo a expressdo anterior é igual ao posto da submatriz [, : M ,, | adicionado
ao posto da matriz identidade |, segue-se, entdo que:

P(&*)=p(A*T _1):,0([|_| N 22])+L -L
Em virtude de (16) concluimos que o posto damatriz A éigua a

p(B)=p(a*)=L-1

11



Isto é, o posto da matriz A deve ser igual a0 nimero de varidaveis endégenas do
modelo, menos um, para que a primeira equacao estrutural sejaidentificada.

Observe-se que a matriz A tem (K, + L -L;) linhas e (L-1). colunas. Quando a
equacdo for identificada e o nimero de linhas de A for maior que seu nimero de colunas, K,
> L, -1, aequagdo é dita superidentificada. Quando a equacéo for identificada e a matriz A
tiver um nuimero de colunas igual a0 nimero de linhas a equacdo € dita exatamente
identificada.

Aplicacdo da Regraao Modelo de Oferta e Procura

A matriz A correspondente a equacdo de demanda do modelo de mercado (4) reduz-
se a um vetor coluna formado pelos coeficientes 3,3 € 3,54, tendo em vista que as duas
variaveis endégenas do model o sdo incluidas na equacdo. Assim, temos que:

A:|:ﬁ23}
ﬁ24

O posto de A deve ser igual aL-1 = 2-1 = 1 para que a equacdo de demanda sgja
identificada. Cabe salientar que se ambos os coeficientes, 3,53 € 3,, forem diferentes de
zero, a equacdo de demanda é superidentificada enquanto que se um destes coeficientes for

nulo a equagdo é exatamente identificada.
No caso da equacdo de ofertaamatriz A éigual a

A{ﬁn}
Pre
pois ndo existe variavel enddgena excluida da equacéo de oferta. O posto de A seraigual a
um se pelo menos um dos coeficientes , 3;; e B;,, for diferente de zero. Quando ambos os
coeficientes forem nulos a equacéo de oferta ndo seraidentificada. A equacéo de oferta serd
superidentificada se ambos os coeficientes forem diferentes de zero e serd exatamente
identificada se um desses coeficientes for nulo.

E interessante observar que em um modelo com apenas duas varidveis endogenas, a

exclusdo de uma variavel predeterminada de cada equacdo do modelo garante a sua
identificacéo.

1.3 - Estimacao de Par&metros Estruturais

A literatura econométrica contém um bom nimero de diferentes estimadores para 0s
pardmetros das equacOes estruturais de um modelo de equagles simulténeas. Quanto a
informag&o que utilizam, estes estimadores podem ser classificados em duas classes: os de
informacdo limitada e os estimadores de informacdo completa. Os estimadores de
informagédo limitada levam em conta apenas a informagdo que diz respeito a uma equacéo
particular do modelo, enquanto os estimadores de informagdo completa incorporam toda a
informag&o contida no mesmo.

Apresentaremos a seguir, trés estimadores de informacdo limitada: minimos
quadrados indireto generalizado, minimos quadrados em duas etapas e maxima
verossimilhanca.

12



O estimador de minimos quadrados em duas etapas € bastante popular devido a sua
formula simples comparada com outros estimadores. No que toca ao estimador indireto
generalizado de minimos quadrados a maioria dos livros textos de econometria afirmam,
erroneamente, que este estimador n&o pode ser aplicado a equagdes superidentificadas pois
gerariam estimativas que ndo sdo Unicas. Discutiremos, também, nesta subsecdo 0s
problemas que surgem quando se usa 0 método de minimos quadrados ordinérios na
estimacdo dos parametros de uma equacdo estrutural. Veremos ainda a aplicabilidade do
método de minimos quadrados ordinarios quando o modelo de equagbes simulténeas for de
um tipo particular, o chamado modelo recursivo.

I nconsisténcia dos Estimadores de Minimos Quadrados

A equacao da forma reduzida do model o de of erta e procura que exprime o0 preco do
produto como fungdo das varidveis predeterminadas, de acordo com (5), é dada por:

Uy = Uy

P=Ty Vit T S+ B @F B P t———
Yi2 = Va2

A partir desta relagdo € fécil se constatar que a covariancia entre o preco p; € o
termo aleatdrio uy, € diferente de zero pois

Uy, —U -
Epu, =g | 22 |y, [z72%
Vo=V Vi27Vo
Na obtencdo deste resultado levamos em conta que, por hipGtese. as varidveis
predeterminadas ndo estdo correlacionadas com uy . A expressdo anterior mostra
claramente que o prego pt e o termo aleatdrio uy; estdo correlacionados. Este fato implica

em que os estimadores de minimos quadrados ordinarios dos parametros da equacéo de
demanda (1), repetida agui por conveniéncia,

G = V12 B +Bu Yt *B0 S +Uuy

serdo tendenciosos e inconsistentes. O mesmo fato ocorre com os estimadores de minimos
quadrados ordinarios dos pardmetros da equacdo de oferta em virtude da covaridncia
existente entre 0 prego p; e o termo aleatorio Uy

u,, —u -
EthZt:El:( 2 n}ua—l_azz O

12 V2 J Vio7Va

A conclusdo a que se chega quanto a estimacdo dos parametros de uma equagdo
estrutural, através do método de minimos quadrados ordinarios, é de que este método ndo é,
em geral, recomendavel face a tendenciosidade e a inconsisténcia dos estimadores dai
resultante.

M odel os Recursivos
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Suponha agora que a quantidade ofertada independa do preco p; do produto no
periodo t mas que ainda seja fungéo do preco wy do insumo e do prego p;_; do produto com
um periodo de defasagem. Isto &

(17) 0 =Bz @i + Boy Prog HUy

A equacdo de demanda de mercado continua sendo dada por (1), porém, preferimos
agora escrevé-la de maneira ligeiramente diferente, com prego p; do produto no lado
esguerdo da equacéo:

1 u
(18 p = G — Pu Vi _IBIZ S - =
V12 Y12 |Z7) Z7)

Admita também a hipétese de que os termos aeatdrios u;; € uy ndo estegjam
correlacionados. As variaveis endégenas do modelo de mercado continuam sendo o prego
p; € a quantidade g;. As varidveis predeterminadas, como antes, sd0 0 prego wy do insumo, o
preco py_; do bem defasado de um periodo, arenday; e o prego S; do bem substituto.

A equacdo de oferta (17) além de estar na forma estrutura esta, também, na forma
reduzida, pois o lado direito daquela equacéo sb contém variaveis predeterminadas. Logo, a
aplicagdo de minimos quadrados ordinérios conduz a estimadores ndo tendenciosos dos
Seus parametros.

O termo aleatorio uy, por hipotese, ndo esta correlacionado com o termo aleatério
Uy Segue-se, entdo, que a quantidade ¢t ndo esta correlacionada com o termo uy .
Consequentemente, a aplicacdo de minimos quadrados ordindrios na estimacdo dos
parémetros da equagcdo de demanda conduz a estimadores ndo tendenciosos dos seus
parémetros. Observe que neste caso € importante prestar atencéo para que a regressao seja
feita do preco p; contra as variaveis ¢, y; € S, A ordem das variaveis nos modelos
recursivos € bastante importante e dai porque escrevemos a equacado de demanda como em
(18).

O sistema de equacdes formado por (17) e (18) é denominado recursivo em virtude
do modelo ser resolvido recursivamente: a primeira equagdo fornece o valor da quantidade
gt e, conhecido este valor, a segunda equagdo nos da o valor do prego pt. Em notacdo
matricial, o modelo de mercado expresso por (17) e (18) pode ser escrito como:

Yi ) )
1 0
o 00ﬁ23/824 S U
= +
- 1 1
v MRl | B Begy| @ ||
Vie Vi | Vi

P |

Duas propriedades caracterizam um modelo recursivo. A primeira € que a matriz
dos coeficientes que multiplica o vetor das variaveis endégenas tem um formato particular,
gual sgja, a de ser uma matriz triangular, gque, no nosso exemplo, éigua a

14



A segunda propriedade que caracteriza um modelo como recursivo é que a matriz de
variancia dos termos aleatdrios € uma matriz diagonal. No exemplo do modelo de mercado,
ahipdtese de que E u, uy; = 0 implica que:

u,. u
2 2t Yt
Uz o, O
V12
E =i
2 0 Oy,
U Uy Uy Y,
— 12
| Vi Yo |

Vale ressaltar que estas duas propriedades mencionadas asseguram a consisténcia
dos estimadores de minimos quadrados ordinérios dos parémetros das egqucbes de um
model o recursivo.

Estimador de Minimos Quadrados Indireto Generalizado

A expressao (15), repetida agui por conveniéncia,
Qo=m

contém um sistema de K equagtes lineares com (L1 + K1 - 1) incognitas, os elementos do
vetor 81. A solugdo desta Ultima € dada por:

5=(Q'Y'Q'nr
O estimador de minimos quadrados indireto generalizado 31 € obtido quando

substituimos os valores de Q1 e T na expressdo acima pelos estimadores Q, e 77, daforma
reduzida. Isto é

6=(Q'W Q'R
ondeamatriz Q, éigual a
19) 6 =[ﬁ2 : D] ,
e os estimadores 1, e 77, daforma reduzida séo:
(200 M, =(X'X)* X'y,

(21) Fm=(X'X)* X"y

15



eamatriz D € dada por:

£

Denominamos o estimador 31 de estimador de minimos quadrados indireto
generalizado por dois motivos. Em primeiro lugar, porque este estimador € obtido
indiretamente através dos estimadores 1, e 7. Em segundo lugar porque, no caso

particular de a equagdo estrutural ser exatamente identificada, 31 reduz-se ao tradicional
estimador indireto de minimos quadrados:

A A
0,=Q "’

Cuidemos, agora, de obter expressdes algébricas para o estimador 251 em funcéo das

matrizes de observagtes X e [y1 : Yl]. Usamos a relagéo (19) para escrever o estimador 31
da seguinte forma:

~ ~ -1 ~
5400 MDY
DA, DD | |D

Em seguida, substituimos os valores de I1 , €71, dados em (20) e (21) na expressao
anterior e obtemos:

(22) 31:{

Y, X (X X) XYY, X (X X) XX, T
X, X (X' X)2X'Y, |

Y, X(X' X)X
XX (X' X)2X! %

Para se chegar a essa expressdo levamos em conta que
D'M, = X; X (X'X)™? XY, A demonstragio desta igual dade ¢ bastante smples:
D', =D (X'X) XY, =D' X' X (X'X) T (X'X) XY, =X; X (X'X)2 XY,

tendo em vistaque D'X'= X,. De maneirasimilar calcula-se o produto D' I1;.
Usando-se uma notagdo mais simples a expressao (22) pode ser escrita como:

23)  SHZX(X'X)?X'Z [ ZX(X'X)? X'y,
levando-se em conta que:

X, X(X'X)Z X' X, =D'X'X (X'X)?2 X'XD =1
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poisD'D = I.

Propriedades do Estimador 51

Substituimos o valor de y1, dado pelo lado direito do segundo sinal de igualdade de
(20), em (23), obtemos:

n , ~ -1 _. _
(24)  &,= 8 +[Z, X (X'X)? X'Z| " Z, X (X'X)? X'y

De acordo com algumas hipéteses tradicionais no estudo dos estimadores dos
parametros de um sistema de equagdes simultaneas temos quel

. s
limp ZX(X'X)'X'Z, éfinita, e
TUT T
. e
limp ZX(X' X)Xy, éigual azero.
TUT T

A notacdo limp denota o limite em probabilidade da variavel indicada. Aplicando-se
estes resultados a (24) concluimos que:

limp &, = 4,

0 que significa dizer que o estimador indireto generalizado de minimos quadrados é
consistente.

A distribuicgo assintética da variavel aleatéria T (251 — 0;) pode ser obtida com o
seguinte procedimento da expresséo (24) temos que:

F6.-8) :[Zl'X(X'XJ_Z X'Zl] Zl'X(X'X)_ZX'ul

TUT T TLUT JT

Por outro lado, as hipdteses a que nos referimos abaixo da expressdo (24) nos
possibilita afirmar que:

: N2 uio 1TE o Lo N2
Iimlo{zlx(x x) le} Z,X( X xj G

TLUT

onde G é uma matriz cujos elementos sdo finitos. Em seguida, lancamos méo do teorema
que afirma que a distribui¢do assintéticade X'u, / JT énormal com valor esperado zero e

1Essas hipbteses estdo listadas em H.Theil (1971), Principles of Econometrics, John Wiley, capitulo 10.
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meatriz de variancia-covariancia igual a 11 limp (X_I_—xj Podemos, entdo, concluir que a

distribuico assintéticade é +/T (3, — &) é normal com média zero e matriz de variancia-
covariancia, Var 9;, igual &

(25) UllG{limp(¥ﬂG':Var5'l
A estatistica
1 A A
(26) 511:?()’1_21 o) (Y1-2; &)

é um estimador consistente da varidnciagq1. A prova dessa propriedade é bastante simples.
Substituindo-se (10) na expressao anterior obtemos:

' ' R AJ_ ' ' R ' .
sy =t -WA (g g AT AL g gy b (g - g)

A partir desta relacéo concluimos que:

uI1 U
T

limp s;; =limp =0y,
baseados no fato de que limp (31 - J)=0edequelimpu, u /T =0y.

E facil derivar-se a partir de (25) e (26) os erros padrdes (assint6ticos) da estimativa
do estimador indireto generalizado de minimos quadrados. Isto €, a partir destas expressoes
concluimos que os erros-padrdes da estimativa dos elementos do vetor 31 sd0 dados pelas
raizes quadradas dos elementos da diagonal principal da matriz

=|Z, X (X'X)? X'Z "7 X (X'X)® X'Z,[Z, X (X'X)? X'Z, -
Si 1 1 1

M inimos Quadrados Em Duas Etapas

O estimador de minimos quadrados em duas etapas pode ser derivado de diferentes
maneiras. A seguir derivaremos este estimador com o auxilio do enfoque algébrico. da
forma reduzida do modelo, expresso em (11), temos que

. n
Y1:[ XX 2]L-I . :|+V1

12

Por outro lado, da equagéo (14) sabemos que:
|:r| ll:|:|:r| 21| :||:yl :|
rl 12 rl 22O Bl
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Substituindo-se esta relagdo na expressao anterior concluimos que:

ylz[xlsxz]{rI 2| }[ £ 1}v1

Ny 04

Se os valores de o1 e Moo fossem conhecidos, poderiamos aplicar 0 método de
minimos quadrados ordinarios a equacdo anterior. O estimador assim obtido seria dado por:

‘ 1
dlz[Ql X'XQl] Q X'y,

Entretanto, devido ao fato de que M1 e lMo» serem pardmetros que tém de ser
estimados, visto ndo serem conhecidos a priori, 0 estimador acima n&o pode ser aplicado na
prética. Todavia, o problema é facilmente contornado usando-se a matriz

~ (0,
a1l o
n, O
a0 invés damatriz Qq, onde I1,, el1,, s&0 os estimadores de minimos quadrados da forma

reduzida do modelo. Dessa maneira, obtemos o estimador de minimos quadrados em duas
etapas:

~ A~ A 1-1 A
5=[Q XX §] & X'y

Usamos arelacdo (19) para escrever este estimador na seguinte forma:

~ 1r ~

M,'X' XM, X'XD | [,
= \1
D'X'XM1,D'X' XD D'X'

Em seguida, substituindo-se o valor de N2 dado por (20) na expressao acima resulta:

5 L WXOCX) XY X, TTYX (X X)X y
' Xl'Yl Xl'Xl Xl' '

Alternativamente, essa expressao pode ser escrita de maneira mais compacta do seguinte
modo:

5=z x (X' X)t Xz Z'X (X' X)X
(! [1 ( ) 1] X ( ) Y1

O enfoque gue adotamos na derivacdo do estimador de minimos quadrados em duas
etapas ndo mostra o porque do seu nome. Todavia, ndo é dificil entender qual a origem da
palavra duas etapas no nome do estimador. Com efeito, observe que o valor previsto de 'Y 1
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gue denominamos por \?1 € igua ao produto da matriz X vezes a estimativa de minimos
quadrados ordinarios, I », daformareduzida

Y, = X, =X (X' X)Xy,

Como,

Y Y Y X (XX)TEXIX(XX)TEXY, =Y X (X X) T XY,
(SX

Y X, T Y X(XIX) XX, =Y X (X X)TEXIXD =Y, X D =Y, X,
Segue-se que:

~ S -1 ~,
_ lYl lxl Yl
h= Y1

XXX | X
Logo, aestimativa 5’1 € também obtida pelo seguinte procedimento em duas etapas.

18 etapa: a partir daregressdo de Y1
contra X obtém-se Y;;

2° etapa: faz-se, entdo, aregressao de
yicontray, e Xq.

Pode-se provar, de maneira andloga a0 que foi feito para o estimador indireto
generalizado de minimos quadrados, que o estimador de minimos quadrados em duas

estapas € consistente, limp 5 J, eque JT (5 4,) tem uma distribuicdo asintética
normal com média zero e matriz de variancia-covarianciaigual a

e )

Portanto, os erros padrdes da estimativa dos el ementos do vetor 31 sd0 dados pelas
raizes quadradas dos elementos da diagonal principal da matriz:

sa[2 X (X' X)X 7]

A interpretagdo que acabamos de descrever do estimador de minimos quadrados em
duas etapas € bastante sugestiva, mas ndo deve ser levada ao pé da letra, sob pena de se
cometer um erro importante no célculo dos erros padrfes das estimativas dos parametros do
modelo. Com efeito, suponhamos que um pesquisador ndo dispondo de um pacote de
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computacao que calculasse diretamente a estimativa de minimos quadrados em duas etapas
resolvesse aplicar, em duas etapas, minimos quadrados ordinarios. Nestas circunsténcias a
estimativa da variancia 011 seriafornecida pela seguinte expressao:

Oy =

onded; =y, —Y; 1 — X1 B

Como Y1 = Y, +V,, segue-se ento que:

onded; =y, =Y, 73 = X, B.

Com afinalidade de examinarmos se o estimador &,, é consistente procedermos do
seguinte modo. O limite em probabilidade de &, éigual a

~ o~ N + AL A + AL
limp &, = limp ulTul —im (G V1 Vl)T(ul V, 1)

Alternativamente:

(27)  limp 511=|impu+limp2w +|impw

Como

Ay A

U Y

limp =0y,

€ provaremos em seguida que:

U Vl) y, =limp iVivi h :yl'”mpvl Vi

. OV y
limp2 2271 =(limp2
P T (limp T T T

}/1:

segue-se, ent&o, que em geral:
limp 0, # 0,
A matriz de residuosV, éigua a:

V=Y, =Y =Y - X(XX) XY, = =X (X)X Y,

Como Y1 = X /7 + V1, amatriz V/, pode ser expressa por:
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Vi =[1 =X (X' X)XV, =My,

L ogo,
V'V, VMMV, . VMV
limp 22— =limp2——2 =limp 1
ou ainda:
VNV, VWV XX XXV,
limp—2-2=limp-% l—I|m L
p T p IO 7T J T
Em virtude de
V' X
lim =
. . Uu'Xx
p0|sVF:UellmpT:O,wgueseque:
V,'V
lim 1—Ilm 1 1
p T pP—— T
Por outro lado,
limp 22 Vi :Iimp—Ul N'MV;
T
ondel, =y, - 51:Nu1,e
—_ 1 ] -1 1 -1 ] 1 -1
N=1-2Z[Z'X(X'X)? X'Z] Z'X(X'X)™" X

Com um pouco de paciéncia e dgebra pode-se, entdo, mostrar que:

u'N'MV,

u,'V.
limp 22— =limp 21
P T

Utilizando-se a particéo indicada antes da expressdo (11), obtém-se:

vi =V =y

Consequentemente:
||mpu \ IImp( 1=V y)'Vh :”mleVl ~limp yi'Vi'Vvy
T T T T

Substituindo-se este resultado em (27), conclui-se que:
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v, 'V;
T

Vi'vy
T

limp &0y, = 0y +2(limp ) i — W' (limp ) U

Admitindo-se que no modelo de equagdes simultaneas a matriz de variancia-
covariancia dos termos estocasticos da matriz U da forma estrutural € dada por:

EUU=2

amatriz de varidncia-covariancia daformareduzidaéigua a:
EVV=E(H)'uurm=rsr*=0
Logo, se amatriz for particionada como em (11) segue-se que:

V1 Vl ' Vlvl 'Vl V1 'VZ
E Vil.I [Vl:\/ZZ\/Z]:E VllvlvllvlvllVZ

V2 ' V2 I V1V2 'V1V2 IV2
gue éigua a
g-211(212(213
EV'V=Q,Q,,Q,
Q31QSZQ33
Portanto:
. V.
limp Vl_l_ L=0,
e
. V'V
limp—+—1=Q,,

e ainconsisténcia do estimador 0;; estd demonstrada. Isto &

imp oy, =0, +2Qu Vi = ¥1'Qp 1

Méxima V erossimilhanca: Informacdo Limitada

O estimador de méxima verossimilhanca de informag&o limitada dos parametros de
uma equacdo estrutural do modelo de equacdes simultaneas na sua concepcao é bastante
simples, pois consiste na aplicacdo direta do método de méxima verossimilhanca.
Entretanto, sua obtencdo requer um pouco de algebra. Com afinalidade de tornar a deducéo
desse estimador menos complicada comecemos por introduzir uma notagdo que facilite as
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manipulacbes algébricas. A equacdo estrutural (10), que deseja estimar, passa a ser entédo
escrita como:

b

1

:|:X1ﬁl+ul

Ou.
(28) Y. y=X, B +y

onde:
1
nwm%{}
W

A equacdo (11), da forma reduzida do modelo de equacBes simultaneas,permite
escrever?

(29) Yo =X My +X, M, +V,
onde:

rllz[rlllrl21]
M, :[n12n22]

Ve = [Vl Vl]
As restricOes (14) repetidas aqui por conveniéncia,

Ny =Ny y +46
My, =My p

podem ser reescritas na nova notagéo do seguinte modo:
B0 Myy=p4
() N,y=0
A matriz V¢ dos termos estocasticos da forma reduzida segue uma distribuigéo

normal com média igual a0 e variancia-covariancia igual a Qc, cuja funcdo de densidade
de probabilidade é igual a:

2Mudamos, por conveniéncia, a notagso adotada até aqui: o simbolo I » representa agora outra matriz.
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L1T

p(V)=(2n) 2 |Q ™

exp (—%tr V'V, Q)

onde exp( ) indica o nimero natural e elevado ao termo entre parénteses e o simbolo tr
representa o trago da matriz.

Como o Jacobiano da transformacéo de V¢ para Y¢ € igual a 1, o logaritmo da
funcéo de densidade de probabilidade de Y ¢ éigua a

|ng(Yc/nlln2*Qc’ X):_ LlT

log 21 T log|Q |
(32) 2

1 , i}
_Etr (Yo =Xy My =X, M,) (Y, =X My _inz)ch

Uma vez conhecidos os valores de Y esta funcéo se transforma no logaritmo de
fungdo de verossimilhanga, isto &

(33) /l=logp(M,,MN,,Q./Y,X)

A equagao (30) ndo implica em nenhuma restri¢éo sobre os elementos da matriz I1,.
Elaindica apenas como calcular o vetor 31 quando M1 ey forem conhecidos. O mesmo ndo
ocorre com a equagdo (31), pois ela impde restricdes sobre os elementos da matriz M.
Conseguentemente, os parametros do modelo devem ser estimados levando-se em conta a
restri¢éo (31). O problema consiste, entdo, em maximizar a fungéo

log p(M,,MN,,Q./Y,, X)
sujeito arestricao:
M, y=0

Antes de escrever a expressdo de Lagrange deste problema de maximizagéo
condicionada € interessante observar que a restrigdo ndo involve as matrizes M1 e Qc. Este
fato simplifica um pouco a solugcdo do problema pois podemos derivar parcialmente o

logaritmo da funcéo de verossimilhancaem relagdo allq e Q;l, igualé-las a zero, e obter 0s
valoresdell1 e Qcemfungdo dely, Yo eX. Isto &3

3Aplicamos aqui os seguintes resultados:

%(Y— XM'(Y=-XMOT==-2071(Y'X =[T'X"'X)
dlog _
o1 Q|=-2
C
gr_l V'V, @1 =V,V,

e derivamos em relagio a Q C_l, ao invés de Q, pois aderivada € mais fécil e a propriedade de invarianciado
método de maxima verossimilhanca permite que isto sejafeito.
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or

1 - 1 1 1
__E(_chl)[(Yc =X, My)' Xy -My'Y, Xl] =0

an,
e
ﬂ_l -Tao -1y =0
Q. 2 2
Portanto,
M= (X" X)) ™ X' (Y, = X, TT,)
e
QC :VCIVC
T
Como
Ve =Y, = X My =X, My =Y, =X (X X)X, (Ye =X, M,) =X,
=[1 =X (X X)) ™ X, (% = X M5) = My (Y, =X T1,)
onde M, =1 = X; (X;'X;)™* X;', € umamatriz idempotente, segue-se que:

o =YeVe o (Yo = XoM3) My (Ye = X, M)
L T

Substituindo-se esta expressdo na funcdo de verossimilhanca obtém-se a funcéo de
verossi milhanga concentrada:

Iogp(I'IZIYC,X)=—%I092I'I —%Io

g (YC_XZHZ)lMl(Yc_X2n2|_£

tr |
T |2

Desprezando-se as constantes que aparecem nesta funcdo, a maximizacdo do log p
(M2lY ¢, X), sujeito arestricao Mo y=0, é equivalente ao seguinte problema:

minimizar

log |(Y; = X, M2) " My (Y, = X, M,))]
com relacdo Mo, sujeito arestricéo:
Moy=0

A expressdo de Lagrange deste problema éigual a
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(34)  L=log|(Y, =Xz M) My(Y, = X, M) 24T, y

onde A € o vetor formado pelos multiplicadores de Lagrange. As derivadas parciais de L
com relagdo allo, A ey sdo dadas por:*

(35) jn" =2(X," MY, = X, M X, ML,)W™ =24y =0
2
oL
36 — =21 =0
(36) EY) 2V
(37) ﬂz—znz'/ho
ay

A solucdo do sistema de equacbes formado por (35), (36) e (37) é um pouco
intrincada e requer algumas manipulagdes algébricas. A partir da equacéo (35) temos que:

(38) M, =(X,"M; Xz)_1 (X' MlYC_A y'W)
Como pela equagéo (36), M2 A = 0, resulta que:
(X "My X) (X, M Y. = A y'W) y=0
Logo:

A= X2 MiYe y
yWy

Substituindo-se este valor de A em (38) obtém-se:

~ M, yyw
39) M,=M,-—2""—

onde:

Iclz :(X2'M1X2)_l X" M Y,

4Aplicamos aqui os seguintes resultados:

%|X'BX|:ZBX(X‘BX)’1 ,B=B'

Ja'x _

Jda' Xb .
=ab' e
X X
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A equacdo (37) implica em que Mo A = 0. Substituindo-se os valores de Mo e A
obtidos anteriormente nesta expressao, resulta que:

y=0

(ﬁ ﬁzyywj X2'M1Yc
2
yWy yWy

ou aternativamente:

Ao Wyy,'X,'M, Y,
(40) [ﬂzxcMm 24 v jwo

E fécil verificar-se que

M, X, My Y, =Y M, Y, - W
onde:

VV:(YC - X, ﬁz)' M, (Y = X, ﬁz)
e denominando-se por:

8=y'Wy
6, = Vﬁzl X,'My Y, y

aequacdo (40) transforma-se em:

(41) (YC'MlYC —W—glgv j y=0

Levando-se o valor de I, da equagdo (39), na expressdo de W, obtém-se:
(42) W=W+626Wyyw
Pbs-multiplicando-se ambos os lados desta equagdo pelo vetor y resulta:
Wy=Wy+ g% W y jW y
e dai obtém-se:

@) Wy=-—1 Wy
-9

onde @=01/6

Substituindo-se (43) em (41) chega-se a
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(V' M, Y, —W—ﬁvv) y=0

Alternativamente:
(Y' My Y, = 4W) y=0
ou ainda:®
(44 (M Y-puY."MY)y=0

onde i =1/1- ¢. Para que este sistema de equagtes tenha uma solucao diferente da solucéo
trivial y = 0 € necessario que o valor de 1 sgjata que:

Yo MY, - Y, MY, =0

Esta equagéo fornece um polindmio do grau L1 navariavel , e portanto teremos L1
raizes, que sdo denominadas de raizes caracteristicas. Resta, entdo, saber qual dessas raizes
minimiza a fungdo de verossimilhanga condicionada. A seguir demonstraremos que o
minimo da fungdo ocorre para a menor raiz caracteristica do polinémio. Para tal finalidade
comecemos por substituir (43) em (42):

W=+ g2 g LYYW
(1-9

Associado a cada raiz caracteristica Y1 existe um vetor caracteristico y que,
entretanto, ndo € Unico, pois se y for uma solugdo é fécil verificar-se que ky também € uma
solucdo para qualquer valor de k # 0. Consequentemente, para se ter valores Unicos paray €
preciso adotar-se uma regra de normalizagéo. Adotaremos aqui a seguinte normalizagao:

y'Wy=1
O valor de 6 passa, entéo, a ser dado por:

yWy_ 1
=yWy="—"=_"—_
YWy -0 1-9

5A mariz W & igud a Y, ' M Ygonde, M =M;-M; X, (X,'M; X,) X, My
=1 = X(X'X)™ X". Paraprovar altimaigual dade basta desenvolver:

I—[X1 X2]

usando-se resultados da inversa de uma matriz particionada 2x2.
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Com esses dois Ultimos resultados a expresséo anterior de W transforma-se em:
(45) W=W+u-)Wyyw
poisB1 = @0 = p-1.

Seja C amatriz formada de acordo com:

C:[V(l) » V2o y('-l)]

onde Yy, V- ¥y SO OS vetores caracteristicos correspondentes as raizes
caracteristicas iy , ly .-, 11, - Em virtude da normalizacdo adotada temos que:

CWcC=I
Utilizando-se uma propriedade de determinantes resulta que:
(46) |c'Wic|=|cf* W =1

Por outro lado, pré-multiplicando-se (45) por C' e pos-multiplicando-a por C
obtemos:

C'WC=C'WC + (g 1) C'W yyy Vg WC
gue éigua a
CWC=1+(u, -1)e e

em virtude da regra de normalizagéo e do fato que C' W Y(K) = € ondeeg '=(0,...1,...,0),
com o valor 1 nakésima posicdo. Segue-se, entdo, que:

|IC'W C| =g,
Como ‘C' VVC‘ = |C|2 ‘VV‘ e levando-se em conta a expressao (46), conclui-se que:
W] = g W

Logo, a menor raiz caracteristica fornecera o valor minimo da funcdo de
verossi milhancga condicionada.

Uma vez determinado o valor de y os demais parametros do modelo, W, Mo, 1 e
B1, séo facilmente calculados. Cabe ainda observar que o méodo de maxima
verossimilhanca de informacdo limitada independe de qual é a variavel escolhida para ser
colocada no lado esquerdo na equacdo estrutural, fato este que ndo ocorre com os demais
métodos de estimacdo até aqui apresentados. Esta propriedade decorre do fato ja assinalado
anteriormente que a estimativa do pardmetro y é determinada a menos de uma constante de
proporcionalidade.
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Estimador de Maxima V erossimilhanca de Informacdo Limitada: Enfoque de Minimizacdo
da Razdo daVariancia

A equacdo (44) possibilita escrever u do seguinte modo:

_YYeM Yy
yYe' MYy

Esta expresséo pode ser interpretada de uma maneira bastante interessante. Com
efeito, como

(47 Yey=X B+

Se y fosse conhecido, a soma dos quadrados dos residuos desta regressao seriaigua a:
R, =y Y'My Yo y
Por outro lado, se acrescentéassemos a matriz X2 nos regressores da equagéo (47),
Yo V=Y. B+ X, B, +uy,

a soma dos quadrados dos residuos, na suposicdo de um vaor conhecido de vy, desta
regressao seriaigual a

R, =y Y,"MY, y

O vaor de p é justamente igua a razdo dessas duas somas de quadrados de
residuos:

KR, _ Y'Y M Y.y
NR, YV MYy

U=

Como o vetor de coeficientes 32 é igual a zero, uma idéa de certo modo intuitiva é
obter o valor de y que minimiza arazéo das somas dos quadrados dos residuos, de sorte a se
obter o menor valor para . Consequentemente, derivando-se 4 em relacéo avy,

O _ (VX' MY P2 M Yoy - (Ve M Y V) 2" M Y y
ay (YYe' MY, p)*

e igualando-se este resultado a zero, obtém-se:
(%' My Y, - uY,"MY,) y=0

gue nada mais é do que a equacdo (44). Uma vez determinado o valor de y a estimativa de
1 éfacilmente calculada através de:

,231 :(Xllxl)_l XYy
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Vale ressaltar que estas duas propriedades mencionadas asseguram a consisténcia
dos estimadores de minimos quadrados ordinarios dos parémetros das equcdes de um
model o recursivo.

Estimador de Minimos Quadrados Indireto Generaizado

A expressao (15), repetida agui por conveniéncia,
Qo=m

contém um sistema de K equagdes lineares com (L1 + K1 - 1) incognitas, os elementos do
vetor 1. A solugdo desta Ultima é dada por:

o =(Q' Ql)_l Q'

O estimador de minimos quadrados indireto generalizado 3’1 € obtido quando

substituimos os valores de Q1 e T na expressAo acima pelos estimadores Q, e 77, daforma
reduzida. Isto &

5=(Q' W77
onde amatriz Q, éigua a
(19 Q=[f,:D] .
e os estimadores 1, e 77, daforma reduzida séo:
(20) M, =(X'X)" XY,
21) m=(X"X)" X'y

eamatriz D é dada por:

£

Denominamos o estimador 51 de estimador de minimos quadrados indireto
generalizado por dois motivos. Em primeiro lugar, porque este estimador é obtido
indiretamente através dos estimadores ﬁz e 7. Em segundo lugar porque, no caso
particular de a equacdo estrutural ser exatamente identificada, 8’1 reduz-se ao tradicional
estimador indireto de minimos quadrados:

A A

_A-lx
0,=Q "’
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Cuidemos, agora, de obter expressdes algébricas para o estimador 31 em funcéo das
matrizes de observagtes X e [yl SYl]. Usamos a relagéo (19) para escrever o estimador 31
da seguinte forma:

~ ~ -1 -~
<+ |M,'D MN,)D| ||
S 2 2 T,
DT, D'D D'

Em seguida, substituimos os valores de M , € 75 dados em (20) e (21) na expressao
anterior e obtemos:

Yl'X(X'X)‘ZX'YlYl'X(X'X)‘ZX'xl}_1

(22) 31:{ .
X, X (X' X)2XY, |

Y, X(X'X)2X!
XX (X' X)2X! %

Para se chegar a essa expresséo levamos em conta que
D'M, = X; X (X'X)™% X"Y, A demonstragio desta igualdade é bastante simples:

D'ﬁz — Dl(xlx)—l XlYl =DIXIX (Xlx)—l(xlx)—l XlYl =Xi X (Xlx)—2 Xqu

tendo em vistaque D'X'= X,. De maneirasimilar calcula-se o produto D' 1.
Usando-se uma notagdo mais simples a expressao (22) pode ser escrita como:

23)  SFZX(X'X)?X'Z [ ZX(X'X)? X'y,
levando-se em conta que:

X, X(X'X)Z X' X, =D'X'X (X'X)2 X'XD =1
poisD'D = I.

Propriedades do Estimador 31

Substituimos o valor de y1, dado pelo lado direito do segundo sinal de igualdade de
(10), em (23), obtemos:

A , -1 .
(24)  5,= 8 +[Z, X (X'X)? X'Z|Z, X (X'X)? X'y

De acordo com algumas hipéteses tradicionais no estudo dos estimadores dos
parametros de um sistema de equagdes simultaneas temos queb

6Essas hipoteses estdo listadas em H.Theil (1971), Principles of Econometrics, John Wiley, capitulo 10.
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. N
limp ZX( XXV X'Z, éfinita, e
TLUT T

limp

_Zl'X(X'X)_ZX'ul
TUT T

} éigual azero.

A notacdo limp denota o limite em probabilidade da varidvel indicada. Aplicando-se
estes resultados a (24) concluimos que:

limp 31 =9

0 que significa dizer que o estimador indireto generalizado de minimos guadrados é
consistente.

A distribuicso assintética da variavel aleatoria T (31 — ;) pode ser obtida com o
seguinte procedimento da expressao (24) temos que:

- [zx(xexyixz T Zx xex P x,
ﬁ(dldl){TkT) T} TKTJ VT

Por outro lado, as hip6teses a que nos referimos abaixo da expressdo (24) nos
possibilita afirmar que:

TUT

- , 2, 1_, , -2
Iimlo{zlx(x xj le} Z,X( X xj G

onde G é uma matriz cujos elementos sdo finitos. Em seguida, lancamos méo do teorema
que afirma que a distribui¢do assintéticade X'u, / JT énorma com valor esperado zero e

meatriz de variancia-covariancia igual a 11 limp (X_I_—xj Podemos, entdo, concluir que a

distribuico assintéticade é v/T (3, — &) é normal com média zero e matriz de variancia-
covariancia, Var 9;, igual &

(25) UllG{limp(TxﬂG'zvaré'l
A estatistica

@) s.=T(0-Z8) (n-23)
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é um estimador consistente da varidnciagq1. A prova dessa propriedade é bastante simples.
Substituindo-se (10) na expressao anterior obtemos:

' ' R AJ_ ' ' R ' .
s =t -WA (G g AT AL g gy b (- g)

A partir desta relacdo concluimos que:

uI1 Uy
T

limp s, =limp =0y,
baseados no fato de que limp (31 - J)=0edequelimpu, u /T =0y.

E facil derivar-se a partir de (25) e (26) os erros padrdes (assint6ticos) da estimativa
do estimador indireto generalizado de minimos quadrados. Isto €, a partir destas expressoes
concluimos que os erros-padrdes da estimativa dos elementos do vetor 31 sd0 dados pelas
raizes quadradas dos elementos da diagonal principal da matriz

sq= [Z0 X (X'X)7 X'Zl]_l Z, X (X'X)? X' Z,[Z, X (X' X) 7 X'Zl]_l

M inimos Quadrados Em Duas Etapas

O estimador de minimos quadrados em duas etapas pode ser derivado de diferentes
maneiras. A seguir derivaremos este estimador com o auxilio do enfoque algébrico. da
forma reduzida do model o, expresso em (11), temos que

. n
Y1:[ XX 2]L-I . :|+V1

12

Por outro lado, da equagéo (14) sabemos que:
|:r| 1l:|:|:r| 21| :||:yl :|
rl 12 rl 22O Bl
Substituindo-se esta relacéo na expressao anterior concluimos que:

M I
selix] 1 o] %l

Se os valores de M1 e Moy fossem conhecidos, poderiamos aplicar 0 método de
minimos quadrados ordinarios a equacdo anterior. O estimador assim obtido seria dado por:

. -1 .
d; =[Q X' X Q] Q@ X'y
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Entretanto, devido ao fato de que M1 e lMo» serem pardmetros que tém de ser
estimados, visto ndo serem conhecidos a priori, 0 estimador acima ndo pode ser aplicado na
prética. Todavia, o problema é facilmente contornado usando-se a matriz

A |1,
a0 o
n, O
a0 invés damatriz Qq, onde 1, el1,, s&0 os estimadores de minimos quadrados da forma

reduzida do modelo. Dessa maneira, obtemos o estimador de minimos quadrados em duas
etapas:

~ N A 171 A
5=[Q ' X' XQ] & X'y

Usamos arelacdo (19) para escrever este estimador na seguinte forma:

~

~ A A -1

M,’X' XA,A,X'XD | |A,X'
= \1

D'X'XM1,D'X' XD D'X'

Em seguida, substituindo-se o valor de N2 dado por (20) na expressao acima resulta:

5 ] WXOCX) XYY X, T (X X)X y
' Xl'Yl Xl'Xl Xl' '

Alternativamente, essa expressao pode ser escrita de maneira mais compacta do seguinte
modo:

5 =[z X (X X)tx z1" Z' X (X' X)X
l 1 X ( ) 1 1 X ( ) Y1

O enfoque gque adotamos na derivacdo do estimador de minimos quadrados em duas
etapas ndo mostra o porque do seu home. Todavia, ndo é dificil entender qual a origem da
palavra duas etapas no nome do estimador. Com efeito, observe que o valor previsto de Y 1

gue denominamos por \?1 € igual ao produto da matriz X vezes a estimativa de minimos
quadrados ordinérios, I1,, da forma reduzida:

Y, =X, =X (X'X)* XY,
Como,

YAllYAl :Yll X (X'X)_l XIX (X'X)_l XIYl :Yll X (Xlx)‘l XIYl

VX =Y X(XTX)TEXIX, =Y X (XPX) T XIXD =Y, X D =Y, X,
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Logo, aestimativa 5’1 € também obtida pelo seguinte procedimento em duas etapas.

18 etapa: a partir daregressdo de Y1
contra X obtém-se Y;;

2° etapa: faz-se, entdo, aregressao de
yicontray, e Xq.

Pode-se provar, de maneira andloga a0 que foi feito para o estimador indireto
generalizado de minimos quadrados gue o estimador de minimos quadrados em duas

estapas € consistente, limp 5 J,, e que JT (5 4,) tem uma distribuicdo asintética
normal com média zero e matriz de varidncia-covarianciaigual a

o] (2 2 (22

Portanto, os erros padrdes da estimativa dos el ementos do vetor 5’1 sd0 dados pelas
raizes quadradas dos elementos da diagonal principal da matriz:

Si [lex (X'X)™ X Zl]_l

A interpretagdo que acabamos de descrever do estimador de minimos quadrados em
duas etapas € bastante sugestiva, mas ndo deve ser levada ao pé da letra, sob pena de se
cometer um erro importante no célculo dos erros padrfes das estimativas dos parametros do
modelo. Com efeito, suponhamos que um pesquisador ndo dispondo de um pacote de
computagdo que calculasse diretamente a estimativa de minimos quadrados em duas etapas
resolvesse aplicar, em duas etapas, minimos quadrados ordinarios. Nestas circunstancias a
estimativa da variancia 011 seriafornecida pela seguinte expressao:

. _0'qy
O, = T

ondel, =y, -, I/l - X1 B

Como Y1 = Y, +V;, segue-se ento que:
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onded; =y, -, 1 = X B

Com afinalidade de examinarmos se o estimador &,, é consistente procedermos do
seguinte modo. O limite em probabilidade de &,, éigud a

~ o~ N + AL N + AL
limp &, =limp ulTul —lim (G, +V, Vl)T(Ul V: %)

Alternativamente:

A A
A 1 T 1 ~

(27)  limp oy, = |imp% +limp ZM +IimpM

Como

Ay A

. G'd
limp 2=

=09

e provaremos em seguida que:

U 'Vp V'V,

T

"limp

) ¥y =limp

~|\7|\7~
Vi 1T1V1:y1 W =

Iimpzm=(limp2
T
segue-se, entéo, que em geral:
limp 0,, # 0y,
A matriz de residuosV, éigua a:
V=Y =Y =Y =X (XX) XY, ==X (X X)X,
Como Y1 = X /7o + V1, amatriz \71 pode ser expressa por:

Vi=[1 =X (X' X)X =My,

L ogo,
“mpM:”mpM:”mpV MV,
T
ou ainda:
T\ 1 1 -1 1
limp—2 1—!imp\/l'vl—limpvlx(X X) XV,
T T TUT T

Em virtude de
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V.' X
limp——=0
P T

poisVIT=Uelimp % =0, segue-se que:

A

vV, 'V. V,'V
limp L = |limp =11
p T p T
Por outro lado,

Iimp—ul_l_v1 :Iimp—Ul N'MVy

A

1 ) _1 1 _1 ] ] _l ]
N=1-Z[Z'X(X'X)" X'Z] Z'X (X" X)™" X
Com um pouco de paciéncia e dgebra pode-se, entdo, mostrar que:

mpulNlez u, 'V,

lim

Utilizando-se a particéo indicada antes da expressdo (11), obtém-se:

vi=Viy =y

Consequentemente;
limp UlTV1 = limp (v, _V-Il_ y)'™Vi _ limp V1TV1 —limp yii'vi

Substituindo-se este resultado em (27), conclui-se que:

Vl 'Vl IV

L . LV
limp &y, = 0y; +2(limp = YN - W (Ilmp%) U

Admitindo-se que no modelo de equacdes simultaneas a matriz de variancia-
covariancia dos termos estocasticos da matriz U da forma estrutural € dada por:

EU U=
amatriz de variancia-covarianciadaformareduzida éigua a
EVV=ETHuurt=r™zr*=q

Logo, se amatriz for particionada como em (11) segue-se que:
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Vl' Vl ' Vlvl 'Vl V1 'VZ
E Vil.I [Vl:\/ZZ\/Z]:E VllvlvllvlvllVZ

V2 ' V2 I V1V2 'V1V2 IV2
gue éigua a
g-2ZI.1£212£213
EV'V=Q,Q,Q,
Q3lQSZQ33
Portanto:
. V.
limp Vl_l_ L=0,
e
. V'V
limp—+—1=Q,,

e ainconsisténcia do estimador 0;; estd demonstrada. Isto &

imp oy, =01, +2Qu Vi = V1'Qp 1

Méxima V erossimilhanca: Informacdo Limitada

O estimador de méaxima verossimilhanca de informag&o limitada dos parametros de
uma equacdo estrutural do modelo de equacdes simultaneas na sua concepcao é bastante
simples, pois consiste na aplicacdo direta do méodo de méxima verossimilhanca.
Entretanto, sua obtencdo requer um pouco de algebra. Com a finalidade de tornar a deducéo
desse estimador menos complicada comecemos por introduzir uma notagdo que facilite as
manipulacdes algébricas. A equacdo estrutural (10), que deseja estimar, passa a ser entéo
escrita como:

b,

1

:|:X1181+u1

Oou:
(28) Y. y=X B +y

onde:

Y.y, Jey= F—Vj
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A equagdo (11), da forma reduzida do modelo de equagdes simultaneas,permite
escrever’

(29) Y. =X My +X, M, +V,
onde:

M, :[I_I11I_I21]

M, = [I'I 12 M1 22]
V. =[v; V]
As restricOes (14) repetidas aqui por conveniéncia,
My =My p +5
My, =My y
podem ser reescritas na nova notacéo do seguinte modo:
(30 Myy=p
31) n,y=0

A matriz V¢ dos termos estocasticos da forma reduzida segue uma distribuicéo
normal com média igual a0 e varidncia-covariancia igual a Qc, cuja funcéo de densidade
de probabilidade é igual a:

L1T
5 -T/2 1 , -
p(Vc):(ZH) 2 |Qc| exp(_Eter Vchl)

onde exp( ) indica o nimero natural e elevado ao termo entre parénteses e o simbolo tr
representa o trago da matriz.

Como o Jacobiano da transformacéo de V¢ para Y € igual a 1, o logaritmo da
funcéo de densidade de probabilidade de Y ¢ éigud a

LT

logp (Y, /M,,M,,Q., X)=- log 2 —%Iog|Qc|

(32)

1 , _
_Etr (Yo =Xy My =X, M,) (Y, =X, My _inz)ch

Uma vez conhecidos os valores de Y esta fungéo se transforma no logaritmo de
funcdo de verossimilhanga, isto &

"Mudamos, por conveniéncia, a notagso adotada até aqui: o simbolo I » representa agora outra matriz.
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(33 /l=logp(M,,N,,Q./Y,X)

A equacéo (30) ndo implica em nenhuma restricéo sobre os elementos da matriz IM,.
Elaindica apenas como calcular o vetor 31 quando M1 ey forem conhecidos. O mesmo néo
ocorre com a equagdo (31), pois ela impde restricdes sobre os elementos da matriz M.
Conseguentemente, os parametros do modelo devem ser estimados levando-se em conta a
restricdo (31). O problema consiste, entdo, em maximizar afuncéo

log p (M, M5, Q. /Y, X)
sujeito arestrigao:
M, y=0

Antes de escrever a expressdo de Lagrange deste problema de maximizagao
condicionada € interessante observar que a restri¢éo néo involve as matrizes 1 e Q¢. Este
fato simplifica um pouco a solucdo do problema pois podemos derivar parcialmente o

logaritmo da funcéo de verossimilhancaem relagéo allq e Q;l, igual&-las a zero, e obter os
valoresde M1 eQcemfuncdodelly, Yo e X. Isto &8

d(?ﬂi = _%(_2921) [(Yc =X, M) Xy _rlllYllxl] =0
e

o”’gél ZEQC —%Vc 'V, =0
Portanto,

M= (X X) ™ X' (Y, = X, 1)
e

Q, _Ve'Ve

T

8Aplicamos aqui os seguintes resultados:

%(Y— XI)'(Y=XMT) Q" =-2071 (Y'X ~[T'X"X)
dlog _
o=
c
otr

o V.V, Q71 =V,V,

e derivamos em relagio a Q C_l, ao invés de Q, pois aderivada € mais fécil e a propriedade de invarianciado
método de maxima verossimilhanca permite que isto sejafeito.
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Como
Ve =Y =X Ty =X, T, =Y, _Xl(X1'X1)_1 X'(Ye =X, M,) =X,0,

:[l = X (X' X)) ™ Xll] (Yo = X5 M3) =My (Y, —X.M5)

onde M, =1 = X; (X;'X;)™* X;', € umamatriz idempotente, segue-se que:
o) :Vc'Vc :(Yc_xznz)'M1(Yc_X2r|2)
C -I- T

Substituindo-se esta expressdo na fungdo de verossimilhanca obtém-se a funcéo de
verossimilhanca concentrada:

Iogp(l‘lZ/YC')():—%ngn —glog (Y, - X,1,) i/ll(vc—xznzi_%tr |

Desprezando-se as constantes que aparecem nesta fungdo, a maximizacdo do log p
(M2lY ¢, X), sujeito arestrigao Mo y=0, é equival ente ao seguinte problema:

minimizar

|Og|(Yc - X, MM,) " My (Y, - X2|_|2)|

com relacdo Mo, sujeito arestricdo:

Moy=0

A expressdo de Lagrange deste problema éigua a
(34) L=|Og|(YC—X2|_|2)' M, (Ye —X2|_|2)| —2A M,y

onde A é o vetor formado pelos multiplicadores de Lagrange. As derivadas parciais de L
comrelagdo allp, A ey sdo dadas por:®

JL
an,

(35) =2(X," M, Y, = X, My X, T, )Wt =21y =0

oL
(36) ﬁ=2ﬂ2 y:O

9Aplicamos aqui 0s seguintes resultados:

%|X'BX|:ZBX(X‘BX)’1 ,B=B'

Jda' Xb —ab'

fJa'x
e _
X X
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(37) oL _ -2M,"'A=0
ay

A solucdo do sistema de equagbes formado por (35), (36) e (37) é um pouco
intrincada e requer algumas manipulagdes algébricas. A partir da equagdo (35) temos que:

(38) M, =(X,"M; Xz)'1 (X,! MlYC_A y'W)
Como pela equagéo (36), M2 A = 0, resulta que:
(X, "My X) (X, M Y. — A y'W) y=0

Logo:

1= Xy MYy
yWy

Substituindo-se este valor de A em (38) obtém-se:

(39) m,=A,- VW
y'Wy
onde:
ﬁz =(X;"'My Xz)_l X' M1 Y,

A equacdo (37) implica em que Mo A = 0. Substituindo-se os valores de Mo e A
obtidos anteriormente nesta expressao, resulta que:

(ﬁz nzyywj X2 Mchy=0

Wy ) Wy

ou aternativamente:

(40) [ﬁz'xc'MlYC WVVH2X2M1Y°jy=o

yWy
E fécil verificar-se que
M, X,"M; Y, =Y, M, Y, -W

onde:



VV:(YC =X ﬁz)' M, (Y = X, ﬁz)
e denominando-se por:

=y'Wy
6, = V'ﬁz' X,'My Y, ¥
aequacdo (40) transforma-se em:

(41) (YC'MlYC —VY/—HgN j y=0

Levando-se o valor de I, da equagdo (39), na expressdo de W, obtém-se:
(42) W=W+626W yyw

Pbs-multiplicando-se ambos os lados desta equagdo pelo vetor y resulta:

Wy=Wy+ 6% W y jW y

e dai obtém-se:

(43 Wy=—" Wy
1-¢
onde @=61/6
Substituindo-se (43) em (41) chegase &

(Y, M, Y, —W—ﬁvv) y=0

Alternativamente:
(Yo' My Y, = W) y=0

ou ainda:10

A mariz W ¢ igud a Y, ' M Ygonde, M =M;—-M; X, (X,'M; X)X, M,
=1 = X(X'X)™ X". Paraprovar altimaigual dade basta desenvolver:

3 ':/:Xl X1 X,

| =Xy X,] 7

\
NI/

2/lX1 XZIXZ
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(44) (Y MY —pY'MY)y=0

onde i =1/1- ¢. Para que este sistema de equagtes tenha uma solucdo diferente da solucéo
trivial y = 0 € necessario que o valor de 1 sgjatal que:

Yo My Y, =Y, MY, | =0

Esta equagéo fornece um polindmio do grau L1 navariavel , e portanto teremos L
raizes, que sdo denominadas de raizes caracteristicas. Resta, entdo, saber qual dessas raizes
minimiza a fungdo de verossimilhanga condicionada. A seguir demonstraremos que o
minimo da fungdo ocorre para a menor raiz caracteristica do polinémio. Para tal finalidade
comecemos por substituir (43) em (42):

Wy yW

W=W+6g2 6 A
1-9

Associado a cada raiz caracteristica Y1 existe um vetor caracteristico y que,
entretanto, ndo € Unico, pois se y for uma solugdo é fécil verificar-se que ky também € uma
solucdo para qualquer valor de k # 0. Consequentemente, para se ter valores Unicos paray €
preciso adotar-se uma regra de normalizagéo. Adotaremos aqui a seguinte normalizagao:

y'Wy=1

O valor de 6 passa, entéo, a ser dado por:

y'Wy

1
6=yWy="—°"=_"—_
yWy -0 1-9

Com esses dois Ultimos resultados a expressao anterior de W transforma-se em:
(45) W=W+u-)Wyyw
poisB1 = @06 = p-1.

Seja C amatriz formada de acordo com:

C=[Viy + Moy rers Yy |

onde Yy, Vs ¥y SO OS vetores caracteristicos correspondentes as raizes
caracteristicas iy , ly .-, 11, - Em virtude da normalizacdo adotada temos que:

cCWcC=l

Utilizando-se uma propriedade de determinantes resulta que:

usando-se resultados da inversa de uma matriz particionada 2x2.
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(46) |C'WiC|=|c* W =1
Por outro lado, pré-multiplicando-se (45) por C' e pos-multiplicando-a por C
obtemos:

C'WC=C'WC + (g 1) C'W yyy Vg WC
gue éigua a
CWC=1+(u, -1)e e

em virtude da regra de normalizacéo e do fato que C' W Y(k) = €k ondee, '=(0,...1,...,0),
com o valor 1 na késima posi¢ao. Segue-se, entdo, que:

|C'W C| =
Como ‘C' VVC‘ = |C|2 ‘VV‘ e levando-se em conta a expressao (46), conclui-se que:
W= s W

Logo, a menor raiz caracteristica fornecerd o valor minimo da funcdo de
verossi milhanga condicionada.

Uma vez determinado o valor de y os demais parametros do modelo, W, Mo, 1 e
B1, sdo facilmente calculados. Cabe ainda observar que o método de maxima
verossimilhanga de informagdo limitada independe de qual € a varidvel escolhida para ser
colocada no lado esquerdo na equacdo estrutural, fato este que ndo ocorre com os demais
métodos de estimagdo até agqui apresentados. Esta propriedade decorre do fato ja assinalado
anteriormente que a estimativa do pardmetro y € determinada a menos de uma constante de
proporcionalidade.
Estimador de Mé&xima V erossimilhanca de Informacdo Limitada: Enfoque de Minimizagdo

da Razdo da Variancia

A equacéo (44) possibilita escrever 1 do seguinte modo:

AN
Y MY, y

Esta expresséo pode ser interpretada de uma maneira bastante interessante. Com
efeito, como

@4n Yy=X B+
Se y fosse conhecido, a soma dos quadrados dos residuos desta regressdo seriaigua a:
R =YY" MYy

Por outro lado, se acrescentédssemos a matriz X2 nos regressores da equacéo (47),

47



Yo V=Y B+ X, B, +uy,

a soma dos quadrados dos residuos, na suposicdo de um vaor conhecido de y, desta
regressao seriaigual a

R, =y Y."MY, y

O vaor de p é justamente igua a razdo dessas duas somas de quadrados de
residuos:

KR, _ Y'Y M Yy
RNR, YV MYy

/J:

Como o vetor de coeficientes 32 éigual a zero, uma idéa de certo modo intuitiva é
obter o valor de y que minimiza arazéo das somas dos quadrados dos residuos, de sorte a se
obter o menor valor para . Consequentemente, derivando-se 1 em relacéo avy,

O _ (VX' MY P2 M Yoy = (Ve My Y Y 2" M Y y
ay (YYe' MY, p)*

e igualando-se este resultado a zero, obtém-se:
(%' My Y, —uY,"MY,) y=0

gue nada mais é do que a equacdo (44). Uma vez determinado o valor de y a estimativa de
1 éfacilmente calculada através de:

,231 :(Xllxl)_l XYy
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