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i. I fi trodução 

CaQítulo I. I] Teorema Ijü Pontü 

Fi:"w de Srouwer 

Um dos mülS fascir,êlntes teoremas (~~ topologIa é ü teorema do 

ponto H;.;o d€ B,OiJWer é'stGoelecidc Dor Brotjv'Ier entre 1909 e í 914. Este 

teorema ÓIZ Que tóda função ,:ontínua f de um subc.onJunto compacto 

con..,.~xo tlB :Itr: ~m SI rnesrno s,=rnore DthSU I urn uonto f!;.:o. I S to é. sempre 

eXIstE' x* tol QUE' t(.X·~1 = x ..... 

ESl.e é um resuaaao rnuHo 1rnport8nte Vanos teoremas de r1ate­

metlc6, e em portlClifllr de Econornl'J 11aternàtlC6. depeno'?rn dele É asslrn, 

por exemplo, o que OC0P'.E'CE' na Teúna dos Jogos N~o- Coopenrttvos Quando 

estIJoamos a e:<lstenc18 08 equl1 íbnos de Nasn (f\lash, 1951 j OIJ na Teorio do 

EQUliíOrlO Comç,etlt1V(1 Por outro lado muHos teorem~s com demonstra­

ções CompJlcaaas podem ter a sl.1as Drove~, slrnpilflcadas quando o tJSllrrlOS. 

modE'lo de leontiE'ff, sobrp. a eXlst~nCHl Cle autovalores POSltlVOS numa 

motnz CUjas entradas sáo tooe'3 POSlt1\.'i9S 

Ü OOH?tH/O lj~stE' c.8pit.ulo ~ oemonstrar (I teorern~ de BrolJwer e 06r ; 

eiguns de S~IJS 8Qul\iF.!ienres o t.eorema Que dlZ QIJe não eX1ste urna retração 

da oc!a de 1tn em ~' rr.~srr.1j e fj l,:m~ VVM A dem';,lnstr~ç80 do teorema de 

8roU~Ner será feHa usando uma provô "cornputac1Onar de leme de Sperner 

zegumdo e~ ldé16S 1~8 Scarf e I<uhn No fmal do capítulo damos uma 

apl1cação do teorema de Brou'i'/er ',~ EconomJô um Teorema de Von Neumann 

30bre 8 e:·~lzténcle de relO de um equllíbrto numa economie com funções de 



produção com retornos constantes de es.cala, onde todo o excedente de 

produção é íeínvestldo na produção do períOljO seguinte 

.. ,+ I , 
'" i€: tD!, I Iv. ) ()' pAr.:. . "'n' .7\ • r'l - '.J '.J 

todo ~ e !l=Ü:tI y.) = 1 ~, sn e conhes~do como o sirnplexQ standard de 1tn, A 

ctlmensioool, m i n, é ã lrnaQ8m dt: Sn atra'vés de uma transformação lmear 

TI: <Jf -f 'Jt''1 cujo DI)~l.ü ~ m A:-;; i r)U~', .j~ unI Slrnúj,;~xu n- .jnnensional cr 

aeHrtldo por IJrn~ tr13nsformaçôc' IT -::ão a~, Imagens 08::, faces de Sn através 

Teorema 1: Seja f: SO -+ SO uma função continuo, então fi f possui 

80 menos um ponto fixo, lslo é, existe x* E Sn tal que Hx*) = x*. 

Pora ISSO nó:; vamo:; precisõr do lerna U.-: SDemer. um lema oue fala 

sobre dlvisúes simcdiclóis e ólºo Que em mglês é cnómódo de ~ióbelling 

rule" ( eu part.lcularmente aetesto a tródução "regrô de etl0I.Jetagerrn, 

Um6 OlVI'3ão snnp-ilc18 1 6. t11? Sn ~ urna COieç~o tmHe ae- slmple-xos 

n- (hmen5\C!nãl~ cr !, ... 0r till Que 



-.) 

~) c:-n - I I ~. . e 
u, -' - -1=l.r'Jl.' 

b) 001S 51rnpJexo5 dlferentes no máximo se lnterceotam numa face 

ou num vértice e Quando ';e tratar do primeiro caso f:I sua interseção :;eró 

todo â f Ilce 

/ > / . 
f " 

______ .-_ I' 

Não é divisão simplicial E divisão simplicial 

ri gurô j 

IJ d16m~tro dI? um (los cri e a dIstancIa maXlrn;; t?ntre d01S qU81SQuer 

de seus PQnto~. O dlemetro de.6. e mexi mo dos diemetros d'JS '~;, 
I 

Uma !eOellmg rule e uma função M' V' ..... I 0,1, 

conJunto de tOdos os vertlces rja ::!11,/lS8C s1nipliClal. Em outras palavras, a 

lebet1mg rule e uma função Que a cada vértICE: da dlV1São slmpllclol asso­

cie um número lntelro entrs O e ti 

C 1 e""' .. ~~ cperrler- d'''' .... -=-eg·'· ..... t-· I ·~t.f.;.J Uç "-' . I. 1_ l· ..... ut,. t:. 

lema 2: Se I{v i ) = j paro todo j e 1(v) ~ i Quando y pertencer a 

i-éstmtt fece de Sn, então existe um simplexo a J da diYisao 

simpJici81 que tem todos os 16bels# isto é. 8 imagem dos seus 

vértices através da função I é exatamente o conjunto { O. 1 ~ ___ I 



· ----------------------------------------

n}. 

Exemplos da veracidade do lema Sperner 

, I , 

010 j J J 1 

Estes simplexos 
tem todos os labels 

figura. 2 

2 

A pre,:,!! dQ teorema de Brou\·ver r;oóe se~ entêC' fe1ta se usando 6 

Pr!)v~ do Teorem~ 1: Fi:--:\? d ' .) <: tcm~ uma a1V~SeQ simpliclal QualQuer de 

S,. com dlometro d. Se f, lnólca a j- esima funcão coordenada da função f e 
.' . 

"J a J- éSima coordenada de 'l, então consHlere ~ lalJelllng rule dada por 

C'ú1:;íj~ flC(Jntete. Ou eXIste um vértIce no oUljl e labelimo rule não está .. 

Que veremos lf'rlOlh:à ou€' v selO um üonlo fli<O da f. Ou essa 16belling rule 

estiJ bern deilmdõ Dara todos 05 vertic.es. E fit?ste segundo coso é fácll 

venflcar Que Q iOuéi!HHl rule obedece as c.onOlc.ôes do lema de Sperner e 



I . . ." t' (v' 1 ::oOt=llr, lotO ~ CP 10';' ""'r l(~Ç'W '.1,," Y 100" V. .t;J. :...0'."., ~ .. .;,) V·.J .. .., J"" ,l", Wn ';:;;;0 ''''1'' QI'H ( .. .u1
'J" '. f'('wiJ' 

'. • ,-''-' I .... 'J '" ~ ,lT 1! 1" 

Pondo d = 1 /n, por e;..~emDlo. teremos Que ou para algum n e~~iste um 

'y'értlce da n-ésirna di ..... isão qUE": é um ponto f L": O da f ou obtemos urna 

s~QÚp.nC11J OI? Slmplex/)~ iJ i In c.om todos os iaDels No segundo C8S0, usendo 

o fato Que Sn é compijcto po,jemos e:.d.rõlr uma siJoseQüénCi() da s8QüênC10 

todos, num mesmo ponto i'~-1', Neste caso. ter8mú:;, x·, ,:;: f,\I.*) )f.J Que a f é 
• • 

contfm.J8 

Para fína:lzar, observe Que ~i_(t ,... t{~i :: i :;: :::,_() (', fi(x·), o Que 
, - ." J' ,. • .~ .,,~ -" • 

ClEú 

A prova 00 lema dI? Spp.rner sere aCHJoe p8ra 8 prOXl me seção 

Nos !€'I"nt1rômos qUI? um ronJllflto C ~ conyt?xo SE' dedos d01$ 

st!ndú Que t:!ste orooneo~at;! é eüüivlllente ti tjL~:t!r aUB SI!! x ~ ... X:; e C e À l' 

em 1tfl um cotl.ltmto é comodcto se e somente se el~ é fechado e Innitado. o 

QUf' HnDll(,:~ qu~ túo~ silqul?ncl~ (lI? E'lempntús oessl? conJunto sempre 

possua ume StíttSI?QuenCie convergente 
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Teorema 3~ Seja C c 1ln um conjunto compucto e convexo e f: C ~ 

C contínua, então 8 f possui um ponto fixo. 

Prova: Todo Subconjunto compacto convexo C de 1tn pOde ser encarado como 

um SubCon)unto cornpacto convexo de 1tn+; o Qual está contido nlj lfnagem 

de Sf) através de uma tron~formação llneor ln.1eUve TI 

Ltt 
S 

As~~m, !')Q41emf)$ '?st,l}I:H~r (tS DOt(~I~s f'XQS da funç80~: rrí(C} -4 rr 1í,C} 

1eflnlde por F(:'~J = rr-i(f~.r:~~)} eo 1n'.!é~ de estud1Jr os pontos f1y.ü$ da f, p01S 

é evidente Que ~* é 'Jm ponte f~;':1) d~ F S~ e somente ~e n(:~*) é um ponto 

fixo de f. P6re ;:rol!~r QU~ F P0<;'SUl '..tm ponto fl:-:0 gosteriamos de poder usar 

o teorern8 I, contudo o domínio de F e rr1(Cj que pode não nece'Ss~r16-

mente coirlcli1~r com S", Consideremos g. Sn -7 rr 1 (C) def1nJija por g(>:) := 

é um~ funcõú contínuõ o oual t:vjdenlernente POSSUi o oropnedade de Que 



..., 
f 

pelo teorem~ l PflSSIJl 80 menos um ponto f1XO x· Mas.:-:'" e n-1 (0:::- g(x*',\ 

= X* .. dor:d~ F(:-:*) = :-:* e portanto a F P0SSU~ um ponto f1:\0. Como jé 

h81t'iamos observado isto impnc~ que o f t~mbem possui um ponto fjxo e o 

teorema este demon~trado. 

QED 

'3. Q leme ce SQerner 

A ae!,,(ron~troção qu~ vou Ij~r do leme 1e SplJ:ner tem e sua orig~m 

no pr~b!em.~ de se c0((jputar nurnencemBnte os pon~cs fb:o'S de urna função. 

O pnme1ro a tretar deste especto f~i Scorf (!967), tendo O~ suas !dei8S 

gerado um sern- flm de ~lgoritm')S paro a comp!Jte~§o de ponto~ f1xos. A 

prOY6 do leme de Sperner Que eDresentere~ segue ~s 1deias de Horold Kuhn, 

Que me mcstrc!.J a seg!.Itnte demonstraçêo: 
• 

Comece qlJondo n = ~. Temos que S I e um segmentlJ de reta. Urna 
• • dlvlsão simpl1clal de S I e slmplesrnente urn~ divisàco de S I em lntervalos 

1e acordo com e ftgurl3 2(6) ~cj me. (I er:tremo !la e-;;qw:rdo, correspondente 

ao ponto hr) :: 1, tem label 0, o extremo díreitú, ~; t :: 1, tem label 1. Se 

t:'olocamos t)'s t? l's nas extremIdades rtos Slmplexos dô 01V1São slmpllclsl, 

entêl) anOanao 08 ~SQuerde pare ô (Pre1ta crmcl!.l!rnos Que Jjeve haver um 

flgura 2(~) eXIstem d(l1S de-;ses ~'?gmentQS) 

A Hll?16 Oe oemt)n~t.n:!çà(l no ceSQ gerei E' seme!t1an t e 

Pare s1rnp!~t'lcôr 6 ('l'SCtl~~:à(l vamos supor qUI? rlOS SO estejamos 

mtereSSã1los em dlVl-:óes SlmpllCHHS Que 50 possuam vertH'es nas faces 



de Sn se estes também forem vêrUces de Si. A faita de um nome melhor eu 

Divisão Simplicial 
Restrita 

MaIs t~rde nos varnos ver Que o aemonstreção d0 Il?m6 ae Sperner 

no caso de C!lvlsões SlmpllclolS restntos e su f lclente par~ oemonstrar o 

Prova 00 temo q~ 5perner com (tlViSOP':" Restnt8S Nos percorremos um 

commt'lo Que começa no slrnplexo Que tem ume des faces 19uo1 e f~ce Xyj = (I 

14e cfl C,.·te "l·r ... "I .. · .. o,.. pO,...·,.. .. l ('.~. l<'1hl':.l .... j O' 1 n- ll· no'''''' " "" u -..}.... .j ;j \ • ~ • t: 1\ lj 1 -j -.:, ·a" V '.J t·...J aJ c: .;, '. J I .. I ' I 1 J""" i·:" y.) I ... 1 'i n - 1 --

cr, e por l'ilpóte:e 1('.11) = 1 para todo 1. Se ú vért1ce ''; que falta de ú 1 tiver 

" t"'1 ('tue J' - 11 •• , r1e'ú '.'e· ... tlce r.) nt:· "'. anto':' IJ. ',/ '.1 './ ti. '1 u.. -. ". '( I r" I' ~ . . .J.... .., j,. oJ 'u' ., 1- 1 ' ' I 1 + 1 J .. , Y n- I 

determInam urna face F comum a cr 1 8 a um outro simplexo u2' Nós agora 

3ubstituimosú1 Dorcr'l e a fõce;.:....:: O DeL) foce F Podemos então repetlr 
I ,: 

este prClcesso. 
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É evidente Que estamos obtendo um côrmntw atravé~. dos slmplexos 

da dlV1São símpliclõi A regra de passagem de um s;mplei;ü para outro é 

clara, nunca tlb a posslbliidôQE: de termos o Cõrriíotw se bifurumdo. 

Eu afirmo Que uma vez visHado um sJmple.:<ü nunca é revlsHodo. 

Com p,feito. suponha Que 8;':1 ste um sírnoJexo cr oue é o onmeiro 8 ser 

revl~1tedQ, 1sto é, no meu caminho nõo houve ete cr nenhuma vez Que eu 

possosse por um mesmo slmpiexo mal s de urna vez Se (j nõo é o primeiro 

slmplexo, nos só pooeremo~ entrar em cr etn!és de urnfj OI3S suas duas faces 

que cf)t1f.~m os !~bel':: 0, " q-l Ess~s f6ces s~o r.omun~ 13 dOIS Slmplexos 

slrfrplexos de cr! e G2 e os f óces Que têm em corn!..IrYi com fJ de F 1 e r 2 

respec.U'1'amente. Supúnhbrfios Que o cámln~lú de reentrôdõ em o veio de (j 1 

através da face F I. Se cr ~ o prirntnro Sltllült=:!xo 8 ser revisltado então 
I 

QUOt'lOO entremos em cr pela pnmelra vez rOl porque Vl€'mos oe cr-" mes ... 

portonto crI e n50 cr e (I pnme'fO strnp1e:-:ü reVls1tedo. Este contradição po-

de ser repetloa trocando \J' t por v2.' o que mostra Que nenhum stmplexo 

(81)(1I$ 013 prl'''r18lrQ pode ser I) ppmeH"O e ser r-eVlsltado. Um orgumento 

sem-:oihfjnt€l mf)strar~ que n pnmelfO slmplexo tllmbem não pode ser (I 

pnmelro 8 ser re\Hsltado Port.onto. nenhum slrnplexo e revlsltaoo 



o 

iO 

1 

Figure. 5 

o 

E impossível Que (I camjnho del~~e Sn, poiS sena necessério Que 

atr8vessasse 6 face Xn ;: O e assim Q pnmeirD slmplexo teria de ser 

, 't d reY1S1 ~e o. 

Como o número de slmplexcs e fmao concluímos Que o ceminho 

poro ~m e!gum s1mp!ey.o, Isto é chegamos 6 um slmptexo que tem no no."o 

vértIce o label n e portento possui toelos IJS 1abels. 

QED 

A figure abaixo dá um exemplo do funclonamento do algoritmo 

acima, O teminho pere Quando encontramos um simplexo com todos os 

lebels. 

" / 
" " 

o 



< ~ 
j I 

Pro'''Q do Leme. de SQerner {Cã:;O GE'r~ll~ Bastõ colocar o sirnplexo original, 

dentro de um novo slrnplexo. A oi' ... ·isão slrnpllcl/Jl do pnmeiro induz urna 

divisão simpllclal no sequndú se unimos os ..... értlces dí; sjrnplexo &%terior 

aos vérUces da dlVlsão slrnpl1Clôl do segundo Que se encontrf.lm nas faces 

dele. Oe\l100 as hIpóteses sobre a iabelling rule é possível escolher os 

ióbels do .simpJexo de fOí03 de forma a não c.nar nenhum slrnpJe;.;o novo flue 

tenha todos os }(10e1:.. Isto e POssí"leJ, por exemplo. tomando o label do 

vértice opost.o 8 f6C~ Xi = Ú curno ~endu i+ 1 para i= Ú, '.J n-l e O para j = n 

Assim, deveremos, como conseqüêncHI do lema de Spcrner no U130 restrito, 

aceitar Que 8%i3te um slrnplei:O com todos o:; Jabels ::tc ;:;rova o lema de 

Sperner para o caso geral 

QED 

A flgura abü1;~\:1 m03tre 4raflC8rn~nte a HH~ia da estensão da provo 
~ ~ 

do C8S0 de dlvlsôes restntos para di'y'isões quaIsquer Quando n :: 2.. 



o Caso Restrito Implica o Geral 

O~~==------------------==~~l ------- ----_. 

j 

Fr gura 7 

3. Teoremas Egulvolentes ao Teorema de Brou\"y'er 

São vàrios os teorerna~. Que são eqOl\:alentes ao teorema de 

Brou'rver. Os mais importantes em t"latern6tlco ~:;ãc. o teorema Que diz Que 

não exi:;te urno retrocõCI do bolo unitário de:Rn eiil ~l mesma e o lemo KKt-"1 

(ddvlnhem: de knllster r~uratowski e f'la:urklewlc:) Pora e Economia .. o 

primeiro não ê mUi tLl 1rnO(l~·t;jntt' o s~gundo cuntudo e crucial para 

slmpilficar tJt:!lt:nrnitladtl$ aernollsi.rtltôes Aithltl úbl"õ ti Economia, é lnte­

reSsànte FlOtl":H Que tlXl:stt:' umü euulval&nCl!3 entrE' li Dostuiado .. I:'!xiste um 

eouillllno comoetlllvli nWOf} f:!(.üt1orWI:I llfJ tr'JCliS .. e t) t~úrema de Brouwer. 

POdenll)s tnO~tnH Que um inmllca o outro 

ci tddos com o teorema oe BrulJwl::!r. 

CornecemO$ oelo teorema de retnKão. Lime retração r da boia B:: 



dese]ornos estudar é o segulnte. 

. .., 
1../ 

Teorema 4: Nio existe retraçio da bola em si mesma. 

ProP-osjçio 4·: O teorema 4 é eQüivaJente ao teorema de Brouwer. 

Provo. Vomos orimejro provar Que o teorema 4 irnpl1C6 o teorema d~ 

Brouwer. Pafa tal '..;amos provar Que t1 negóção do teorema de Brouwer 

ímolíc.o ó negação do teorema 4, ISto é vtlrnos usór Que urna proPosiçõo A 

implica uma outra DrúDO$lç~ü 6 se e somente se ti negação de B ímDHca a 

negecão oe A ASSll'n spnQO. suponha Que eXlsta urna função conti"nu6 f: B ~ 

A retração da la. parte 
da Proposição 4' 

Flgurt. B 



· " l'"t 

Para provar Que BrouYv'er impllcá o teorema 4 suponhamos Que 

existisse urna retracao r, Ne~te CáSG, a função Ql.ir? iBVó x em -r(~) é uma 

funç,ão contínua Que não POSSUl ponto fi;.;ü e portanto temos um~ 

contradição ao teorema de Brou',v'er 

OED 

UnlÕ corrBsQQndef,,;iª ~ uma funcêío (j' X ~ 2 v. onde 2. V é 13 conjunto 

C!es pertes de V, Isto e c conjunto de sutlconJuntos de V. Teda função f: X -:\ 

~' é uma con"espondênc 1 a 

Teorema 5 ( lema KKM): Seja X c t n qualquer e 6: X -+ 2X umo 

correspondênc18 com a propnedade KKM t8' que 6(x) é um 

conjunto fechado paro todo x e X, então o interseção de um 

número finito de elementos da famíla { S(x) : x e X } é sempre 

nio vazia. 



• C' I..) 

consegUinte. não Dooernos JónH:IÍ<:. ter 2;= 1 r ldil(i ::: 0, poís leríamos Que c 
I 

Ile vazio e (I Donto c* não pode pertencer 8 nenhum dos G(x.) tois Que j e I. 
I 

simplexo CUJOS vértices são e:..:otomente os ~\1 tais Que 1 e I, 8ss1m .. como G 

QED 

CoroU.rio: seja K 1 ~ .... Kn um6 coJeçfto de fechados com as 

seguintes propriedades: 

8) Ui:O,n Kj = Sn; e 

Então existe x .. nl:0~n K1" 

Prove: lIs~nd(\ o teorema 5 tome >{ :: vert Ices de Sr. e G deflnlde por G(v,)::: 

Ki+ 1 p6~ 1: () até n-l ~ G(vn) :: 1<0' onde v1 €I. o 1- ~Slmo vertlre c!~ 5n .. lstO 

é o Donto de Sn (.uia j- éSlmo c.oordenada e 1. E focO veriflcar Que G possui 

DEO 
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Proposiçoo 6: O teorema 5 implica o teorema de Brouwer. 

Provo. Vam08 usar o curolário do teorema 5. ColoQue ki := f x . fi(x) Z X; }, 

~ntão eXlst.e )(* e ("1=O.n Ki ' logo., como 21;:0 n (Xlj ;: Zt=O rr fí(x) = I paro 
, t' 

do f e vale o teorema de Brouwer. 

OED 

Finalmente, podemos passar 00 ú}timcl resultodo desto secôo. Umo 

funç,30 de excesso de demondo numo economio de trocos e urno funç60 Z: sn 
-} 1t' tal Que poro todo ~ e Sn temos »i(x).= It;:o,r. X;Zl(X) :.: O. Um 

eQulHbrio c:omQeUtivQ é um Donto x* Eo Sn tol Que Z;b(*) i O paro todo i. 

Teorema 1 (Uzowo): Se Z é ume funç50 continue. enUío 8 existên­

cle de um equilíbrio competitivo equivale 80 teorema de 

Brouwer. 

Prova: Primeiro vamos provar Que o teorema de Brouwer tmplica o 

eXlstênc.la (la um eQüll íbrio comoetltivo. Para 1550, sejam "1(:<):= 

mox{O.L,(X)) e d(x):= :'-0 n C;(x), A funçõü f. Sn ..., Sn CU10S coordenod~s 
, .- J • -

são dodas por f i(X):: (1 +d(~·';)-' (x + Cl(;,.~!) é uma funçao contínuo e portanto, 

pelo teoreme de Brouwer, possui um ponto fb.:o X*. Temos Que p8ra todo i 

l 
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i:1=O n C1(X*)Zl(X*) 1 O, donde Zj{x*) ~ O paro todo 1. O Que prove que existe , 

um eQl.Jll iono competlt.l\10 

S'Jponn"mos QIJ~ Iled" ume fl)nção excesso de dernendo contínua Z 

Quolquer sempre eXlsto um eQuíHbno compet1tlvo Dodo f: Sn 4 Sn 

contínuo .. coloquemos d(x)::: (!i=O,n(xt)2f1x-f(x) e Z,(x)::: fj(x) - d(x)xj' A 

função Z assim deimiàa é uma iuncão excesso de demfmda e portanto 

extste x* e fl) tel Que Zl(X*') !. O pera todo i, ou seje f j<x*) !. d(x*)(x*'j 

poro WÓO 1 Imlt.ondo o nJCjocímo ao prove Q8 PropOSIção 6 6Clme 

concJulmos Que d(x*' :: 1 jé Que i:j=O,rt (Y.*)I :: í:t=ú,n fl~Y.*) = 1, o Que vai 

8dTetor Que fi{X*) = (x*)j pere toClo 1 

QED 

s. º Teoremo de Kokutoni 

Em (1947). 5, Kakutani e5 tendeu o teorema de Brouwer Dtlré2 uma 

determincdo clc5se de correspondências, Ele estudou correspondênclos 

convexos e semi- (;ontínuas superiormente Q.lJft fas3em Que esUvessem 

eJef1moes sobre um s'Jt.lconJunto compecto e com/exo oe fjtr., tomando 

"l3lores nQ r.onjunto des pl3rt.f:?s desse mesmo conjunto, 

Urna correspondénC16 G é dita conveX6 se para tollo x o conjunto 

G{x) for um conjunto convexo, Se Jom X, V .:: 1tn comp~ctos, uma 

correspondên(;i~ G, X -,. 2V é dite serni - contínua superiormente se pero 

toda seQüência (xn' Yn) ~ (x,y) tal Que Yn 4i G{~~n) twermos y tE G(x). O 
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Teorema O: Seja G: S" ~ 2S"\{S} é convexa e semi- continua 

superlormente .. então exíste x e )( tal que x* e 6(x*). 

PClr analogia ao caso de funções chamemo::; um ponto ~:* E G(x4:) de 

Prova do TeúrerntJ 6. Tome urnô divlSão slrnDiiclal QualQuer Á de SO e para 

~ada 'Jértlce 'y' dessa C1'lisão tome um !~v ~ G(v). Podemos definir uma 

CID 1 ~ cação contínua f.6. de S(l em s 1 mesmo se tornarmos f( v) = Yv e 

estendermos. f t iineõrrnente dentro de cada slrnolexú dó divisão. Pelo 

~·Jmnlo'J,.. ~ AO!::. An!irc. cc. trl ..... /CtrWln'=· 11~ICt r.-pnu"ónCl". dfl Al~11"sr.oe Cl"mpl1'--' . ..., - r. __ .. /j. t...,; .... . .:t ... '..1 , .6 ',.. .. - ~ I , ~~ I", ~.J _,. u ..., _ '1 '.,- I,J: _ 'J, 'J ........ .., 

ponto::.. f;i..j~ I.A tõ1 Que cada um pertence .~ um simplexoJ fj .. ,. Passando _r. I, 

:Jma e uma sUbseQuêncitl se necessáno, podemos admHir Que os simplexos 

cr .... jorrrpjrri uma seouênc18 CUflveroente Dtlrij um uonto x* É clijro Que x_ 
li - "11 

também converge Dtsró 1."', Doi,;, xn é cornblnacão c.onyexa dos vértices de 

DonrlJ flXI) temos xr, = 1""Ii.'"Xrl '; :: i. r. rr f ,..),m) - í: r yl,m ... l~O/1 '., I iltt" - I=O,fI l,m ' 
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onl1e O~ ..,.tm f)ão os vert1ce~ de IJn e o-=: IJ1/m pertencem a G('.Ji,m). Já Que X e 

Sn SF.Jf: cornp8ctos poaemos 1l(1rr11T.ir Que UWd s'?qlJenc'6 yi,m e ri m é , 

conVf;r·~~rd.l:' com lírnlt~s ,}1 e r1 resDectiv8rnente Corno G é semí- contínua 

superiormente temo~ Que cada yi pertence a G(x*) e como G é con't'eX8 

QED 

Corolário: Sn pode ser substituído por qualquer conjunto 

compocto convexo C no enunciado do teorema acima e este 

permanece v8lido. 

Em 1938, Von Neurrtónr. f 01 ti primeIro a Ué,ar um teorema de ponto 

fli\ú párô provór ij e:':Jsténclô de um eQuílíbno num modelo econômico. O 

03/ EXi;tl?rn ri bens que podem ser prodl.JZldos através de m 

pro(;~:;,;,os prOúut 1'';05 Ou ':Jtrõ'vés de umõ c.ombinôção linear com pesos 

púSith'ú.:;, Ci'lãrnâdos dê inten::ldades, de5te~ prOCê5S05. No processo i se 

reouer CSq wwj6d~s rju tJl~rn J parti S~ Drl)JjIJ~lr tJik umdaóes do bem k. 

tJ} Todos os ben~ le'.,rarn o rne3n10 tempo pere serem produzidos. 

c) Tudo Que se obtem num oeríodo é utl1izado na produção do 

períOdO segumte 

O prob,ema de 'v'on Neurnônn era enc.ontrar (j."P I:: lt. x~ e Sm e p* e 

Sn t6j~ QUW 



I~ -------------------------------------------------------------------------, 
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6) no ln~tjjnte t ü':; orocesso::. ~:.ão I.lU Jlzados com Int.ensidades OI. t x* 

(chememos 0'. de coefic1ente de e1:Qens50 de economie); 

~) em Qualquer t c consumo do bem J é menor ou igual Que 6 

produção do mesmo bem no instante t-l, se 8 produção ei,ceder o consumo, 

então o preço do bem cal o zero; 

c) com a taxa de j'Jrús igl..iãi a 13 e âúS preços [J. nenhum lucro pode 

ser feH.0 com o 1- ésimo proc.esso. se existir preJuízo o processo não é 

usado, \ Note Que coco msumo ceve ser remunerado por ~p j para Que possa 

r1at.emaUcljrn~nte, esslj~~ cond,ções SF.:' trtllju21?rn corno: 

!). - lí· 
I" I - " .. 

v. - (\ .. , - '. 

Teorema 9: Existe umtt solução peni o probleme de Von Neumenn 

com ex.:: ~ desde que 8 1J> O pere todo per (i,j). 

Prov~: Co!oQuernos A:::!aj jJ e B= lb j ,J Sejam VI e 1<2 (I míntmo e o máximo - . 

ponto f:;w oeste funçãc· seja também uma solução do prob1ema de Von 

fUNO,,\..:A(" '.1 ,:; 1.10 VARGAS 
aBu01 ECA MA I' \' '! ' ,.1\ O'J ~ SlMONSE. 
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~~elJmanno Peio teorema de Brou'iv'er eXIstirá pelo menos um ponto fixo da f 

e nós teremos provado Que o problema de Von Neum1.1nn tem solução Para 

P
i

+ max(O,ax~Ae.-xtBe.) 
1 1 

P "= i" 
= para 1. = 1 até ni 

1 + E. 1 (rnax (O, a x~ Ae . -x+Be . ) 
J= ,n J J 

x "= i" para i = 1 até mi e 

1 + L. 1 max (O ,e7:Bp- ae+.Ap) 
J= ,m J J 

onoe e~ é O ·.ll?tor quP. tem ô 1- eSlrnfj cooroenaoa 19U1.1i a I e 6S demalS 

nuius Um DOnl/J fixo (p* ,;.~JI:,(1. iq da r obedecerá as seguintes condições: 

i!*tEze
1 

) pare i = 1 até m; 

00 .. o, .. t I. e v. r. M 1 
) 



ASSIm, 

Da mesma lorrnfj uodernos. concilJlr fJue Dflrã l.UíJO i= I até rn vale 

t"'rr,h':'''rc (11'P. p- tP(p*"" - (.,*"", tAlp,~'I" (, ,_u .Ut;"f .• 4.J.J." U". I .A- C 1 \. ,_-,/ 

i: l (113] rr./?nte es,:,a-: OI?SFJuaidade c, ~'Jntarnent.e com fi 19u6idaôe (c) 

nos D,;,rr",ítern concíuu- que ql;ardlO urrl.:J elelas vljje estritomente; então o 

{ri",', "',' '1 'I""" r-(,rrpC-por1r1c.,..,tF- TCllVi (1p c:pr !f'!/I~l Co ~c.rr, ~ r . J -" ..J ..' 1 1 """ - , - J • , oJ ' ..... I ... - --; ,. .... _ ." ... , .:j .... ~ I W .... _. _. 

OED 

Obs~n"ação' A prove dI? "ion Nt.'umann e dlferente üesta prova. \ion Neurnonn 

Ele usou na sue Df OVO LJrn ti?i.lrerna que t? eOlnvaiente 60 teoremo do ponto 



~-----------------------------------------~_.~~.--------------------------------~ 

í j A definição .Ji.J!? dei O,:: um slmplexú n- dlmenslOnõl Brn 1tn+ 1 .jlZ16 Que .~­
e-;tl? €' fi tmegem (lI? Sn I.:Itr~ves Oe Ijrntl t.P3ns10r rn8ção llneor tnJet1V6 n 

(-. ,... 
'1o~t.rl? QW! ';t? (ljnnec~rno~; (1:=, vertlce'~ v· ... ,,v' Ije um slmplexo 
n-dirnenSlonal e se os vet.ores .). }:;(I ate n, são hne~rmente mdepenljent.es, 
er~t.~,:, ~'0d~rnljs ob~er rr (rnc'stre como) e rr e !r!)etiva. 

:2) :12 :::::2rr-;;::1os em que se elny::nanílo uma d;:$ segulnte$ condlçÕe$ f: C -:. C 
nâo ~C:':'Ul um ponto fixo 

a; f n50 e contim;a, 
~) C não é fectledo, embora seja llrmtado e ccm'v'c}~o; 
c.) C é fechado e conVC'íW. rn8~ não é im-::tado. 

3:; DIjE conjuntos :;( e '{ c 1\:"1 são h.jm~omorfos se ezist.e uma funçSo 
ClJrltír'f.m r x ...., '1 QUI-! é UI !I::'i IVij I;:! CUI;:; !fl',;r.-r"·:'d (dmlJém ~ contínua. Prove . ~ 

que se tO(1a fllnçfjn contir'Ufl 'J :~ -:. X pOSSUl um ponto flXO. então toda 

função conUnue g.' V ..., V lambem PO$$Ul um porlto fi:~o. Se }~ tíver a forme 
ele uma garrafa; o Que é Que '.,'Qr:e pode me cllzer sobre os pontos fixos de 
liííiiJ f. X -;; X 

4) Demonstre üu8 ÕS jjfOPrl8dades da função q Ijo t.eorema 3 são verdã­
,jeiras O QUI:? acontece se f:iirnlnamos 1.:1 /'iwóte:;,8 de C ser convexo. 

5) Um curtJlJnf.o cún'o/~Xú A c \i ür.rJe ".j é um espacu vet.onal. ê dillY 

rt', t'ai~ncl?,,~n, SI? rA '= I~ pljr~ todo r tal QW?! r! ~.; 

b;' ebsor'1ente, se parti todo l': ~ V ei~lste r > O tal Que :-: e r'A 

'S,; j E; C um conjunto CDn'.)e~~o balanceado e absorvente. A função Pc: 
\,.' -4 'R '1e!-;~lC~ por p,-()<:' '-: lnf-\ f " I) : X F rC ~ e Chomode de ftmClonal de 

'-

t'1InKO\''1sk \. F'rov~ Que De tl:'!Tl ôS segUlnt~s lIropnedaoes: 

i ~ p,-C-;; ;~\ i. Pr(:';) .. D.<ll) para todo ;':.U 'i: V; e 
'- '- - '-.. - _. 

--.) n t'r""') - I ". I" { .. " pco"."" tnd"'\ v - \.' e ,.. - fD -.' ... C '. .~, ,< - ,. ~I C. ','" : '-J, U ... '-'" li:. ~. •• -=- A 
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6) f',1o úroblernCJ anterior mostre Que se V = ')to, então Dr- é contínuo ~e e 
'-

somer,te Si? D pertence 80 lntenor de C. isto e se e somente se el{iste r > O 
tal Qlk E~:) .i") .:: C <Qbservoç,6o: Este resultado é válido em gerel para todo 
espaco veL.:;naJ tOPolOglCO. mos lstO esta foro de nosso roto). 

7) Sejdm C e C' conjuntos convexos compactos tais Que PC e PC' sóo 

ccntlmlo$. PrOV2 Que C e (" são homeomorfos. Sera Que 90ce consegue dar 
um:~ outra pro~la d~ teoreme :: ? 

8) Seja Q:l o espaço vetorlo1 das seQüêncH~s :< : {Xn)neN de números reois 

t.~ts QW? I!xl!~ .: ::n= 1.oo(Xn)2 <- 00 Estf:l espaço e um I?speço 'Ietonal com uma 

nQrm~ doO~ por 11 • 11 A oo)e Ufl1 tarJa l:le'St.t~ EI-:()OÇü B = { X E 11':: IIxil ~ t} e 
conve~;a, fechaOe e limitada. Considere f: B 4 B dada por f(j\):=«1-lIxll l )1/2, 

x 1 .. x.,. ".i. t"lostre Que f não tl(\ssui um ponto fiXO. . .. 

!) Prove o lema de Sperner por indução da segulnte forma. Primeiro prove 
que quendo n= 1, então c número de lnter'./81os com os dois 1abels O e t é 
ímpar (UZi€ a figura A seguir, dada ume divisão strnpliClol de Sn, deixe Fn 

S~r íJ rl!.Irn~,.(t fjf:l -::~rnplE'xos 'l/j~ D(I'3~!j~rrt (lS Illol?ls (.1\ 1 I" ,O-l,m} pllr6 m = O 
at.~ n-1 ~ t:n o num'?ni de ~;lmpIRxos QUI? t.~rn 1.0110'; os lebp.ls, provp. que veJe 

õ seqlJinte relócóü. 

?F - ~~ ~ .. "I ... L,., = J:.r "1-1 ... '-"1- I , ., 11 • ~. 

onde != r.-l e Cr'-I sêo o número de faces (r;-1j- dlmensioneis dos sirnptexos 

da 01\11560 slmpllc'a i que possuem os iabels (l, t , .. ,o-I e que não estão ou 
~st.~1) cont~fjes nlJm~ fecf:l de Sn rp.spectlvemente 

2.i PrQYP' e seglJ1nte 61tp.rn6tlVI':! 1j(1 feml3 de Sr'ern'?r' Ijevld6 ~ Scerf "Se f!(y) 

é Qualquer dos r,úmeros 0,1, .. ,n Quando v é um '.,.értice interior a 5° e se 
12(..,.) é um dos lobe13 ~ tais Que v, = O, então existe um slrnpleí:O que possui 

T.0t10~ os letlels" 



n Prove, IJsanrjlj ú teúrf:ma de Brúu''I'verJ que não pOlje eXí~Ur uma retração 
de S"., em Sl rne5rnü. ( Sugestôo, Use o mesmo tiDo de prOVá usodo no 
Prüoúsicãú .,f', mós tome ct./ídódo com fi conUnuHlóde dá retracôo). 

2) f10s tre Que o 1 emo de Sperner pode ser dernons trodo o port i r do teoremo 
de BrOUVv8(. (Sugestão. Bosta demonst.rar Soerner no caso de divisões 
rest.ri ;_.:J;~:'8 não existir uno, sirnoJexo com todo:~ os lobels, então podemos 
cont,i.n.Jli urna retnKãu Ije :;'1 em ôSrI Que leV6 cddô smlOlexo da dIVisão 
SlmpilcHfl num.": fece ae Sr: Esta retração é construíel8 ele :;egUlnte formo. 
Pnrnelf0, c~da vért'ce com latl.-:-: ] da ol'.nsão s1rnpilClljí é 1evaOo no j­
es''no '.,i~rr.lc~ (le .::P Em segIJ1(!~, ~ste !1If.lpô ':o es t.e!1dldc: jlnear!"nente dentro 
'li? r:'~dô 31mpl~'r'O} 

?.' r'1l)st .. ~ q'Je ,?:.'I'?~e r .' f, f.8 1 ~!)~ ~E H e IJrrl~ farr'\í!le ql.H~I~lJer fl!11t.~ de 
{"("I'" l' ,.-,t "I';. f orvl,....-i("'~ C f~, c nr Ie. ,..;, :=. r .... ( r: 'i / r I", " • c - crI er.t;'O ~'I; C t p"'" 
.,'-';iJ',A'."-'..#'J .... ·..,l '~W'J-' I a· .. ' .... · ................ . .-; ......... a" t.. -rj..,.eH' a - .,., I .0· ....... ,,-,'.)'J' .. ..,líl 

1.', S~J~ F urr'"l.:! ,=orr-=sp~lrp:Jen-:lij ';ern1- c':,nl. ;~-:u::: ':;ljp~""'~ormt!rtte de 1tn em 
mi'n P"'c.ve "",., -:;.-:. (. Ó f"·{"r .... ~,;:,c.r, ~· .. ·+a-f"1 ,t,- 'I ç, r·'''''",~,.",,~''('l .J\. . J' 'I ... ' .... Cf- \.J c· 'J OJ 'J;'; 1,.,1.,j .... '.J, t. I \, U. \''''' I .., ' ... I".J ! I .,..' ..J í." ... '.1 • 

,..,', r· -,.~ r.' ."n "I"·fllíl""'r.·~'" ~ -nue"'flr-t1~ ... ~. ,-. -.-1",(,-.. " "onrr ~<'·"dr-. o ~) I.)'JIJIJ ..., C.Ao, 1Jr::: IldJ,j U !"'J y .. " ~(jJIJ IJt;: ~, 1_J)"f>.I~}, ,_ • lU .:tc:,J u 

menor conjunto convexo que contem C, Isto é, ~,e (li: é um conjurlto convexo 
e C ~ ~ C. então C" ~ conv(C). Prove UlJe: 

5' conv(CJ 8 8 lnr.€,r"seç-êío 08 todos os conJuntos convexos que 

~: '=,';' '~ ~ aC:I?..-to, er~ôo ce:I"t'·J(C) I! 110ert o, 
.:. ~::. C. 8 cornpô(T O, enr.i~!~; con',j(C) P cornp8C T.ú 

r- ~ 
":' Q;;.::;;t"i?"'2:' rJ" C~r'.!P'i~()!1Í1n_:'1 ~""i··.iP G'JE' se r .;:: C0",'./~.I_:! -:: 1t', er!t:lO x pOde 

S,,'- ~:<~lres5:: cc'rr.~ ,:c·mt.1:;:~çêü ::-on,je>~~ '.:1'! ":": p0!"'~_OS de C. (Sugs-st;o: Se Y. 

"'::'''~l'/l 
.... - '. .J , _ ~ -.'1 r} r .oi. - " 

~ . r'l t'" 

+ Z -:" ": ;1}' 'Í .. 
Lk __ 
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\: -.,. v ... "? _r,.' ... ..."? \' 
'fi - -n 1 1 -tiL' 2" -nr r 
1 = "I + ... + V .. 

I I 

" ;,rv u ~O v 1 - ......... ······"r;. , 

onoe O~ v'?tore~ colun~s da metnz do sl~t.emt'l ~60 pont.os de C OOS QU81S 

",jlclonemos um" (0+ t)- ~~H'YJa coord~nad8 Igual 8 t .. Lj.l e 6 f-eSlmo 

coordenada do i-éslmo oonto de C Que entra na comoosicôo de x. Se r > n 
Dodemos eliminar colunos até fazer r = n+ 1.1 

4) Se F é umc corresoondênc16 semj- continua suoeriormente de um 
sulJconjunto de ~n em SI mesmo. ent60 8 correslIondência G definido por 
t;(~).~ con\l(F(x)) pore tClOO x tombem e seml- cont InU8 supenormel'lte. 
'.~estÕo. USE' (I exare IC10 8C'lmeU 

S) Prove qlJe o t,eofl~m6 OI? 1".8It'ut.am vale Quando SuoC3tltUlmos 5n por um 
SubConjunto compacto convexo Qualquer de ~n, isto e prove o corolerio do 
teorema ~. 

6) Dada urna correspondência G: X ~ 2'1.. onde X ê um subconjunto convexo 
úe ~n, prove Que 0$ pontos fixo.:. dá corre5Dondénc16 H, AXX ~ iW:xX definida 

Dor H(Xt,X~,) = ÚI/2)(X1+X"''í. Gai/2)(x1+x-,)))', est~o numa relaçõo 1-1 
'L.. " L I 

cúm os Dontos fJAÚS da G. Prove também Que graf(G).= {(x,y). Y E G(x) } é 
19uaJ á im8g~rn d~ XxX oelo H. 

7) Umfl outra orO'''6 dú teorema d~ KakutÔnl: o) Prove Que se X é um 
subconjuntu cürnOdcto ~ COl,VéXI) de 1tn e S~ G X -., i!. é sl!mi- contínua 
';IJp~norm~nt.e e convexa, ent.ãQ (1~flO t >- (I, €,y.l<;=t.e IJrn/3 r'Jnçâo cont.inuo 9t : 
f.. -t X tal Que grflf(g) c grflHG) + E!(lj. r.,= { ()(;!:p e 't';,,;, . mflx(IIx-x'IUly-y'lI) < 

t, onde y' e Gúd } 



~,.., 

~I 

". gE 
"} 
\~ graf(G) .--t-

graf (G) + B(O,E;) 

\R~ferêncla: Aubirl e CellrH:L Pi:2Çi 641. 
O) P~lo teorema ae Brouwer C-80~ !lo tem um ponto fixo x~, Delxe c .., ü e 

tome. um Donto de 5cumulttcão :-:;.. dos x, Prove Ou~ x* é um ponto fixo da G . .. 

7) (Eoves. 1970) Seio C c :Rn c';lrnoocto e convexo to G urne c:orrespondêncio 
sem1- conttnu~ supenorrnente oe C. nas partes oe ~n Se eXlste c E mte tel 
Qlje p~r~ todo :-: e ac tenhamos c oS F\:-:). então F tem um ponto fixo em C, 

I:Suge~~~o: C*-:: corw t C I_I HC ':t e compecto ~ convexo. Tome F*: sn ~ 2sn 

def imd3 Dor r+(;.:;,;; CQ/W ( F 1 ü,) L·· F.'!\x) ';. onde r, (x) = F(x} se x E C* e . - . 
F f,.' - I') ~e ve era \ [~* ., F-I .. " - I!"\ ~e ve c \ 1ntl~* e c {'", - L":f em c,c.so ,\,,~. -.(J ~ ,"\ .... ". '-" . ~,I·\ •• - , .... J.. ,.\ ...,J, I, '-" , .) '.'.' - u u . - ... 
contrenO I 

1) Prove QIJ~ no rnOrj~!f) de \/(m Ne!Jm~nn o Cf. 8 umeo '?I? S'JplJSl?rmos Que 6j t 
Dl'. > Ú oarij todo D(lr (í,!J ~';urjw:;tãtj Prirw:nnJ mostre Que se (X,p,ct) e 

J ,; ----

{x',p',u:) são sOluç,)es, onde u. / (I.:, então (i~,P',tt.·"j é umõ soluç.ão para todo r.J." 
t • w •• 

. 81 OUI! IX! (X. ::. ~ ,'. 

2) (1!1) Pmve o teoremi1 OI! Frobemu,='- Perron' .. SeJ8 A = iaj jJ um6 met.rlZ 

(J)c,n com todús os suas entrarjas oosltl ..... as. Então A possui um outove1or ÀA 
posH;',:o .18 Q:.1el corresponée um eu~ü\'€tor com todes ~s sues coordenedes 
pO~.itl'..'~~: (Sugt'stêQ: Defmo d(x)::: :1::: 1.n2:J::: 1 ,li a~Jh), então f: sn-t -+ 
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5
n
-

1 
d6d8J)Or f(x):=(d(x)Y

1
( !j=l,n 81jXJ, ... , í:j=l,n 6njXj) é bem detintdo 

e contínufI. Use o teorema de Brouwer). (b) Prove Que se Ai( 1 J.lX poro olgum 
~ e 1t e algum x fi 50

-
I , então o autovalor ÀA do ítem (fi) é ~ jl. (cj Prove 

Que se w é um autovalor de A, então ÀA ~ I Q) I. (d) Prove que se A, 1 A2# enteo 

À.A, 2 ~'A2 

3) O moda 10 Cle Leont 1 eH (1949) estude.."" umlJ economla com n Dens, coda 
um senao pr ol.1/JZ1C10 por um ümco setor da economte. O mooelo era 
especlflcado de seg!Jtnte forme Ptlro 8 prOtjucéo de r '> O IJntdedes do bem 1 
s~o necessénes reli' 1.]=' "te n, umdades ao nem J Se supõe Que 1J1j 1 O, 

com ao menos um dos Ói; ~ O para cada i. Se xl é a produçóo do bem 1, entõo 
• J • 

e prcauçêo HQuide do bem 1 e 

A dernt2nde totdl de cada bem i é c; ! O e Igut.1ie 8 orodução líQUíd6, isto é 

Sup')nhe Que o moOelo Cle Leontleft seJe -3olúvel 1StO é Que dedo o 
vetor de demandas c exista x E 1tn tel Que Xi ~ O p6re todo i e Que x seje 

solução de (*) Mostre Que eXlste um vetor p fi! ~n ... e um número 'f ) O tel 

Que ptA = (1+-rr t pt .. onde Df é o vetor tronSDosto de p. Interprete p. 

o seguinte exercício eu tlpnmúi em Frinceton com Phllip Whae. ele 
engloba. Dor exemplo o modelo de Graherll de Comércio Internacional. Pare 
uma r e .... ·tsáo \.lo QUtt é o modelo de Greh6m leian: o arttyo de McKenzle citado 
n6 bibliografIa. 

4) Vamos SUDor uma economia onde os consumtdores oerem uma função . w 

excesso de dernanotJ agregad6 z(p) e onde 6 prooução de bens se faça de 
acordo com urna tecnologia gerada por uma matriz mxn A de anóHse de 
eUYldades_ Cada uma das colunas de A representa uma atlYldode Que pode 
ser operada com uma 1ntensidade 1 O. O uso de uma atlYldade não exclui o 
uso de outras. 

6) Mostre Que se as firmas estão maximizando lucro, ent~o uma 

.---. -----------------------------------------------------~ 
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atiYldade só pode ser usada OOS preços P' se nesses preços elo der lucro 2; OI 
isto é, a j- éSlma atividade só pode ser usoda se pf As, z O. Além disso, 

mostre tombem Que se o atividade t e usado e porque de foto temos ptA~ = 
ú. 

O} Mostre Que o conJunt.o G:= ! p E 5n . piAej i O poro todo j} é um 

c.onJunto conyexo e compacto. 
c} Suponha Que as primeiras m colunas de A sejam n50- negaUvas. 

O Que é Que isso represento conceitualmente? Um vetor de preços p* é um 
equilíbrio se e somente se existe \;I a t n• te1 Que z(p*) = Aye (p*)'Aej i O 

pere todo 1. Suponha Que G seja nao vazio e Que z seje contínua. Oeflne h: G 
~ G ponóo h(p):= ponto de G Que está mais perto de p+z(p). ti é uma funç!o 
corttínua. Prove Que existe um equilíbrio do seguinte forma. Escrevo o 
lagrangeano do problema de programação convexa necessário para se 
determlnor h e escrevo es condjções de Dlimeíro ordem. A seguir use o 
teorema de Brou.""er. 

5) Prove Que o seguinte teorema de Von Neumarlfl impUca e é lmpllcado 
pelo teorema de KakuttJn1. .. SejtJm X c1tn e v c ':Im c.ompactos e convexos e 
E e F 0018 SUbconJUnt.os reChoaos de )()(Y. Se per'} tOdO x ti X e tooo y • v os 
conjuntos Ex:"; { y: (x,y) • E} e F/i"; { x : (x,y) • F} s!o conjuntos convexos 

nêo- veZlos, ent~o ftlF : a." (~gP'SlÕQ' Pare prover e 1de ponho X = V, E = 
gref(P.) • F "; {(x.x): x ti X}. Pere provar D. Yi31te tome R:XxV -+ t-xv definIda 
por R(x,y):= (F y,ExD 

6) Vemos moa1flcor o modelo de VOA Neumenn de forme o introduzlr 
consumo pübl1co e poupençe Isto é felto do segumte forme. Continuemos e 
ter aues metrizes mxn Â e B Que nos dAo os lOsumos e os resultedos óe 
cede processo QuandO este é utIlizado (:f:\m lOtensldode 19uol e 1. 
lntroduzlmos ume nOY8 metnz mxn W cUJes entredes Wij serao 

interpretados como sendo o Que os trabalhadores ganham do bem 1 no 
j-éSimO processo Quando este é operado com Xj :: 1. Se s é a propens50 a 

poupar dos trabalhadores e c e sua propensao a consumir, Queremos ter 

a) )(t(8 - ~(A+cW) ) ~ O; 

b) ( B - J3(A +sW) )p i O, 
c) xt

( 6 - c<.CA+cW) )p :: O; 

d) )('( 6 - ~(A +sW) )1) = O. 

I 
I 
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Note Que não supomos nenhuma relação entre c e s, isto é, podemos ter c + 
s <, =, ou > 1. Pede-se. 

a) Expl1Que o slgnificado de cada urna dessas equações. 
b) O Que significa c+s < 1 ? E c .. s > I ? 
c) Mostre Que existe urno solucão do problema. 
d) Mostre Que se c l $, entôo ne soLJçnóo ternos O < a. i p e Que se c 

i s temos cr. ~ p > O. Interprete 
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tJg í tul o 11: TeoO o dos JOgü 

(Jogos na Forme Normal) 

A Teone dos Jogos é o ramo da Economta Matem6Uce que tente 

modelar as sftuoc~es de conflito entre diferentes agentes econÔmicos. 

Seus pr1mórdlos se encontram nos trabalhos de Coumot 8ertrend 8 

Edgeworth j6 no século XUC se bem que uma formuloclo reolmente preCiso 

só foi alcançado após 08 trabalhos de John Von Naumann em 1928, de \lon 

Neumenn e Morgenstem em 1944 e de John t4esh em 1951. 

Cournot tem a primazio h1stónca. No seu l1vro • Racherches 8ur les 

Princ1pes MathémaUQues de 18 Thêone des R1chesses·, publ1cado em f838, 

ele foi o primeiro a propor um modelo de oHgopó110, onde n firmos 

diferentes 8scolt.iam os QuanUdodes Que cedo umo delos produztria de um 

certo produto. Ele supunha que havia uma curvo de demando poro este 

produto e Quol possu10 uma incllnação diferente de zero, 1sto é que o· 

elosUcldode do demanda em reloç~o 00 preço nao fosse infinito. A eçlo de 

uma nrmo 1nfluenciavo o lucro das dema1s na medida em Que se ale 
aumentasse e sua produç~o eumentono a QU'l;1Udede ofertodo de produto, 

baheando o preço de equl1 íbno. Coumot definl.1 um equtHbr10 como 8.ndO 

aquela s1tuaç30 em Que nenhuma firma tena rumo oumenter o seu lucro s. 

os demais firmas permenecessem como estev;}" ... 

Exemolo 1 Temos duas firmas produzindo um 'JnlCo produto. A curvo 

1nversa de demanda por este produto é dada por p = 2 - ql onde p é o preço e 

Q é o QuonUdode. A tecnologío de coda umo dos du", é expresso pelos 8ues 
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respectivas funCass de custo, o saber:' 

C1(Q) = l-Q 

C2(Q) = 1.5 - Q. 

Ass1m# os funçftes de lucro 560 respecttvomente 

TT 1 (Ql'Q2) = (2 - Q. - 112)Ql - (1 - Q.) 

e n2(Ql·Q2) :: (2 - Q1 - Q2}Q2 - (,.S - ~). 

t f6cH ver1ficar Que "1 e TT2 seo funções côncavos em ~ e ~ 

resplct1Yomente. Portanto um eQuiHbno de Coumot exIstirá se e somente 

se es curves an1/aq1 :: O e a"2/a~ :: O se interceptarem. O grófico obehco 

mostre o comportomento desses duas curves, eles se interceptom no ponto 

Q, = ~ :: t. Costumamos chamar e curve c fT 1/ aQ, = O de curvo de reocb, do 

ftrme 1 enquanto que a112/aQ2 :: O será e curve de reaçlo do f1mo 2. 

3 

+--------------~~o 
jq.t 

1.5 

+------~.o 
clq~ 
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Cournot estudou problemas como o do duopÓHo oc1mo e chegou 

mesmo ti estudar algumas generalizações 8 problemas de 011 gopól1o. 

Evidentemente, o provo de ex1stênc10 de um equHíbrio que ele pode 

fornecer Jomols f01 muito olém do Que foi vtsto no exemplo ocimo. 

o segundo gronde posso do T eori o dos Jogos f 01 dodo por Von 

Neumonn. Ele enunciou pelo primejra vez o Que f1eou sendo conhec1do como 

o Iloremo fyndomentol do Teoria dos Jogos. O nome, embora tolyez um 

pouco exogerodo, reflettu o entusiosmo com Que esse resultado f01 

recebido. Esse teoremo pero o Quol extstem inúmeros e d11erentel proyos 

(00 que eu saiba 4 delas dedos pelo próprio Von f4eumonn), é eQulvolente 00 

teorema dO duoHdode no progromoçao L1r,eer e fof umo dos cousos do 

operfeiçoomento de métodos computacionais de programoç&o Uneor tota 

como o métOdo s1mple)(o de Dontz19 e Kontoroy1ch. 

Essenciolmente, Von Neumann Querio estudor um Jogo com dots 

Jogodores, codo um dos Quots Unho um número UnHo de estrotéglas que 

poderia tomar. D1gom08 Que o primeiro jogodor tenho m estratégios 

enQuanto Que o segundO pOlsuí n. Nós vamos enumeror os estratégias de 

codo Jogador e nós falaremos do par (1,J) como sendo o evento: o jogador 1 

toma a sua j- ésima estratégia e o jogodór 2 toma a sue J- éstma 

estretéglo. Quando um par (I,» é escolhido o pr1metro jogodor pf2gar6 o, J 

unidades monetárias 00 segundo (se OjJ for menor Que zero será na verdade 

o segundo Quem estará pagandO 00 primeiro). 

Von Neumann supunha Que os Jogodores n60 coloborassem entre s •. 

Desto formo, seno rezoável supor que os dois jogadores adotassem OI 

seguintes comportamentos: 
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i*l Jogodor 1: Ele sobe Que per6 QuolQuer estrotég18 que ele tome o 

JogOdor 2 sempre procurará m8xlmizor o seu g8nho. Portanto, ele 

escolhe í pen8~ndo em resolver mio. rrHsxJ 81J. 

!~) JogAdor 2: O Jogador 2 sobe que o J ogodor 1 sempre yo1 tentor 

minimizar o quento lhe deve pogar. Deste formo ele escolhe J de 

formo o reS,OlY8r o prOblema m~)(j mini 01l 

Exemolo 2: A motriz abaheo 't) esquerda nos dé um Ixemplo de um Jogo 

metnc1al onde cada jogador tem duas estrstég1as e onde 8xiste um 

equl1 fbrio, Já o jogo representado pelo matriz do direita nao possuI um 

equtllbrto.m estratégias puros. 

[: :] 
Pera pOder garonur o eXlstêncto de úm equHíbno em Jogos como o 

jogo com o motriz do direita Von Neumonn ~eYe de estender o idéio de 

estrotéglo. Ele odm1Uu que 00 1nvés Oe escolher uma estratéglo, que codo 

. Jogador escolhesse uma loteno SObre O seu conjunto de estratégiaS. 

Assim, por e)(emplo se eu possu10 as estretéglos "'r poro a esquerdo· • -tr 

paro o d1re1te" , agora eu tembém po~suo estrotég1as como .. 1r pera o 

esquerda com probebU1dade 1/2 e pere a (UreUa com prObabilIdade 112-, 

Pore dlsUngu1r o novo conjunto do Origtnel nós chamemos os estratégtas 

com que começamos de estratéglos DUros e 08 10tenas de 88trotég101 
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mjsto~· 

É cloro Que Quondo permitimos Que 08 jogo<lor89 adotem 

estrotég1as mistos Que entao devemos refrosear a8 hIpótese 

. comportomentols (*) e (-) aclmo. Pore tal, sejom xt o vetor Unho de sm-1 

que dó o estretég18 mtsto do jogador 1 e y o vetor coluno de ~-1 Que d6 e 

estrotéglo misto do Jogador 2, ent&o o lucro esperedo do Jogodor 2 , )(tAy, 

onde A = 101j] e (*) e (-) podem ser reescritos como 

~ Jogador 1: Ele escolhe )( de formo a resolver m1nx mexyfx x'Ay; 

1~ Jogador 2: Ele escolhe y de formo o resolver moxy m1nxly x'Ay; 

onde ylx slgn1f1eo .. y dado x" e vtce- verso. 

Um jogo nas condtçOes aelma ê chamadO um Jogo matrtc1el. Um 

equ11lbrio poro esse jogo é um por de estratégias (x,y) que obedecem e (*) 

. e (-) ec1ma. O Teorema Fundamental de Von Neumonn nos gorente que um 

tol por existe e Que minx mexylx x'Ay = maxy m1nxly x'Ay, sendo que 8St8 

numero chamamos de o volar do ~. 

Um equtHbrio de Nash num Jogo onde n60 existe cooperaçlo é uma 

. coleçao de estrotég1as I uma pera cada jogador" tal que nenhum Jogador tem 

um 1ncent1yo pare se desviar se os aemals se inantlverem como 8stlo. Na 

. seçlo 2 obteremos o teorema de Von Neumann, bem como o do eX1sttncte do 

equHfbriO em um oltgopólio. como corot6rio de um teorema mots gerel que 

. garente a eXlstência de equlUbnos de Nesh em jogos convexos. 

2. Jogos Convexos 
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um jogo conyexo é um Jogo com n jogador •• , indexado. 1 :: 1 e16 n, 

cede um dos quols possui um conjunto de estratégias S, qUe • um 

subconjunto convexo de algum espaco yetor101 e uma funç50 lucro 4= 

"1= t,n st -+ t Por slmpHcldade, nós ~uporemos Que ceda ~ • um 

subconjunto de ~n pare algum n < 00. Também suporemos que ceda S. ê 

~ compacto, Que os funç~8s LI sejam contínuos 8 que coda uma deles 18Ja 

uma runÇao c6ncova no suo t- éatmo voriável mentidos os demetl vart6Yt11 

nxos, isto é, Lt é c6ncoyo no estratégia do Jogador. t S8 a8 outres 

estratégias permanecem f1xos. 

Evidentemente os modelos usuaIs de o1lgop61to~ bem como o. jogo. 

matriciais .50 JOg08 convexos. Porém, 08 Jogos convexos Incluem uma 

game mutto metor de Jogos. Podemos, por exemplo, ter um jogo com dois 

JogadOres, onde codo jogador tenho um número f1nao de estratégias pura, 

mes onde o lucro de um nao necessenamente é o prejuízo do outro, 1.to t, 
temos uma 81tueç60 onde os lucros dos logedores nao mata somem zero. 

Tal Jogo também é um jogo convexo Sf; adm1t1rm08 que 08 jogadores 

possem Jogar com estratégias m1stos. Este tipo de JOgo' chamado J •• 
. bJmatrlctoJ. Ele é mutto 1mportente porque ajudo o d1ferenc1ar o probleme 

do n60- cooperoçAo do problemo do ontogonísr1o, coisa que é tmpo"'Yll de 

se fazer nos modelos de 0l1gop61to com um produto só ou no. jogo. 
matriciais, 

A tdé1e do equtHbrto de Coumot 8 o do equtlfbno do modelo de Von 

Neumann estIo conttdos no idéto mots geral do §QUI1fbr1o dI N"h de um 

jogo COnY8XO, o Quel é definido de seguinte formo. Dedos s • S:: "1= ',n S •• 
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I'J • 5J qutJlsquer seJem l-f: (811 "', 8j-1, S j+ l' .. " Sn> e (I_J,I'j):: (8" ''', 

IJ-1' "J' 8J+1' ... , In); um equ1Hbr10 de Nesh é um ponto 1*. 5 tel que de j 

. = 1 eté n tenhamos 

o teorema que vemos provar d1z Que todo Jogo convexo POSlut um 

equnfbno de Nllsh Antes, porém, ser6 necess6rto o seguInte teorema 

devIdo o C. Berge: 

Tloomo I: (Teorema do "faxlmo) S. Jam SI • ~ dote 

llIaconJufttoa compactol nlo- v_zlos de tft. S. l: S,xS2 -+ 11 • 

uma funçlo contfnul. Intlo: 

.) A correspondência G: ~ -t 25, definida por 6(12):= ( 1i 

.. 51: L(s.,s2' = mox81L(81,82» • nlo- •• zla pera todo 12 • 

leml-conUnue lupenonalntl; . 
b) A funelo Lmax: 52 .... 1l defInida por Lmox(S2) = 

( L(ll,92): li • 6(12) } • conUnul. 

Prove: Como 51 é compacto é trtvle1 que G(s2) é diferente de vozto pere 

todo '2. Suponha que G nao S8JO semt- contínuo supertormente. Entlo, 

podemos encontrar uma leqO'ncte (si' 1/sn 2) -+ (81,82) tol que pore todo n 
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sn 1 • G(sft2) e 81 • G(~). Neste ceso, 8)(lstem S'l-S1 e t > O tal Que 

L(s'l'S2) > L(s, .. s2) + 2e. Além disso, pere n suf1c1entemente grande e 

continuidede de L nos gerente Que I L(S', ,s2) - l.(S'l,sn2) I < c e I L(s' t "2) -

L(sn l'S" 2) i < t. Assim, teremos 

Us' t ,SO 2) + t > L(s' 1 ,52} ) L(sl ,82) + 2e > L(sn l/s" 2)- e + 2e 

O Que acarreta Que 

LCS'l,sn 2) > Us" 1 ,sn2) + t, 

uma contradtç!o, pois por h1pótes8 In 1 - Gesn 2)' 

Paro proyor Que o fuoç50 Lmox ê conUnua tome umo seqüênclo 

convergente "2 ~ ~. Tome snl • G(s"2>.' pessando a uma subseqüência n' 

podemos odmtttr Que L(Sn'l,Sn'2) converge pero o l1msup da seQ06ncta 

L(sn1,sn2). Se sn'l converg1r paro 81 então, pelo j6 Y1sto aclmo, sI 

pertencer6 a G(s2) e 1sto 1mpHcer6 Que 

l1msup Lmex(Sn 2) = l1msup leso J ,sn 2) = Lmax (82)' 

Da mesmo forma, podemos provar que 

l1m1nf lmex(Sn2) = Lm6x(S2)' 

o Que juntemente com a Igualdade antenor fmp; Ice Que 

l1mn~oo Lmax(Sn2) = Lmo)«82)' 

provando Que a funçAo Lmax é continue. 

QED 
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Teoremo 2: Todo Jogo convexo possui um equlllbr10 de Nosh. 

Provo: Pere t = 1 até n seja ~ o correspondência de TTj~1Sj em 5, definlde 

por G.(8_1):= { S, : Lt(81,S-j) = maXs*.s,Lt(S* ,$-1) }. PeJo teorema 1 code G1 

é sem1- contínuo super10rmente e 61(8_1) ~ 8 sempre. Além disso, como 

. cede lj é côncavo no vor1&vel SjJ teremos Que cedo correspondência Gt 

tcsmbérn é convexo. Com efeao, S8 s' e s" • G1(5_1) e 1 • (0.1), ent~o temos 

Que L,(.ÃS· + (1-l)S"JS_1) l'ÀLt(S"S"'i) + (1-1)lt(S",S_1' = meXs*.5jlt(s*,S-t) 

= L1(Às' .. (l-À)S·'S_l) = mOXS*.SjL1(S*'S-1} =:) .~s· ... (1-1)s". G(S_t). 

É fécll ent50 checer Que e correspondênchs G: TTjS, ~ 2ntSi def1nfda 

por G(s):: { s : Si • G(5_1) para 1 :: 1 oté n } é semt- continua superiormente, 

convexa e nlo- Yazle. Podemos usar o teoreme àe Kekutenj e ef1nner Que e 

G possut um ponto fixo S*. Pele defln1ç50 de f; ~ emos Que (S*~ • G«s*>-I) 

pere touo ., o Que 1mpllce Que s* é um 8Qulllonü de Nash. 

QEO 

É ev1dente Que o teorema 2 1mpl ice o !3xfstêncle de eQuil (brio em 

muitos dos mode1os usuets de 011gop6110, Vejftmos o teoreme de Von 

Naumenn: 

Teoretn'L.1= ( O -rlorama Fundamentei, taMbém chamado de 

teorema mtnmlx de Von leumann) Seja um Jogo matr1ctal co. 

matriz de lucro pera ° segundo Jogador Igual a B mxn. Existe 
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(x.y) • Sm-1 X5"-1 tel que: 

.) xtAg 1 xtAg' pere qualquer y. " Sn--'; 

b) xtAy 1 x·tAy pare quolquer x' .. sm-l; 

e c) moxgmlnxlyxtAy = mlftxmOXylxxt Ay. 

eroyo: Comecemos por observ.,r Que moxymtnxiyX'Ay i minxm8Xybcx'Ay, 

pois: 

mtnxJyxfAy ~ x'Ay:= moxymtnxlyX'Ay 1 meXylxx'Ay = 
maxymlnxlyxt Ay i m1nxmtJxylxxf Ay. 

Eu ofirmo entôo Que se Co) e (b) 550 verdode. entio moxym1nxlyxt Ay l 

ml0xmoXylxxtAy. Com efeito, 

x'Ay ~ xtAy'::) x'Ay l mexylxX'Ay = xtAy 1 m1nxmoxylxxtAy 

e 

x'Ay 1 )ftAy == x'Ay i minxlyx'Ay == x'Ay i mexymtnxlyxtAy, 

o Que ocorreta este resultado. Desta formo provemos Que se existe (x,Y) 

Que otende (a) e (b), então yole (c). Para prover que ex1ste o per bc,y) besto 

considerar o jogo bírnotr1c1al com matnzes (-A,A) pero o pnme1ro e 

segundo jogadores respectivamente. 

QEO 

3. Jggos 1"1otClclo1S: Uma outro orova do ex1stência de IguU(bdQ. 

A existêncio de equ1Hbno em jogos metric1als pode ser proyodo de 
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outros mone1r08. que nlo o epresentado aClmE:L Se pode demon8tror o 

existência de um 8qutHbno nestes jogos, sem sem Que haja necess1dade de 

se empregar um teorema de ponto fixo. Veremos agora umo dessos provos, 

o quol depende do segutnte Y8rSÓO do famoso lema 08 Fcrkos: 

reoramo 4: S8Je A ume matriz nxn entt- stm6trlce (A=-Af,. Intlo 

extste x • Sn-I tel que a t tAx s O pera todo t. 

ProVI: Nós começamos por observor Que paro toáo matriz ont1- simétrico A 

yole Que x'Ax = O poraquolquer vetor )( de 4)t", Com efelto, xtAx = ()(tAx)t = 
~tAtx :: )Ct(-A)~ : -xtAx =- x'Âx = O. Seje C::: { Ax: ;c • Sn-l}. C é um 

conjunto compacto e convexo. Suponha, por obsurdo~ que n50 e~iste )C • 

5n- 1 tal que ettAx 5. O pore todo 1, entao C li (-')ln) : 8. Isto ImpUco Que 

pare todo c • C e r • ~n+ tenhamos c+r ~ O, 1sto é, Que o ponto O nlo 

pertence ao conjunto V:: ( c + r: C • C e r • ~n+ l. V é um conjunto convexo 

fechado e portanto eK1ste y* • O tal Que y* • V e y* esti a uma dist6nc1e 

mfnima de O. Temos que v·tv ) O pare QuelQuer v • V. Eu afirmo Que t8tO 

1mpl1ce Que: 

1) yr.tc > O pore todo c • C; e 

2) \/*t 10 pera todo 1. 

Com efeUo l (1) pode ser obttde colocendo r = O. Pare se obter (2) note que 

Y·'(C+Ae1) > O = (1/A)v*tc + Y*f > O Quando" > 0, deheondo A -+ 00 vem Que 

Y* 1 1 O. A deslguoldade (1) ,ecDrreta Que V*f ÂX ) O pera todo )C • ~-1. Mos 

tsto nos di uma contrad1çlo, pois do feto Que "1* ~ O Juntamente com (2) 
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conc)utmos Que Li::1.nY*] > 01 0 Que lmpl1cerla que 11*:: (I1:1,ny*,r1'1*. 

5n- 1 e portanto v·'Ap* = ( 'Il=llnV*lrlV*ÁV > O. Quando Já v1mos Que 

v*'Ay* = O. 

QED 

:.'1 :.' 'i !·:ll:1 'i. 

,.1.1 

p"'%. ') o 

FIgura 1: Idêll dI proYI do teorema 4. 

1 a. Alternot1vo poro o Provo do Teoremo 3: Pelo j6 Y1sto, bosto provormos 

que eXlste (x.y) satisfazendo (o) e (b) do teorema 3. Pore tol seja 

f:{l,llllm})c{l''''ln} ~ {l,,,.mn}, f(k,l) = j. nós con~idereremos o motnz mmcmn 

Ã def1n1do por Ã :: [5 j1h1. onde ft jd2:: tJr<21, - 0k,l2' É f6cl1 yer1f'cor Que Ã 

ê ontl- slmétrico. Por consegc.nnte, o teoreme 4 1mpltco que ex1ate z • 

Smn-l tal Que Ãz s. O? isto é, 

Ih ~j tJzZh i O poro todo j t· 

Ponhamos xkz = 112=I,nZf(k2,lz) e Y1 2 = l1<2=1,mZf(k2~12)' ê cloro que 08 
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vetores )( e y pertencem respect1vamente a gn-1 e ge-l. Podemos 

, reescrever a desigualdade acima como 

Ii<2)2(Ok21, - ak t12)z1(k2.12) 10 pare todo (kt,l,), 

o Que nnpHc6 Que 

Ik28k21,)(k2 i !128k112Y12 para todo par (Ie"l,). 

Em noteção m~tric'81 esta deslgualdade Quer d1zer que 

)(tAe11 i e\1Ay ......... {*) 

para todo par (k ,,11)' Eu afirmo Que esta des1guelda'de impUce es 

deslgueldedes (a) e (b) do teorema de Von Neumann. Só mostrarei a 

desiguoldode (a), pots a outra se obtem de formo on610ga. Ass1m, tomemos 

y' • 5n- 1 , nós temos Que 

xfAy': ~1IYl,()(tAel1) i I 1,Yl
1
(e\/,y):: etk,Ay= 

xtAy:: Ik1Xk1(XfAy') 1 I k1 )(k,(e'k1 Ay) = xtAy= 

)(t Ay' 1 )(f Ay. 

QED 
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ProblemQ~ 

1) Se n f1rmas com a mesma tecnologt~ enfrentam uma mesmo curvo de 
demanda e se todes produzem uma Quantidade positiva de produto, é 
verdode que todas produzlr~o o mesma Quontldade ? (Suponha curvos de 
custo médio c6ncovos). Se isto nAo for verdade espectf1Que condfç~es poro 
Que tal comportomento oconteço. 

2) Suponho que a funçAo Inverso de demanda de um bem seja p = 2-Q e Que 
e)(1slo um número infinito de firmos disposte~ o produz1- lo, todos com a 
mesmo tecnolog1a dada pelo func!o de cu~to C(Q) = Q(q2-0.5Q+O.5). Calcule 
o número de firmas Que produzirlo Q > O e o ofoduç50 total. 

3) Suponha no exercício 3 Que o funç~o de custo fosse Ccc.{Q} = 
(Q/et,)«q/Ct.)2-0.5(q/cx.)+O.5)~ o que acontece Quando Cl. -+ co. Interprete. 

4) Nos condições do 8xercic10 2 suponho Que e funçAo inyerso de demondo 
seJe p = 3 - 2a e Que o funç50 de custo seio definido por: 

C(Q) : 1.5Q - O.5Q2 se Q • [0,11 

C(Q) : O.5Q + 0.5q2 se Q > 1. 

Mostre Que n50 existe um eqUilíbriO com Iwre entrado dos flrmos. 

Quase meto século após o apereClmento dos Principios de Coumot 
Bertrend se perguntava por Que é Que num duopóHo as variáyeis de 
QuenUdedes deveriam ser flxadas sobre e curvo de demanda agregada. 
Edg8Worth propôs o segUinte exemplo Que formalizo o 1dé10 de Bertnmd. 

5) Duas firmas podem produzlr sem nenhum custo até 1.5 Untdades# e nade 
ma1s# de égua m1nensl de ldêntica QueHdade. Existem dOlS consumidores 
1dênUcos coda um com a sue demanda deda pelo rete dd' do figuro, de formo 
o que o Gemendo agregada sejo DO'. Mostre Que o preço de eQu11fbno 
compeUt1yo de águo m1nerol ê zero. Tomando es variáyeis de dec1s60 do 
problema como sendo os preços cobrados pelas firmes seri! Que voce é 
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copoz de ciHerrntnor um eQu11íbrio com preço diferente de zero. 

1.5" 

Ftgura 2 

6) Prove que se (x,y) ê um eQuH íbrl0 do jogo m"tncfei com matnz A mxn, 
ent50 (xJy) também é um eQullíbrio do jogo com metnz J.A .. pE, onde À > 0, 
p • ~ e E é ti motriz mxn com todos as entrados 19u01s a " 

7) Prove Que o valor de um Jogo cuja matriz ae lucro é antistmétnca ( A= -
At

) é zero. 

8) Prove üua num Jogo matrfciol com valor igual a v o primeIro Jogador só 
doré um peso posHivo aqueles estratégias pür6S i tajs Que e'iAy = v. Como 

se comportará o segundo Jogador ? (Voc~' conclu1r6 Que se (x,y) ê um 
equtlíbno, ent!o y = x'Ay, 

9) Seja um Jogo matricial com matriz da lutr u ~:, ..; [61jl quadrada nxn. Prove 

Que se A é tnvertível e se no eQutlíbno ceda õ?stretégta recebe um peso 
pos1ttvo, ent~o as estratég1as de equtlibrto S80 )('= (e'A-1er

'
et A-1 e y = 

(e t A-l er' A-1e, onde e é o vetor de 4Jto com tod!":; ftS ordenadas iguais a 1. 
Qual o valor do jogo? 

t) Sejam V é um conjunto compacto, dtzemos Que uma correspondência G: X 
--7 2V é sem1- contínuo 1nferlQrmente se pare todo ( J{,y) • grafCG) 8 toda 
seqüênc18 Xn -+ x existe \In • G(><n) tal que \In ~ y- Uma correspondência é 
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dtto conUnuo se é semt- conUnue superiormente e tnfenormente. Prove a 
seguinte extens50 do teoremo 1: 

. "Sejem)( ctn, Vctm compecto e~:)( -+ 2V. Seja L: V-+t 
contínue. Deftne J.1: )( -+ t pondo U(x):: { y e P(x) : y mex1m1za L em P(x) } e 
Lme",: X -+ t pondo Lmax(x):= L(y) onde y e p.(x). Se ~ é cont~nua, 8ntlo J1 ê 

semt- contínuo supenormente". ,. 

2) Usondo o problema acima exp1fQue porque a funçlo de utt11dede Indireta 
da Teoria do Consumidor é conUnuo. Dê um exemplo onde a funçio de 
uU1tdade indIreta é contínua porém nlo é dUerenclável. O Que acontece 
Quando ela é dUerenclével na renda? 

3) Nes nossas h1póteses um jogador nunce pOde oteter o conjunto de 
estratégias Que um outro pode tomar. Mudemos ísso e passemos a admitir 

. Que uma vez Que os demais Jogadores escolheram S_j o jogador 1 tem de 

escolher st e K1{s-1)' onde ~: 5 ~ frl é uma correspondência conUnue 

convexa n50- vazl0. Prove Que e)(1$te um eQulHbr10 de Nesh, Isto ê, um 
ponto 8 e S tel Que pere todo i s*t • 6;(8*):: { 8t • ~ : ~(St,s· -1) = 
mOxses.Lj(S,s* _i) e Sj • Kj(s*) }. 

4) Mostre, usendo o exercício acjma Que ume caixa de Edgeworth é 
redutível tJ um jogo com external1dtldes e mostre em Que cond1çaes existe 
um eQuU íorlo. (A ceixo de Edgeworth é definIda no Hvro do Vanan). 

5) Determine os três eQuillbrfos de Nash do Jogo b1metricitll com matrizes 
de ~ucro dadas por: 

I 11 

[

100 

105 

85 
60.] [100 
60 85 

105 70] 
75 80 80 

6) Uma situoçãoé um óUmo de Pareto Quando nenhum jogador pode 
melhorar sem Que pelO menos algum outro piore. Mostre um exemplo de um 
jogo com um único eQuníbrto de Nesh que não é um óUmo de Persto. 

1 )Proye Que se A é uma metnz enU- s1métrice n)Cn, então ex1ste )( e 5n- 1 
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t61 Que Ax + )( > O. 

2) Prove que se A é umo matr1z mxn QuolQuer Que ent50 uma e s6mente uma 
dos duas segu1ntes C01S8S acontece: 

o) existe x • Sm- t tal Que xt A I O~ 
b) 8Xtst8 y • 5n- 1 te1 Que Ay < O. 

3) Prove Que se Â e B s~o matrizes Quaisquer mxp e mxq respecttyamente 
ant~o ume e sómente uma das duas seguintes Cl)lS0S econtece: 

o) existe u • SP-l e 'I 2 O tets Que Au + 8'1= O; 
b) existe x ~ O tel Que xtA ) O e xtB 2 O. 

4) Dê ume outro provo do teorema 4 estudendo o eQuaç50 diferencIal 

~1 = c1 - xlIi: J,nC1 .... " ............ (*), 
dt 

onde ci:: m6X(Ú,et.Ax). <S.u.gestÔQ: Primetro mostre Que se " condlç80 

lniciel de (*) é um ponto de Sn- t, entéo uma soluc!o de (*) nunco de1xo 
5n- 1. Isto impHca Que extstem pontos de ocumuJeçBo X()O de x(t) quando t ~ 

00. Seje f(x):: li: 1/nCc,)2, mostre Que 

111,( x} : 2 !1 = 1 ,nCl!Jki, 
dt d~ 

e que tsto implicerá Que f<x(t» ~ O quanoo t ..,. 00. Portanto, f(xoo) :: O, o 

Que nos diz Que Xoo é um equii íbrlO) 

5) A seguinte prove do teoremo de Von Neumer1 foi dede por H. Kuhn. Seja 
um jogo metncíol com matrlz mxn A de lucro pé"e o segundo Jogodor. Seja 
HS o convex1ficedo do conjunto formedo pelo .. , 'etores coluno de A - sE, 
onde E é e motriz mxn com todos os entrodof: 19uo1s o 1. Pore s postUyO 
suficientemente grande, HS tem lnterseç50 i-~O vazIa com _4Jtn. Poro s 
negativo suftclentemente grande em mÓdulo, temos Que HS tem lnterseç50 
veZle com .. 1t". Por conseguinte, pOdemos eftrmer, já Que H' e -Wn s50 

. * convexos qUJ S)(lste s* tal Que HS e _~n sÓ se tocem, isto é e sue 
lntersecõo t n50- vazia e conslste exclusiYcmente de pontos no fronteiro 
de ambos os j;onjuntos, Mostre Que s* é o valor d: jogo. Você ê copoz de 
determinar os estratégias ótimos? 
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Figure 3 

6) Dado j';1(. iJ0r de estrotégios mistos (x,y) • Sm-l xSn- 1 tol Que xt > O e YJ 
> O poro todo par (1,J)1 serã Que yoce ê capaz de construir um Jogo 
matnc161 Que tenha essas estrotégias como ún1co ponto de eQuiHbno. 
(Sugest&o: Podemos supor Que o velor do jogo é 19uel o 1. Assim, o 
problema é achar ume matriz A tel Que xtA = et e Ay = e, onde e é um vetor 
com todos os coordenados 19u01s o t, pertencente o ~m ou Sn conforme o 
coso). 

7) Suponha Que num jogo de soma zero os do1s jogadores possuam 
1,j: 1 ,2,3,,,. estratégias puros. Que e "metnz" de lucro seja dedo por a1t 

t-j. E que ume estretég16 misto se~'J !Jrru~ seqÍJênc1fl de números 
p 1 ,p2,··te1s QIJe Dl ~ O pere todo 1 e 1:1= l,ooPi = 1. Mostre Que 

moxyrn1nxly 2t,j::l,wOjj XiYJ < m1n)(mtlXyi' ~"j=1,ooe1jX1Yj' 

8) Considere o jogo com metriz Quedrede nxn A : [otj), onde ~j = e-60 -J)2. 

Mostre QU~ se n s. 4, ent60 pere fi gntnde este jogo possu1 umo único 
soluç~o 

!~r_"9!JH,te probteme nos dé uma outre prove do teoreme da seç60 6 
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urno motriz mxn QuelQuer. Cons1dere o velor v(A) do Jogo 
1\ '1ue A é o motriz de lucro do jogedor 2 e este escolhe 8S 

.. :Ô ri " espoço vetor1el dos metrlzes reels mxn, isto nos dá uma 
r v ,!..Jf',' ri ~ X É possível se def1nir umo distancIo em H se colocormos .-

, t. 

(j',,; ~j, ;!'r1~';,J'e1j-bíjl. ProY~ Que o funç!o Y é Úr'n8 funç80 conUnuo. 

i ~ .. i:,j!~;J.'~!~i ;·me uma seqüência Ak ~ A, e p6r~ coda k 5ej8 (Xk'Y~) um per 

::.:,tt-:itpq:~S 6t.!mes p~re o jogo com metr1z Ak' Temos Que V(Ak) = 
, • r-4~<Yk l')m~ umü subseQüênclo convergente (~"Yk') com Hm1te (x,y); 

Pii~ãG Ü.,lÚ é um por de estratégias ótimos poro o jogo com motriz A. Por 
- ',)lis8gulnte temos Que l1mV~oov(Ak') ;. l1"\·~.nxTk·AK'yk· = xtAy = v(A). A 

. ·:~Jsequê!lr...lti V' é orbítren~ e podemos então dizer que IImsup y(~) = 
""~lP'Jf u( A I - vIA)) '''',,- . 

(t) TOf08í110S o Jugo Cl;rrt motriz B-~A, onde A , O e B l O. Temos Que 
v,'f,; ! fi e qtle 8x~ste (LO te' Que Y(B~Á) ( (í, logo " func~o contínua 

tiet ,moo Dor g(Q.),: v(6-cx.A) tem pelo menos um zero (j,* no 1nterv810 [0.ocol. 

;'1ost.re '1'18 ~~ (x*,y*) é um eQutHbr10 do jogo com matriz B-u*A, entlo 
iJb+j::~·,J: ~j 301u;!o do probleme de Von Neumenn. 

l')~ :~. ~:,.;~~re Que pare todo motriz simétrica nxn Â existe x. gn-I tel 
;.j;;" ,,',,"'':; .. 1 Ax (;(jro todo i tel Que Xi > O ~güll2: Use um argumento de 

.. '. li . " i.L)~ Generalize e 81m8tr1Z8r;~O de Von Naumonn, isto é, o motriz 
i, .j~; _'j,:r ~:'~'l de f eoreme 3, ~!·~rn jogos bimtltri ciols. (c) Mostre Que esses 
r".>1:; ,-ç<~!lt8do; impl1com ô exlstêncle de um eQulHbrl0 em jogos 
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