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Capitulo | O Teorema do Ponts

Fixo de Srouver

1. {ntroducdo

Ui dos mais fa

[wy]
\.ﬂ

Linanies teoremas de topolo Gia & o teorema do

ponto 1140 de Brouwer estabelecids por Brouwer entre 1909 & 1914 Este

("x

teorema diz que thda funcdo cortinua | de um su beonjunto compacto
convexo ge R" em o mesmo serngre possul wen poniy fixo, 1sto € sernpre
existe x* 1al que fix*i = vv

Este & um resultadc muito imporisnte Yarios tegremas de Mate-
mAatcs, e em particuiar de EConomts Matematica, degengem dele £ aseim,
por exempis, 0 que acontece na Teoria dos Jogas Nao- Copperativos quando
estugamas g ex1stencia de equilibrios de Nasn (Nash, 1951} ou na Teoria dg
Equiiiorio Competitiva Por autro lade muitos teoremas com demonstra-
ches complicadas podem ter a suas provas s1mphificadas quando o UsSamMos.
Este & o casa do famoso tegrema de Frobeniys- Perron, tAc importante no
modeto de Leontieff sobre a existengia de autovaiores pasitives numa
matrz cujas entragas s3o togas positivas

yzawa (1G62) abservyoy gue a ez;eté‘nma de ura equiibrio compet -
t1yo @ na vergade yro oosiuiads equivaiente ag teorema de Brouwer.

i apletivo deste Capitulc & gemonstrar g teorema de Brouwer e dar
aiguns de seus equivaientes o tearema que Mz aue nao ex15te uma retracéo
dz bela de R em <1 mesme e ¢ loma Y¥M 4 demonstragdn do teorema de
Srouwer serg feila usandc uma prova “computasions!” do lems de Sperner
seguinds ac 1délss de Scarf e Kuhn Mo final do capitulo damos ume
aplicacdc do teorema de Brouwer 'a £conomia um Teorema de Von Neumarnn

sobre 3 existéncie de rsig de um equilibric numa economia com funcdes de
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producdo com relornos constantes de escala, onde todo ¢ excedente de

producdo & reinvestido na producdo do periodo sequinte
2. Sirplexos

. vig t " - .
“eja S~ R detimgn por 57 2 (hg, %)= Ry 20 para

i T

& conhecide come o simplexs <tandard de R® A

1-é51ma face de SN 6 a interzecds de <5 com um dos conjuntos { %, = 0

gmvertice v de S e o ponto ge S com coordensda x. = | Um simpiexo m-
ver:lce ) almpiexg

dimensional, rn < n, &€ 5 ymagerm de 5" através de uma transformacéo linear

MR = B cujo posio € m As faves de un simoiess n- dimensional o
aeTimae por uma transformagso N <Ag a5 1magens das faces de SP atraves

da T, ga resma forme e defing 05 seus verticss

MOS vam0s provar que o tearema de Brouwer vale pars S”, 15t0 &

Teorema 1: Seja f: S? - S uma funcio continua, entdo a f possui

ao menos um ponto fixo, islo &, existe x* e S" tal que f(x*) = x*.

Fara 1550 n6: vamos precisar do lema de Soerner. U terma que fala
sobre divises simpliciais e aldo que em inglés & cnamado de “labelling
rule” i eu particularmente detesto a tradus3o. ‘regra de etiquetagern”).

N ~ - ¥ 4 - . o . .
Uma grnvisda simphicial & ae S 2 uma coiecan rninita de simplexos

n- dimensiohals oy, . O tal que
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bi Dors simplexos diferentes no maximo senterceptam niume face
ou num vertice e quando e tratar do Primeiro caso & sua intersecdo serd

1048 a face

Nao & divisdo simplicial E divisdo simplicial

tigura §

2 diametra de um dos dj & 3 distancia maxims entre dois quaisquer

de seus pontes. O diametro de A € mavimo dos diametras dos ..

i

ma !abelling_rule e uma Tuncdo & 4 = | 0,1, nj onde Veg

conjunlo de todas os vertices da divisdo simplicial. Em outras palavras, a
labelling rule & uma fungdc que a cads vértice da divisdo simplicial asso-
cia um numero intenc entrs Qe o

Q lema de Sparner diz ¢ ceguinte

Lema 2: Se 8(v!) = i pare todo i e I{v) = i quands v pertencer a

i-éstma face de SP, entdo existe um simplexo oy da divisdo

simplicial gue tem tados os labels, isto e, a imagem dos seus

vertices atravées da funcBo 8 & exatamente o conjunto { O, 1, _,
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n}.

Exemplos da veracidade do lema Sperner

rre—re—e——rr——t
ot o 1 ¢ 4

Estes simplexos
tem todos os labels

Figura 2

& prove do tearema de Brouwer pode ser entdc feita se usando @

o

seguinte ideie devida @ Knester Kuratawek: e Mazurkiewicz (1Q29):

Provy do Tearama 1: Five d » 0 e tome uma aivisdo simplicial qualquer de

o com drametro d. Se f, indica a j- esima funcdo coordenada da funcdo f e

g }- £3ima coordenads de v, eritdc considere a labelling rule dada por

]
B

o

Py

-

vh=minl v, Tl ) OE fact] venficar que uma dat duas seguintes

gisas aconiece. Du existe umn vertice no oual 8 Tebeliing rule ndo esta

(]

getimda ysto e, exyste um vertice v nary o qual vy < .!'i(v} para todo }, ©
gue veremos inolica que v seia um ponto Tixo da 1. Qu essa labelling rule
estd bern delirnde para lodos os vertices E reste sequndo caso e facil
yenticar que a iabeihing rule obedece as condicbes do lema de Sperner e

portanto exicte um simplesn o, 48 div1sao simphicial que recene todos os
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1

L. s . s O .
18DRI5, 1510 & Cuios vertices w” v 530 1815 que (w' DERF (wl)

Pondo d = 1/n, por exemplo, teremos que ou para glgum n eziste um
vériice da n-ézime divisdo que & um ponts fixoc da T ou obtemos umea

SPQUencis de simpiexns o 54/ COmMtodos 0% iabels Mo sequndo caso, usando

o fato gue 5" & compacto podernos exlralr uma subseqiéncia da seQuéncls
405 6, ,, 181 que 0% vertices dos simplexns nesta subsequencia se acurnulern
todos nurm mesmo ponto 2* Neste cazo, teremos #*oz 0ix%) 1B que a [ &
continua,

Para finaiizar, cbserve que Z,_n . #% = 1 = Z,.», 1,(4™), 0 Que

-y

implica que se “*, i f,(/*; para 1odo 1 ou ze %%, & f,(x*) para todo i €

porque de fatg %, = f» 2%) para todo 1, ou £8js »* € um ponto fixo

s

aED

A prova do lema ge Sperner sera sdisde pars 3 praxima secdo,
Nos lembramos que um comunta { o Convexa se dados dois
quaisquer de seus pontas N gy e umnumerar e QA ) entBorv ¢ (l-riye C,

sendo gue esta orooriedade @ eguivalente 8 dizer gue sex,. . Xx.e (@ AI

A 8802 (e samam 1 entdo Lok, v +A x. e [, pars qualquer & E que

em R um conjunto & camogeta se e sumente se ele @ fechado e limitado, o
que ymphice que toga sequencia ge elementas gesse conjunta sempre
DOSSUE UM subsequencia convergente

0 tearema 1 ¢ faciimente estendivel ag sequinte resuitado mais

qeral



Teorems 3- Seja C c ®® um conjunto compuctlo e convexo e 1: C -

€ continua, entdo a f possui um ponto fixo.

Prova: Tede subconjunte compacto convexo C de R™ pade cer encarade como
um subconjunto compacto convexo de R™ ' o qual esta contide na imagem

de S" atraves de ume transformacdo linear injetiva 1.

Assim, nodemns estydar os pantas frvns da funcde Fy THDY = 1 h0)
definids por £l = WTH(T0 ac inwés de estudar 02 pantos fives da f, pois
& evidente que v* & um ponto f1ve da € ce e somente co THy*) & um porto
fixg de . Para provar que F possul um ponto fixo agstariamos de poder usar
¢ tegrema |, contudo ¢ dominic d& F e THC) que pode ndo necessaris-
mente coincidir com 5" Consideremos g. 5" — 7(C) definida por g(x) =

>
-

{ye M ymimmazajiv-yli=3 < 1 Pode- ce provar que g

.. { -
i=i.n % T

e ums Tuncdo continua a gual evidentemente possu a propriedade de que
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gix)=xparatodo x & C A funcho Faq e uma tuncéno de shem M)z

W

pelo teorema 1 possy) 80 Menos um ponto f1xe x* Mas x* e M1 = gix*)
= ¥%, donde F{x*) - u* ¢ partante a F possul um ponte fixe. Como j&
haviamos observado isto impiica que a T tamhem possui um ponto fixo e 0
teorema esta demonctrado.

QeD

I Qlems ce Sperner

4 demonetragcdo que vou dar do lema de Sperner tem a sua origem
ng prodlema de ce computar numencamente e pontes fixos de uma funcdo.
0 primetrg s tratar decte aspecto foi Scarf (1967) tendo a8z suas ideias
gerado um cem~ fim de sigoritmas nare a computzcdo de pontos fivos. A
prova do lema de Sperner que apresentarei ceque a2 1déigs de Harold Kuhn,
Gue me mestrou & sequinte demanstranie:

Comece gquando n = ! Temos que S e um ceaments de reta Uma

1
divicho simplicial de S sh e simplesmente urns divizae de ' ern intervalos
de acordo com a fiqura 2(a) acima. O evtreme da esquerds, correspondente
80 ponto 4, = 1, tem label O, & extremo direito, », = 1, temn label 1. Se

colocamos O'e @ 1’3 nas extremidades dos simplexos da divisdo simphciat,
entap andando da ecguerda para a direita cnoncluimas que deve haver um
sympievp aue laua n«maler:’.rermr:lade o label e na aytra o jabel 1 (na
fraura 2{a) exrstem dore gesces cegmentos)

A 1de1s ge gemonctracan no case geral e semelhante

Para simphiticar 8 ISCUSSA0 vamas Supor que nos se estelamos

-

interessgdas em divicoes simphiciars gue <0 possuam vertices nas faces



(]

n

de se estes também forem vértices de 57 A Taita de um norme melhor 2u

Wl

¥ou chamar este tipo de divisdo simphcial de givisdo simplicial restrite.

|

A pivisao Simplicial
\\ Restrita

Mars tarde nos vamos ver que & gemonstracdo do lema de Sperner
no caso de divisdes Simphiciars restritas e suficiente pars demonstrar @

lema ge Sperner ng £3asn geral

Prova 00 tema de Snerner com [bwishes Restiritas Nos paroorremas um

caminhe que CCmega no simpleno que tem uma dac faces 1gqual & face Ny = 0

3

de 51 Cste siraplexc 5y poscut g5 iabelz (O, 1, . on-1 pois vy, Yo €

€

g4y B por hipétece I(v,;} = | para 160G 1. Se o vértice v que 7alta de o, tiver

label n 0 tema ecta provade Se nan 1or este 0 CASO SUDsShItNMOS 0 v

0
-
e d
[
[1+]

#, tel gue 1 = v pelc vertice v. 05 pontos v, LYo Y% - Vie |

substituimos oy pores, & aface &, = O pela face F Podemas entBo repetir

o

geste processe.

[4
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E evidente que estamos obtendo um caminho através d0s simplexos
da divis3o simplicial A regra de passagern de ur simplexs para outro é
clara, nunca hé a possitiiidade de termos o Caminho se bifurcande,

Eu afirmo que uma vez visitado um simple<o runca é reyvisitads.
Com efeito, suponha que existe um simplexo s que & o primeirs a ser
reviciteds, isto 2, no meu caminho néo houve até ¢ nenhums vez que eu
PASSOSSE POIT UM MeESmo SImpiexo mais de uma vez. S& o ndo & o primeiro
simplexo, nos <0 poderemns entrar em o atrvés de ums daz suas duas fares
que contem og labels 3,  n-1 Eccas faces san comune a4 dms simplexns

adiacentes s quals nAc possuem todos oo labels Yarmos chamar escec
simplexos de 0y €0, €& 85 faCes que Lérm em comum Com o de Fye FQ
respectivamente. Suponhermos que o Caminho de reentrada erm o veio de 4
atraves da face F,. Se o e 9 primeirg simoiexe a ser revisitado entdo
quando emran%os em g pela primeira vez 1oy porque viemos ge Gp, MAS
neste £ase quande saimes de « pela primewra vez tivamos do iy parac, e
partanto I, e nie ¢ € o prime!ro simplevo revisitade, Ecta contradicdo po-
de ser repetida trocandc 0 Par g, 0 gue mostra que nenhum simplexo
daepors 4o primeirn poge ser o primewrn a ser revisitado. Um srgumento

semethante mostrara que » prmelro Simalexe tambem nao pode ser o

primairg 8 ser rewisitado Portanto nenhum simplexo e revisitado
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E impossive! que o caminho detxe S, pois seria necessaric que
atravessasse a face oy 2 Q0 & assim o primeiro simplexo teria de ser

revisitado.

Como ¢ numero de simplexcs e finite concluimos que o caminho
para em algum simplexo, 1sto & chegamos 8 um simplexo que tem no novo
vertice o 1abel n e portanto poscui todos ns labels,

Qe

A figurs abaixe da um exemplo do funciohamento do algoritmo
acima. 0 caminhe pars quando encontramos um simplexc com todes os

labels.

Pigurs 6
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Prova do Lema de Sperner (Caso Geral) Basta colocar o simplexo original,

dentro de um novo simplexo. A divisdo simplicial do primeiro induz uma
divisGo simplicial no sequndo se unimos o vértices do simplexo exterior
aos vertices da divisde simplicial do ZegUNGo que e encontram nas faces
dele. Devido as hipGtezes sobre a labelling rule & possivel escolher os
abels do simplexo de fora de forma a ndo crnar nentium 3impleso nove que
tenha todos oz labels. 1zto & possivel, por exemplo, tomando o label do
vértice oposto a face X = O Como sendu i+ parai=zg, . n-leOparaiz=n
A53im, deveremas, Como consequéncia do lema de Sporner nG caso restrito,
geeitar que existe um 3implero com todos o5 labels. (ot prove o lems de
Sperner para o caso geral.
CED

A Tigura sbaika mostre graficamente s 1déia da estensdo da provs

>

do caso de drvisdes restntas para divisdes quaisquer quanda n = 2.



Figura 7

3. Teoremas Equivalentes ao Teorema de Brouwer

580 varios 05 teoremas gque 330 egiivalentes ao teorems de
Brouwer. 03 mais importantes em Matematica 530 o tearema que diz que
ndo exisle uma retracdc da bola unitaria de R" em 1 mesma e o lerna KKM
{gdvinhem: de Knaster kuratowsk: e Mazurkiewicz) Pera a £conomia, o
primeire ndo ¢ muite moortante, o segundo contudo e crucial para
SIMpuricadr delermingdas demonsiracdes Ainds para 8 Ecohomia, @ inte-
ressante nolar gue exisie ung eauivalencia entre v postuiado ~ existe um
equilirio competiiive numa econamia de trocas " e o tegrema de Brouwer
Podemas mustrar gue um implica o outro

Mos varaos demonstrar 8 eguivaiéncia de coda urn dos resuliados
citadas com 0 teorema ge Brauwer

Comecemos pelo teorema ds retracda. Uma reiracdo r da bole Bz

{ze R -Z ) plw 2 1) em 51 mesma & uma fungdo continua r B - 3B=
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{x =% 3, A= 1 1Al que fap = 'dentidade O tesrema que

desejarmos estudar é o sequinte.
Teorema 4: Nio existe retracao da bola em si mesma.

Proposicao 4': 0 teorema 4 é eqiivalente ao teorema de Brouwer.

—

Prova. Yamos primeiro provar que o teorema 4 implica o teorema dgr
Brouwer. Para tal vamos provar que g negscado do leorema de Brouwer
implica a neqacdo do teorema 4, 1510 & varmos usar que uma proposicéo A
irmplica ume outra proposiCac B se e somente se g negacdo de B implica 8
negacdo de A ASSIM SPNC0. SUPONhE que exISta uma fungdo continug £: B -
B que na possus um popte g, tomemaos riv) = intersesdo da semi- reta
Que comega em fixi e passa por » oom A5 1910 define uma funcda a qual
faciimente podemns verificar qua e continye e que coincide tom 8

apl1card0 1entidade quando restritg a AB Lago existe uma retracao,

A retracao da la. parte
da Proposicao 4'

Figura 8
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Para provar que Brouwer impﬁca o teorema 4 suponhamos que
existisse uma retracdo r. Neste caso, a funcdo que leva # em -r{x) & uma
fungdo contirua Que ndo possut ponto fixo e portantn temos uma
contradicdo ac teorerma de Brouwer

AED

. WY .
Uma correspongencig € uma funcdo & X = 27 onde 27 @ g conjunto

Y & um3a correspandancia

5¢ [xy. %5, .. %] indica o simpiexo de R™ cuios vértices sdo Xy,

- 4 ‘.-
®g. ., %, BNLAD UMB COTesSpongencis RV X = 2/' tem aproprigade KKM

S8 para quatsquer xy, x%,, ., %, tivermos ix;, KoL

%rlcu}- G(‘X.j)

=1,r

Teoreme 5 ( Lems KKM): Seja X « ®" qualquer e 6- X - 2* uma

correspondéncia com a propriedade KKM tal que 6(x) & um
conjunto fechado para todo x « X, entéo a intersecéioc de um

nimero finito de elementos da famila { 6(x) :x e X } & sempre

nao vazia.

Prova: Suporhamos por 8bsurdo que existam x., Xz, ., ¥ t@is que
“x::_,rG("‘z;' =@ Seja C= | »y, v, ., %, 8 Tungic g;: © = R defimda por
gilck=inf{ Z,_\ plc,~y, 0% s ye G(x,) } & uma fungBo continua para cads i tai

que g,{c) = Cimplicaque re Glx,3, pois G{x,} &€ um conjunto fechado. Por
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Conseguinie. nao pudemos ramais ler Z‘i:?,r 4iiCh = 0, pois teriamos que ¢
e G{x;) para todn 1 0 que vioiaria que nj___."rG«i%iz =2 Letinamos (- C = C
colocande flef= ( Z,_, T gitch) 13;:1; g,ic! v, Pelo teoreme de Brouwer
este funcdc possui um ponto fixo c* Sejal= (1. g0 . 0, | & diferente
de vazio e ¢ ponto ¢* ndo pode pertencer 8 nenhum dos BGix;) tais que i e [
Iste imphica que c* ¢ Yiel G(A\'.}), mas, par outro fado ¢* esta contido no
simplexo cujos vértices sdo exatamente os i, tais quet e [ assim, como G
pussui 8 oropriedade KkM chegamos ‘o contradicdo c* e Uie] Bix;). Logo

nars quaigquer colecao finita Ny, L, ¥ 1emos sempre que "y Gix =4

=1r
QED

Corolario: Sejs X {- ~. Kp uma colecdo de fechados com as
seguintes propriedades:

D) UjgnKi=S"e

b) lx,,“.,xi_ 1 ,xi, i ,...,Xﬂl L Ki.
Entdo existe x « Ni=0.n K;.
Erove: Usande o teorema S teme ¥ = vertices de S™ e & definida por G(V‘)Z:
Kieg PAra 1= Datén-1e Glv,) = Ko, onde v, & o 1- esimo vértice de 5", 1sto
& 0 ponto de S" cuia i- ésima coordenada e 1. £ facil verificar que G possui
a propriedede K¥M e que portanto existe ¥ e Ci=g 6w = Miz0n K.

DED



Proposicéo 6: O teorema S implica o teorema de Brouwer.

Prove. Yamos usar o corvlario do teorema S. Cologue ki = {7 fi(x) 2 % |3
a [y * A " d . (] = 3. . } -
entdo existe x* e oy_g o Ky, 1000, COMO Zj_g o (%4 = 2j_g ( Tyi%) = | para

todo ¥ & S1 ndg exicte 1 tal que fj(x*} > (#*); e portanto ¥* e um ponto f1x0

da f e vale o teorema de Brouwer.

OED

Finalrente, podemos passar ao Ultimo resultade desta secdo. Uma

func8o de excesso de demanda numa economia de trocas e uma funcéo Z: S"

———ata.

- R" tal que para todo x e 5" temos wilx)= g p %2, (%) = 0. Um

equilibrio competitivo @ um ponto x* e a" tal que Zi(x*) < U para todo i.

Teorema 7 _(Uzawa): Se Z & uma fungdo continua, entBo a existén-
cia de um equilibrio competitive egquivele aoc teocrems de

8rouwer.

Prova. Primeirc vamos provar que o %eoremsa de Brouwer implica o

existéncia de um egiilibrio competitive. Para iss0, sejam (;(x):=

max{0 Z;{x} e dix)= Z,_q p &ixd A funcdo f. s" - 5" cujas coordenadas

15

3o dadas por fi{x)= (1+d(x))” T e ¢,(x}} & uma fungdo continua e portante,

pelo teorems de Brouwer, possul um ponto fixo x*. Temes que para todo |
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vale que (x*)d(x*) = ¢,(x*), o que implice que 0 - (x"-Z(x*))d{x*) =
%0 n S i(#*}2,{x*) > 0, donde Z, (%) < O para todo 1. 0 que prova que existe

um equitibrio competitivo

Suponhamos que dads ume funcdo excessn de demanda continua ?
qualquer sempre exists um equilibrio competitivo. Dada . §" o &f
Continua, celoquemos dixd= (I ¢ i) xefix) € Ztud= £,(%) = dixdx; A
funcBo Z assim definide & uma funcBo excesso de demenda e portanto
exicte x* e S tal que Z,(x*) < 0 pera todo i, ou seja f, (8%} ¢ olx*)(x*),
pars 10do 1 Imitando o raciocinio ds prova g Propasicdo 6 scims
concluimos que d{x*) = | ja que 220 1 (y* ;, = 2]:01,.' f,{v*} = 1, 0 que vai

acrretar que f;{x*) = (x*); para todo 1

QeD

5. 0 Teorema de Kakutani

Em (19477, S. Kak.utam estendeu o teorema de Brouwer pera uma
determinada classe de correspondéncias. Ele estudou correspondéncias
Convexas e semi- continuas superiormente que=tfessern que estivessem
gefimaas sobre um  subconjunto compacto e convexs ge R tomando
valores na conjunto das partes desse mesmo conjunto.

Uma correspondencia 5 & dita convexs se para todo x 0 conjunto

G(x} for um conjunto convexo. Sejam X, ¥ <« R7 compactos, uma

correspondéncia 5. X = ZY e dita semi- continua supericrmente se para

toda sequéncia (xp, y,) = {x,y) tal que y, e G(x,) tivermos y « G(x). 0
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Leoreraa do ponto fiki de Kakulani se expresza da sequinte forma

‘ n
Teorema 8: Seja 6: S" - 29 \{B) & convexa e semi- continua

superiormente, entdo existe x € X tal gue x* e G(x*).

®or analogia ac caso de fungBes chamamos um ponto #* e G(x*) de

Prova do Teorems ©. Tome urma divisdo simplicial qualauer & de S™ e para

cada vertice v desse divisdo tome um y, = G{v) Podemos definir uma
aplicacdo continua f, de S” em si mesmo se tomarmoz (v} =y, e
estendermos f, Tinesrmente denlro de cada simplexo da diviséo, Pelo

rearema ge Srouyer e5ss 1. nossur urn ponta f140 ¥, G QUal pertence a um

e

o~

simpleze ¢, de £ Agora, ce tomarmos uma cegqiéncia de divisées simpli-

&
2i81% &y, 1G1C que diamil,,) - © quands m = w«, teremos ums segiiéncia de
pontos Tidos 4. LG) Qi€ Cada urn perience a um simpledcs o o, Passando
uma & uma cubsequéncia ce necessano, podemos admitir que os simplexns

6. TOrmsin urma seauéncia convergente para um ponlo x* £ claro que %n
também converge pare «*, pois %, & combinacds convexa dus vértices de

. L oo : AL A ) VM o4a. - 2
Gq 15lu e existe 1y € 57 tal aue 2, = 2, n iy 8s. como x. e um

. D S A A T i,rﬂ
ponia f1x0 temns Ay = ’ar."’"n’ SR T r‘s,m f&w ) = "I:O,n r;,mU ,



onde os v sdg os vertices de o, e 05 ybM pertencem a G(v1M). Ja que X e

"
§P chr compactos podemos sOMITir que cBda sequenca g"m e fim e

L r, restectivamente Como 6 @ semi- continua

converdgetie com 1mites y
superiormente temo: que cada y' pertence a B(x*) e como G & convexa

onlemos que x* = I r‘.g‘ € Hiv*)

}:G,ﬁ
QED

Corolario: S" pode ser substituido por qualgquer conjunto
campacto convexo C no enunciado do teorema acima e este

permanece valido.

6 Urns Aplicacdo a Cconomia. C Modelo de Yon Heumann

tm 1528, von Heurmann fo1 6 primeiro a usar um tecrema de ponto
{140 para provar a exisléncia de um equilibrio nur modelo econdmico. 0
S&U NDGEIS efa & SEQUINTE.

a: Exiziem n bens que podern ser produzidos através de m
proceszos produtivos ou atraves de uma combinacdo linear com pesos
03itives, Chamados de intenzidades, Gestes processos. No processc i se
requet 813 urndades du bem | para se oruduzir by, umdades do bem k.

Us Todos 03 bens levarm o mesmc ternpo para serem produzidos.

¢i Tudo que se oblem num periocds & utilizeds ns producdc do
periodo seguinte

J probiema de von Neurnann era encontrar o,feR, x* e SMe pre

5" 1ais que
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a) nou instante t 05 processos <80 utilizados com intensidades o x*

fchamamos o de coeficiente de evpancAo da econamis)

5} em gualquer t ¢ consumo do Sem ; € menor ou igual que 8
produc3o do mesme bem no instante t-1, se a8 produgdc exceder o consumo,
ent8o o preco do bem cal 8 zers;

cicom a taxa de Juros igual 8 b & aos pregos p* nenhurn lucro pode

ser feilo com 0 1- &51m0 Drocesso, 5e existir prejuizo o processo ndo é
usads. { Naote que cada insumg deve ser remunerado por ﬁpi para que possa

sSer ysado!l

Matemalicamente, essas condicdes se traduzem cumo:

G S b,}(::*'}, para todo | e se valer ¢, entdo

pi=0
» v [ {re#h P , 1 .
N RS PRt !y para todc § e se valer >, entdo
Y. - N

Teorema 9: Existe umo solucdo para v problema de Von Neumann

com e = f§ desde que 8> 0 para todo par (i,j).

Prova: Colequemos A=la;l e Bz byl Sejam ¥ e K5 0 minimo e 0 maximo

i

a0 conjunto | ('ApTix'En pe SN e e § ) respectivamente Mos vamos

definmr urna funcdo continus 158 4K K] = S"xSMxlK, K] tal que urmn
[ e ] F s

ponto fi20 desta funcdc zeja tamhém uma salug3e do problema de Yon

DAUAG 78TO VARGAS
BIJSTUQ(E)A\;A.AW vi. - 1OUE SIMONSE,
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Heumann. Pelo teorema de Brouwer existird pelo menos um ponto fixo da f

e nds teremos provado que o problema de Von Neumann tem solugdo. Para

constrir a t ponhamos t = (P, Yo, B, onde

o)
IR (R

+ . ¢
Pi+ max(0,ax Aei X Bei)

pP.:= = para 1 = 1 até n;

+ . 0 *he.-x"Be.
1 X]=l,n (max(0,a X AeJ X BeJ)

xj+ max(O,e{Bp - ae*Ap)

= para i=1 até m; e

f
!
!

Lo

1+ max(O,eng- aé;Ap)

Zj=l,m

fr= (p‘*Ax).l (p"Bx)

onge e; & 0 weLOr que term A 1- esima coorgenads 1quai 8 1 e as demals
nuigs Urm ponto fixe (p* 2* o*) da [ obedecera as sequinies condigbes:

& (p*hI,.; omasll, w*a*the, - «*'Be ) = maxl0, «*x*Ae; -
37 . 2 3

#*'Eue, Jparai=1atem;

cr

Y {a*) 22y Jmadil, e 'Bip*) - w®e,"Alp*)) = max(0, e,'Blp*) -
1“1=1n ) ) !
ao¥e;"Mlp*) Jparai = 1 atén, e

5 . .y DS S PP 31 Y
ciow = Lt Aney e spe,

NAn pode ser que para todo tal que (p*). » O tenhamos o.*x*'hei -



.-
N

x*'Bxe, > O, pns neste csso chegariamos ao absurdo gue O <

zH nn:_p*'xiz’ry.*y*'zae} - x*'@:x:e.i Jozoerxttap®y - ix*'Bp*) = O Assim,
exigte 1 1al que (p*} > O ec.-:-*x*‘Ae,; - 'x:’“EI;-:e,; ¢ @ Lago, pela equacao em

fa) conclutmos que para todo 1 = 1 até o vale que o*v*he, - »*'Brey L 0
LA mesma Tarma godemus Conciulr Que para Lodo iz 1 ate m vale
tamber cue e, "B(p*) - w2 "AlpTl 2 O

Sraplrrente e55Ac Negijuaidades untamente corm & 1qualdade (c)
nns perraiterm conciur que quando uma deias vale estritamente, entdo o

o®) ous i orrespondente tom ge ser1qual § 2ero.

GED

Qbservacdo A prova de Von Neumann & diferente gesta prova. Von Neumann

provoy Gue havia uma suiucan imonenidd que 8,; * by, » Opara tode par (0,])

E1® uSQuU Na Sus DIrovae um tesrema gue o eguivaiente ao teorema do ponto

ES

fixo de Kakutani {vide exercisio & Jdesta secdu
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17 & definico que dei de um simplexo n- dimensional em R dizia que
este e o trnagerm de S atraves de urg transformacdo Tinesr injetiva 1T
Mpstre que 2 conneCemos 02 wertices u’:', .,,w” de um simplexo
n-dimensional e ce 05 vetores v' 120 até n, 530 linearmente wndependentes,
ertdc oodernos obter T imestre coma) e TN € wnietiva

} De siemplos emogue se eliminando uma des seguintes condicfes ©: C = C
n&o poosul urn ponts fixo
{ nfo & continue,
1 C ndo € fechado, ernbors ..eja hWmitado 2 convex
; C & fechado e conveun, mss nac & himitado.

7: Dotz conjuntos ¥ e ¥V o R 3830 homeormorfos se existe urna fungdo
cunbinug % = 7 que & Ujeiiva v cujg inverse ambém @ continua. Prove
Qe e toda tungan contir-ua T ¥ = X possut um pmm fix0, entdn toda
fungdo continug g* ¥V = ¥ lambem un ponto Tivg Se ¥ tiver a forma
de uma garrafa, o que & fque vorce pode me dizer sobre 03 pontos %03 de
uma f 2 2 A

4) Dﬁmonstr aue a5 propriedades da fun(ao 4 do ileorema 3 Sho verda-
eliminamos a lapoteze de C ¢

Sy udm comunto conveso 4 < o onde Y 8 urn espacy vetorial, @ dify
AV halanceadn <o r4 < A naratodortaiquetrt o
by absorvente, se para todo v e Yexlster >0 talque v e rA

Se ;8 Cum conjunto convelo balanceado e absorvente. A fungdo P
\Vo— R 2efimigy por peixd = mft ry 0w e rC L e chamade de funcional de
Funkawske. Frove que 0 tetn 9s seguintes propriedades:

T ac(mg}- fpels)y v poigd para todo =y e Vi e

cudzlripeidparatodeve Verse R
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6) No problema arterior mostre que se ¥ = R”, entdo b & continuo se &

samente o O pertencs 3o wntaror de C, isto e se e somente se exister >0
te! que 200 < U (Qbservecdo: Este resultado e valido em geral para toda
espaco vetartal topologico, mas 1310 esta fora de nossa rota)l.

Y

7) Sejam C e U conjuntos convexos compactos tais que pe & pp sdo0

gontinugs, Prova que C e U “'én homeamerfos. Sera gue voce consegue dar
uma outrs provea de teoroma >

8} Seja 0¢ o espaco vetorisl das sequéncias x = (X,), .y d@ nimeros reais

NIV i
tare que Pxflé = Tnz1 ot

norma dads por fl« || A bolg unitarig deste espaco Bz { x e Rt ikl ¢ 1} e
conves, fachada e limitada Considere -5 — B dada por f(x)=({1-Ixl12)' /2,
Xy. Xa. ..} Mostre gue f ndo possul um ponto Tixo

¥ ¢ 0o ESte espaco e ym espaca vetorial com uma

'} Prove o lema de Sperner por inducdo da ceguinte forma. Primeiro prove
que guando n=1, entdo ¢ numero de intervsios com os dois labels O e 1 @
iripar (use @ figura A seguir, dads uma divisio zimpliciel de 5", deixe F,
cer g rimearn 4o cimplexns que poccuem os labelc (0 1, n-1mrparam =0
aten-t e L“n n numern de simplexos que tem 10195 6$ iabels, prove que vale

8 sequinte relaco.

onde F,_y e Cp_, 580 0 ndmerc de faces (r-1)- dimenzionais dos simplexos

a8 givislo simpliciai que possuern 05 1sbels 4,1, n-1 e que nfo estdo ou
ectAo contidas numa fare de 57 respectivamente.

21 Prove a sequinte alternativa an lema de Sperner devida a Scarf “Se (i(y)

& qualquer dos nimercos 0,1,. ,n quando v é ur vertice interior a ™ e se
v} & umn doz labels i teis gue v, = 0, entdn existe um simple=o que possui
1odos os labels”



lu)
[s 4]

i
Cir
Cr
F

) Prove, usando o teorema de Brouwer, que nao pode existir uma retragdo
de 5" em <i mesmo. { Sugestdo. Use o mesmo tipo de prova usade na
Froposicdo <, maes tome cuidado com & continuidade da retracdo).

2) Mostre que o lema de Sperner pode ser demonstirado a partir do teorema
de Brouwer. (Sugestdo. Basta demonzirar Sperner no caso de divisbes
restriias Se ndo existir urg simplexo corn todos o5 lsbels, entdo podemnos
consirir uma retracio de 57 em 057 que ieva cada sunolexo da divisdo
simpitcial nume face de S° Esta retracko é construida da seguinte forma.
Prirnetrn, cada vertice com 1apet } da 9ivicdo simphicial € jevado no j-
agimp wertice de S0 Em zequias, ecte mapa ¢ actendide inearmente dentro
e CAOR JIMOIeYa)

1 Mastre nue ovicte r L {) 1Al e ge H g yma tamilig QH"‘!“UP" finita de
contyrtas forhigdns B ta1c que Ararn(T ¢ - oo £ = cll antZa av et
er L0 VeLNiault .a ot i .1th u)a'-.--,oa;( - r - ‘()f,-EH' é -~ -, E|:~.dg u:-‘e-em

ins i opniyntac ca H OF B Footate que ~. -~ _F. 2@

A ..JJ 05 S A @y aha,...]z- hzon @ A

Seran 3

1) Seja b ouma corresnongentia cemis f'r.ntit':ua superiormente ge R™ em

l tiry A~
RN Breve que ze C &

~
P R
a 9 '1'.)!11,."3‘./&4,

C‘I
,»4-

Ornpacts, en

de T, convil), como sendos o

”~

g C* & um conjunts convexo

2i Dado C = R definimos o canvesificads o
reenor conjunto convexc que contern C, 1310 €,
g L% O entfo 0% = convlCy Prove gue:

gy conw(ll e 8 intercechc Op 1o0ns 03 CONTUNLOS Convexos que

ll\

rees D oeghertp, entho convily e anpﬂfv
enLas

ToIe L B LOMMOACTO, aoonAC) P Compacto

i acrama de Carathandnr i Lrowe qQuUe sa ¥ e canyl(l - 'Rﬂ entin % pode
-

zer eunrecss come combinacde convevs de el partos de £ (Sugestdo: Se

- - B _ s A i

~ -k 1y -1 Y RN R

M m TmL N + 7. s - + + T /o
£ L} ) Lod Pl !
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onde 0% yetogres colunas da matriz do si1stema sdo pontos de C aos quals
sncionames uma (n+1)}- eayma coordenada 1qual a | _” e a t-esima
coordenada do i-esirnc ponto de C gue entrs na composicdo de Xx. S5er» n
podemaos eliminar colunas ate fazerr=n+1)

d) Se F @ uma correspondéncia semi- centinua superiormente de um
subconjunto de R" em si mesmo. entdu 8 correspondéncia G definida por
Bxre conviF(x)) para tode x tambem e semi~ continua Superiormente.
(Sugestda. use o exercicio acima;

S} Prove que o teorema de Kakutam vale quande substituimos SN por um
subconjunto compacto convexo qualquer de R icto & prove o corolario do
tegrama S.

6} Dada uria correspondéncia 6. % - 2%, onde ¥ & um subconjunto convexo
dge R". prove oue o5 pontos 1ixos d6 correspondéencia H. Xxi = 2 ”" definida

)

por H«.’x;,xz} = ((l/;?)(x,'rxn}. G/ u(x,fxf,z«u estdo numa relagdo 1-1

com o3 portos f1403 da &. Prove também que graf(G).= {{x,y). y e G(x) } &
igual a imagern de Xx7 pels H.

7) Uma outra prova do teorema de Kakuteni: &) Prove que se X & um
subconjuniu compacio e convexo de R esu b K- z’ & semi- continua
superiormente e convexa entan dado« > 0 evicte yma funcan continua g

2 - X tal que gran_g{; c grafi[u + B0 np= o (f/:,gt & KxX - maxijix-x !Lllg-g i<

¢, ondey e 6(x')
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Fi— - Ty e

——— \ graf (G)
i SO
L— graf(G) + B(0,¢)

(Relereniia: aubin e Celina. pag 84!
D} Pelo teorems ge Brouwer cage g tem um ponto fixo X Dexee 2> 0 e

lome urn ponto de scumulscdo x~ dos x, Frove gue x* e um panto fixo da G.

7Y (Eaves. 1370} Seia C < R" compacto e convexo e G uma correspondéncia
semn- continua supenarmente ge © nas partes ge RN Se existe ¢ e intC ta)
que pars todo x & 3C tenhameos ¢ = Fix), entdo F tem um ponto fixe em C.

. . n
tSugest3o: C* = conv{ Co F{CY ) @ compacte o canvexe. Tome F¥ &N o 25
definida por FHx} = conv { Fyix) u Faix) }, onde Fesl = Fix)sex e (* e
Fpid=Bsexe SN0~ e Falid = o) se e SV ants* e Falx) = 8 em caso

contrario

1) Praove que no modelo de Yan Neumann a o g dnico se supusermos que GU*

2

bj; > 0 oara todo par {i,10 {5un - Primeiro mostre que se (xpo) e

se5tAy

P ) sa0 solughes, onde o. - ', entao 14,p ") & uma solugdo para todo o
tel ue o 2 " 200

2) () Prove o teorema ge Froberdus- Perron " 5e1s A = ia”-} ums matriz
nxn com 10dos 05 suas entradas oositives. Entdo 4 possui ur autovalor AA

positivo as qual corresponde um aulovetlor com togas 89S Suas coordenadas
positivas” (Qu-gest-“g; Defing dix)= I,_, ,,“3-, n G”n}, entdo f: 01 5
H TS
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577 dada por f(xi= (400)" 2.y oyx). . T2 p By & bem definide
e continua. Use o tecrema de Brouwer). {b) Prove que e Ax : ux para slgum
jieRealgumx e 57! entio o autovalor Ay doitem (8) & 2 p. (c) Prove

que se w & um autovalor de A, ent3o A, 2|w|. {d) Prove que se A, : A,, entdo

A‘A‘. 2 1\‘:\2
31 0 modelo de Leontieff (1949) estudavs uma economis com n bens, cads
um senas produzido por um umco setor da economis. O mogelo ers
esperificads do seguinte forma Pars 8 producdo de r > G unidades do bem f

SAD neCESSATIAS r8;;. 1.1=1 ate n, umdades do bem | Se supfde que 9 2 0,

Com a0 menos um dos 8, » O para cada i. Se x; € a producdo do bem i, entdo
i3 .
a3 producde liguida do hemi ¢

.- 5. -
% T 2pz1n i)

A4 demanda total de ceda Dem i & ¢; > O e 10usia a producBo liguids, isto é

-

SRS PRI (*)
Supinha que 0 moadelo de Leontieft seja soluvel 1sto @ que dado o
vetor de demandes ¢ exista x « R" tal que x; x 0 para todo i e que x sejs

solugde de (*) Mostre que existe um vetor p € R", e um nimero+ > 0 tal
que p'A = (1+1)"'p*, oande p* & o vetor transposto de p. interprete p.

0 sequinte exerciciu eu aprendi em Princeton com Philip White. ele
engloba. por exemplo ¢ modelo de Graham de Comérciy Internacional. Pars
uma t evisde Jo que € u modelo de Graham leian: o artigo de McKenzie citado
na bibliograiia.

4) Vamos supor uma econoria onde 0s consumidores gerem uma fungdo
excesso de demsnds 8gregads 2(p) e onde a producdo de bens se faca de
acordo com uma tecnologia gerada por ums rnatriz mxn A de andlise de
stividades. Cada uma das colunas de A represents ume atividade que pode
ser opergda com uma intensidade 2 0. 0 uso de uma atividade ndo exclui o
uso de outras.

8) Mostre gue se ss firmes estd8o meximizando lucro, entdo uma
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atividade s6 pode ser usada aos pregos p se nesses precos ela der lucro z 0,
isto &, 2 i- ésima atividade s6 pode ser usada se p'hg; 2 0. Além disso,

mostre também que se a atividade i @ usade & porque de fato temos p'Ae; =
¢

b} Mostre que o conjunto G:= { p e S - p'Ae; < 0 para todo i} & um
conjunto convexo e compacto.

c) Suponha que as primeiras m colunas de A sejam néo- negatives.
0 que € que isso representa conceitualmente? Um vetor de pregos p* é um
equilibrio se e somente se existe y « R", tal que 2(p*) = Ay e (p*)'A¢; < O

pare todo i. Suponhe que G sejs ndo vezio e que 2 seje continua. Defina h: G
- G pondo h(p).= ponto de G que e3td mais perto de p+2(p). h & uma fungdo
continua. Prove que existe um equilibrio de seguinte forma. Escreva o
lagrangeanc do problema de programacdc convexa necessadric para se
determinar h e escreva as condigdes de primeirs ordem. A seguir use o
teorema de Brouwer.

S) Prove que 0 seguinte teorema de Yon Neumann implica e é implicado
pelo teorems de Kakutani. " Sejam X c R" e ¥ « R™ compactos e convexos e
E e F gols subconiuntog fechsdos de XxY. Se para todo x e« X etodo Yy s Y 08
conjuntos E = { y: (x,y)« E} e Fg:= { % :{x,yl« F} s8c conjuntos convexos

ndo- vazios, entdo E~F = A" (Qugestdp Pers provar s iga ponha X = ¥, E =
grafiP) e F = {{x,%). v &« X}. Para provar g volta tome P.Xxy - 2X%Y gefinida
por R(x,y)-= (F,E,).)

6) Yamos modificar o modelo de Yon Neumenn de forms a introduzir
consumo publico e poupangs isto é feito da seguinte forma. Continuamos o
ter guss matrizes mxn A e B que nos d8o os insumos e os resultados de
cads processo qusndo este e utiizado com intensidade iguel 8 1.
Introduzimos uma nova matriz mxn w cujas entredss wij serdo

interpretadas como sendo o que o0s trabalhadores ganham do bem i no
1-6simo processo guando este & operado com Xy = 1.Se s & a propensfo a

poupar dos trabalhadores e c 8 sua propensdo a consumir, queremos ter

8) x'(B - a{A+cW) ) : O
BI(B-p(A +sW))ps 0,
I X' B - xla+cW) Ip = Q;
d) X' B - (A +sW) Jp = 0.



Note gue ndo supomos nenhuma relacdo entre ¢ 8 s, isto @, podemos terc +
8¢, =,0uU 7 1 Pede-se

a) Explique o significado de cada uma dessas equagles.

b} O que significac+s<17Ec+s, 17

¢) Mostre que existe uma solucdo do preblema.

d) Mostre que se ¢ z 3, ent8o ne sclugnas temos O <o < B e que se ¢
s stemose 2 f§> 0. Interprete



Canitulo |1 Teoria dos Jogos
(Jogus na Forms Normal)

1. Introducho

A Teoris dos Jogos € o ramo da Economis Matemética que tenta
modelar as situscles de conflito entre difersntes agentes econdmicos.
Seus primérdios se encontram nos trabalhos de Cournot, Berirend e
Edgeworth j& no século XiX, se bem gue uma formulac8o reaimente precisa
86 fof alcencada apés os trabalhos de John Yon Neumann em 1928, de Von
Neumann e Morgenstern em 1944 & de John Nash em 1951.

Cournot tem a primazi‘a histérice. No seu ifyro * Recherches sur les
Principes Mathématiques de la Théorie des Richesses”, publicado em 1838,
ele fol o primeiro & propor um modelo de oligopélio, onde n firmes
diferentes escolhiam 88 quantidades gue cada uma delas produziria de um
certo produto. Ele supunha que havia ums curva de demenda pors este
produto & quel possufa uma inclinagdo diferente de zero, isto & que @
elasticidade da demands em relacdo ao preco ndo fosse infinite. A ag8o de
uma firmos influenciava o lucro das demeais na medida em que se ela
aumentasse 8 sua producdo sumentaria & quantidade ofertads de produto,
baixendo o prego de equilibrio. Cournot defini.: um equilibrio como sendo

aquels situacdo em gue nenhuma firma teria como sumentar o seu lucroe se
| as demais firmas permanecessem como estsvam.

Exemple 1| Temos duas firmas produzindo um ‘Inico produto. A curve
inversa de demanda por este produto é dada porp=2 - q,onde p é o prego e
q & o quantidede. A tecnologia de cade ume das duns é expresse pelos suas




respactives fungles de custo, a saber
Cig=1-g

Assim, aé funglies de lucro s8o respectivamente
M(8,.0) = (2 - q, - g,)q, - (1 - q,)
e Ny{0,.00 = (2~ q, - g,)q, - (15 - @),

E racil verificar que T, o M, séo funcBes concavas em g, e g,
raspacuvamante Portanto um squilibrio de Cournot existiré se ¢ somente
$e 8s curvas o, /aq, = 0 e 3M1,/3q, = O se interceptarem. O gréfico abaixo
mostra o comportamento desses duas curvas, elas se interceptam no ponto

Qy =G, = 1. Costumamos chamer o curve 31T, /3q, = 0 de gurve de reaclio de

firma | enquanto que a71,/3q, = O serd a curve de reacdo da firma 2.
22

3
< 35 =0
% 9y
18
- g‘g::O
15 q 3
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Cournot estudou problemaes como o do duopéifo scima e chegou
- mesmo 5 estudar slgumes generalizacles & problemas de oligopéiio.
Evidentemente, 8 prova de existéncia de um sequilibrio que ele pode
fornecer jamais fol muito além do que fof visto no exempla acime.

0 segundo grande pesso da Teoris dos Jogos fol dado por Von
Neumann. Ele enunciou pela primeira vez o que ficou sendo conhecido como
o Teorema fFyndamental de Teoria dos Jogos. 0 nome, embora talvez um
pouco exagerado, refietiu o entusiasmo com que esse resultado fof
recebido. Esse teorema pars o qusi existem inumeras e diferentss proves
(80 que eu saiba 4 delas dadas pelo prépric Von Neumann), & equivelente ao
teorema da dusiidade ne Progr&maﬁo Linesr e foi uma das ceusas do
sperfeicoamento de métodos computacionais de Programac8o Linssr teis
como o método simplexo de Dentzig e Kantorovich,

Essencislmente, Yon Neumenn queris estudar um jogo com dois
jogadores, cedas um dos qusis tinhe um ndmero finito de estratégias que
poderia tomar. Digamos que o primeiro jogador tenha m estratégias
snquanto que o segundo possui n. N6s vamos enumerar as estratégies de
ceda jogedor e nds falaremos do par (i,§) como sendo 0 avento:. o jogador 1
toma a sus i- ésime estratégis e o jogador 2 toma & sus j- ésime

estratégia. Quando um par (1)) & escolhido o primeiro jogador pegaré o, j

unidades monetarias ao segundo (se 8 for menor que zero seré ns verdade

o segundo quem estaré pagando ao primeiro).

Von Neumann supunha que os jogadores ndo colaborassem entre si.
Desta forme, seris razobve! supor que os doft fogadores 'adotessem 08
seguintes comportamentos:
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§*) Jogador 1 Ele sabe que para queiquer estrotégie que ele tome o
jogedor 2 sempre procurar8 meximizar o seu ganho. Portento, ele

escolhe i pensando em resolver min, igxy 0yy.

{#) Jogodor 2: O jogedor 2 sebe que o jogador 1 sempre vai tenter
minimizer o quento lhe deve pager. Desta forme ele escolhe § de

forme 8 resolver o problema man min, 611.

Exemple 2. A metriz abaixo "a esquerds ncs 48 um exemplo de um jogo
matricial onde ceds jogador tem duas esirstégies e onde existe um
equilibrio. J& o jogo representsdec pela matriz de direita nfo possuf um
equilibrio em estratégiss puras.

Fod

i

Pars poder gerontir a existéncta de um equilibrio em jogos como o
jogo com 8 meatriz de direita Von Neumann ‘eve de estender 8 1déis de
estratégia. Ele admitiu que ao invés de escolhcr uma estratégis, que cade
'~ jogador escolhesse ums loteria sobre o seu conjunto de estratégies.
Assim, por exemplo se eu possuia 6s estratégias “ir pere a ssquerda” e “ir
para a8 dirsits”, agora eu também possuo estratégias come " ir pers 8
esquerda com probabilidede 1/2 e pers 8 direita com probsbiiidade 1/2".
Pers distinguir o novo conjunto do origingl nds chamamos as estrotégias

com que comecamos de gstrotégias puras e as loterias de gstrotégios



mistss.

£ claro que quando permitimos que os jogadores adotem
estrotégias mistas que entdo devemos refrasesr as hipbtese
" comportamentais (*) e (*) acima. Pars tal, sejam x' o vetor linha de s™!
que dé & estratégia mista do jogador ! e y o vetor colunade "' que dé o
estratagia miste do jogador 2, ent8o o lucro esperado do jogader 2 é x'Ay,

onde A = o, j) e (*) @ (*) podem ser reescrites como
(%) Jogador 1: Ele escolhe x de forma a resolver min,, maX, x*Ay;

{#) Jogador 2: Ele escolhe y de forma a resolver mex,, m"‘xly x'Ay;

onde ylx significa " y dado x" @ vice- versa.
Um jogo nas condigles acima é chamado um jogo matricial. Um
equilibrio pare esse jogo & um par de estratégias (x,y) que cbedecem & (*)
.@ {*) acime. 0 Teorema Fundamental de Yon Neumann nos garente que um

tal par existe e que mmx max:y,x X'Ay = ma»:g minx,g x'Ay, sendo que este

numero chamamos de o yglor do joqo.

Um equilibrio de Nash num jogo onde ndo existe cooperacdo & uma
- colecdio de estratégias, uma para cade jogedor, tal que nenhum jogedor tem
um incentivo pars se desviar se os demais se nantiverem como esto. Ne
- se¢lo 2 abteremos o teorema de Von Neumann, bem como o da existéncia do
equilibrio em um oligopdlis, como corolério de um teorema mais geral que
. garonte a existéncia de equilibrios de Nash em jogos convexos.

2. Jogos Convexos
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Um jogo convexo 6 um jogs com n jogadores, indexados f = 1 ot&v n,
cads um dos queis possul um conjunto de astratégies 8 que & um

~subconjunto convexo de algum espaco vetorial e uma funglo lucro Ly
Mi_1n S = R Por simpiicideds, nés suporemos que ceds S & um

subconjunto de R" para algum n ¢ co. Também suporemos que ceds 5; &

~compacio, que as funcles L sejem continuss @ que cads uma delas sejs

uma funcBo cdncave ne sua i- &sime veridvel mentides as démais veribveis

fixes, isto &, Ly & cOnceve na estratégla do jogedor i se as outres

estratégiss permenecem fixas.

Evidentemente 08 modelos usuais de oligopbiio, bem como os jogos
matriciais s80 jogos convexos. Porém, os jogos convexos incluem uma
goms muito mator de jogos. Podemos, por exemplo, ter um joge com dois
jogadores, onde cade jogador tenha um nimero finito de estratégias pures,
mes onde o lucro de um nlo necesssrismente & o prejulzo do outro, 1sto &,
temos ume situsclo onde os lucros dos jogsderes ndc mate someam zero.
Tel jogo tembém & um jogo convexo s edmitirmos que os jogsdores
possem jogar com sestratégias mistes. Este tipo de jogo & chemado jogos
- bimatriciel. Ele & muito importante porque ajude a diferencier o probleme
de ndo~ cooperacdo do probiemea do entagonisrio, coisa que & impossivel de
se fazer nos modelos de oligop6lic com umn produto 86 ou nos jogos
 metricisic.

_ | 4 10éia do equilfbrio de Cournot e & do equtlibrio do mode!o‘do von
Neumann est8o contides na 1déte mais gersl do equilibric de Negh de um

jogo convexo, o quol & definido da seguinte forme. Dedos s @ S:= ;¢ , Sy @
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8y @ S; quaisquer sejam s_:= (8y, ., 8y ¢, 55,1, -, Sp) 8 (84, 8')=(8y, .,
| 841/ s'j, 8a1s 8,), um equitibrio de Nash & um ponto s* « S {al que de §

"= 1 até n tenhamos
L,(B") = Max { L(s'-j,S}) : SJ e S] }

i teorema que vamos provar diz que todo jogo convexo possul um
equilibrio de Nash Antes, porém, sers necessério o seguinte teorsme
devido o C. Berge:

Iagrema 1: (Teoreme do Méximo) Sejem S; e S, dois

subconjuntos compactos nfic- vezios de R". Se L: 55, 2 R &

uma funclo continua, entéo:

8) A correspondéncia G: S, - 251 definida por 6(s,):= { s,

e Sy: L(sy,85) = mexg L(s;,87)} & nBo- vazie pera todo s, o
sgmi-cnntlnua superiorments;

b) A funclo Lg..: S, > R definfida por Ly,,.(s,) =

{ L(s,3,):8 « 6(85) } & continua.

gmg: Como Sy & compacto é trivial que G(s,) é diferente de vazio psra

todo 8,. Suponha que G ndo sejs semi- continus superiormente. EntSo,

podemos encontrar uma seqaéncia (s,,8",) - (s,,8,) tal que pare todo n



8", . G(?“z) @ 8y & G(sy). Neste caso, existem ¢'jeS, e ¢ > O tal que
 L(s'y,8p) > L(8y,8p) + 2. Além disso, pars n suficientemente grande e
continuidade da L nos gersnte que | L{(s'y s5) - L(s"),s")) | <c 8 IL(s"),8,) -
Les",.8"5) | < o. Assim, teremos

L(s'y,8Mp) + ¢ > L(s'y,85) > L(8y,8p) + 26> L(s™y,8M5)-¢ ¢ 2¢
0 que acarrets que |

Lis'y,8"5) > L(s" ,8"y) +e,

uma contredic8o, pois por mpétes'a. s & Gis",).

‘Pere prover que o funclo L., & continue tome uma seqGéncia
convergente ", - s,. Tome 5", « G(s",), pessando & uma subsequéncta n
podemos edmitir que L{s" |,s",) converge pera o limsup da seqGéncie
L(s",8",). Se 8™, convergir pare s, entdo, pelo jb visto acima, 8
pertenceré 8 G(s,) e isto implicars que

Hmsup Liyay(s"5) = 1imsup L(s",8"5) = Lppqy (89).
Da mesma forms, podemos prover que |

HmNT Ly (870) = Ly (85),
0 que juntemente com o iguaidade anterior impiica que
provando que o fungdo L., & continua.

QeD



Jeorema 2: Todo jogo convexo possui um equilibrio de Nesh.

Prova: Parai = 1 eté n seja Gy 6 correspondéncia de nj,‘sj em Sy definide

por Gy(s_¢):= { 8 : Li(8y,5.4) = moxs..sil.,(s‘,s_,) }. Pelo teoreme 1 cada G,

& semi- continue superiormente e Gy(s_;) = & sempre. Além disso, como
.ceds Ly & concava na veribvel sy, teremos gue cade correspondéncie G‘

também & convexa. Com efeito, ses’ es” e Gy(s_4) e A & {0,1), ent8o temos
que Ly(he' + (1-A)e",8_4) 2AL (e 8.3 « (1-A)iq(e"8_y) = maxs.,sf!.,(s*,s_,)

= LAs"+ (1-R)8",5_) = maxs..sil.i(s*,s_i) = As' + {1-2)s" & B(s_}).

€ fécl ent8o checer que & correspondéncia 6: T,S; = 21115 definida

por G(s)= {s:.s; @ G(s_;} pora i = | até n} & semi- continua superiormente,
convexs e ndo- vazia. Podemos user ¢ teorems de Kakuteni e sfirmer que a8
G possut um ponto fixo 3*. Pela definiglo da I temos que (s*); e G((s*)_y)

pém todo i, 0 que imphica que s* & um equilibrt: de Nash.
QED

£ evidente que o teorema 2 implica & axisténcia de equilibrio em
muitos des modelos usuais de oligopdlic. Vejamos o teorems de Von
* Neumenn:

Ieorems 3: ( O Teorema Fundamental, também chamado ds
teoreme minmax de Von Neumann) Sejs um jogo matricfal com

matriz de lucro para o segundo jogador tguel & B mxn. Existe



(x,4) « S Yegh=1 45 que:
8) x'Ay 2 x"Ay’ para qualquer y' = SP” I
b) x'Ay < x'*Ay paro qualquer x' « SM-1.

e c) max“minxmx'ﬁg = minmax, |, x"Ay.

Prove: Comecemos por observar gue maxgminxsgx'Ag ¢ mir&maxg,xx'Ag,
pois:
mtnmgx'Ag $ X'AY = mgxgminxlgx’ﬁ.g $ maxglxx'Ag =
maxgminx,gx’b«g < minxmaxgixx’Ag.
Eu efirmo entdo que se (a) e (D) s#o verdede, entdo maxgminxmx’Ag 2

minxmaxgixx'Ag. Com efeito,

x'Ay z x'AU = x'Ay 2 maxg,xx'Ag = x'Ay 2 minxmaxglxx%g

x*AY s x"TAY = x"Ay ¢ minxigx'Ag = x'Ay < maxuminx'gx’hg,

0 que ocerrets este resultado. Desta forma provemos gque se existe {x,y)
que atende (a) e (b}, entdo vale (c). Para prover que existe o par (x,y) basta
considersr o jogo bimatricial com matrizes {(-A,A) pera o primeiro e
segundo jogadores respectivamente.

QED

3..19905 Matricials: Uma gutra prova da existéncia de equilibrio.

A existéncia de equilibrio em jogos matricteis pode ser provada de
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outras maneiras que n8o a opresentade acime. Se pode demonstrar o
existéncio de um aquilibrio nestes jogos, sem sem que haje necessidade de
s6 empreger um teorema de ponto fixo. Veremos agors ume dessas proves,
o qua! depende da seguinte vers&o do famoso leria de Forkas:

Teorems 4: Seje A uma matriz nxn anti- simétrice (A=-A"), ent8o

axiste x « SP 1 tal que e';Ax < O para todo i.

Prova: Nés comegemos por observar que psra toda matriz snti- simétrica A
vale que x'Ax = 0 para queiquer vetor x de B". Com efeito, X'Ax = (x'Ax)' =
XA = %'(-AMK = -x'AX = %'Ax = 0. Seja Ci= { Ax: x @ §71}. C & um
conjunto compacto e convexo. Suponhs, per sbsurdo, que n8o exista x e

"1 ta1 que e';Ax ¢ O pars todo 1, entdo C ~ (R = 8. Isto tmplice que
pars todo ¢ « C e r « R7, tenhamos c+r = G, isto &, que o ponto O nfo

pertence 80 conjunto V.= {c+r:ceCeraR", 1 ¥ & um conjunto convexo

fechado e portanto existe v* = O tal que v* « V 6 v* estd 6 ums distancte
minime de 0. Temos que v*'v > 0 para qualquer v « V. Eu afirmo que isto
implica que:

1yv*'c>OperatodoceC;e

2) v 2 0 para todo 1.
Com efefto, (1) pode ser obtida colocende r = 0. Parae se obter (2) note que

v*'(cerey) > 0 = (1A%t + v*; > 0 quando A > O, deixando A - oo vem que

v*; 2 0. A desiguaidede (1) acarrete que v*'Ax > 0 pers todo x e s Masg

isto nos dé ume contradic8o, pois do feto que v* z O juntamente com (2)
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concluimos que I;_y V¥, > 0, 0 que implicaria que u*: ( Xizl n”’i).“"“ «
sh-1 g portanto v*'Ap* = ( Z;_, nv*i)“v*év > 0, quando j& vimos que

vETAYN - O

QeD

Figura 1: idéia da provas do teocrema 4.

10, Alternative pere a Prova do Teorema 3 Pelo j& visto, baste provarmos

que existe (x\y) satisfazendo (a) e (b) do lteorems 3. Para tel seja

f1,...mix{1,..,n} = {1,.mn}, {(k,1) = |, nds consideraremos & matriz mnxmn

A gefintdapor A = [8; ;1 onde d; ; = 8 ) - @, E14ctl verificer que A

& anti- simétrica. Por consequinte, o teorema 4 implice que existe z @
sMN=1 141 que Az < 0, isto &,

212 amzzh < 0 pere todo j‘,.

Ponhamos % = 321 nZf(k,,1,) @ Y1, = Zk,=1,mef(ky1,) © CTOF0 Gue 08



vetores x e y pertencem respectivamente @ gM=! o g1 Ppodemos
' reescraver o desigusidade acima como

2k2-«‘2(6k2]t - akt‘z)zf(kz.‘z) s 0 para todo (ky,1y),
0 que implics gue
Zkzakzhxkz $ z‘zﬂk‘]zgiz para todo par (k‘,‘j).
Em notacho matricial esta desiguaidede qusr dizer que
x'A8) 5 8"y AY ......{¥)
para tode par (kyly). Eu ofirmo que ests desigusidede implica os

desigueldodes (a) e (b) do teorems de Yon Neumann. S6 mostrerei a
desigusldade (a), pois a outra se obtem de forms anﬁlogo. Assim, tomemos

y & "1, nos temos que
A'AY = Zp Uy (xTAR) ) s ) iy (8 Ay)=e'y AY=
x'AY = Zk,"‘k,("—*“’:*') § zk,"k,wk,"‘g) = XAy =

x'AY ¢ xTAY.
QED



Seclo |

1} Se n firmas com & mesma tecnologfa enfrentem ume mesme curve de
demanda e se todas produzem uma quantidsde positiva de produto, &
verdade que todes produziro & mesma quantidade ? (Suponha curves de
custo médio cOncavas). Se isto ndo for verdade especifique condigSes pers
que tal comportamento scontegas.

2) Suponha que 8 funcdo inversa de demeanda ce um bem sejs p = 2-q & que
exista um nimero infinito de firmeas disposiss o produzi- lo, todes com 6
mesma tecnologie dade pela funcBo de custo C{g) = g(q?-0.5g+0.5). Calcule
o0 numero de firmas que produzir8o g > O ¢ s produc8o total.

3) Suponhe no exercicio 3 que o funclc de custo fosse Cula) =
(a/e){(a/e)2-0.5(q/e)+0.5), o que acontecs quando o = w. Interprete.

4) Nas condicBes do exercicio 2 suponha que & funcdo inversa de demanda
sejep =3 - 2q e que & funclo de custo seja definida por:

Clg) = 1.5q - 0.502 se q « [0, 1]
C{q) =05q+ 0.5q2 seqg> !
Mostre que nfo existe um equilibrio com livre entrada das firmas.

Quase meio seculc apés o apsrecimento dos Principios de Cournot
Bertrend se perguntava por que e que nur duopélio as varaveis de
quantidedes deveriam ser fixadas sobre & curve de demanda agregada.
Edgeworth propds o seguinte exemplo que formaliza 8 idéia de Bertrand.

S) Duas firmas podem produzir sem nenhurn custo até 1.5 unidades, e nade
mais, de agua mineral de idéntica quelidade Existem dois consumidores
idénticos cada um com a sua demanda dada pela reta dd' de figure, de forma
8 que @ demsnda agregada seja DD’ Mostre qua o pre¢o de equilibris
competitivo da agus mineral & zero. Tomando as variaveis de deciséio do
problema como sando 0s pregos cobrados pelas firmas sera que voce &
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capaz de Gelerminar um equilibrio com prego diferente de zero.

preyo

oo

dd'

15 3 quantidede
Figura 2

6 Prove que se (x,y) & um equilibrio do jogo mstriciai com metriz A mxn,
entdo (x,y) também & um equilibrio do jogo com metriz AA + pE, onde A O,
p s ReE éamatriz mxn com todas as entradas iguais a 1,

7) Prove que o valor de um jogo cujas matriz de lucro & antisimétrice ( A=z -
A') & zero.

8} Prove cug num joge matricial com valor igual & v o primeiro jogador sé
dard um peso positivo squelas estratégies purse i teis que e'jAy = v. Como

se comportars o segundo jogedor 7 (Yocr cencluird que se (x,y) & um
equilibrio, ent8o v = x'Ay.

9) Sejs um fogo matricisl corm matriz de lucio * = {ay ] quedrads nxn. Prove
g i

que 82 A @ tnvertivel 2 se no equilibrio cada ~stratégie recebe um peso
positivo, entdo es estrstégias de equilibrio sdo x'= (e'A"e)"e’A™ ey =
(e'A"'e)"A'e, onde e & o vetor de R" com tod~: as ordenadas iguais o 1.
Quel o velor do jogo ?

Seclo 2

1) Sejam Y & um conjunto compacto, dizemos que uma correspondéncia G: X

+ 2¥ & gemi- continug inferiormente se para todo : 4,y) a graf(G) e tods
seqUéncia x, = x existe y, « G(x,) tal que y, - y. Lime correspondéncia é
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dita continua se & semi- continua superiormente e inferiormente. Prove @

sequinte extensdo do teorema 1:

: "Sejam X c R, ¥ R compacto e p: X = 2. SejaL. YR
continus. Defing u: X < R pondo u(x):={ y e« B(x) : y maximizaL em p(x) } o

Umex: ¥ 2 R pondo L, (x):= L(y) onde y & u(x). Se p & contfnua entdo u é

semi- continue superiormente”. o

2) Usando o problems acima expligue porgue a func8o de utilidede indirete
da Teorie do Consumidor & continua. Dé um exemplo onde 8 funglo de
utilidede indireta & continue porém ndc é diferenciével. O que acontece
quendo ele & diferenciavel na renda ?

3) Nes nossss hipteses um jogador nunce pods sfeler ¢ conjunto de
estratégias que um outro pode tomar. Mudemas isso e passemos a admitir
que ums vez que os demais jogedores escolheram s_; ¢ jogsdor 1 tem de
escolher 8 « Ki(s_;), onde K;: S - 25' & uma correspondéncia continue
convexs nlo- vazia Prove que existe um equilibrio de Nash, isto &, um
ponto g & S tal que pera todo i s* & Gi(s*)= { 8 & S : Li(s,8*_) =
MoXgggLi(s,5%. ;) e 8; & Ki(s*) }.

4) Mostre, usando o exercicio acima que uma caixa de Edgeworth &

redutivel & um jogo com externalidades e mostire em que condigBes existe
um equiliorio. (A caixs de Edgeworth & definide no livro do Varian).

S) Delermine os trés equilibrios de Nesh do jogo bimatriciel com metrizes
-de lucro dadas por:

I II
100 85 60 100 105 70
105 80 60 85 80 75

6) Ume situac80 @ um otimo de Pareto gueando nenhum jogador pode
melhorer sem que pelo menos algum outro piore. Mostre um exemplo de um
jogo com um Unico equilibrio de Nash que ndo & um 6limo de Parsto.

Seclio 3

1) Prove que se A & ums matriz anti- simétrica nxn, ent8o existe x e gh-1
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tal que Ax' +x>0

2) Prove que se A & uma matriz mxn qualquer que entdo uma e sémente uma
das duss sequintes coisas acontece:

a) existe x & S™ 1 tal que x'A 2 0; |
bj existe y « 5" ! tal que Ay < C. -

3) Prove que se A e B sfo matrizes quatsqusr mxp e mxg respectivamante
ant8o uma g somente uma das duas seguintes colsas acontace:

ajexisteue SP~ 1 ev 20 tais que Au + Bv=0;

b)existe x = O tal que x*A> 0 e x’B: 0.

4) D& uma outre proves do teorema 4 estudsndo 8 equaciio difersncial

mf =Ly - Xg21= l'nci (“),

dt ' .
onde c;= max(0,8%Ax). (Sugpstdy: Primeiro mostre que se a condiclo
inicial de (*) & um ponto de S””', ent8o uma soluclo de (*) nunca deixa
51 isto implica que existem pontos de acumulaclo x , de x(t) quando t =

w. Sefe ()= £y plcy), mostre que

g = 2 2y | nCydes,
dat al

e que isto implicerd que f(x(t)) - O quanao t - =. Portents, f(x ) = 0, 0
que nos diz que x, & um equiiibrio}

S) A seguinte prove do teorems de Yon Neumarn foi dadas por H. Kuhn. Seje
um jogo matricial com matriz mxn A de lucro pcra o segundo jogador. Seja
H® o convexificado do conjunto formado pelc; ‘etores coluna de A - sE,
onde £ & & matriz mxn com todas as entrades iguais a 1. Pera s positivo
suficientemente grende, H® tem intersecdo %o vazia com -R". Pare s

negativo suficieniemente grande em méduio, temos que H® tem interseclo

yazia com -®" Por conseguints, podemos afirmar, j& que H® e -R" sdo

convexss qus existe ¢* tal que H5" e -R" sé se tocem, fsto & 8 sus
interseclo & nfio- vazia e consiste exclusivamente de pontos na fronteirs
de arbos o5 conjuntos. Mostre que s* & o valor d. jogo. Vocd é capaz de
determinar a3 estratégtes dtimes ?




| Figura 3

6) Dade v por de estratégias mistas (x,y) e sM=1x5"=1 tal que %>08 Yy

> 0 psra ludo par (1,j), serd que voce & cepaz de construir um jogo
matricial que tenha essas estratégias como uUnico ponto de equilibrio.
(Qugestdo Podemos supor que ¢ valor do jogo & tgual & 1. Assim, o
probleme & achar uma matriz A tal que x'A = e' @ Ay = @, onde e & um vetor

com todes as coordenades iguais & !, pertencente 8 R ou R conforme o
850).

7) Suponha que num jogo de soma zero 03 dois jogadores possuem
1,§=1,2,3,.. estrotégies puras. Que & "matriz” de lucro sejs dede por 8, i

i-j. £ que uma estratéqia mista se's uma =2qiéncia de numeros
Py.pp, . tais quep, 2 Cparatodnie 2,:, wPj = 1 Mostre que

maxgmmx‘g zt,j:i,mﬁi;"in ¢ mingmax,. . Zi'j:,’wa”xigj.

8) Considere o jogo com matriz quadrads nxn A = [a; J-l, onde o, js e‘B(i‘l)z.

Mostre gue se n ¢ 4, entdo para B grende este jogo possui uma unice
solucdo

Goquinta problema nos dé uma outra prove do teorema da secdo 6
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BV - % ume matriz m=xn qualquer. Considere o valor v(A) do jogo
et o e & 6 0 metriz de lucro do jogador 2 e este escolhe os
cobo Losadd o espaco vetorial das matrizes resis mxn, isto nos dé uma
two o o A+ R E possivel se definir uma distdncia em H se colocermos
Ao B Lody )lairniji. Prove que o func8o v & uma funglo continuas.
Coupilay Tome uma sequéncia Ay > A, e pars cada k seja (xy,y,) um per

extrategias 6timas pare 0 jogo com matriz A, Temos que v(A) =
+' oy, Pome uma subgeqGéncie convergente (x.y,.) com limite (x.y);
=it80 (x4 & um per de estratégiss otimas para o jogo com meatriz A. Por
“onsequinte. temos que Hmy. V(A = Timy s %7 Ay = x'AY = vA). A

Cohgequéncie ¥oé arbitraris e podemos ent&o dizer que limsup v(A) =
crnf vl s VALY

(1) Tormzimos o 1ogo com matriz B-~aA, onde A > O e B 2 0. Temos que
vilis 0 11 e que exisie « 18’ gue v(B-A) ¢ 1, logo & fungBo continue
gefids por gloi.z v(B-wA) tern pelo mengs um zero «® no intervelo [O,uol.

Mostre que co (x*,y*%) & um equillbrio do jogo com matriz B-w*A, entdo
ghter-oo o s0lugdo do problems de Von Neumann.

1O L orstre Que pare toda matriz simétrica nxn A existe X « S"" tal
i Wz A para todo i tei que x; > 0 (SugestBo: Use um argumento de
Cue o i) Generstize & simetrizac8o de Yon Neumann, istc &, 8 metriz
foas o3 owrooa do fegreme 3, nare jogos bimatriciais (¢} Mostra que esses
dag orevultados implicam a3 existéncie de um equillbric em jogos

Ty Poayoa e

PP Lers A owma matriz de lucro men, Suponhe que mm,le, "a”g, >0 e
O O R L L L



50

Mostra guz se 2° = (x",y",r) » 8™ g ta) que Bz 1 0, entdo;
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