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Processus Stochastiques en Finance : 2eme partie 

Renato Flôres et Ariane Szafarz 
Septembre 1996 

7. Martingales mesures équivalentes 

Selon la présentation probabiliste classique, nous avons introduit d'entrée de jeu 

l'espace de probabilité (a,a ,p) constituant le cadre formeI de l'analyse des processus 

stochastiques. En réalité, cet espace compone d'une pan l'espace probabilisable (a,a ) 

et d'autre pan la fonction P qui définit une probabilité sur cet espace. On comprend dês 
lors qu'un même espace (a,a ) peut servir de support à diverses probabilités. 

A quoi cela peut-il servir en pratique de considérer diverses probabilités? A vant 

de répondre à cette question, il est utile de rappeler qu'une probabilité n'est rien d'autre 

qu'une mesure. Un "changement de probabilité" s'apparente donc à un changement 

d'unité de mesure, un peu comme lorsqu'on passe des degrés Celsius aux degrés 

Fahrenheit pour mesurer la température ou encore lorsqu'on mesure les longueurs en 

pieds et pouces plutôt qu'en centimetres et metres. En théorie des probabilités, les objets 

mesurés sont les événements appartenant à Ct. Par ailleurs, la notion de variable 

aléatoire, en tant que telle, ne requiert pour point de dépan que l'espace probabilisable 

(a,a). La probabilité elle-même n'intervient qu'au niveau de la distribution de la 

variable et permet de déterminer ses divers moments marginaux ou conditionnels. Un 

changement de probabilité astucieux pourrait donc nous permettre de fixer, pour une ou 

plusieurs variables données, des caractéristiques souhaitées. Autrement dit, les degrés 

de liberté offerts par la possibilité de changer l'instrument de mesure, nous permettent 

de cibler certaines propriétés "intéressantes" au niveau des applications financieres. 

La propriété "intéressante" retenue dans ce chapitre est celle de maningale. Au 

prix d'un changement de probabilité, nous souhaiterions transformer un processus 

stochastique donné en martingale par rapport à une filtration donnée1• Ce souhait ne 

1 En réaJilé. nous voulons transfonner la probabililé et pas le processus. C'est un peu comme lorsque. 
d'un coup de bagueue magique. Ia fée Iransforme Cendrillon en princesse : le personnage central 
(Cendrillon ou notre processus) ne se modifie pas tandis que l'environnement (la citrouille etc. ou la 
probabilité initiale) prennent une allure plus agréable (carrosse pour aller au baJ ou probabilité nouvelle 
garantissant la propriéte de martingale). 
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semble a priori pas simple à réaliser puisqu'il s'agit ici d'imposer une propriété de 

l'espérance conditionnelle à toute une suite de variables aléatoires. S'H existe une 

fonction de probabilité comblant nos voeux, on l'appellera mesure martingale 

équivalente pour le processus considéré (et la fitration considérée). Avant d'énoncer le 

théoreme de Girsanov fournissant des conditions suffisantes pour l'existence d'une 

mesure martingale équivalente, voici quelques défmitions. 

Soient P et Q deu x probabilités définies sur l'espace (a,a). Elles sont appelées 

probabilités équivalentes si elles attribuent une probabilité nulle aux mêmes 

événements : 

(7.1) 'v' A e a : P(A) = O Ç:) Q(A) = O. 

Si P et Q sont des probabilités équivalentes, alors il existe des variables aléatoires ç et cp 

définies dans (a,a ) telles que: 

(7.2) 'v'variable aléatoire z telle que EQ[lzl]<oo: EQ[z] = Ep[ç z] et 

'v'variable aléatoire z telle que Ep[lzl]<oo: Ep[z] = EQ[cp z] , 

ou EQ[.] et Ep[.] désignent les espéranees mathématiques selon, respeetivement, les 

probabilités Q et P. 

La propriété (7.2) donne la clé du ehangement de probabilité. En effet, elle 

permet d'exprimer l'espérance de toute variable aléatoire z calculée selon une nouvelle 

mesure Q en fonction de l'espéranee "ancienne" (selon P) d'une variable transformée 

ç.z. Pour cette raison, la variable ç est appelée dérivée de Radon-Nikodym de Q par 

rapport à P et notée dQ. Notons eependant que ees transformations ne sont légitimes 
dP 

que pour des mesures équivalentes c'est à dire en aceord sur les ensembles de mesure 

nulle. Imaginons, à titre d'exemple, qu'on releve le prix des fruits dans une épicerie 

donnée. Ce prix peut être exprimé en franes ou en eentimes. A priori, ees mesures sont 

équivalentes des que le prix en francs est exprimé avec deux décimales. Toutefois, si on 

décide d'arrondir le prix en franes à l'entier le plus proche, les mesures ne sont plus 

équivalentes. En effet, une noix coutant 35 centimes sera évaluée à O franc, et les 

ensembles (de fruits) de prix nul en francs seront plus nombreux que ceux de prix nul 

en centimes. 
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Les formules de passage (7.2) concernent l'espérance marginale d'une variable 

aléatoire. Or la définition de martingale fait intervenir des espérances conditionnelles. TI 

convient donc de rechercher une formule plus générale (l'espérance marginale étant une 

espérance conditionnelle par rapport à la cr-algebre triviale2). La théorie fournit à cet 

égard la propriété suivante valable pour toute cr-algebre I : 

(7.3) 

Nous disposons ainsi de l'outil de base pour exprimer les espérances conditionnelles 

dans le nouvel espace de probabilité. Replaçons-nous alors dans un cadre dynamique ou 

la suite des informations disponibles aux agents économiques est représentée par la 

filtration {~\} . Comme annoncé ci-dessus, l'objectif poursuivi rés ide en la 
teT 

transformation de la probabilité initiale P qui permette de rendre martingale un 

processus a priori quelconque {Xl} mais adapté3 à la filtration donnée. 
teT 

La probabilité Q donnant lieu à la propriété de martingale, si elle existe, sera 

appelée mesure martingale équivalente pour le processus {Xt} et devra être telle 
teT 

que: 

(7.4) 'v' t > t' : 

ce qui implique que la dérivée de Radon-Nikodym de Q par rapport à P vérifie : 

, [dQ ] [dQ ] (7.5) 'v' t> t: Ep dP xtl 5l' = xl' Ep dP I 5l' . 

2 La a-algebre triviale est engendrée par les variables aléatoires constantes. Sous cette infonnation dite 
"minimale", toute prévision rationnelle correspond à l'espérance marginale de la variable à prévoir. 
Autrement dit, la a-algebre triviale ne conduit qu'à une valeur constante pour prévision. 

3 Le fait d'être adapté ne dépend pas de la probabilité. Celle conclition impose simplement que la variable 

aléatoire Xt est mesurable par rapport à 5t , c'est à dire que la connaissance de 5t rend possible la 

détermination de la distribution de probabilité de cette variable, et ce quelque soit la probabilité 
considérée. 
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Au plan des applications à la finance, il est intéressant de disposer d'une 

interprétation de l'existence d'une mesure martingale équivalente (m.m.e.). Le résultat 

suivant donne un éclairage à ce niveau. 

Sous les hypotheses du modele de Black et Scholes, s'il existe une m.m.e. 

pour tous les processus de prix actualisés, alors il y a absence 

d'opportunité d'arbitrage. 

Ce résultat, démontré dans Duffie (p.104), met en évidence l'importance des 

changements de mesure en théorie financiere. On sait en effet que l'évaluation par 

absence d'opportunité d'arbitrage est extrêmement féconde, en particulier pour le 

pricing des actifs dérivés et celui des instruments sur taux d'intérêt 

Par ailleurs, ce résultat permet d'interpréter la nouvelle probabilité Q en termes de 

"probabilité risque-neutre" . Afin de justifier cette appelation, considérons un univers 

ou tous les agents sont indifférents par rapport au risque (fonctions d'utilité linéaires). 

Dans ce cadre, on peut évaluer tout actif financier sur base de la valeur actuelle des flux 

futurs anticipés que sa détention engendre. Or, sous la probabilité Q, les prix actualisés 

des actifs sont des martingales, ce qui implique, par définition des martingales, que les 

prix présents (qui sont évidemment aussi des prix actualisés présents) sont égaux aux 

prix futurs actualisés anticipés. Pour tout actif (action, option, etc.) dont le processus de 
prix actualisé est noté {pt }, on aura: 

Notons que cette formule ne requiert aucune hypothese sur les fonctions d'utilité (qui 

n'apparaissent d'ailleurs nulle part dans l'évaluation des actifs redondants). En fait la 

probabilité risque-neutre se comporte comme si on travaillait dans un monde indifférent 

au risque. 11 s'agit donc d'une analogie technique qui facilite la compréhension de la 

méthode d'évaluation et rien de plus ! 

Le théoreme de Girsanov, qui fournit les conditions analytiques d'existence et 

l'explicitation du changement de probabilité au niveau des processus de diffusions, se 

revelera extrêmement utile. Apres avoir énoncé ce théoreme, nous tenterons d'en 

donner une interprétation intuitive et nous montrerons qu'il permet d'établir la formule 

de Black et Scholes d'une façon élégante et compacte, plus facile à généraliser que 

l'approche "pas à pas" présentée plus haut. 
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8. Le Théoreme de Girsanov 

Le théoreme s'énonce comme suit : 

Soü le processus d'ltn suivant, défini dans I'espace de probabilité (n.a .p), 
adapté à lafiltration {St}tE[O,T]: 

te [O.T]. 

Si'ü existe un processus {ht}tE[O,T] adapté à {St}tE[O,T] tel que: 

(i) + Hh~d} +- (conditiDn de Novilwv) 

T 
(ii) J Ut dt < +00, ou u l = J..L(t.Xd -cr(t.Xd hl , 

O 

Awrs il existe une mesure de probabilité Q équivalente à P telle que: 

t 

I) Rt = Bt + f hs ds. t E [O. T], définit un mouvement brownien standard adapté 
O 

à lafiltration {St}tE[O,T] dalls l'espace de probabilité (n.a .Q) : 

2) {Xt}tE[O,T] est un processus d'ltn dans (n.a .Q) et peut s'écrire: 

3) le changemellt de probabilité est donllé par la variable aléatoue: 

dQ ( T 1 T 2 ) (8.2) - = exp - J hs dBs - - f hs ds . 
dP O 2 O 

Le théoreme de Girsanov fournit la transformation d'un processus d'Itô qui résulte 

d'un changement de mesure. En particulier. un choix judicieux du processus h permet 

(moyennant la condition de régularité de Novikov) de modifier le drift de maniere à 
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rendre X martingale sous Q. Afin de mieux comprendre le contenu de ce théoreme, 

nous nous proposons d'il1ustrer ci-dessous la construction d'une martingale par 

changement de probabilité à partir d'un processus de diffusion donné. 

Afin de simplifier l'écriture, nous considérons des fonctions J.l et O' constantes. 

Nous supposons donc que l'objet mathématique étudié est un processus de diffusion X 
défmi dans (o,a ,p) et adapté à la filtration {St}tE[O.T] : 

dX t = J.l dt + O' dB t ' t e [O, T]. 

Pourquoi ce processus ne vérifie-t-il pas immédiatement la propriété de martingale ? 11 

est adapté à la filtration par hypothese. Mais ce qui n'est pas en accord avec la 

définition de martingale provient des espérances conditionnelles du type : 

t' < t. -~-

Pour avoir une martingale. on devrait obtenir t' au lieu de t dans le premier terme (c'est 

à dire J.lt ) du membre de droite. On observe donc que le probleme à traiter par le 

changement de probabilité se situe au niveau du drift du processus X. L'approche de 

Girsanov consiste en une transformation du processus de Wiener qui permette de 

réécrire X sans drift. 

Nous savons par hypothese que: 

ou 1'0n définit Sl = Bl + )l t. S'il existe une nouvelle probabilité Q sous laquelle le 
O' 

processus {Sl} est un processus de Wiener. alors le probleme est résolu et X est une 

martingale dans (n.a .Q). 

II faut maintenant examiner plus précisément le processus {Sl} et trouver. si 

possible. une probabilité sous laquelle il est un brownien standard. Par définition de 

{Bt}. nous avons sous P : 

- - (J.l ) (8.4) Bt-Bt' ""N O'(t-1'),(t-t') . 
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Or, grâce à (7.2), on peut aisément montrer qu'une variable aléatoire de distribution 

N(a,lJ2) sous P aura une distribution N(O,lJ2) sous la probabilité Q définie par la dérivée 

de Radon-Nikodym suivante : 

dQ ( a 1 a
2

) (a 1 a
2

) (8.5) -=exp --(X-a)--- =exp --X+-- . 
dP b 2 b2 b 2 b2 

Dans notre cas, ceci suggere de premire un changement de mesure du même type avec, 

dans l'exposant, une expression du type : 

~ _ _ 1 ~2 ,~ 1 ~2 , 
-- (Bt - Bt' ) + -- (1- 1 ) = -- (Bt - Bt' ) - -- (t - t ). 

(J 2 (J2 (J 2 (J2 

Evidemmen1, les choses sont un peu plus compliquées ici parce qu'on désire obtenir 

UNE SEULE probabilité Q pour tout le processus alors que l'expression ci-dessus 

dépend de t et t' (bien que la distribution reste invariante pour t-t' fixé). En réalité, on 

obtiendra cette probabilité en remplaçant t et t' par les valeurs extrêmes respectives de T 

et O: 

dQ (~ I ~2 ) (8.6) - = exp -- BT --- T . 
dP (J 2 (J2 

Il reste alors à vérifier qu'il s'agit d'un bon choix et que {Dt} est effectivement un 

processus de Wiener sous Q. Grâce à (7.3) nous pouvons calculer les espérances 

conditionnelles sous Q : 

Comme {Bt} est un processus de Wiener sous P et t' < T, le dénominateur se réduit à 

(voir lere partie p.6) : 
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et on a (justifier, à titre d'exercice, chacune des transfonnations) : 

[- (J.l 1 J.l2 J] + Ep Bl' exp -~ (BT - Bl' )-'2 (52 (T - t') I~l' 

= Ep [(S, -S,,) exp (-~ (BT - B,) +(B, - B,' ))- ~ ~~ «T -,)+ (I -1'))] 

= Ep [(S, -Sd exp ( -~ (B, - Bt' )-~ ~~ (I - t') J] 

,Ep [exp (-~ (BT - B,)-~ ~~ (T - 1))] 

+ B" exp ( ~ B" + ~ ~~ I' J ex+ ~ B,' - ~ ~~ I') 
8 



= Bl'· 

Dans ce cas particulier, on observe que le changement de probabilité explicité par 

(8.6) correspond au cas ou le processus h du théoreme de Girsanov est simplement : 

Plus généralement, l'énoncé du theoreme de Girsanov a pour conséquence immédiate 

que le processus h satisfaisant la condition ut == O (pas de drift sous la probabilit~:Q) 

est donné par : 

(8.9) h
l 

= J.1(t,X.) 'V t. 
cr(t,Xd 

-

Ce choix conduit alors (toujours selon le théoreme de Girsanov) à écrire le brownien 

standard sous Q comme : 

et le processus étudié sera représenté par : 

Ces expressions seront utiles dans la section suivante consacrée à une nouvelle 

dérivation de la fonnule de Black et Scholes résultant de l'application d'un changement 

de probabilité. 
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9. La formule de Black et Scholes revisitée 

Dans la section 5, nous avons exposé la logique de l'évaluation par absence 

d'opportunité d'arbitrage d'un call européen dont le sous-jacent suit un mouvement 

brownien géométrique et ne distribue pas de dividende avant l'échéance du call. Dans la 

section 7, nous avons énoncé un résultat important selon lequel une condition suffisante 

pour qu'il y ait absence d'opportunité d'arbitrage réside en l'existence d'une mesure 

martingale équivalente (m.m.e.) pour les processus de prix actualisés. Rappelons que 

cette condition signifie qu'il existe une probabilité dite risque-neutre Q sous laquelle ces 

processus sont des martingales. Enfin. le théoreme de Girsanov. présenté dans la section 

8. foumit l'explicitation du changement de probabilité. 

11 ne reste donc plus qu'à combiner ces divers éléments pour obtenir l'évaluation 

du call européen par changement de probabilité. 

Les dynamiques supposées (voir section 5) pour l'actif sans risque et le sous­

jacent de l'option sont respectivement données par (5.1) et (5.3) : 

(9.1) d~t = r ~t dt 

dS t (9.2) - = ~ dt+ a dBt , 
St 

a2 
ou ~ = 0.+-. 

2 

La procédure suivie consiste à trouver le changement de probabilité en utilisant le 

processus de prix du sous-jacent. puis, connaissant la probabilité risque-neutre Q. on 

applique la propriété de martingale pour déterminer le prix de l'option en fonction de la 

condition terminale donnée. 

Le processus de prix actualisé du sous-jacent que nous notons {Zt} te [O,T] est 

défini par : 

Appliquons le lemme d'Itô à la fonction f(x, t) = ~ (ou ~t est une fonction 
~t 

déterministe de t dont la dérivée est ~'t = r ~t). Comme : 

10 
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le processus de diffusion représentant la dynamique de {ZtltE[O.T] satisfait l'équation 

suivante: 

[
Ir St] 1 dZt = - J..l- - dt + - (J dBt ' 

J3t J3t J3t 

ou encore: 

Supposons que la condition (suffisante pour l'absence d'opportunité d'arbitrage) 

d'existence d'une m.m.e. pour les prix actualisés soit vérifiée. Sous la nouvelle 
probabilité Q, définie par la fonction : 

(9.5) 

1 
-J..l-r Zt 

h - J3t __ J..l - r J3t Zt _ J..l- r St 
, - 1 

-(J (J (J 

J3t 

on aura: 

1 -(9.6) dZt = - (J dBt. 
J3t 

Considérons à présent le call européen de prix d'exercice K en T. Par définition: 

(9.7) CT = max(ST - K,O). 

Sachant que le processus {~} est un martingale sous Q, on peut écrire : 
J3, IE[O.T] 

C [CT ] [max(ST -K,O) ] 1 [ 1 ] (9.8) -' = EQ -I~" = EQ 13t = -EQ max(ST - K,O) 3t J31 J3T J3T J3T 
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et finalement: 

Pour retrouver la formule de Black et Scholes "classique" (5.15) à partir de (9.9), 

plusieurs étapes sont encore nécessaires. Bien que Duffie (p.I06) laisse aimablement ce 

calcul à ses lecteurs, indiquons qu'il faut : 

(i) écrire la dynamique du processus {St}tE[O,T] suivi par le prix du sous-jacent sous la 

probabilité Q, en utilisant le lemme d'Itô pour St = ~t Zt puisque la dynamique de 

{ZtltE[O,T] sous Q est connue et donnée par (9.6) . On obtient de la sorte : 

(ii) en déduire, par intégration, l'expression de la variable aléatoire ST sous Q : 

(iii) reformuler (9.9) compte tenu de (9.11) : 

Ct = EQ [max (e -r(T -t) ST - e -r(T -t) K,O )I~t ] 

= EQ [ max ( S, exp{ - ~ a2 
r + a[ BT -B.]} -K exp[ -r(T - t) 1.0 )lS, ] 

(iv) faire explicitement le calcul de cette espérance par changement de probabilité, 

sachant que l'espérance d'un maximum se calcule par : 

ou IA désigne la variable indicatrice de l'événement A. 

Cette derniere étape est la plus longue et la plus délicate (voir Demange et Rochet 

p.222). 

12 
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10. Evaluation d'un call européen sur une obligation 

10.1. Présentation du probleme 

Supposons, pour simplifier, qu'on veuille évaluer un call dont le sous-jacent est 

une obligation zéro-coupon. La premiêre idée repose naturellement sur l'application de 

la formule de Black et Scholes. Bien entendu, cette méthode ne sera valide que si les 

hypothêses formulées initialement pour les options sur actions restent réalistes dans le 

cas des obligations. Autrement dit, peut-on raisonnablement supposer d'une part que le 

prix d'un zéro-coupon suit un mouvement brownien géométrique et d'autre part que le 

taux sans risque est déterministe et constant ? 

La réponse est négative pour deux raisons : 

1) Par nature, l'obligation est un titre à revenu fixe et la seule source d'incertitude 

affectant son prix provient précisément du fait que les taux d'intérêt évoluent de façon 

aléatoire. Dês lors intrinsêquement, les hypothêses de taux d'intérêt déterministe et de 

prix du zéro-coupon aléatoire sont antinomiques. 11 s'ensuit que la formule de Black et 

Scholes qui repose sur une actualisation à taux constant est inadéquate pour évaluer les 

options sur obligation (ou tout autre dérivé sur taux d'intérêt). 

2) Dans unmouvement brownien géométrique, la volatilité conditionnelle du prix du 

sous-jacent est croissante dans le temps4. Cette hypothêse adéquate pour les actions 

(dont les prix futurs sont d'autant plus incertains que 1'0n s'éloigne du présent) ne se 

justifie pas dans le cas d'un titre à durée de vie finie et à valeur finale fixe comme une 

obligation. En fait, dans ce cas, le niveau d'incertitude sur les valeurs futures commence 

par croitre pour ensuite diminuer au fur et à mesure que 1'0n se rapproche de l'échéance 

ou la valeur de remboursement est connue. 

On peut retorquer à ces arguments de fond que, en premiêre approximation du moins, la 

formule de Black et Scholes reste valide5 pour autant que la durée de vie de l'option soit 

courte par rapport à celle de son obligation sous-jacente. 11 ne faut néanmoins pas 

4 On peut monlrer que le prix cn t' (> t) conditionnellement à I'information en t admet une distribution 

log-normale de variance a2 (t' - t). 

5 La littérature financiere documente amplement la remarquable robuslesse de la formule de Black et 
Scholes dans divers domaines. 

13 



• 

oublier que, même dans ce cas favorable, on utilise un modele d'évaluation dont la 

logique est intenable. En outre, pour des options de vie plus longue, la formule de Black 

et Scholes ne peut plus du tout se justifier et I'on se condamne à adopter une démarche 

incorporant explicitement la nature stochastique des taux d'intérêt. 

Pour les raisons exposées ci-dessus, nous nous tournons à présent vers l'approche 

basée sur la modélisation directe des taux d'intérêt. A vant de fonnaliser précisément 

cette approche, remarquons que les dérivés sur taux d'intérêt seront plus difficiles à 

valoriser que ceux dont le sous-jacent est une action. En effet, le prix d'une action est 

par nature un processus univarié tandis qu'à tout instant coexistent un grand nombre de 

taux d'intérêt, en fonction de I'horizon considéré pour les transactions de prêt ou 

d'emprunt. 

Tous les taux que nous utiliserons ici sont à considérer en temps continu (et donc 

en capitalisation continue) et fonnulés sur une base annuelle. Par exemple si 1'0n a un 

taux à3 mois de 5%, cela signifie qu'un placement d'l F pendant un an à ce taux en 

capitalisation continue génerera eO.05 F = 1.0513 F. Si, au contraire le taux est exprimé 

sur base d'une capitalisation discrete, il faudra d'abord le convenir en continuo Ainsi, si 

le taux à 3 mois est de 5% en capitalisation trimestrielle, on obtient, au bout d'un an : 

(1 + 0.;5 f = 1.0509 Fel 1e taux à 3 mois en capitalisation continue correspondanl esl 

détenniné par eR = 1.0509 => R = In(1.0509) = 4.97%. C'est ce demier taux que nous 

retiendrons alors pour la suite. 

Une modélisation complete des taux d'intérêt doit inclure la dynamique de toute 

la structure temporelle des taux. En effet, il n'y a aucune raison de postuler que les 

taux applicables à divers horizons sont égaux ("structure plate"). En réaIité, on observe 

que, le plus souvent, la structure est croissante (taux longs plus élevés que les taux 

courts). II existe d'ailleurs cenaines théories visant à expliquer ce phénomene 

(notamment la théorie basée sur la préférence pour la liquidité). Toutefois, si I'on veut 

conserver un niveau suffisant de généralité, il est plus souhaitable de ne pas fixer a 

priori des contraintes extérieures aux taux eux-mêmes. Nous désignerons par R(t,T) le 

taux d'intérêt au comptant appliqué en t aux opérations de durée T. En paniculier, on 

appelIera taux court en t le taux défini par : 

(10.1) r(t) = lim R(t,Ôt) . 
.11~O 
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La modélisation de l'évolution des taux d'intérêt repose sur l'hypothese de 

dynamique du taux court suivante : 

(10.2) dr(t) = m(r. t) dt + ser. t) dBt. 

et sur le postulat que tous les taux comptants en t sont fonctions (déterministes mais a 

priori quelconques) du taux court : 

(10.3) R(t. T) = f (t. T.r(t»). 

Tout comme le taux court. chacun des R(t.T) est représenté par une variable 

aléatoire. Toutefois. comme ce modele ne comporte. comme source d'incertitude qu'un 

seul processus de Wiener. il est dit "à un facteur" . 

Dans la suite. nous présenterons certains cas particuliers de la formule générale 

(10.2) qui ont retenu l'attention des auteurs. Nous expliquerons ensuite comment. sur 

base d'un de ces modeles. on déduit l'évaluation des zéro-coupons d'abord, des options 

sur zéro-coupons ensuite. 

102. Les modeles d'évolution du taux court 

La formule (10.2) exprime que le taux court r suit un processus de diffusion. 

Comparée à l'hypothese de mouvement brownien géométrique de Black et Scholes, elle 

offre un niveau de généralité largement supérieur puisqu'aucune forme précise n'est 

imposée aux fonctions m et s. Dans les applications pratiques, on sera souvent amené à 

postuler une forme paramétrisée par un petit nombre de coefficients. Une prerniere 

classe de modeles est bâtie sur l'hypothese que m et s ne dépendent pas explicitement 

de t: 

{
m(r. t) = m(r) 

(10.4) • 
s(r, t) = ser) 

Dans cette classe, le modele le plus simple qui postule des fonctions constantes 

{
m(r) = a 

a été proposé par Merton (1973) : 
ser) = O' 

(10.5) dr = a dt + O' dB. 
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Certains modeles ultérieurs remplacent le drift constant par une fonction traduisant une 

tendance de retour à la moyenne : 

m(r) = a(b - r). a> O, b> O. 

Cette expression traduit l'existence d\me force de rappel d'intensité a vers le niveau b. 

Elle a été retenue par Vasicek (1977) qui propose la dynamique suivante : 

(10.6) dr = a(b - r) dt + cr dB, 

et par Cox, Ingersõll et Ross (1985) qui, dans le cadre d'un modele d'équilibre général, 

suggerent: 

(10.7) dr = a(b - r) dt + cr.Jr dB, 

ou le choix de la fonction ser) = cr.Jr dans le terme de volatilité traduit la contrainte de 

positivité du taux d'intérêt (lorsque r est positif et proche de zéro, il ne bouge presque 

plus). 

Signalons encore, parmi les tres nombreux modeles considérés dans la littérature, 

ceux de: 

- Rendleman et Bartter (1980) : dr = a r dt + cr r dB (brownien géométrique) ; 

- Dothan (1978) : dr = cr r dB (drift nul) ; 

- Brennan et Schwartz (1979): dr = a(b - r) dt + cr r dB 

- Cox et Ross (1975) : dr = a r dt + cr r'Y dB 

On peut regrouper tous ces modeles sous la formulation suivante à 4 parametres : 

(10.9) dr = (a+~r)+cr r'Y dB. 

Partant de ce constat, Chan, Karolyi, Longstaff et Sanders (1992), ont élaboré une 

procédure empirique, basée sur l'estimation par la méthode des moments généralisés 

d'une version discrétisée de (10.6), qui permet, pour le taux court en dollars US 
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d'obtenir des valeurs estimées des 4 parametres. Sans entrer dans les détails (ni dans 

l'analyse de la méthode d'estimation !), signalons que l'estimation non contrainte leur 

fournit les valeurs suivantes : 

â = 0.04 ; ~ = -0.59 ; fi = 1. 67 ; l' = 1. 5 

A 

Des deux premieres valeurs, on déduit un taux "de rappel" estimé à b = - c: = 6.8%. 
~ 

Tous les modeles de la classe décrite par (10.6) concement exclusivement le taux 

court. Comme on le verra dans la section suivante, ils conduisent à l'explicitation des 

autres taux sur base de l'hypothese (10.3). Cependant, du fait même de leur écriture à 

l'aide d'un petit nombre de parametres, ils ne peuvent pas reproduire fidelement la 

structure par tennes observée. Autrement dit, ces modeles sont "trop simples" par 

rapport au nombre de degrés de liberté qu'offre potentiellement l'observation, à toute 

date, des taux au comptant à divers horizons6• 

Pour faire face à cette objection, une nouvelle génération de modeles, appelés 

"no-arbitrage models", a été suggérée7• Ces modeles comportent, au niveau du drift, 

une fonction de t qui sera déterminée de maniere à reprodu ire exactement la structure 

par tennes des taux à la date initiale. Dans cette catégorie, le modele le plus simple est 

celui de Ho et Lee (1986) qui, outre l'ajustement de la structure des taux, n'inclut qu'un 

parametre de volatilité : 

(10.10) dr=9(t)dt+crdB. 

Parmi les extensions possibles, citons celle de Hull et White (1990) qui se caractérise 

par l'adjonction d'un "retour à la moyenne" : 

(10.11) dr = [9(t)-ar] dt+cr dB. 

6 En réalité, les taux ne sont pas tous observables directement puisque les taux d'intérêt ne sont pas 
négociés tels quels. Seuls les zéro-coupons (provenant notamment des "strips" ou obligations 
démembrées) permettent d'obtenir directement un taux unique. Pour le reste, il convient d'extraire 
l'information du prix des obligations à coupons qui. du fait de versements à diverses dates. dépend de 
taux d'horizons distincts. 

7 L'appelation de "no-arbitrage models" provient du fait que ces modeles sont bâtis sur base de l'absence 
d'arbitrage entre les taux au comptant et les taux à terme implicites dans la structure des taux. 
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On remarque que cette seconde classe de modeles conserve une dynamique à un 

seul facteur. La littérature financiere propose aussi des modeles à plusieurs (souvent 

deux) facteurs que nous ne présenterons pas ici. Retenons à ce stade que les taux 

d'intérêt, variables économiques cruciales s'il en est, ont une dynamique à ce point 

mystérieuse (du moins sur laquelle aucun consensus n'est manifestement atteint) que la 

premiere question qu'on se pose avant d'aborder l'évaluation d'options sur obligations 

est "Quel modele choisir 1". 

Sans fournir de réponse à cette question, nous aborderons le probleme 

d'évaluation sur base du modele simple de Vasicek (1977) qui a eu un impact 

considérable en ce domaine. Globalement la logique de l'évaluation par absence 

d'arbitrage reste similaire quelque soit le modele retenu. Toutefois les difficultés 

techniques deviennent rapidemment insurmontables de sorte qu'une approche 

numérique est souvent indispensable. A cet égard, la simplicité du modele de Vasicek 

permet, à l'instar du modele de Black et Scholes pour les actions, de conserver des 

expressions analytiques. C'est la raison principale pour laquelle nous suivons cette 

approche ici. 

10.3. Evaluation des zéro-coupons el des optiOIlS selon le modele de 
Vasicek (1977) 

Le modele de Vasicek repose sur la dynamique du taux court suivante : 

(10.12) dr = a(b-r) dt+cr dB, 

Les processus de ce type portent le nom de "processus d'Ornstein-Uhlenbeck". A 

partir de cette équation il faut à présent déterminer les taux à horizons finis, les prix des 

zéro-coupons et ensuite le prix des options sur zéro-coupons. Comme dans le cas du 

modele de Black et Scholes, on procede par principe d'absence d'opportunité 

d'arbitrage. 

Deux approches sont possibles : la maniere "old-fashioned", suivie par Vasicek, 

qui établit pas-à-pas les divers éléments requis et la démarche rapide par changement de 

probabilité. La seconde approche a le mérite de l'efficacité. C'est pourquoi elle est 

unanimement suivie dans les articles scientifiques récents. Néanmoins, sur Ie pIan 
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didactique, elle nous semble moins adéquate en premiere analyse parce qu'elle obscurcit 

la logique intrinseque de l'évaluation de par la "brutalité" de l'écriture sous la 

probabilité risque-neutre ou corrigée du risque. 

Nous adoptons les notations suivantes : 

- R(t, T) : taux comptant en t pour les placements et emprunts de durée T; 

- r(t) = lim R(t, T) : taux court en t; 
. T-+O 

- P(t, s) : prix en t d'un zéro-coupon valant 1 F en s ; 

- W(t) : prix en t d'un actif constamment placé au taux r (valeur initiale WO) ; 

Remarquons que, dans l'expression de R, le second argument est une durée tandis que, 

dans célle de P, le second argument est une date. Par définition, on a: 

(10.13) P(t,t)=1 et P(t,t+T)=e-R(t,T)T , 

-1 
(10.14) R(t,T) = -ln[P(t,t+T)] , 

T 

(10.15) dW = W r(t) dto 

a) Evaluation des zéro-coupons 

La logique de l'évaluation des zéro-coupons est semblable à celle des options sur 

actions. En effet, au niveau technique, tout se passe comme si un zéro-coupon était un 

actif dérivé sur le taux court. Toutefois, pour pouvoir appliquer cette approche, il faut 

commencer par supposer, d'une part, qu'il y a absence d'opportunité d'arbitrage et, 

d'autre part, que les prix des zéro-coupons peuvent s'exprimer comme fonctions du taux 

court : 

(10.16) P(t,s) = P(t,s,r) , 
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ce qui pennet d'utiliser le lemme d'Ito (pour s fixé). Connaissant la dynamique (10.12) 

du taux coun, on obtient de la sorte (en choisissant des notations facilitant les écritures 
ultérieures) : 

(10.16) clP = P Jl dt - P Y dB, 

ou les fonctions Jl = Jl(t,s,r) et Y = y(t,s,r) sont telles que: 

ap ap 1 a2p 2 
Jl P = -+-a(b-r)+- -2 cr at ar 2ar 

ap 
-y P=-cr ar ' 

ce qui conduit à : 

(10.17) Jl = - -+a(b-r) - +- cr -1 [ap ap 1 2 a2p ] 
P ~ ar 2 ar2 

et: 

cr ap 
(10.18) y = -- - . 

p ar 

L'absence d'opportunité d'arbitrage ne peut pas être immédiatement utilisée pour 

un portefeuille combinant taUX court et zéro-coupon (approche "à la Black et Scholes") 

pour la simple raison que Ie taux court, contrairement à une action, n'est pas négocié 

comme teI sur Ies marchés financiers. On doit donc avoir recours à une démarche plus 

générale8 faisant appeI à deux zéro-coupons de maturités distinctes SI et s2 (ou SI < S2). 

Considérons une stratégie autofinancée (a t , bt ) représentant la composition d'un 

portefeuille en ces deux zéro-coupons, telle que, en SI, elle foumisse le même resultat 

qu'un placement au taux r : 

8 Celle approche est suivie lorsqu'on désire évaluer des dérivés sur des sous-jaeents (ou sources 
d'ineertitudes) non trai lés sur les marehés (le climat par exemple). NOlons eependant qu'il n'y aura 
redondanee. el done possibililé de Caíre appel à un argument d'arbitrage. que lorsque le nombre de dérivés 
exeMe le nombre de sourees d'ineertitude. C'esl bien le cas iei ou l'unique ineertitude provient du 
proeessus de Wiener figurant dans la dynamique du taux eourt tandis que des zéro-eoupons sont 
disponibles pour de nombreuses éehéanees. 

IEUOlt:CA t,.~t,r) HENRIQUE SIMONStl\ 
fUNDACAO GETUUO VARGA~ 
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A toute date t antérieure à SI, on doit done avoir: 

ou en notation simplifiée : 

et, en eonséquenee : 

(10.21) dW = W r dt = a, dP1 + b, dP2 . 

Comme le lemme d'Itô eonduisant aux expressions (10.16) à (10.18) a été appliqué ei­

dessus pour s fixé, il nous faut à présent reformuler les résultats relatifs aux deux zéro­

eoupons eonsidérés. A vee des notations évidentes, 00 obtieot grâee à (10.16) : 

et, eo vertu de (10.20) : 

En identifiant membre à membre, 00 déduit que: 

et, eo eooséqueoce : 

ou encore: 

J..I.l - r J..I.2 - r (10.24) --= ~-
11 12 
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La "prime de taux attendu par unité de risque" pour les zéro-coupons apparait identique 

pour toutes les maturités (le raisonnement tenu pour SI et S2 est aisément transposable à 

tout s, ce qui justifie que dorénavant nous omettrons l'indice correspondant). Des lors, 

la quantité définie par : 

J.1-r 
(10.25) q(t,r) =-, 

'Y 

est appelée "prix de marché du risque sur les zéro-coupons" et souvent supposée 

constante9 : q(r,t) = q. Nous adopterons ici cette hypothese. 

Enfin, sachant que: 

(10.26) J.1 = r + q 'Y, 

on obtient, par (10.17) et (10.18), l'équation différentielle vérifiée par le prix d'un zéro­

coupon de maturité s : 

1 [op op 1 2 o2p ] cr ap 
- -+a(b-r)-+-cr ~ =r-q--
Pot or 2 ar par 

ou: 

oP ap I 2 a2p 
(10.27) -+[a(b-r)+qcr]-+-cr -2 =rP, 

at ar 2 ar 

qui doit être résolue sous la condition finale : 

(10.28) P(s,s,r) = 1. 

En réalité, le raisonnement suivi jusqu'ici ne dépend pas vraiment de l'hypothese 

spécifique relative à la dynamique du taux court. 11 suffit de supposer une diffusion 

quelconque pour être en mesure de dériver une équation du type (10.27). La forme 

particuliere (10.12), dite de Vasicek, a simplement le mérite de rendre possible la 

résolution analytique qui conduit à : 

9 Celte hypoth~se. présentée comme "technique" ou "simplificatrice" ne semble pas avoir de réel 
fondement lhéorique. 
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l. 

(10.29) P(t,s,r) = eXP[.!(I- e-a(S-t»)(R(oo) - r)- (s - t) R(oo) _ cr
2
3 (1- e-a(s-t )2] , 

a 4a 

ou: 

cr q a2 
(10.30) R(oo) = b+---2 . 

a 2a 

Partant de cette évaluation des zéro-coupons, on peut directement établir, grâce à 

(10.14), l'expression des taux d'intérêt pour toutes les échéances. Ainsi, le taux en 

vigueur à la date t pour les opérations de durée T est donné par : 

(10.31) 

-1 
R(t,T,r) = -lnP(t,t+T,r) 

T 

ce qui implique que: 

(10.32) 'Vt: lim R(t,T,r) = R(oo), 
T-+oo 

et justifie a posteriori la notation adoptée en (10.30). 

II s'ensuit que, dans le modele de Vasicek, le taux long limite représenté par (10.32) est 

identique à toute date et indépendant du taux court présent. Toutefois, on peut montrer 

simplement, en étudiant la fonetion R(.,T,.), (voir Hull (1993) p.391 par exemple) que 

la formulation (10.31) est suffisamment générale pour permettre une structure par 

termes des taux qui soit croissante, décroissante ou même mixte. 

b) Evaluation d'un call européen sur zéro-coupon 

L'évaluation d'un call européen (de prix d'exercice K et de date d'exercice 1) dont 

le sous-jacent est un zéro-eoupon (de maturité s > T) a été développée par Jamshidian 

(1989) sous l'hypothese du modele de Vasieek. C'est done la suite logique de 

l'évaluation des zéro-eoupons présentée ei-dessus. 
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Le raisonnement suivi s'inspire de celui de Black et Scholes (Jamshidian utilise la 

technique d'évaluation "risque-neutre"). Elle diftere néanmoins de celle-ci par l'absence 

évidente de l'hypothese d'un taux sans risque constant Notons aussi que le prix du zéro­

coupon sous-jacent suit un processus de diffusion du type (voir (10.16» : 

dP 
(10.33) - = J.l dt + y dB , 

P 

ou J.l et yne sont pas des constantes (voir (10.17) et (10.18». 

Malgré ces complications, l'hypothese de Vasicek rend possible une résolution exacte. 

Le prix du call à la date t s'exprime comme : 

(10.34) Ct = C(r,t; K,T,s,a,b,cr) , 

et est donné par une formule du type : 

(10.35) C l = P(t,s,r) <l>(h) - K P(t, T,r) <l>(h - O"p) , 

ou <l> désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et : 

(10.36) h = _l_In [ P(t,s,r) ]+ O"p , 
crp K P(t,T,r) 2 

(10.37) crp = _cr_ (1- e -a(s-T») ~I_ e -2a(T -l) . 
a-fiã 

Sans entrer dans les détails, on constate que (10.35) a une structure similaire à 

celle de la formule de Black et Scholes (5.15). En effet le premier terme comporte le 

prix en t du sous-jacent tandis que le second fait apparaitre la valeur actuelle (en t) du 

prix d'exercice de l'option. Toutefois, ici, l'actualisation est obtenue en multipliant par la 

valeur présente d'un zéro-coupon de maturité T, ce qui représente bien la valeur actuelle 

d'l F disponible à la date d'exercice du call. On a en quelque sorte "endogénéisé" le 

taux d'actualisation, en conformité avec les objections émises dans la section 10.1 à 

l'approche schizophrénique qui voudrait considérer le zéro-coupon comme un sous­

jacent "ordinaire" (de type action) sans rapport avec le taux d'intérêt fixe relatif à l'actif 

sans risque. 
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Enfin. rappelons que les résultats présentés ne constituent qu'un exemple 

d'évaluation de dérivés sur taux d'intérêt. Diverses simplifications ont été adoptés : 

choix du modele de Vasicek. option européenne. sous-jacent ne distribuant pas de 

coupons. La relaxation de chacune de ces hypotheses conduit à des complications, au 

point qu'en pratique il sera souvent difficile, voire impossible, d'aboutir à une 

évaluation analytique. C'est pourquoi, les auteurs ont fréquemment recours à des 

méthodes numériques, souvent développées sur base de modeles binômiaux ou 

trinômiaux. 
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