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RESUMO

Este trabalho aplica a teoria de copulas a merdoirdg risco de mercado, através do célculo
do Value at RiskVaR). A func&o de cépula oferece uma maior fldklade para a agregacao
de riscos quando comparada com abordagens tragi€ida mensuragéo de risco. A teoria de
copulas permite a utilizacdo de distribuicbes debabilidade diferentes da normal para a
modelagem individual dos fatores de risco. Alénsdlidiferentes estruturas de associacéo
entre eles podem ser aplicadas sem que restrief@@s Bnpostas as suas distribuicdes. Dessa
forma, premissas como a normalidade conjunta dosnes e a linearidade na dependéncia
entre fatores de risco podem ser dispensadasppibasto a correta modelagem de eventos
conjuntos extremos e de assimetria na relacdo pgendéncia. Apés a apresentacdo dos
principais conceitos associados ao tema, um model@opula foi desenvolvido para o
calculo do VaR de trés carteiras, expostas aosau@scbrasileiros cambial e acionario. Em
seguida, a sua precisao foi comparada com a dasiohegias tradicionais delta-normal e de
simulagdo histérica. Os resultados mostraram gomdaelo baseado na teoria de cépulas foi
superior aos tradicionais na previsao de eventtrerars, representados pelo VaR 99%. No
caso do VaR 95%, o modelo delta-normal apresentmelbor desempenho. Finalmente, foi
possivel concluir que o estudo da teoria de cOpéillde grande relevancia para a gestéo de
riscos financeiros. Fica a sugestdo de que vasagdemodelo de VaR desenvolvido neste
trabalho sejam testadas, e que esta teoria sej@@tamplicada a gestdo de outros riscos,
como o de crédito, operacional, e até mesmo o higegrado.

Palavras-chave: Teoria de Copulas, Gestdo de Riscos, Value at Rktribuicdes
Marginais, Agregacéao de Riscos.



ABSTRACT

This study applies the theory of copulas to thesussament of market risk by doing the Value
at Risk (VaR) calculation. The copula function offex greater flexibility to aggregate the
risks as compared to traditional approaches of nwasurement. The theory of copulas
enables the use of probability distributions diéfer from the normal to the individual
modeling of risk factors. Furthermore, differens@sation structures between them can be
applied with no restrictions being imposed to itstributions. Thus, premises such as joint
normality of returns and linearity in the dependebetween risk factors can be dismissed,
what enables the correct modelling of extreme ja@ments and of asymmetry in the
dependence relation. After presenting the main episcassociated to the theme, a copula
model was developed in order to calculate the @RHree portfolios which are exposed to
the Brazilian foreign exchange and stock markefserdvards, its accuracy was compared
with that of traditional methodologies, i.e., deftarmal and historic simulation. The results
showed that the model based on the theory of cepués superior to the traditional ones at
forecasting extreme events, which are representabRR 99%. When it comes to VaR 95%,
the delta-normal model presented the best redtitially, it was possible to conclude that the
theory of copulas study is of great relevance twricial risks management. For further
research, a suggestion is testing variations olM#iR model developed in this work, as well
as applying this theory to managing other riskshsas credit, operational or even integrated
risk.

Keywords: Theory of Copulas, Risk Management, Value at RMRyginal Distributions,
Risk Aggregation.
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1 INTRODUCAO

A partir da década de 1970, a volatilidade nos aums financeiros sofreu um aumento
substancial. As diversas crises financeiras quer@@mn desde entdo, como a crise do
México (1982), a crise asiatica (1997), e a crisenémica mundial (2008), aumentaram a
exposicao das empresas a diversos tipos de riswoptas flutuacdes nas taxas de juros e de
cambio, no preco de commodities e no mercado atmreEdo alguns exemplos das

dificuldades enfrentadas pelas empresas.

Essas flutuacbes foram responsaveis pelo aumentexpi@sicdo ao risco, gerando uma
demanda crescente por métodos e instrumentos dec@oo Segundo Jorion (2007), o
desenvolvimento da gestdo de riscos financeirafese a esse aumento da volatilidade dos
mercados financeiros. Desde entdo, académicos fesgiwoais da area se dedicaram ao
estudo desses riscos, desenvolvendo modelos matesm&mplexos, viabilizados pelos

avancos tecnolégicos no setor de informatica.

Apesar de ja ter sido amplamente estudada, a gedstaiscos continua em processo de
evolugdo. O constante desenvolvimento dos merctamsceiros e a imprevisibilidade dos
eventos econdmicos fazem aparecer novos desafiasgpam atua na area de risco. Novos
métodos e modelos continuam surgindo para quesossrpossam ser mais bem gerenciados.
Crouhy, Galai e Mark (2004) mostram essa transfo@imaatravés de uma perspectiva
histérica da medicdo de risco, que evoluiu de ssphdicadores, como o valor de face,
passando por medidas de sensibilidade, conuwration e a convexidade, até chegar a

metodologias mais recentes, comdalue at RiskVaR).

Autores como Jorion (2007) e Crouhy, Galai e M&®0d) defendem que o VaR é uma
medida poderosa de avaliacdo do risco de cartédasos autores, como Dowd e Blake
(2006) e Matz (2005), fazem criticas a essa mebgitl afirmando que os modelos
tradicionais de célculo de VaR né&o tratam consisteante duas caracteristicas importantes
dos ativos financeiros: a ndo-normalidade de s&lgsnos, que gera assimetria e leptocurtose
em suas distribuicdes de probabilidade (leptocarto® termo utilizado para descrever uma

distribuicdo com densidade de probabilidade elewsdasuas extremidades, gerando grande
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probabilidade de ocorréncia de eventos extremosg mao-linearidade na estrutura de

dependéncia dos retornos de ativos expostos @iy fatores de risco.

Apesar das criticas, 0 VaR continua sendo amplameilizado. Dentre as instituicées que o
adotam como medida de risco, Jorion (2007) destadmncos locais e internacionais, fundos
de investimento, seguradoras, empresas nao-fimascei agéncias reguladoras (como o
Comité da Basiléia, o US Federal Reserve - banstaledos Estados Unidese reguladores

da Unido Européia). Segundo o autor, novas técmleasalculo de VaR continuam sendo
desenvolvidas, como a baseada na teoria de copulasyem se mostrando uma alternativa
interessante para a mensuracdo de riscos. Atraslés a agregacdo de riscos pode ser
realizada sem que as premissas de normalidadeta®a® e linearidade na estrutura de
dependéncia tenham que ser adotadas, o que pssilniha melhor modelagem do

comportamento dos ativos financeiros.

A teoria basica de coOpulas surgiu nas décadas4l2 9950, com os trabalhos de Hoeffding
(1940) e Sklar (1959). Entretanto, sua utilizagé@ofieancas ainda é recente, com um grande
namero de trabalhos aparecendo na década de 2@d@euas aplicacbes, destacam-se a
gestéo de riscos - Martellini e Meyfredi (2007),0&h (2007) e Clemente e Romano (2004),
a precificacdo de opcdes - Cherubini, Luciano ecWiato (2004) e Assis e Laurini (2008), e

a precificacao de derivativos de crédito - Hull bit&/ (2004).

De maneira simplificada, uma cépula é uma funcé® mpedela a relacdo de dependéncia
entre duas ou mais variaveis aleatoérias. Stevefi€81, p. 97) define uma variavel aleatoria
como “[...] uma funcdo com valores numeéricos, cugor é determinado por fatores de

chance”. Segundo o autor, a distribuicdo de fregaérdo resultado de uma variavel aleatéria
€ obtida através de sua funcéo distribuicdo degmibbades, que “mostra a propor¢cdo das
vezes em que a variavel aleatéria tende a assuada wm dos diversos valores.”

(STEVENSON, 1981, p. 102)

Na gestdo de riscos, € comum a necessidade deanoelitados simultaneos de diferentes
variaveis aleatorias, que representam os fatoressde a que uma carteira de ativos esta
exposta. Essa modelagem é feita através de ummduiicio conjunta de probabilidades, que

mostra a frequéncia de ocorréncia de eventos cmgun
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Assim, utilizando a relacdo de dependéncia entkadéveis aleatorias, a copula acopla suas
distribuicdes de probabilidade individuais, consio uma distribuicdo conjunta de

probabilidade. A grande vantagem da copula é quéaelisso sem que restricdes sejam feitas
ao formato das distribui¢cdes individuais, as qpaidem ser escolhidas de forma a modelar o

comportamento dos fatores de risco de maneirastaali

Este trabalho tem como objetivo a aplicacdo daigede copulas na gestdo de riscos
financeiros através da mensuracao do risco de messociado aos mercados de cambio e
acionario. Uma metodologia para o calculo \dmlue at Risk(VaR) através da funcdo de
copula sera apresentada. Em seguida, a precisanodelo sera testada através de sua
aplicacdo em trés carteiras bivariadas. Finalmergeresultados obtidos serdo comparados
com os de métodos tradicionais de calculo de VaRjoco delta-normal e a simulacao
histérica, que, segundo Jorion (2007), Machry (2@0€rouhy, Galai e Mark (2004), estao
entre os mais utilizados para o calculo do VaR.

As crises financeiras das Uultimas décadas vieraompanhadas por perdas bilionarias
sofridas por instituicdes financeiras ao redor dmdo. Dentre as instituicbes que sofreram
com a crise econdmica mundial de 2008, destacarmetenan Brothers, Citigroup, Merrill
Lynch e American International Group nos Estadoglts) Northern Rock no Reino Unido;
Swiss Re e UBS na Suica; e Société Générale ngd&Rwrém, tais instituicdes ndo sao as
Gnicas a ser negativamente impactadas por tassc@overnos, empresas nao-financeiras e o
individuo comum também sado impactados. Em um cerémno esse, faz-se necessario o
investimento em sistemas e métodos de gerenciandentiscos, e a teoria de copulas surge

como uma boa alternativa para a mensuracao de risco

Dentro desse contexto, este trabalho traz duasilwoigbes para a 4rea de conhecimento
‘Gestdo de Riscos’. A primeira reside na validagaaaplicabilidade da teoria de copulas a
mensuracao de risco de mercado. A flexibilidadagragacao de riscos oferecida pela funcéo
de cdpula permite que premissas como normalidaslestornos e linearidade na dependéncia
entre os fatores de risco possam ser descartagsspiitando uma melhor modelagem de

seus comportamentos. A segunda é a apresenta¢géoussdio dos principais pontos de uma
teoria que vem ganhando importancia no meio finamceom a apresentacdo do passo-a-

passo de uma metodologia para o calculo do VaR.
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Vale ressaltar que um bom sistema de gerenciandentiscos deve estar baseado em mais de
uma forma de mensuracao de risco, de acordo coacessidade da empresa, explorando as
vantagens e mitigando as desvantagens de cadaardispadnivel. Embora o VaR tenha sido

a medida de risco escolhida para a realizacao ttesi@ho, a teoria de copulas também pode

ser aplicada a outras medidas de risco, com@acted shortfall

Este capitulo termina com uma passagem do \halae at Riskde um dos maiores difusores

do VaR como medida de risco:

Sobretudo, VaR deve ser visto como um procedimaetwessario, porém nao
suficiente, para gerenciamento do risco. Ele paesés suplementado por testes de
stress, limites, e controles, juntamente a um damp@nto independente de
gerenciamento do risco. ( JORION, P., 2007, ptra8uc&o nossa).
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2 GESTAO DE RISCOS

Lhabitant e Tinguely (2001) definem risco de uneni@ abrangente, como sendo a exposicao
a incerteza. Segundo os autores, a incerteza pardensendida como a possibilidade de
realizacdo de uma série de eventos futuros, aas quaossivel associar uma distribuicdo de
probabilidades. Jorion (2007) se baseia na teorandeira para definir risco como sendo a

dispersao de resultados inesperados, geradosmelosentos de variaveis financeiras.

A gestao de riscos surge como uma resposta a imjiédade dos acontecimentos futuros.
Através dela € possivel estruturar e implementacgasos de identificacdo e mensuracao de
riscos, para que seja possivel decidir quais risdesem ser evitados, reduzidos,
diversificados ou gerenciados. Segundo Lhabitanbhguely (2001), a gestao de riscos € uma
preocupacédo de todos os participantes do mercadmémicos, investidores, gerentes e

agentes reguladores.

Embora a necessidade da gestdo de riscos sejeemdésite em empresas financeiras, ela
também deve ser utilizada por empresas nao-finasceh teoria financeira afirma que, em
um mercado perfeito, a gestdo de riscos ndo é ad@agerar valor. Modigliani e Miller
(1958) provaram que, em mercados perfeitos, o \&®otria nas empresas através de bons
investimentos, e ndo através das decisdes de iamento e de gestdo de riscos. Entretanto,
devido as imperfeicbes de mercado, como a existéhei impostos, custos de transacao,
assimetria de informacgdes e custos associadodi@sldides financeiras, a gestdo de riscos

pode, sim, gerar valor.

Dentro de tal contexto, Froot, Scharfstein e S{&893) afirmam que a gestdo de riscos gera
valor ao garantir que as empresas tenham caixaent® para financiar seus investimentos
em um mercado com imperfeicdes, no qual o custindaciamento interno € menor do que
o externo. Smithson, Associates e Simkins (2008gatam a uma conclusdo semelhante.
Dez trabalhos foram analisados em sua pesquisajagifieou uma correlagéo positiva entre
0 aumento do valor das acdes e a préatica da gastascos.
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2.1 Classificacédo de Riscos

Jorion (2007) afirma que as empresas estdo expastasios tipos de risco. Os riscos de
negocio estdo associados ao ambiente competitivaj@ma empresa atua e a estratégia
utilizada para criar valor para os acionistas. sJléistos financeiros estdo associados as suas

atividades financeiras, e podem ser classificadog@atro categorias:

» Risco de Créditopotencial de perda financeira associado a incdgde das contrapartes

de honrar seus compromissos. A perda pode ocosratando evento ddefault ou até
mesmo antes, devido a alteracdo de valor de medmdma divida, geralmente associada

a mudanca na percepc¢ao de risco da contraparte;

» Risco de Liquidezpossibilidade de perda gerada pela negociacabiies e passivos por

um preco diferente do preco justo ou preco de mlercBssa perda pode se intensificar
quando uma instituicAo possuir descasamento em #exgs de caixa, gerando
incapacidade de pagamento de suas obrigacdes andornobrigatoria a realizacdo

imediata de operacdes financeiras;

» Risco Operacionalrisco de perda por falhas nos sistemas ou prosess$ernos, erro

humano, fraude, processos juridicos ou até meser@y externos;

» Risco de Mercadaisco de perda gerada pela combinagdo da expoamdator de risco

com a flutuacdo de seu valor de mercado. Poddassifccado como direcional, para os
fatores de risco preco de acéao, taxa de juros,dexz@mbio e preco dmmmoditiesou

nao-direcional, para exposi¢cdes nao-lineares catilidades.

Segundo Crouhy, Galai e Mark (2004), embora a ammoh tradicional considere cada um
desses tipos de risco isoladamente, existe um&neiacrescente de que eles passem a ser
tratados de forma integrada, principalmente nastuigdes financeiras, pois o aumento da
complexidade dos mercados financeiros exige o gem@ento da exposicdo global da

empresa.



17

Jorion (2007) apresenta os diversos beneficiosnue gestdo integrada de riscos, que deve
abranger ndo apenas os riscos financeiros, coneometicado, o de crédito e o operacional,
mas também o risco de negdcio. A analise da cgéelantre diferentes tipos de risco ao
longo de todas as unidades de negocio de uma pegadiol permite a utilizacdo dedge

natural, reduzindo, assim, os custos com realizde&dedgeno mercado.

Sob o ponto de vista de instituicdes financeiragestdo de riscos integrada traz beneficios
como o fornecimento de uma medida mais precisagdeerminacdo do capital adequado as
suas exposicdes consolidadas. Para empresas aéodiras, beneficios como a estabilizacao
dos lucros podem ser alcancados, fazendo com gast&o de riscos contribua com a tomada

de decisOes estratégicas.

2.2 Conceitos Basicos de Estatistica

Para um melhor entendimento dos modelos de risposteriormente, da teoria de copulas,
alguns conceitos basicos de estatistica seraorbeste apresentados. Para maiores detalhes,
consultar Stevenson (1981) e Ross (2002).

> Variavel Aleatoria

De acordo com Stevenson (1981), uma variavel aleafda) € uma funcdo que assume
valores numéricos determinados de forma aleatBlégapode ser discreta, caso os valores que
assumir possam ser contados, ou continua, casa pmssr qualquer valor dentro de um

intervalo determinado.

> Distribuicdo de Probabilidades

Stevenson (1981) define uma distribuicdo de prdidalies como sendo uma distribuicdo de
frequéncias para os resultados de uma variaveloakeaEla é discreta (como a binomial,
geomeétrica ou hipergeométrica) no caso de vari@atemorias discretas, e continua (como a

uniforme, normal ou exponencial) para variaveigtdieas continuas.
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A distribuicdo de probabilidades € descrita por &usdo distribuicdo acumulada (fda).
Supondo um namero real e uma variavel aleatériX , sua fdaF(x) pode ser representada

da seguinte forma:
F(x)=P(X < x) (2-1)

Na equacado 2-1, o valor da fda para um valoé dado pela probabilidade de a variavel

aleatériaX ser igual ou inferior ao valox.

A distribuicdo de probabilidades também pode secrita por sua funcdo densidade de
probabilidade (fdp),f (x) definida como a primeira derivada da fda, e quespi a seguinte

caracteristica no caso de variavel aleatéria coatin

+o00

[ f(xjx=1 (2-2)

—00

O que equivale a dizer que a probabilidade de toelspaco amostral € igual a um.

> Distribuicdo de Probabilidades Conjunta

A distribuicdo de probabilidades conjunta é dadé phstribuicdo de frequéncias dos
resultados simultaneos de duas ou mais variaveadaias. Supondo que e y sao dois

nameros reais, X e Y, duas variaveis aleatérias, Ross (2002) definduwsugo distribuicao

acumulada conjunta (fdac) da seguinte forma:
H(xy)=P(X s xY<y) (2-3)

E possivel, ainda, obter a fda das variaveis aleat® e Y partindo de sua fdac, conforme

abaixo:
F(x)=P(X < x)=limH(x,y) = H(x,) (2-4)

y_.oo



19

Nesse caso, a fda d¢ também é conhecida como func¢éo distribuicdo acagaumarginal
(fdam).

2.3 Medidas de Mensuracéo de Risco de Mercado

De acordo com Jorion (2007), o processo de gestéisdos financeiros é composto pelas
etapas de identificacdo, mensuracdo e gerenciantentoscos. O objetivo deste item é
apresentar trés medidas de mensuracao de riscerdadonValue at RiskExpected Shortfall

e teste de estresse. Para uma analise complerdarttoria, método de estimacao e aplicacao

dessas e de outras medidas de risco, ver Dowcke BI806).

2.3.1 Valueat Risk

O VaR foi desenvolvido na década de 1980, quandostituicdes financeiras comegaram a
criar modelos para a mensuracdo e agregacdo des rigdre suas subsidiarias. Segundo
Jorion (2007), ele € uma medida estatistica de,respode ser definido como a maxima perda
esperada dado um horizonte de tempo e um nivedrfeanca. Ele pode ser aplicado a ativos

iIsolados, carteiras ou instituigdes. Dentre suéigagoes, destacam-se:

Comparacao do risco de diferentes carteiras oiluitstes;

Identificacdo de alteracBes no nivel de risco agdado tempo;
Estimacgdo da pior perda possivel;

Célculo do capital proprio minimo exigido para uimstituicdo financeira.

» Calculo do VaR

Supondo uma carteira de valor inic] com uma taxa de retorno aleatoria R, pode-se
calcular seu valor ap6s um dado periodo de tempw cendoV =V0(1+ R). Definindo-se

V"' como o menor valor que a carteira pode atingirodach nivel de confianca, sua
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férmula de célculo sera dada pér =V, (1+ R*), com R" sendo o retorno da carteira critico.
Supondo, ainda, que o valor esperado do retormadeira seja dado pqr, a maxima perda

dessa carteira em relacdo ao seu valor esperado, aaivel de confianca, pode ser

calculada por:
VaR, ... = E(V)-V" =V ,u-V,R’ (2-5)
e a perda absoluta, por:
VaR, o=V, -V =-V,R (2-6)

De forma geral, o VaR pode ser derivado da distg#mide probabilidadef (v) do valor

futuro da carteira, em que a probabilidade de onr inferior &V~ é calculada da seguinte

forma:
plv sv*):l—c:\]:f(v)dv (2-7)

Jorion (2007) descreve, de forma simplificada, rascjpais etapas para o célculo do VaR:

Célculo do valor da carteira na data atual,

Identificagcdo dos fatores de risco a que a cartesiéd exposta, e medicdo de suas
variabilidades;

Definicdo do horizonte de tempo;

Definicdo do nivel de confianca,

Célculo da pior perda potencial.

> Vantagens e Desvantagens do VaR como Medida de Risc

Dowd e Blake (2006) destacam as principais critomas relacdo ao VaR, como o fato de ele

ndo informar o valor que pode ser perdido em sitescextremas, quando o nivel de
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confianca é excedido, e de ndo ser uma medidasde coerente de acordo com o critério

desenvolvido por Artzner et al (1997).

Segundo Artzner et al (1997), sendo X e Y duascpesi em risco, e V(X) e V(Y) seus

valores, uma medida de risgp é coerente se ela satisfaz as seguintes condigdes:

MonotonicidadeV (Y) 2 V(X) = po(Y) < p(X)
Subaditividade;p(Y + X) < p(Y) + o(X)
Homogeneidade positivao(hX ) = ho(X) , parah > 0

Invariancia translacionalp(X +n)= p(X)+n , para um valor garantido

Segundo esse critério, o0 VaR ndo pode ser condmarma medida de risco coerente por
violar a condicao da subaditividade.

Apesar das criticas, Dowd e Blake (2006) tambémntitlgumas das caracteristicas que
fizeram o VaR ganhar importancia como medida dmrfganceiro. Dentre elas, destacam-
se: possibilidade de ser aplicado a qualquer tgoaditeira; consideracéo da correlagéo entre
os fatores de risco ao agrega-los; associacdolde era risco e probabilidade; e expressao

em uma unidade de medida simples, o ‘dinheiro deidi

Jorion (2007) cita, também, outros beneficios d&Maafirma que a medida revolucionou a
gestdo de riscos financeiros por mensurar o rig@ da carteira no nivel mais alto de uma
instituicdo, considerando seus efeitos de alavamag diversificacdo. Segundo o autor, 0
método, inicialmente utilizado apenas na gestaaistms de mercado, hoje é aplicado
também na mensuracao dos riscos de crédito, opaeh@ integrado.

2.3.2 Expected Shortfall

Segundo Jorion (2007), Bxpected Shortfal(ES) é uma medida de risco complementar ao

VaR. Ela representa a perda média de uma cartafeaqs casos em gque a perda supera o
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VaR. Sendo V o valor da carteirafe(v) sua funcdo densidade de probabilidade, a ES pode

ser calculada da seguinte forma:

VaRVf
E(V/V <VaR)= V°°R—(V)dv (2-8)
J. f (v)dv

—00

Autores como Peracchi e Tanase (2008) defendentizacio daExpected Shortfalbor ela
se tratar de uma medida de risco coerente. Poegundo Dowd e Blake (2006), essa medida
também apresenta uma série de problemas, comoemndcogsistente com o0 conceito de

aversao ao risco.

2.3.3 Teste de Estresse

Assim como &xpected Shortfgllo Teste de Estresse pode ser considerado unaanfaita
complementar ao VaR. Enquanto o VaR modela a difpeatos resultados, o teste de estresse

avalia condicdes extremas de mercado, ou sejauaas da distribuicao.

De forma simplificada, esse método consiste entaptihoques sobre os fatores de risco e
recalcular o valor da carteira para se chegar apossivel realizacdo de perda. Os choques
podem ser baseados em movimentos histéricos doedgate risco, observados em situacdes
extremas de mercado, ou podem, até mesmo, sereptgs, baseados em cenarios

econdmicos possiveis para o futuro.

2.3.4 Comparacao das Medidas de Risco

De acordo com Dowd e Blake (2006), existe uma ampldedade de medidas de risco

disponiveis, mas nao existe consenso sobre quab dela mais apropriada. Os autores
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afirmam que a falta de consenso se deve principaéne ndo-existéncia de critérios aceitos
para compara-las.

Conforme enunciado no capitulo de introducédo, o Y@R medida de risco adotada para a
realizacdo deste trabalho. Ele foi escolhido poasgplamente difundido (ver Jorion (2007)),
sendo utilizado por bancos, fundos de investimesgguradoras, empresas nao-financeiras e
agéncias reguladoras. Além disso, autores comonJ(D07), Hull (2006) e Crouhy, Galai e

Mark (2004) o consideram a principal medida de megsio de risco de mercado.

2.4 Metodologias Tradicionais de Mensuracao do VaR

De acordo com Bhattacharyya (2008), a mensuracaisdo € a etapa mais importante da
gestao de riscos. Ela deve ser feita com alto deaprecisédo, o que, em geral, € conseguido

através da aplicacdo de modelos matematicos coowplex

Existem diversas metodologias para o céalculo do.\&#gundo Jorion (2007), elas podem ser
divididas em dois grupos:

» Metodologias de avaliacdo local risco € medido através de derivadas parciais, q

identificam alteragBes no valor da carteira. Seéncjpal exemplo é o método VaR delta-

normal;

» Metodologias de avaliacédo plerarisco € medido com o auxilio de cenarios, n@Eg|0

valor da carteira é recalculado apés choques rioseefade risco. Os principais métodos
sdo 0 VaR por simulacéo histérica e o VaR por saigao de Monte Carlo.

Crouhy, Galai e Mark (2004) também dividem os moslefle VaR em dois tipos: os

paramétricos, baseados na estimacdo dos parandetrosa distribuicdo tedrica, e 0s ndo-
paramétricos, onde a distribuicdo é construidavédrda utilizacdo de cenarios. Assim como
Jorion (2007), os autores destacam o modelo dehaal, do tipo paramétrico, e os modelos
de simulacéo historica e de simulacédo de MonteoCdd tipo ndo-paramétrico. Os trés seréo

detalhados a seguir.
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2.4.1 VaR Delta-normal

O modelo delta-normal calcula o VaR de forma sifigalda, assumindo que as distribuicdes
dos precgos dos ativos da carteira sdo log-norraigie faz com que os retornos dos ativos
sigam distribuicbes normais. De acordo com CrouBglai e Mark (2004), como a

distribuicdo normal € caracterizada por seus ddimgros momentos, o VaR pode ser
calculado com base na meédia e variancia do retalmocarteira, que dependem da

composicao da carteira e da distribuicdo conjuatafatores de risco a que ela est4 exposta.

Para tanto, é necessério que a distribuicdo do ftioro da carteiraf (v) seja transformada

em uma distribuicdo normal padrade), com £ tendo média zero e desvio-padréao 1. Pode-

~ ) L o R -
se obter essa transformagéo através da normalidacéetorno critico, fazenda = H :
o

onde z obrigatoriamente assume um valor negativo, o eue & seguinte equacao:

P(\/ sV*):l—c:ff(v)dv:Tf(r)dr:f(o(g)dg (2-9)

z

Em seguida, basta encontrar o term@ue resolvel—-c = jqo(e)dg, 0 qual pode ser obtido

na tabela da funcéo distribuicdo normal padrdo ¢tatwe, e calcular o retorno critico

R’ = zo + i . Finalmente, partindo-se das equacdes 2.5 eebsé que:
VaRelativo :VOIU _VO R* = _VO 0 (2'10)
VaRabsoluto = _VO R* = _VO (ZU + :u) (2'11)

Essas formulas indicam que o VaR pode ser calcipatiomultiplicacdo do valor inicial da
carteira pelo seu desvio-padréo, que deve seradgtelo fator z, de acordo com o nivel de

confianca escolhido.
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Segundo Jorion (2007), uma das vantagens dessdar@deelacdo aos demais € seu apelo
intuitivo. As férmulas acima mostram que o VaR nadas € do que um multiplo do desvio-
padrdo da carteira, aplicado sobre seu valor ini@atra vantagem reside na rapidez e
facilidade de calculo, sendo que a maior dificud@éda definicdo da matriz de variancia-

covariancia, que, para uma carteira de n ativade ger calculada da seguinte maneira:

2

O, =[vl---vN] : : (2-12)
Oni One o Oy VN

em que o veto[vlmvN] representa a proporc¢ao do valor de cada ativeelagdo ao valor da

carteira.

Apesar de difundido, esse método é muito critigaoilosuas premissas. Matz (2005) afirma
que o método delta-normal ndo apresenta bons adseslem situacdes extremas de mercado,
pois assume normalidade dos retornos, o que naeaeona pratica, ja que 0s eventos geram
uma distribuicdo de retornos leptocurtica (i.e.eapnta ‘caudas pesadas’). Autores como
Jorion (2007) e Crouhy, Galai e Mark (2004) consideessa a principal critica com relacao

a tal modelo.

Outra critica comum se refere a sua ineficiéncianeansurar o risco de instrumentos nao-
lineares, como as opc¢des, que apresentam distidmiige probabilidade dos retornos néo-

simétricas.

2.4.2 VaR por Simulacéo Histérica

Diferentemente do delta-normal, o método de sinddduistorica ndo faz qualquer tipo de
pressuposto sobre a distribuicdo dos retornos alosek de risco. Ele se apropria de suas

distribuicBes historicas reais e as utiliza paravaéar o valor da carteira em cenarios
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distintos, o que permite calcular o VaR. CrouhylaGa Mark (2004) definem as trés etapas

para a aplicacdo desse método:

Coleta de uma amostra de dados histéricos contasda@riacOes diarias dos fatores de
risco a que a carteira esta exposta;

Aplicagao da variagédo encontrada em cada dia dateangobre o valor atual dos fatores
de risco e reavaliacdo do valor da carteira ems@dses cenarios;

Construcédo de um histograma com as variacdes 100 &alcarteira obtidas nos diversos

cenérios e identificacdo do VaR associado ao divebnfianga escolhido.

Portanto, a variacao do valor da carteira em urargge dada por
AV =V -V, =V,(1+R)-V, =V,R (2-13)

em que o retorno da carteiRd depende do retorno de cada ativo ponderado pelpes®v,

dentro da carteira
) N
R =) VvR (2-14)
i=1

e o retorno de cada ativo depende do novo niveeddator de riscd , calculado através

da variagéo histérica observada

=

" =F,+AF, (2-15)
Esse método é de facil implementacdo e de granele apuitivo. Além disso, costuma ser
elogiado por ndo exigir a adocao de uma distrilsuigé probabilidades para os retornos,
como, por exemplo, a normal, 0 que o permite cenardeventos extremos, desde que eles
estejam presentes nos dados histéricos, além der agpmovimentos de instrumentos nédo-

lineares.

Entretanto, esse método possui uma seérie de dageamst como a adocdo da premissa de

volatilidade constante dos retornos. Segundo Bttmtgya (2008), essa premissa €



27

insustentavel, jA que o agrupamento da volatilidealéempo € um fendmeno conhecido e
bem documentado. A autora defende a utilizacdoattetos de volatilidade dinamica.

Jorion (2007) faz outras criticas ao método de Isigdw histérica, como o problema da
escolha do horizonte de tempo. Se a escolha fop@acas observacdes passadas, o0 modelo
fica suscetivel a grandes erros de estimacdo. &oo tado, se o horizonte escolhido for

longo, eventos antigos e de pouca relevancia patigtorcer o calculo do VaR.

Outras criticas também sao frequentes, como a @emancorporar quebras estruturais nos
dados, e o fato de ele se basear em apenas umhcadenprecos, quando diversos outros

caminhos também sé&o possiveis no futuro.

2.4.3 VaR por Simulagéo de Monte Carlo

Assim como o método de simulacéo historica, a sigdd de Monte Carlo também calcula o
VaR através da geracdo de cenarios. A diferenga eld@s esta na maneira como 0s cenarios
sdo construidos. No método de Monte Carlo, elesgsfiados através de um processo

randdmico, especificado a partir de uma distribmid@ probabilidades.

A primeira etapa consiste em definir o modelo esbco para a simulacdo do
comportamento do fator de risco. Segundo Jorio@{R® modelo de movimento geométrico
browniano costuma ser utilizado para simular oscatos de cambio e acionario. Ele

descreve 0os movimentos através da equacéao:

dS§ =, Sdt+0,Sdz (2-16)

onde dz € uma varidvel aleatoria que segue uma distribuig@mal com média zero e

varianciadt. y, e o, representam a tendéncia e volatilidade do fatorsge e podem variar

ao longo do tempo. Consequentemente, o caminh@npieile pelo fator de risco segue um

passeio aleatério, com choques ndo-reversiveis dhamé que dificulta a utilizacdo dessa
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técnica para a simulagdo do comportamento da tyaros. Para esse fator de risco, existem
outros modelos mais adequados, como o de Vasi®gk )1

dr =K(8-r,)dt+dzo (2-17)

em que oK representa a velocidade com que a taxa de jures reverte para o seu nivel de

longo prazod.

A segunda etapa da simulagdo de Monte Carlo censist gerar numeros aleatorios para
alimentar o processo estocastico, que ira traceaminho percorrido pelo fator de risco,

permitindo o calculo do valor futuro do ativo.

A repeticdo desse processo gera uma distribuicjmsisiveis valores do ativo em uma data

futura T, e possibilita o calculo do valor futuro esperaE((FT) e do VaR, como segue:
vaR= E(F; )-Q(F,,c) (2-18)

em queQ(Ft,c) € o valor que € excedido pelos possiveis valotaesos do ativo em ¢ % das

simulacdes realizadas.

Como, em geral, as carteiras possuem mais de wndatrisco, as simulacdes devem ser
feitas conjuntamente, o que torna o0 processo maisplkicado caso exista relacdo de
dependéncia entre os fatores, pois seus comporeetdsrios precisam ser associados. Isso

pode ser obtido através da geracdo de numerosrdsatorrelacionados.

No caso simplificado de dois fatores, o processoinsgia com numeros aleatérios

independenteg), e 77,, que sdo transformados nos numeros aleatérioslacionadoss; e
£, , conforme abaixo:
£ =1 (2-19)

0,5

e, = pn, +(1- p?)*n, (2-20)
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No caso mais geral, com mais fatores de risco, -gedainda utilizar a decomposicao de
Cholesky, conforme ilustrado por Jorion (2007).

De acordo com Jorion (2007), o método de MontedCawktuma ser utilizado por permitir a
modelagem de instrumentos nao-lineares, incorponaariagcdo da volatilidade no tempo e
considerar eventos extremos. Segundo 0 autor, &wasecriticas a ele sdo o tempo de
execucao elevado, podendo se tornar inviavel par@ias com muitos instrumentos, e a
existéncia de risco de modelo, devido a dificulddeenodelagem dos processos estocasticos
gue regem o comportamento dos fatores de riscait@ também cita outras desvantagens,
como a dificuldade de analise, o alto custo deempeihtacdo e seu baixo poder intuitivo.

2.4.4 Backtesting

Backtestingé o0 nome dado ao processo de validacdo de um enddeéVaR. Seu objetivo &
verificar se o nimero de vezes em que o retordadeeaarteira excede o VaR esta de acordo
com o nivel de confianga escolhido. Através destidacdo, € possivel ajustar os parametros
do modelo para que ele se torne mais eficiente.

SendoE o numero de excessos em relacdo ao VaR em umdrardedN verificacdes, € de

se esperar que um bom modelo apresente a segarattaristica:
Iim(—j =1-c (2-21)

em quec representa o nivel de confianca adotado.

O Backtestingsera a técnica utilizada para a comparagcédo estracalelos de VaR testados

neste trabalho.
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2.5 Métodos para Estimacao de Volatilidade

Segundo Jorion (2007), a volatilidade pode semesta através de modelos estaticos ou
dindmicos. Os estaticos assumem volatilidade aatesno tempo, como o modelo de média
movel. Ja os dinamicos, como Exponentially Weighted Moving AverageWMA) e o
Generalized Autoregressive Condicional Heteroscedast(GARCH), reconhecem que a

volatilidade varia com o tempo.

2.5.1 Média Mével

A volatilidade é calculada como sendo uma médiglsisndas volatilidades passadas. Sendo

n o numero de observacdes,o retorno do fator de risco no instante de temper o seu

retorno médio no periodo de andlise, tem-se quéatildade o é dada por:

o= \/(ni_ljz (r. - r)2 (2-22)

2.5.2 EWMA

No modelo EWMA, a volatilidade é calculada como semnsna média ponderada das
volatilidades passadas, com pesos maiores pardbsesvacoes mais recentes. Os pesos

decaem exponencialmente de acordo com o fator ckndentoA, que varia entre 0 e 1. O
calculo pode ser feito conforme abaixo, ongle representa o retorno no dia anterior ao dia

da medicéo.

o?=Ao?, +([1-A)r2, (2-23)
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No caso de mais de um fator de risco, é necesa&@simacao das covariancias, conforme

abaixo:

2

Opon = /10-122,n—1 + (1_ /])rj,n—lrz,n—l (2'24)

onde g, representa a covariancia entre os retornos dessdtie 2.

Um caso particular da aplicacdo do EWMA é o modegkRetrics, criado pelo banco J.P.
Morgan. Ele utiliza o fator de decaimenfio igual a 0.94, calculado com base em estudos

realizados com diversas variaveis de mercado.

2.5.3 GARCH

O modelo GARCH é semelhante ao EWMA, a diferent s incorporagéo do term de

reversao a meédia, ou variancia de longo prazo.duyagio abaixo, 0os pesos dos trés termos

devem somar 1)+a + [ = )l e a dependéncia em relacdo as volatilidadesagasdecai
exponencialmente de acordo com a tgka

aﬁ = WL + mnz—l + 1805—1 (2-25)

Os modelos EWMA e GARCH estimam volatilidades que agrupam no tempo,
apresentando valores altos durante periodos deostabsolutos altos (devido a presenca do

termo r”,), que decaem exponencialmente quando os retoralbanv para niveis mais

baixos. Essa caracteristica faz com que esses osodel adaptem de forma rapida as

mudancas no nivel de volatilidade.

Segundo Jorion (2007), a vantagem do modelo GARG@Hésténcia do termo de reversao a
média, que permite estimativas consistentes ddiladdale no longo prazo. O autor também
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cita as vantagens do modelo EWMA, como a faciliddelespecificagcao/implementacéao e o

bom ajustamento aos dados.

Embora a volatilidade esteja no centro de algutsgles de risco de mercado, como no caso
de Su e Knowles (2006), autores como Pochon etGled€2007) comprovaram que a escolha
do modelo de volatilidade tem uma importancia pagupara o calculo do VaR quando

comparada com a importancia da definicdo da disg@o de probabilidade adotada para a

modelagem dos retornos dos fatores de risco.
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3 TEORIA DE COPULAS

Segundo Nelsen (2006), o estudo de copulas e dwag@d em estatistica, probabilidade e
processos estocasticos ainda sao recentes, e eXigte campo para seu desenvolvimento.
Apesar de seu teorema central ter sido publicad@d\pe Sklar (1959), a teoria de cOpulas se
desenvolveu principalmente nos ultimos vinte af®@sutor cita as principais conferéncias
dedicadas ao tema: “Symposium on Distributions v@itien Marginals (Fréchet Classes)”,
em Roma, 1990; “Distributions with Fixed MarginalBpubly Stochastic Measures, and
Markov Operators”, em Seattle, 1993; “Distributiow#h Given Marginals and Moment
Problems”, em Praga, 1996; “Distributions with Givdarginals and Statistical Modelling”,
em Barcelona, 2000; e “Dependence Modelling: Siedils Theory and Applications in
Finance and Insurance”, em Quebec, 2004.

A aplicacdo da teoria de copulas em financas eestfig de riscos financeiros é ainda mais
recente. Martellini e Meyfredi (2007) citam algumaglicacbes nessas areas de
conhecimento: precificacéo de derivativos - CherubiLuciano (2002) e Bennet e Kennedy
(2004); andlise da dependéncia entre mercadosciiras internacionais - Hu (2006); analise
do risco de crédito -Li (2000) e Schonbucher e 8elu(2001). Além dessas aplicacdes, vale
ressaltar sua utilizacdo na gestédo de riscos deaah@rcomo, por exemplo, ha mensuragao do

VaR, conforme sera descrito adiante neste trabalho.

Por simplicidade de exposi¢do, os conceitos descrieste capitulo referem-se a situacao
bidimensional, que considera apenas dois fatoressde. Porém, eles também sé&o validos
para a situacdo multidimensional, o que permitélizacdo da teoria de cOpulas para analises
com mais de dois fatores de risco, conforme despdt Nelsen (2006) e Cherubini, Luciano
e Vecchiato (2004).

3.1 Introducéo a Teoria de Copulas

Para o entendimento deste item € necessario cong@rees conceitos descritos no item 2.2

(Conceitos Béasicos de Estatistica).
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3.1.1 Defini¢cdo da Funcdo Cépula

Segundo Nelsen (2006), uma coépula bidimensiabaEé uma fungdo real com dominio

12 =[01]x/01] e contida no intervalo =[01], que possui as seguintes caracteristicas:
Para todo pafa,b)012, tem-se quec(a,0)=C(0,b)=0, C(al)=a e C(1,b)=b;

Para todo retangulo[a,a,]qb,,b,|012, com a<a, e b<h, tem-se que

C(a21bz)_C(az’bl)_c(a:vbz)"'C("g"l’bJ2 0

Note-se que, até aqui, a copula foi definida apexmaso uma funcéo real que apresenta
algumas caracteristicas especificas. Sua integdetarobabilistica sera dada através do
Teorema de Sklar. Porém, antes da apresentacée esema, vale fazer uma introducéo
conceitual a interpretacdo probabilistica da fund@aopula, conforme proposto por Nelsen
(2006).

Sendox e y numeros reais, podemos defitk e Y como duas variaveis aleatorias com
fungdes distribuicdes acumuladag(x)=P[X <x] e G(y)=P[Y¥<y|, e cuja funcéo
distribuicdo conjunta é definida pdd (x, y): P[X < XY < y]. Dessa forma, cada par de
nameros(x,,y;) gera um pontdF(x ),G(y,)) contido no intervald01]x[01]. Cépulas s&o
fungdes que associam o por{®(x ),G(y,)) a um valor especifico da sua fungéo conjunta

H(x,y), definida no intervaldoy].

3.1.2 Teorema de Sklar

De acordo com Cherubini, Luciano e Vecchiato (20@4ponto de partida do estudo de
cOpulas é o entendimento de sua relagdo com agdigbes de probabilidade. Segundo os
autores, esta relacdo esta expressa no TeoremdadedBe faz duas afirmacfes importantes:
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Cépulas sao fungbes de distribuicdo conjunta aligtsbuicdes marginais sdo uniformes

no intervalo(03);

A relacdo de dependéncia entre duas ou mais furd@edistribuicdo marginal e sua

funcéo de distribuicdo conjunta é totalmente exgare®r sua copula.

De maneira mais formal, sendbl (x, y) a funcdo distribuicdo conjunta das variaveis
aleatériasX e Y, F(x) e G(y) suas fungdes distribuicdes marginais continuas @ y

nameros reais, existe uma unica copolaal que:
H(x,y) = C(F(x).G(y)) (3-1)

Do Teorema de Sklar segue o corolério que, dadacdmala que satisfagca a equacéo 3-1, ela

pode ser obtida por inverséo, conforme abaixo:
C(a,b)=H(F*(a),G*(b)) (3-2)

em queF *(a) e G*(b) s&o as fungdes pseudo inversasFdg) e G(y). Posteriormente,

ver-se-a que o método da inversdo € um dos prisaipetodos para a criacdo de copulas.

A seguir serd apresentada a relacdo entre coplisasbuicdes conjuntas e marginais, o que
fornece uma breve intuicdo da origem da equacdobase do Teorema de Sklar (para uma
demonstracao formal ver Cherubini, Luciano e Veatth{2004) ou Nelsen (2006)).

Supondo queX e Y sdo duas variaveis aleatorias que possuem umédisiio conjunta

H(x,y), pode-se escreved (x,y) da seguinte forma:
H(xy)=P(X<xY<y) (3-3)

Se F(x) e G(x) forem definidos como sendo as distribuices maigide X e Y, ou
seja, F(x)=P[X<x] e G(y)=P[y<y], pode-se dizer que ambas seguem uma

distribuicdo uniforme padraoF(X)~U, e G(Y)~U,, e que suas fungdes inversas
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podem ser escritas comb *(U,)~ X e G™(U,)~Y, o que permite reescrever a

equacéao 3-3 da seguinte forma:

H(xy)=P(F*({U,) < xG*({U,)<y) (3-4)
ou entao:

H(xy)=PU, < F(x)U, =< G(y)) (3-5)

Como uma copula é definida como uma funcdo de iloistdo conjunta cujas

distribuicdes marginais sdo uniformes no intervidg, pode-se substituir o segundo

termo da equacédo 3-5 pela cop@a e, finalmente, tem-se que uma copula € uma funcao
que associa uma fungcdo de distribuicdo conjuntasues fungBes de distribuicdo

marginais, conforme abaixo:

H(x y) = C(F(x).G(y)) (3-6)

3.1.3 Apelo Conceitual e Pratico

De acordo com Cherubini e Luciano (2001), a priakci|mntagem das cOpulas é a maneira
como elas representam uma distribuicdo conjunt@rdbabilidades. Elas oferecem maior
flexibilidade na agregacao de riscos, pois a escdds distribuicbes marginais pode ser feita
de forma independente da modelagem da estrutuassdeiacdo das variaveis estudadas.

Essa flexibilidade permite, por exemplo, que, acaastruir uma distribuicdo conjunta de
duas ou mais varidveis aleatodrias, cada uma dejasirgdividualmente modelada por uma
distribuicAo marginal diferente, que pode ser anNdy T-Student, Exponencial, Qui-

quadrado, ou qualquer outra. Ao mesmo tempo, andépeia entre essas variaveis pode

assumir estruturas diversas, até mesmo nao-lineesordo com o tipo de copula utilizada.
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Jorion (2007) afirma que a abordagem tradicionalageegacdo de riscos € baseada na
premissa de normalidade conjunta dos retornosatosek de risco. Isto significa assumir que
todos os fatores seguem obrigatoriamente umaltuigtéio normal, e que a sua distribuicéo
conjunta também é normal. Essas premissas impkcaristéncia de uma relacéo linear entre
os fatores de risco, e a baixa probabilidade deréccia de eventos conjuntos extremos. De

acordo com o autor, essas premissas sao questioegyedem levar a subestimacéo do risco.

Dessa forma, Jorion (2007) acredita que a utilizadz teoria de copulas para a modelagem
de riscos financeiros tende a crescer, devidoraddtexivel com que a distribui¢cdo conjunta
dos fatores de risco pode ser construida.

3.2 Medidas de Associacao

Duas variaveis aleatoria¥ e Y sao consideradas independentes se sua distribzogfinta

for equivalente a multiplicagdo de suas distribegarginais, conforme abaixo:

F(x.y)= F(x)F(y) (3-7)

Contudo, como em geral as varidveis financeiras s@oindependentes, torna-se de suma
importancia o entendimento da relacdo entre eles g&orreta mensuracao do risco de uma

carteira.

De acordo com Nelsen (2006), a relacdo de deperdéntre variaveis aleatérias é um dos
assuntos mais estudados em probabilidade e @statiS8bmo o intuito da funcéo de copula é
representar essa relacdo, a teoria de cOpulasdestamente relacionada ao estudo de

medidas de dependéncia entre variaveis aleatorias.

Cherubini, Luciano e Vecchiato (2004) apresentagured conceitos de associacdo de

variaveis:

» Concordancia um par de variaveis aleatorias e Y € concordante se valores grandes de
X estdo associados a valores grande® se valores pequenos e estdo associados a
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valores pequenos d&. De maneira mais formal, sendg,,y,) e (x,,y,) duas
observagdes de(X,Y), existe concordancia sex -y,)(x,-y,)>0, e existe
discordancia séx, - y,)(x, — y,)<0. As medidas mais conhecidas que se valem desse

conceito sdo o Tau de Kendall e 0 Rho de Spearman;

» Correlacao lineara associacao é feita através do coeficiente delagdo linear. Supondo

duas variaveis aleatéria$ e Y, ele é calculado com base na covariancia e dgadcio

das variaveis, conforme abaixo:

_ co(X,Y)

Pxy (X )o(v) (3-8)

» Dependéncia nas caud&sse conceito se concentra na relacdo entrel@eyaxtremos

das variaveis. De forma geral, supondo e Y duas variaveis aleatdrias continuas, a
dependéncia na cauda é dada pela probabilidadéctorad de que a funcéo distribuicdo
de X exceda um dado valar, assumindo que esse valor tenha sido excediddypetao

distribuicdo deY;

» Dependéncia de quadrante positig®ndoX eY duas variaveis aleatoriasCGea copula

que acopla suas distribuicbes marginais, existert#ncia de quadrante positiva entre as
variaveis seC(a,b) > ab, para todo(a,b) ] [O;L]X[O,l].

De acordo com Pereira (2006), a correlacao lineamedida de dependéncia mais difundida.
Contudo, ela possui uma série de problemas, comaagdturar relacdes ndo-lineares entre
variaveis e somente poder ser utilizada para amrmd® de distribuicbes conjuntas que sejam

normalmente distribuidas.

J& as medidas de concordancia podem ser aplicaulgsoa tipos de distribuicdo conjunta, e
sdo capazes de capturar relagdes ndo-linearesasntrariaveis. Além disso, de acordo com
Nelsen (2006), essas medidas sao invariantes no dastransformacfes estritamente
crescentes das variaveis aleatOrias, ou seja, 8s dariaveis sdo concordantes, elas
continuardo concordantes apés sofrerem esse tip@migformacédo. Segundo o autor, o Tau
de Kendall e o Rho de Spearman sdo as medidas rd®rdancia mais conhecidas e
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apresentam uma relacdo direta com a funcdo deadplas serdo apresentadas com maior
profundidade nos préximos itens.

3.2.1 Tau de Kendall

O Tau de Kendall pode ser entendido como a diferengre a probabilidade de concordancia
e a probabilidade de discordancia de duas variae#orias. De maneira mais formal, temos
a seguinte definicdo para sua versao populacional:

r= P((Xl - XZ)(Y:L _Yz) > 0)_ P((Xl - XZ)(Y:L _Yz) < 0) (3-9)

em que(X,,Y,) e (X,,Y,) sdo vetores aleatérios independentes e identicardetribuidos,

formados a partir de observagdexﬁ yi) e (xj , yj) do vetor de variaveis aleatéri(a)s ,Y).
A versdo amostral pode ser facilmente calculadadoDa vetor de variaveis aleatorias
continuas(X,Y), e supondo uma amostra contendo n observadfesy,)......(x,, v, )}
, . n . .
pode-se afirmar que emstesz) pares dlstlntos(xi,yi) e (xj,yj). Sendoc o numero de

pares concordantesce 0 niumero de pares discordantes, tem-se que aovamsastral do Tau
de Kendall € dada por:

t=(c- d)/@ = n(n2—1) (c-d) (3-10)

A estimacao do Tau de Kendall pode ser utilizada,gxemplo, para a estimagdo da copula
que relacionaX e Y, ja que a seguinte relacao é valida entre o Takiemelall e a copula

(para constatacao formal, ver Nelsen (2006)):

r = 4[[C(ab)dC(a,b)-1 (3-11)
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3.2.2 Rho de Spearman

Assim como o Tau de Kendall, o Rho de Spearmana&matdida de dependéncia calculada a

partir das probabilidades de concordancia e digomid. SenddX,.Y,), (X,.Y,) e (X,Y,)
trés vetores aleatorios e independentes, obtidesvdaaveis aleatériaX e Y, as quais
possuem fungdes marginai®(x) e G(y) e fungéo distribuicdo conjuntdl (x,y), a versdo
populacional do Rho de Spearman é calculada pééaedca entre a probabilidade de

concordancia e a probabilidade de discordanciaemses(X,,Y,) e (X,,Y;):
Ps = 3[P((X1 h xz)(Y1 _Ys) > O) B P((Xl B XZ)(Y]. _Ys) < O)] (3-12)

em que(X,,Y,) tém distribuicdo conjunt (x,y), e (X,,Y;), por serem independentes, tém

distribuicéo conjunta dada pela multiplicagéo dessiistribuicées marginais(x) e G(y).

Cherubini, Luciano e Vecchiato (2004) apresentarforenula para o célculo da versao
amostral do Rho de Spearman. Ela é baseada no gesstobservacdes extraidas da amostra

aleatdria den pares dgX,Y):

>R -Rls -3)

— i=1
Ps =12 n(n® -1)

(3-13)

em queR e S sao os postos das observacdese Y, .

Nelsen (2006) mostra a relagdo do Rho de SpearomaracopulaC que acopla as variaveis
aleatériasX eY:

ps =12[[C(a,b)dadb-3=12[[abdC(a,b) -3 (3-14)
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3.3 Meétodos para Criacao de Cépulas

Nelsen (2006) apresenta diversos métodos paraagaoride copulas. Entre eles estdo os
métodos algébricos, que utilizam relagBes algébragare a funcéo distribuicdo conjunta e
suas marginais para criar cépulas através do TeodmmSklar. Segundo o autor, cépulas
também podem ser criadas a partir de alguma re@@dmétrica entre as variaveis estudadas,
como nos métodos da soma convexa e da soma or@iraltor também apresenta o método

da inversao, que sera exposto a seguir em maietathds.

> Método da Inversdo

Nesse meétodo, as coOpulas sdo criadas a partir stebdicbes conjuntas. De forma
simplificada, trés etapas sédo necessarias:

Dada uma funcao de distribuicdo conjurhﬂx, y), encontrar suas fungcbes marginais

F(x) e G(y), ondeF(x)=H(x @) e G(y) = H(e, y);
FazerF(x)=a e G(y) = b, para achar suas fungdes pseudo-invefsaga) e G*(b);
Obter a cépula, através da equacda,b) = H (F ‘1(a),G‘1(b)).
Segundo Nelsen (2006), outras funcdes de distdbutpnjunta podem ser obtidas a partir da

copulaC. Por exemplo, dadas as funcdes marginais arlai$rMi(x) e N(y), a aplicacéo do

Teorema de Sklar permite a construcdo da sua hiistéio conjuntaO(x, y), conforme

abaixo:

O(x,y) = C(M (x),N(y)) (3-15)
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3.4 Familias de Cépulas

Neste item serdo apresentados cinco tipos de @piNariadas. Trés delas pertencem a
classe de cépulas arquimedianas (cOpulas de Clalyjtank e Gumbel), e sdo construidas a
partir de funcbes geradoras especificas. As odtras pertencem a classe de cépulas elipticas
(copulas Normal e T-Student), e sdo construidaaridr ple distribuicbes multivariadas, pelo

método de inversdo (conforme detalhado no item 3.3)
3.4.1 Coépulas Arquimedianas

A classe de copulas arquimedianas é bastante dlexiermitindo a modelagem de diversas
formas de dependéncia, incluindo assimetria e dEpma extrema nas extremidades. Ela é

definida da seguinte maneira:

C*(a.b) = ¢ (eAa)+ ¢lb)) (3-16)

em queg¢ é chamada de funcéo geradora, e apresenta astesgraracteristicas:
- ¢:[o] - [0.];
. Continua, decrescenfg (t) <0) e convexdy (t) = 0);

- ¢d)=0

E queqol‘l], a funcdo pseudo-inversa ge é definida da seguinte maneira:

()= {Wl(t), 0<t<¢(0)

0, ¢0)st<+ow
- @ (gt))=t, para todet O[0]]

Assim sendo, cOpulas arquimedianas podem ser odaes$ra partir de qualquer funcao que

respeite as condigbes expostas acima.
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A tabela 3.1 apresenta as férmulas e funcdes gerade trés copulas arquimedianas de um
parametro, conforme exposto por Cherubini, Lucian®&ecchiato (2004). A tabela 3.2
apresenta a relacédo de seus parametros com asasddidependéncia Tau de Kendall e Rho
de Spearman. Em todas as formulasg orepresenta o parametro da coOpula. Para outras

copulas arqguimedianas, ver Nelsen (2006).

Tabela 3.1 - Cépulas Arquimedianas: formulas e furiies geradoras

Familia Copula C(a, b) Gerador ¢, (t) Intervalo para a
-a -a _ (_%7) 1 -a _ _
Clayton max{a™“ +b™ -1} "0 (t 1) [-10)U(0,+)
a

IR = = = T

Gumbel exp{— ((— In(a))” + (- In(b))” )( ”)) (- In(t))" [1,+00)

Fonte: Adaptado de CHERUBINI, LUCIANO e VECCHIATQQ04).

Tabela 3.2 - Copulas Arquimedianas: relacdo dos pametros com medidas de dependéncia
Familia Tau de Kendall (r) Rho de Spearman(ps)

Clayton al (a + 2) expressdo complexa
Frank 1+4(D,(a)-1)/a 1-1AD,(-a)-D,(-a))a

Gumbel 1-g7* sem forma fechada

Fonte: Adaptado de CHERUBINI, LUCIANO e VECCHIATQQ04).

k a
Onde: D, :a—J; e Dy(-a)=D(a)+——

Os graficos a seguir ilustram a forma de dependémderecida pelas trés copulas
arquimedianas apresentadas acima. Eles foram o@agrcom base em 5000 observacgdes de
cada variavel aleatoria, as quais foram relacionashdre si pelo pardmetro da cépula. Em
cada situacéo, o parametro foi calculado atravésideelacdo com a medida de dependéncia

Tau de Kendall, conforme apresentado na tabelaa8s2yminda = 08



44

Copula Clayton apresenta estrutura assimétrica, com depend@&xtiama na cauda

inferior.

1.0

08

06

04

0z

| | | | | |
00 02 04 06 08 1.0

Figura 3.1 - Cépula Clayton com parametrod = 8
FenElaboragéo propria.

Copula Frankpossui estrutura de dependéncia simétrica nasahualas.

1.0

08

0.6

04

0z

o0

Figura 3.2 - Cépula Frank com parametro@ =18
Fonte: Elaboracao propria.
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. Coépula Gumbel apresenta estrutura assimétrica, com depend@&xtiama na cauda

superior.

1.0

0.8
|

0B
I

04

02
I

| | | | | |
0o 02 04 06 0.g 1.0

Figura 3.3 - Cépula Gumbel com parametro@ =5
Fonte: Elaboragéo propria.

3.4.2 Copula Normal

A copula Normal é simétrica e ndo admite dependéexirema em suas extremidades. Ela é
obtida de uma distribuicdo multivariada, pelo métdd inverséo, conforme abaixo.

C(ab)=o,(®*(a) ®(b)) (3-17)

em que® , € a fungdo distribuicdo conjunta de um vetor nbpadrao bidimensional, com

coeficiente de correlacéo lineap, e ®™* é a inversa da fungdo distribuicio normal

univariada (para a formula d&,, ver Cherubini, Luciano e Vecchiato (2004)).

A figura 3.4 exemplifica o tipo de dependéncia et&ta por esta copula.
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1.0

08

06

04

0z

0on

1 | | | | |
0.0 02 04 06 03 10

Figura 3.4 - Copula Normal com correlagdop = 095
Fonte: Elaboracéo propria.

A vantagem da modelagem via copula normal em relagaa distribuicdo normal conjunta é
gue a primeira pode ser combinada com marginagseshfes da normal, conforme explicado

por Cherubini, Luciano e Vecchiato (2004).

3.4.3 Coépula T-Student

Assim como a Normal, a copula T-Student tambénm&tsica, mas possui a vantagem de
possibilitar a modelagem de um maior grau de dep®nd em suas extremidades. Sua
formula é dada por:

C"(ab)=t,,t, " (a)t, (b)) (3-18)

em quet, € a funcdo distribuicdo conjunta de um vetor ¢isti bidimensional, com

correlacéo lineap e n graus de liberdade,t€", € a inversa da fungéo distribuicéo t-student

univariada. De acordo com Cherubini, Luciano e W&o (2004), essa cépula se aproxima

da normal quanda tende ao infinito. Porém, o resultado se tornardiite para baixos
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valores den, o que gera maior dependéncia nas extremidadEgyuka 3.5 mostra o grau de

dependéncia gerado por essa cépula.
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Figura 3.5 - Copula T-Student com correlagdop = 095 e 2 graus de liberdade
Fonte: Elaboracéo propria.

A copula T-Student também pode ser utilizada cotrosuipos de distribuicdo marginal.

3.5 Meétodos de Estimacao dos Parametros da Copula

Segundo Stevenson (1981, p. 194), “a estimacapréaesso que consiste em utilizar dados
amostrais para estimar os valores de parametradgmgnais desconhecidos”. Este capitulo
visa apresentar os principais métodos de estimaa@ocopulas. As descri¢cdes a seguir foram

baseadas em Cherubini, Luciano e Vecchiato (2004).

3.5.1 Méaxima Verossimilhanca

O método da Méxima Verossimilhanca (ML, da expredsiximum Likelihooyl faz a

estimacdo dos parametros das distribuicbes masgmaila copula de forma simultanea.
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Definindo 6 como o conjunto de parametros a ser estimado,-podsscrever a fungédo de

verossimilhancd(6) da seguinte maneira:
16)= Y in(elFu (%) F b))+ X Sin(f, x, ) (3-19)

ondec e densidade da copu@ e f; a densidade de cada marginal. O estimador de raaxim

verossimilhancad,, ¢é obtido através da maximizac&o dessa fungéo:
6,,. =maxi(6) (3-20)

O estimadoréML tem a vantagem de ser consistente e assintotitaneditiente sob

condicOes de regularidade (para maiores detalne® s condi¢cdes de regularidade, ver
Serfling (1980)), além de ser assintoticamentenabrPor outro lado, esse método pode ser
de dificil convergéncia, principalmente quando anefb de parametros a ser estimado

aumenta.
3.5.2 Inferéncia para as Marginais

O método da Inferéncia para as Marginais (IFM, "pressaolnference for Marging é
baseado no método ML. Ele utiliza os dois termoduaigdo de verossimilhanca de forma
isolada, fazendo a estimacéo dos parametros emetly@es. Inicialmente, os parametros das
marginais, representados pf, sdo estimados através da maximizagéo do segendo ta

funcdo ML:
1(6,) = iiln(fi (x,) (3-21)

Em seguida, os parametros estimados das margiaaisitdizados para a estimacao dos

parametros da copula, que é feita através da maa@dd do primeiro termo da funcdo ML.:
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16,)= 2 In(e(Fy(x, ). F (%) (3-22)

Dessa forma, temos que o estimador IFM é dado por:

[
1]

>
>
N
~——

e = (6 (3-23)
Esse estimador também é considerado assintoticamennal. Sua vantagem em relacédo ao

meétodo ML é a facilidade de convergéncia, o quezcser utilizado por autores como Assis e
Laurini (2008) e Pereira (2006).

3.5.3 Méaxima Verossimilhanca Candnica

Os parametros da copula também podem ser estinsadogjue as distribuicbes marginais
sejam especificadas. O método da Maxima Verossamgla Candnica (CML, da expressao
Canonical Maximum Likelihogd® composto por duas etapas: estimacdo das miargerma

assumir qualquer tipo de forma paramétrica pars eldizando suas distribuicdes empiricas;
e estimacao dos parametros da copula através danipagéo da funcao de verossimilhanca,

representada abaixo:

I(@):iln(c(lfl(xn ) Ealx, )]J (3-24)

3.5.4 Estimacédo Baseada em Medidas de Dependéncia

Uma maneira alternativa de estimar o parametrontke edpula foi apresentada por Genest e

MacKay (1986). Ela consiste em identificar a retagétre as variaveis através da estimacao
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de medidas de dependéncia como o Tau de KendalRboode Spearman, para posterior
calculo do par@metro da cOpula através das relagiiesentadas na tabela 3.2.

Esse método tem a vantagem de ser mais simpleselogjanteriores. Por outro lado, sua
aplicacdo é restrita, ficando limitada ao caso rad®m, e para cOpulas com apenas um

parametro, como as cOpulas arquimedianas.

3.6 Aplicacdo da Teoria de Copulas

3.6.1 Copulas, VaR e Risco de Mercado

As principais criticas aos meétodos tradicionaiscdieulo de VaR foram apresentadas ao
longo do capitulo 2.4. De forma resumida, segurmaimid (2007), a abordagem tradicional é
baseada na normalidade da distribuicdo conjuntafakoses de risco, o que implica a
existéncia de uma correlacdo linear entre os fatoee uma pequena probabilidade de
ocorréncia de eventos extremos. O autor afirmaegtedos empiricos indicam que essas
premissas se mostram cada vez mais suspeitas, adgt& a normalidade pode levar a

subestimacédo do calculo do valor em risco.

Através da aplicacdo da teoria de cépulas, taisigeas podem ser deixadas de lado, j& que
outros tipos de distribuicdo de probabilidade erutstas de dependéncia podem ser
utilizados. Segundo Jorion (2007), devido a fldidade com que as coOpulas podem ser
modeladas, sua aplicacdo na gestdo de riscos éimasdende a crescer. O autor cita as
principais etapas de sua utilizacdo para o caldalyyaR de uma carteira composta por mais

de um fator de risco:

Determinacéo das distribuigdes marginais dos fatdeerisco;
Escolha da cépula para a integracéo das distribsig@arginais;
Estimacéo dos parametros das marginais e da copula;
Geracéao de realizacfes das variaveis aleatorias;

Construgao da distribuigcéo dos retornos da carteira
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Determinacdo do VaR como sendo um quantil da bisg@o gerada, de acordo com o
nivel de confianca escolhido.

A seguir serdo apresentadas algumas aplicacfe=oda tle copulas na gestdo de riscos de

mercado.

Pereira (2006) utiliza a teoria de cOpulas parasmem o VaR e &xpected ShortfallES) de
uma carteira de quatro ativos (taxa de juros pa&df, taxa de cupom cambial, e os indices
Ibovespa e Dow Jones dos mercados acionarios dirasile norte-americano,
respectivamente). Segundo o autor, a copula seanasta boa alternativa para a gestao de
riscos, pois permite que distribuicbes multivaredajam criadas sem que restricbes sejam
impostas as distribuicbes marginais. A copula @laye um processo de estimacdo em dois
estagios foram utilizados, e a concluséo foi gaea @ltos niveis de confianga, o modelo se
mostrou superior aos modelos tradicionais de VaRjoco histérico e o delta-normal. Os
principais problemas encontrados foram a lentidda dificuldade de convergéncia do

modelo.

Outros autores também aplicaram a teoria de cOpal@sa mensuracao do risco de mercado.
Martellini e Meyfredi (2007) mensuraram o VaR pamaa carteira de renda fixa, utilizando a
copula T-Student para caracterizar a estrutursegertléncia dos fatores de risco, as taxas de
juros prée-fixadas para diferentes vencimentos. &odR007) utilizou as copulas elipticas

para calcular o VaR de uma carteira composta pticda do setor imobiliario.

Em suma, segundo Goorah (2007), estas sdo aspaiseiantagens da teoria de copulas em

relacdo as técnicas tradicionais de mensuracaaéo V

A premissa de normalidade conjunta dos retornoen#ressaria;

Medidas de dependéncia mais robustas do que cciereé de correlacao linear podem
ser aplicadas;

Diferentes distribuicbes marginais podem ser w@iilgs para ativos que possuem
comportamentos distintos.
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3.6.2 Outras Aplicagbes em Financas

> Precificacdo de Derivativos

Assis e Laurini (2008) desenvolveram um modelo parprecificacdo de opcdes que
dependem de mais de um ativo. Os autores testanamtas elipticas e arquimedianas atraves
do método de estimacdo IFM e concluiram que a eopuktudent com marginais

hiperbdlicas generalizadas foi a que mais se ade@gws dados analisados. Em seguida,
através de uma simulacdo de Monte Carlo, foramdgeraenarios para o calculo do valor da

opcéao, que pode ser comparado com o valor obtidonpedelo de Black and Sholes (1973).

Os autores ressaltam a flexibilidade nos procedeanodelagem e estimagao proporcionada
pela teoria de coOpulas, e concluem que o modelendetvido via cépula obteve melhor
desempenho ao representar o comportamento dos astadados. Sua maior limitacéo foi o
tempo excessivo de execucdo, causado pelo gramderae cenarios utilizados durante a

simulacdo de Monte Carlo.

> Risco de Crédito

Clemente e Romano (2004) desenvolveram um modek mpansuracdo e otimizacdo do
risco de crédito de uma carteira de empréstimosa Reodelar os eventos diefault
conjuntos, os autores recorreram a teoria de cepuavido a caracteristica de néo-
normalidade dos retornos dos ativos de crédito, gpesuem assimetria e leptocurtose.
Através da simulacdo de Monte Carlo e das coputambl, Clayton, T-Student e T-Student
agrupada (extensao da cOpula anterior), os autepgeduziram a estrutura de dependéncia
dos eventos dalefault e mensuraram as seguintes medidas de risco déocréerda
Esperada, Perda Maxim&alue at Riskde Crédito eExpected ShortfallA cépula mais
adequada a carteira foi a T-Student agrupada, gr@sentou melhor desempenho em captar a

dependéncia nas caudas das distribuicbes dosastdos ativos de crédito.
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> Gestdo de Riscos Integrada

Rosenberg e Schuermann (2004) elaboraram um mqusi® a mensuracdo do risco
integrado aplicavel a bancos internacionais dedgranorte. Os autores estimaram as medidas
de risco VaR e ES com o auxilio de copulas elipticansiderando os riscos de mercado,

crédito e operacional.

Os autores concluem que a simples adicdo de diésrdipos de risco superestima o risco
total da instituicho em mais de 40%. Dentre as ddgmns que consideram o fator
diversificacdo, a de normalidade conjunta doosdambém ndo se mostrou adequada, pois
subestimou o risco total na mesma proporcédo. Adalgem mais flexivel permitida pela
teoria de copulas apresentou resultados melhorgsalas duas anteriores, embora tenha sido
de dificil implementacdo. Segundo os autores, @atede cOpulas permitiu a adogdo de
distribuicbes marginais realistas, capazes de septar caracteristicas dos fatores de risco

como leptocurtose e assimetria.

Para outras aplicac6es da teoria de copulas emchsae gestdo de riscos, ver Cherubini,
Luciano e Vecchiato (2004), Cherubini e LucianoO®0 Hotta, Lucas e Palaro (2008) e Hull
e White (2004).
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4 METODOLOGIA

O teste empirico deste trabalho foi dividido emsdetapas. A primeira consiste em selecionar
as distribuicbes marginais e fungbes de copula adeguadas para a modelagem das séries
financeiras. A segunda etapa consiste em estingaragiente os parametros dos modelos
selecionados na primeira etapa, utiliza-los pacaloulo do VaR, e, através thacktesting
comparar seu desempenho com o obtido pelas metpa®ldelta-normal e de simulagéo

histérica.

Os testes estatisticos, estimacao de parametre®s@&gicalculos e procedimentos necessarios
para a modelagem e calculo de VaR via funcéo dela&erao realizados através do software
R, que pode ser obtido gratuitamente através dcsiteelwvww.r-project.org. Os modelos
delta-normal e de simulacdo histdrica serdo dededes no software MS Excel, que

também sera utilizado para a realizacabatktestingdesenvolvimento de graficos e tabelas.
4.1 Descricdo da Amostra

As séries financeiras analisadas neste traballfwm ser retornos diarios dos fatores de risco
cotacdo de fechamento do indice Bovespa (Ibovespe)tacido de fechamento do Dolar
comercial de venda a vista (Ptax 0800). Suas cesad@rias serdo extraidas do banco de

dados BDS, e o céalculo de seus retornos seradeitiorme abaixo:
=]
r, = In(P—‘J (4-1)

em queP, e B_, séo as cotagcOes eimet— 1

O periodo de anélise sera de 6 anos e contem@dads djue vao de julho de 2003 até julho
de 2009, totalizando um numero de 1500 observadéesetorno diario para cada seérie

financeira. Com esse tamanho de amostra, ser&/pbsstimar os modelos e calcular o VaR



55

para um periodo de tempo suficiente para que ogltades possam ser devidamente
comparados.

4.2 Selegédo do Modelo de Cépula

O objetivo desta selecdo sera encontrar os modielasbpula que melhor representam os
retornos conjuntos dos fatores de risco. Todoestes serdo realizados utilizando a amostra
completa, ou seja, 1500 observacdes para cadadatisco.

4.2.1 Distribuicbes Marginais

O primeiro passo serd a escolha das distribuicGaginais. Inicialmente, a distribuicdo

normal sera testada. Serdo efetuados os seguestes:t

Analise das estatisticas descritivas, como cueasgsimetria,;

Teste Jarque-Bera: utilizado para testar a hipdtekede que os dados empiricos seguem
uma distribuicdo normal. Para tanto, comparam-seatises de curtose e assimetria dos
dados com os esperados para uma distribuicao n@dredd, respectivamente);

Teste Kolmogorov-Smirnov (KS): verifica se a amastegue a distribuicdo analisada

através de teste de hipdtese. A estatistica cdiutapresenta a distancia entre a
distribuicdo empirica (amostra) e a distribuicd@uabilidade analisada;

Teste Shapiro-Wilk: considerado uma evolucdo dtetksS, esse teste é especifico para
avaliar se dados empiricos seguem uma distribuig&woal;

Andlise grafica: comparacédo da densidade de pridedie dos dados empiricos com a

obtida pela distribuicdo normal.

Como alternativa a distribuicdo normal, serdo testarés distribuicbes pertencentes a classe
das hiperbdlicas generalizadas: Hiperbdlica (HHperbdlica Generalizada (HG) e Normal
Inversa Gaussiana (NIG). Segundo Teixeira (20G6yistribuicdes hiperbdlicas se tornaram

populares para a modelagem de retornos de ativasdeiros devido a flexibilidade de seus
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parametros, que se adéquam a conjuntos de dadostextos variados. Assis e Laurini
(2008) citam alguns autores que aplicaram essdsbdigdes na modelagem de ativos
financeiros, como Eberlein e Keller (1995), Rydbét§97) e Eberlein, Keller, e Prause
(1998).

Essa classe de distribuicbes é caracterizada pssujpo5 parametros que definem suas
principais caracteristicas como assimetria, cuyteseala, localizacdo e formato. O parametro
associado a curtose (lambda) € o responsavel fel@retiacdo entre as trés variacoes a

serem testadas neste trabalho:

HIP: lambda = 1;
NIG: lambda = -0,5;

HG: o parametro lambda é deixado livre.

As distribuicbes serdo estimadas pelo método danmaéwerossimilhanca e serdo comparadas

com a distribuicdo normal, e também entre si, daisée maneira:

Valor da funcdo de maxima verossimilhanca;
Teste de Kolmogorov-Smirnov;

Andlise gréafica da densidade de probabilidade.

Maiores detalhes sobre a classe de distribuicperbidlicas generalizadas podem ser
encontrados em Teixeira (2006), como graficosndumsto a contribuicdo de cada parametro
para a formacdo da estrutura da distribuicdo, atlas formulas de densidade de

probabilidade.

4.2.2 Funcao de Copula

Apés a selecdo das distribuicdes marginais, o proxpasso serd a escolha das fungdes de
copula. Cinco familias de copula serdo testadé&s. arquimedianas (Clayton, Gumbel e
Frank) e duas elipticas (Normal e T-student). Avestdo dos parametros sera feita através do

método de méaxima verossimilhanca e serdo escolhgladpulas que apresentarem um bom
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ajustamento aos dados, a ser avaliado pelo valdurdgzio de méxima verossimilhanca e
andlise gréfica. Para outros métodos de avaliagdajuktamento de cOpulas aos dados de

uma amostra, ver Fermanian (2003).

Ainda com relacdo a estimacdo dos parametros, odmé&e maxima verossimilhanga pode
ser aplicado em um ou dois estagios. Autores cosgisfe Laurine (2008) e Pereira (2006)
desenvolveram modelos baseados na teoria de cpulasplicaram no mercado brasileiro.
Ambos encontraram dificuldades de convergéncia tdzanem o método de um estagio

(ML), e acabaram optando por uma estimacao emedtégjios (IFM).

Inicialmente, neste trabalho, seréa feita uma teatate estimacdo em um estagio, e, em caso
de dificuldade de convergéncia, sera utilizado doo@ de dois estagios. Ambos seréo

descritos a seguir.

> Método ML

O método ML faz a estimagdo em um estagio via miaaigdo da funcéo de verossimilhanca
(ver item 3.5.1). Isso significa que os paramettascépula serdo estimados conjuntamente

com os parametros das marginais.

Esse método exige a adoc&do de parametros ini@easque a otimizagcdo possa ser realizada.
Para as marginais, serdo adotados os parametioa@ss durante a selecéo descrita no item
4.2.1. Para as coOpulas arquimedianas, os paramiatoiss serdo obtidos através de sua
relacdo com a medida de dependéncia Tau de Kegaladlla 3.2). Para as copulas elipticas,

sera adotado o valor do coeficiente de correlagaal.

> Método IFM

Caso o0 método ML néo convirja, a estimacao seta &n dois estagios, através do meétodo
IFM. O primeiro estagio, que consiste na estimalgBomarginais, ndo precisara ser realizado,
visto que seus parametros ja terdo sido estimagi@snte a escolha das marginais. Portanto,
bastara estimar os parametros da cépula, o quefeiezdatravés do método da maxima

verossimilhanca, de acordo com a equacédo 3-22.at@mngtros iniciais das copulas seréao

obtidos de forma equivalente a descrita para o aodtbL.
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4.3 Calculo do VaR

Este item descrevera os procedimentos metodologidotados para o célculo do VaR, para
0os modelos de coOpula, delta-normal e de simulagstdrita, assim como especificara os
critérios de comparacao entre eles.

A primeira definicdo sera com relacdo a perioddedae atualizacdo dos parametros dos
modelos. Como o VaR sera calculado diariament@uepe por efetuar novas estimacdes dos
parametros com a mesma frequéncia. Por um ladpaigsentard o tempo de processamento,

entretanto, o esforco sera recompensado pela pra&cisao dos resultados.

Outra definicdo diz respeito ao periodo de céldddvaR. A amostra de 1500 observacoes
foi dividida em dois subperiodos. O niumero de olzgres para a estimacao inicial dos
parametros variara de acordo com o modelo, masutardimite maximo de 500 retornos

diarios. Dessa forma, as primeiras 500 observas@edo alocadas para esse propésito.
Consequentemente, o VaR serd calculado diarianparte os Ultimos 1000 registros da

amostra. Vale também ressaltar que, como os modetés estimados diariamente, a janela
de estimagdo sera movel, onde a cada dia uma noservacdo sera acrescentada, e a

observacdo mais antiga sera excluida.

Para se obter uma maior generalizagcdo dos ressjtaddaR sera calculado para dois niveis
de significancia - 95% e 99%. Eles foram escolhigor serem usualmente utilizados no
calculo de VaR, como, por exemplo, nos trabalhodvdetellini e Meyfredi (2007), Sain
(2001) e Caselato (2009).

Com o mesmo objetivo, serdo testadas, ao todocamdsiras diferentes, cujas composicoes
foram apresentadas na tabela 4.1. As composict@s sentidas constantes durante todo o
periodo de calculo de VaR, como se a cada diateirgafosse rebalanceada para voltar a sua

composicao inicial, de forma a compensar evengaifos ou perdas ocorridos em cada dia.



59

Tabela 4.1 — Composicéo das carteiras

Composicéo
Ptax Ibovespa Total
Carteira 1 50% 50% 100%
Carteira 2 25% 75% 100%
Carteira 3 75% 25% 100%

Fontdalioracao propria

4.3.1 Modelo de Copula

As funcdes de copula e as distribuicbes marginai&osdefinidas durante a realizacdo dos
testes iniciais, conforme descrito no item 4.2. &ednfiguracdo escolhida sera testada com
trés janelas de estimacao diferentes, de 500, 2ZBlDeobservacdes. Para cada variacdo do
modelo, o calculo sera composto pelas etapas tscabaixo. Vale ressaltar que o
procedimento a seguir devera ser repetido para gadalos 1000 dias que compdem o

periodo de calculo do VaR.

Para o caso de estimacdo em um estagio (ML), argeqarocedimento serd executado:

Selecdo da amostra de acordo com a janela moesitieacao;

2. Estimacado, conjuntamente, dos parametros dashdigiies marginais e da copula,
através do método da maxima verossimilhanca (ML);

3. De acordo com os parametros estimados, geracad0fecbservacdes de retornos iid
(independentes e identicamente distribuidos) padta tator de risco;

4. Calculo do retorno da carteira para cada uma d& Ibservacdes, conforme
ponderacdo apresentada na tabela 4.1,

5. Ordenacdo dos retornos de forma crescente e setEmi@ue correspondem aos

percentis 5% e 1%. Esses serdo os valores de ViR AR 99%.

Para o caso de estimacdo em dois estédgios (IFl§tislem-se as etapas 2 e 3 citadas acima
por:
a) Estimacdo dos parametros das distribuicbes masgipalo método da maxima

verossimilhanca (primeiro estagio da estimacéo |FM)
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b) Transformacdo dos retornos da amostra em probathdg] através da funcéo
distribuicdo acumulada gerada a partir dos par@aseis marginais;

c) A partir das probabilidades calculadas, estimagipatametro da funcédo de cépula
pelo método da maxima verossimilhanca (segundgiestia estimacéo IFM);

d) Através do pardmetro da coépula estimado, geracdol@RO observacdes de
probabilidades iid (independentes e identicameig&iltlidas) para cada fator de
risco;

e) Transformacdo das probabilidades em retornos, édrada funcéo distribuicéo

acumulada inversa, gerada a partir dos parameaomdrginais.

4.3.2 Modelo de Simulagéo Historica

O célculo do VaR sera baseado nas movimentacossrites dos fatores de risco que
compdem a carteira. Ao todo, serdo testadas tréscias desse modelo, cada uma
considerando um numero diferente de observacosageas (ou cenarios) para a formacao da
janela de estimacdo. Essas foram as variagOesh&®l nas quais as observacdes serdo
contadas retroativamente a partir da data em gastéecalculando o VaR:

Historico 500 considera as ultimas 500 observacoes;
Historico 250 considera as ultimas 250 observacgdes;
Historico 100 considera as ultimas 100 observacgdes.

O procedimento de calculo para cada modelo serpastm pelas seguintes etapas:

Célculo do retorno da carteira para cada cen&io, ltase na ponderacéo da carteira e nos
retornos historicos observados para cada fatasde; r

Ordenacéo dos retornos de forma crescente;

O VaR sera igual ao retorno que corresponde a@pirdefinido pelo nivel de confianca
em questao (95% ou 99%).
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4.3.3 Modelo Delta-normal

O VaR delta-normal sera calculado pela multiplicag® desvio-padrao (volatilidade) da
carteira pelo fator de ajuste associado ao nivebdéiancaem questdo. A diferenca entre os
trés modelos delta-normais aplicados neste tralsgéa forma de estimacao de volatilidade:

DN EWMA 0.94 utilizara o modelo EWMA para a estimacédo da vidaide, assumindo

fator de decaimento 0,94, conforme proposto peltododogia RiskMetrics. O calculo

sera efetuado conforme detalhado no item 2.5.2;
DN EWMA 0.97 equivalente ao anterior, mas com fator de dea#imn®,97, dando,

dessa forma, maior peso as observa¢fes mais antigas
DN Movel 2Q utilizard o modelo de Média Movel para a estinmaga volatilidade,
conforme descrito no item 2.5.1. Para tanto, sed@uwsiderados os 20 retornos mais

recentes dos fatores de risco, contados retroagivena partir da data de calculo do VaR.
4.3.4 Comparacdo dos Modelos

A validacdo dos modelos de VaR sera feita atraeésadktesting conforme sugerido por
Jorion (2007). Modelos com um bom desempenho s@@egjque apresentam um percentual
de excessos empirico condizente com o nivel deéacgya escolhido. Sendd o numero de

observagbes da amostraReo retorno empirico da carteira referente a obgéig, pode-se

calcular o niumero de excessBsda seguinte maneira:

E =

N {l = vah (4-2)

= 10, R =2VaR
OndeVaR sera o pior retorno esperado associado a observagélculado com base nas

informacdes disponiveis até o dia anterior. Assandoc o nivel de confianca escolhido,

espera-se que o percentual de exceéE;dSi) tenha o seguinte comportamento:
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% O@-c) (4-3)

Com o intuito de obter uma maior generalizacdo réssltados, optou-se por comparar 0s
modelos de trés maneiras distintas. ConsiderandmdaR sera calculado para um periodo
total de 1000 dias, serao feitas as seguintesogdais:

Percentual de excessos encontrado em uma janelal dév250 dias. Ao todo, o
percentual de excessos sera calculado para 75dpeniistintos;
Percentual de excessos encontrado em uma janelal dév500 dias. Ao todo, o
percentual de excessos sera calculado para 5@pendistintos;

Percentual de excessos encontrado no periododetaD00 dias.

Para a avaliacdo dos resultados alcancados ngariedas especificadas acima, o percentual
de excessos empirico sera comparado com intergiosonfianca para o percentual de
excessos esperado, calculado com base no tamarjtuoetta mével. Essa pratica costuma ser
utilizada para a avaliagdo de modelos de VaR, cgmoexemplo, nos trabalhos de Machry
(2003) e Alarcon (2005).

Supondo quep seja uma propor¢cao real associada a uma populdedacordo com o
teorema central do limite, pode-se dizer que aribistdo da proporcdo amostrgh,

encontrada em uma amostra meobservacdes, é aproximadamente normalmente difstaib
. : ~ / (1-p) ~
com mediap e desvio padra u. Em geral, como n&o se sabe o valor exato da
n

proporcaop, usa-se o proprio valor da estimatipapara o calculo do desvio-padréao.

Dessa forma, defininda como o nimero de desvios-padrao a ser utilizagl@cdrdo com o

nivel de confianca escolhido, Stevenson (1981 ndadierro da estimativa conforme abaixo:

e=7z PL-p) (4-4)



63

Porém, como a proporcéo real é conhecida nestalticatb% de excessos para o VaR 95% e
1% para o VaR 99%), ela sera utilizada para o tAlda erro de estimativa. O intervalo de

confianca para a proporcao de excessos esperada&sto, calculado da seguinte forma:
IC = ptz|PLTP) (4-5)
n

Os intervalos de confianca para as trés janelasodgaracdo foram apresentados na tabela
4.2. Eles foram calculados de acordo com a equ&éAaitilizando o nivel de significancia de
5% para a definicdo dm, tanto para o VaR 95% quanto para o VaR 99%.

Tabela 4.2 — Intervalos de confianga para percentlidle excessos esperado

Tamanho da VaR 95% VaR 99%
Janela de
Comparag&o Limite Inf. Limite Sup. Limite Inf. Limite Sup.
250 2,30% 7,70% 0,00% 2,23%
500 3,09% 6,91% 0,13% 1,87%
1000 3,65% 6,35% 0,38% 1,62%

Fonte: Elaboracéo propria

Assim sendo, quando o percentual de excessos empabtido por cada modelo) estiver
dentro dos limites apresentados na tabela 4.2,-podeeitar a hipétese nula Ho de que o
percentual de excessos previsto pelo modelo éistst@mente equivalente ao encontrado

empiricamente.

Para as janelas méveis de comparacgédo de 250 eidg0dnodelo com melhor desempenho
serd aquele com menor percentual de ocorrénciasdiBbbzona de aceitacdo de Ho, ao longo
de 751 periodos distintos para a janela de 250 €i&81 periodos para a janela de 500 dias.
Para a janela de 1000 dias, o melhor modelo saréle@ue apresentar o percentual de

excessos mais préximo do percentual alvo (1% ou 5%)

Finalmente, os critérios de selecdo para a escbianelhores modelos de VaR 95% e VaR

99% para cada carteira serdo apresentados a seguir:
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. Critério I Caso apenas um modelo apresente o melhor desbmmpers 3 janelas de
comparacao, ele sera o escolhido. Se houver maismdeodelo nessa situacdo, todos que
se encaixarem serdo escolhidos;

. Critério 2 Caso apenas um modelo apresente o melhor deskmpen?2 janelas, ele sera
o escolhido. Se houver mais de um modelo nessacéib sera considerado superior o
que apresentar melhor resultado na janela de 130 @aso o empate permaneca, 0
desempate sera feito através da soma dos percenteiadcorréncias fora da zona de
aceitacdo de Ho encontrados nas janelas de 250 di&§), e sera selecionado o modelo
que apresentar a menor soma. Se houver mais deodelomessa situagéo, todos que se

encaixarem serao escolhidos;

. Critério 3 Caso nao existam modelos com melhor desempenhuasnde uma janela, a
escolha serd feita da mesma forma descrita ngior¢inicialmente pelo desempenho na
janela de 1000 dias, e, caso seja necessarios@®ala dos percentuais de ocorréncias fora

da zona de aceitacdo de Ho encontrados nas jateR&0 e 500 dias.

Em seguida, os resultados alcancados em todastesasaserédo consolidados de forma a se
obter o melhor modelo de VaR 95% e Var 99%.

Este capitulo apresentou o procedimento metodaldgmer utilizado neste trabalho. A figura

4.1 ilustra de forma simplificada o fluxo de todprocesso.
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Figura 4.1 — Procedimento metodolégico
Fonte: Elaboracéo propria.
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5 RESULTADOS

Conforme informado no capitulo de metodologia, @éses financeiras analisadas foram os

retornos diarios dos fatores de risco Ptax e lquves

5.1 Selecéo do Modelo de Cépula

A primeira etapa da selecdo do modelo de cOpuka esecontrar as distribuicbes marginais
qgue melhor representam o comportamento dos retdiaaes dos fatores de risco estudados.
A segunda sera escolher a funcdo de copula maguada para replicar a relacdo de
dependéncia entre eles.

5.1.1 Distribuicdes Marginais

A tabela 5.1 mostra as estatisticas descritivasldissfatores de risco. Conforme esperado, os
valores de curtose sdo superiores aos encontrawlasra distribuicdo normal, que possui
curtose igual a 3. Isso indica que ambos possustribdiicbes de probabilidade leptocurticas,
caracterizadas por serem mais altas (concentrddag)e o normal, e possuirem caudas mais
pesadas, sendo comum a existéncia de valores cafastam da média por varios desvios-
padrdo. Nota-se também a maior volatilidade (degadrao) do Ibovespa em relacdo ao Ptax

e a presenca de assimetria positiva do Ptax e Evenmegativa do Ibovespa.
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Tabela 5.1 — Estatisticas basicas

PTAX IBOVESPA
Média -0,0303% 0,0937%
Desvio Padréo 1,0185% 2,0643%
Curtose 17,49 7,92
Assimetria 0,64 -0,07
Minimo -9,21% -12,10%
Méximo 8,92% 13,68%
Intervalo 18,13% 25,78%
Contagem 1.500 1.500

Fonte: Elaboragéo propria.

Os graficos 5.1 e 5.2 ilustram o comportamentordtmnos diarios ao longo do periodo da
amostra, de aproximadamente seis anos. O agrupamantolatilidade pode ser mais bem
observado para o Ptax, na figura 5.1. A volatileléml menor do que sua média no segundo
semestre de 2006 e primeiro semestre de 2007, @ maisegundo semestre de 2008 e
primeiro semestre de 2009. Para o lbovespa, o agrampto da volatilidade fica claro

principalmente a partir do segundo semestre de @iifi8a 5.2).
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Figura 5.1 — Ptax — Retorno diario Figura 5.2 — Ibovespa — Retorno diario
Fonte: Elaboracéo propria. Fonte: Elaboracéo padpri

Ja o excesso de curtose, apresentado na tabelgo8el ser constatado nas figuras 5.3 e 5.4,
que comparam a densidade de probabilidade dabdigio empirica com a densidade da
normal. Nelas, fica claro que a distribuicdo norma@b é adequada para a modelagem dos

retornos do Ibovespa e Ptax.
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Figura 5.3 — Ptax — Distribuicdo normal x empirica Figura 5.4 — Ibovespa — Distribuicdo normal x
Fonte: Elaboragéo propria. empirica
Fonte: Elaboragéo propria

Outra forma de testar a normalidade dos retorraisagés dos testes estatisticos apresentados
na tabela 5.2. A hipotese nula de que os dadosrieogpiseguem uma distribuicdo normal

pode ser rejeitada a 5% nos trés testes aplicadmsambos os fatores de risco.

Tabela 5.2 — Testes de normalidade

PTAX IBOVESPA
KS Jarque Bera  Shapiro-Wilk KS Jarque Bera  Shapiro-Wilk
Estatistica 0,1131 13.124,57 0,8577 0,0615 1.501,76 0,9480
P-Valor < 2.2e-16 < 2.2e-16 < 2.2e-16 0,0028% < 2.2e-16 < 2.2e-16
Ho Rejeita Rejeita Rejeita Rejeita Rejeita Rejeita

Fonte: Elaboracéo propria
Nota: Ho — Dados empiricos seguem a distribuic&mab

Como alternativa a utilizacdo da distribuicdo ndrpera a modelagem dos fatores de risco,
serdo analisadas as distribuigcBes Hiperbdlica (Hi)erbolica Generalizada (HG) e Normal
Inversa Gaussiana (NIG). Seus parametros foracmadtis através do método da méxima
verossimilhanca. A tabela 5.3 apresenta os vakstsiados e também o valor da funcédo de
maxima verossimilhanca em seu ponto 6timo (ou maxim distribuicdo HG foi a que

obteve o melhor desempenho, segundo esse cripéris 0s dois fatores de risco.
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Tabela 5.3 — Estimacdo dos pardmetros das marginais

PTAX IBOVESPA

HG NIG HIP HG NIG HIP
alfa 22,40 66,86 159,78 20,75 46,29 77,35
beta 10,08 11,30 16,29 -5,31 -5,95 -6,60
delta 0,0087 0,0061 0,0012 0,0264 0,0189 0,0080
mu -0,0013 -0,0014 -0,0016 0,0032 0,0034 0,0036
lambda -1,2174 - - -1,5922 - -
Valor Funcéo 5.046,50 5.041,38 5.014,62 3.805,03 3.803,85 3.799,40

Fonte: Elaboracéo propria.

Outra forma de verificar a adequacao das distrimi@os dados empiricos € através de testes
estatisticos, como o de Kolmogorov-Smirnov. PaPdax, a hipotese nula pode ser rejeitada a
5% para a distribuicdo HIP, mas foi aceita parawgs duas, com um melhor desempenho
da HG (maior p-valor). Para o Ibovespa, a hipotega foi aceita para as trés distribuicoes,

mas com um maior p-valor para a HG. Os resultadlospresentados na tabela 5.4.

Tabela 5.4 — Teste de Kolmogorov-Smirnov (KS)

PTAX IBOVESPA
HG NIG HIP HG NIG HIP
Estatistica 0,0165 0,0215 0,0385 0,0131 0,0156 0,0194
P-Valor 81,57% 50,25% 2,49% 96,18% 86,70% 63,40%
Ho Aceita Aceita Rejeita Aceita Aceita Aceita

Fonte: Elaboragéo propria.
Nota: Ho — Dados empiricos seguem a distribuicagjeestao.

Para ratificar os resultados, foram construidosfiagrs®@ comparando a densidade de
probabilidade dos dados empiricos com a densidadetrés distribuicbes avaliadas. As
figuras de 5.5 a 5.10 mostram que as trés possuernom ajustamento aos dados, muito

superior ao obtido pela distribuicdo normal.
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Figura 5.5 — Ptax — Distribuigcdo HG x empirica Figura 5.6 — Ibovespa — Distribuicdo HG x empiria
Fonte: Elaboragéo propria. Fonte: Elaboracao paopri



35%

Figura 5.7 — Ptax — Distribuicdo NIG x empirica
Fonte: Elaboragéo propria.
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Figura 5.8 — Ibovespa — Distribuicdo NIG x empiga
Fonte: Elaboracao paopri
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Figura 5.9 — Ptax — Distribuicdo HIP x empirica Figura 5.10 — Ibovespa — Distribuicdo HIP x empiria
Fonte: Elaboracéo propria.

Fonte: Elaboracéo padpri

Finalmente, as figuras 5.11 e 5.12 comparam o dememo das quatro distribuicdes

analisadas ao se modelar a cauda esquerda daud¢gid empirica, de grande interesse para o

calculo do VaR. Mais uma vez, nota-se o pior dessinp da distribuicdo normal. Portanto,

sua utilizacao foi, definitivamente, descartada.
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Figura 5.11 — Ptax — Extremidades das distribuicBe§igura 5.12 — Ibovespa — Extremidades das

distribuicbes
Fonte: Elaboragéo propria.

Fonte: Elaboragéo propria.

Embora a comparacgéo grafica entre as distribuici®@2sNIG e HIP seja de dificil concluséo,
optou-se por adotar a HG para a modelagem dosfatoies de risco, devido a seu melhor
desempenho nos outros dois critérios utilizadosgalor da funcdo de verossimilhanca e o

teste de Kolmogorov-Smirnov.
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5.1.2 Funcéo de Cépula

Com as distribuicdes marginais selecionadas fosigekiniciar a estimacdo da funcédo de
cOpula. Inicialmente, tentou-se a estimacdo em stag® (ML), utilizando como parametros
iniciais para as marginais HG os valores da tabe8a Embora a convergéncia tenha sido
obtida, o tempo de processamento foi extenso, darygbilizaria a utilizacdo desse método
para a realizacdo dos testes deste trabalho, umajwe os parametros precisariam ser

estimados diariamente, resultando em 1000 estimaig@ia cada modelo de cépula escolhido.

A alternativa foi a estimacédo em dois estagios (lFdM rapida convergéncia e que, segundo
Joe (1997), apresenta resultados semelhantes eost@uos na estimacdo em um estagio.
Autores como Assis e Laurini (2008) e Pereira (208&ontraram a mesma dificuldade de
convergéncia ao aplicarem o método ML no mercadwsileiro e também optaram pelo
método IFM.

Os resultados do método IFM, apresentados na takgléndicam a existéncia de correlacao
negativa entre os fatores de risco, o que estdcded@ com a relacdo de dependéncia
capturada pelas trés medidas apresentadas na fa®ekcopula T-Student foi a que obteve
o maior valor da funcdo de maxima verossimilhanmgdicando um melhor ajustamento aos
dados, seguida pelas copulas Normal e Frank. dawacClayton néo foi capaz de capturar a
relacdo de dependéncia entre os fatores de ripoesentando um valor de fungdo de méaxima

verossimilhanca muito inferior as demais. A cop@lanbel ndo convergiu, e foi excluida da

analise.
Tabela 5.5 — Estimacao dos parametros das copulas
Cépula
Normal T-Student Clayton Frank Gumbel
Parametro 1 -0,4229 -0,4312 -0,0984 -2,7961 -
Paréametro 2 - 4,0911 - - -
Valor Fungéo 147,77 193,57 30,76 139,67 -

Fonte: Elaboracao propria.
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Tabela 5.6 — Medidas de dependéncia

Tau de Kendall Rho de Spearman Correlacéo Linear

Valor da Medida -0,2820 -0,4137 -0,4355

Fonte: Elaboracéo propria.

O préximo passo para a escolha da funcdo de c@pulaa andlise grafica comparando os
retornos empiricos aos obtidos por simula¢cOessfaitgartir das copulas, fazendo uso dos
parametros estimados (tabelas 5.3 para as margirtats para as copulas). Os resultados sao
apresentados nas figuras de 5.13 a 5.17, e mogtraras copulas T-student, Normal e Frank
geraram graficos semelhantes ao empirico. Ja alacdplayton ndo obteve um bom
desempenho, o que ratificou a evidéncia levantattagnalise do valor da funcdo de maxima

verossimilhanca.
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Figura 5.13 — Retornos empiricos

Fonte: Elaboracéo propria.

Normal

Figura 5.14Retornos cépula

Fonte: Elaboragéo propria.

Figura 5.15 — Retornos cola

T-Student

Fonte: Elaboragéo propria.
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Figura 5.16 — Retornos copula Clayton
Fonte: Elaboracéo propria.

Figura 5.17 — Retornos cépula Frank
Fonte: Elaboragagpria.

Finalmente, optou-se por excluir a cépula Claytaradalise, e utilizar as outras trés copulas
para a mensuracdo do VaR (Normal, Frank e T-stydesdas utilizando a distribuicéo
Hiperbodlica Generalizada para as marginais dosfdtises de risco, e com trés variacdes de
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janela de estimacéo (500, 250 e 100 dias Uteisljzando nove modelos de cépula a serem
testados.

5.2 Calculo do VaR e Comparacgédo dos Modelos

O calculo do VaR foi realizado conforme detalhada capitulo 4 deste trabalho
(Metodologia). Os modelos delta-normais e de sigédahistérica foram desenvolvidos no
software MS Excel, e ndo apresentaram qualquerde@roblema de convergéncia. Seus
resultados serdo apresentados nos proximos itere;afdo com a composicao das carteiras

testadas.

Os modelos de copula foram desenvolvidos no softvir Os modelos estimados com
janelas de 500 e 250 observacbes nao apresentachierpas de convergéncia, e seus
resultados também serdo apresentados a seguir. ddslam que utilizaram janelas de
estimacdo de 100 dias ndo convergiram em parteedodo total avaliado, composto por
1000 dias de célculo de VaR. As inconsisténciasrrecam durante a estimacdo das
distribuicbes marginais, do tipo hiperbdlica getizaadla. Embora tenha sido possivel estimar

as funcdes de copula, optou-se por excluir essegloodas analises posteriores.

ApoOs realizacdo deacktesting todos os modelos foram avaliados conforme dedalihre
item 4.3.4. Para facilitar a analise dos resultadasodelo com melhor desempenho em cada
janela de comparacao para cada calculo de VaR €9966) teve sua estatistica sublinhada.

Em caso de empate, todos os que obtiveram o mabwoltado foram sublinhados.

A aceitacdo ou rejeicdo da hipotese nula de gueaeptual de excessos previsto pelo modelo
€ estatisticamente equivalente ao encontrado erapignte foi feita com base nos intervalos

de confianca para proporcdes, apresentados na téR2el
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5.2.1 Carteiral

A Carteira 1 foi composta de forma a apresentaosigpes idénticas aos dois fatores de risco

(50% Ptax e 50% Ibovespa). Os resultados foransaptados na tabela 5.7.

O modelo com melhor desempenho de calculo do V&R fab o delta-normal com fator de
decaimento 0,94 (metodologia Riskmetrics). Alémetesido 0 modelo com o menor nimero
de ocorréncias fora da zona de aceitacdo de Hoaggemelas moveis de 250 e 500 dias, foi
também o mais bem sucedido na janela de 1000ah#sndo o percentual de excessos mais
proximo do esperado, de 5%. Além disso, foi pos$sigeitar Ho para este modelo na janela
de 1000 dias.

O modelo cépula Frank com janela de estimacdo @ed?&s foi o que obteve o melhor
desempenho para o VaR 99%. A hipotese nula fotaaeen 100% dos casos para as janelas
moveis de comparacao de 250 e 500 dias. Além dsiso,que obteve o melhor desempenho
no periodo total de 1000 dias, com um percentuaxdessos igual a 1,1%, ficando muito
préximo do percentual alvo de 1%.

Nota-se também uma clara superioridade dos model@®pula com janela de estimacéo de
250 dias em relacdo aos de 500 dias, tanto pa@Rodé 95% quanto para o de 99%. Outro
fato marcante foi o melhor desempenho no calculd/adB 99% obtido pelos modelos de

copula (Ho aceito em cinco dos seis modelos, pgrarimdo de 1000 dias) em relacdo aos

delta-normais e de simulacéo histérica (Ho rejeitaa@ra os 6 modelos).
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Tabela 5.7 — Comparacdo dos modelos de VaR — Carteil

VaR 95% VaR 99%
% de ocorréncias fora da Periodo total % de ocorréncias fora da Periodo total
zona de aceita¢céo de Ho * (1000du) zona de aceitagéo de Ho * (1000du)

751 janelas 501 janelas 751 janelas 501 janelas

% %

moweis de moweis de Excessos Ho * moweis de moveis de EXCEssos Ho *
250du 500du 250du 500du
DN EWMA 0.94 13,7% 0,0% 5,20% Aceita 25,4% 56,3% 1,70% Rejeita
DN EWMA 0.97 16,5% 20,4% 5,30% Aceita 58,3% 97,0% 1,90% Rejeita
DN Méwel 20 21,3% 15,6% 5,60% Aceita 24,2% 74, 7% 1,80% Rejeita
Histérico 500 51,1% 50,5% 7,10%  Rejeita 29,6% 43,3% 2,20%  Rejeita
Histoérico 250 52,2% 50,3% 6,20%  Aceita 32,2% 56,1% 2,00%  Rejeita
Histérico 100 35,7% 70,1% 6,50%  Rejeita 70,2% 89,2% 2,10%  Rejeita
Co6p Normal 500 54, 7% 54,9% 6,60% Rejeita 29,3% 40,7% 1,50% Aceita
Co6p Normal 250 48,2% 44,3% 6,00% Aceita 14,5% 10,6% 1,40% Aceita
Cop Frank 500 39,9% 45,3% 6,30% Aceita 29,3% 40,7% 1,50% Aceita
Cop Frank 250 39,4% 43,3% 5,50%  Aceita 0,0% 0,0% 1,10%  Aceita
Cop T-Student 500 50,9% 51,7% 6,90%  Rejeita 29,3% 43,3% 1,80%  Rejeita
Cop T-Student 250 36,0% 42,3% 5,70%  Aceita 28,9% 40,7% 1,60%  Aceita

Fonte: Elaboracéo propria.
Nota: * Ho: percentual de excessos previsto peldetmé estatisticamente equivalente ao encontrado
empiricamente

Duas caracteristicas dos mercados de cambio eaaiciomudam a explicar os resultados
encontrados para a Carteira 1. as distribuicdes rdasnos de seus fatores de risco
apresentam caudas pesadas, gerando maior probdbilitt eventos extremos; a volatilidade
dos retornos ndao é constante no tempo, fazendogemrexistam dias de alta volatilidade

durante longos periodos, seguidos por periodosldélidade mais baixa.

Conforme esperado, os modelos de coépulas aprementam melhor desempenho na
modelagem de eventos extremos (VaR 99%), uma vez wiizaram a distribuicdo
hiperbodlica generalizada para representar o comuperito das marginais. Embora esse tipo
de distribuicdo seja superior a normal ao longdod@ a distribuicdo, conforme constatado
nas figuras 5.3, 5.4, 5.5 e 5.6, a diferenca derdpsenho entre elas se torna ainda mais

marcante para eventos extremos, que se distanaan@&dia por muitos desvios-padréo.

Ainda sobre o0 VaR 99%, o fenbmeno do agrupamenimlddilidade no tempo néo foi forte
o suficiente a ponto de os modelos delta-normai$/BVguperarem os de copula, apesar de o
EWMA ser proprio para capturar mudancas repentiasiivel de volatilidade. Por outro
lado, esse fenémeno foi decisivo para que os medidocdpula com janela de estimacao
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mais curta (250 dias) fossem superiores em relagéale janela mais longa (500 dias), ja que
0S primeiros ddo um peso maior para as observagéissecentes.

Os modelos delta-normais foram superiores no caldolVaR 95%. Isso se deve ao fato de o
agrupamento da volatilidade no tempo ter interfedé forma semelhante nos dois célculos
de VaR (95% e 99%), enquanto o desempenho dabdigtio normal foi menos inferior em
relacdo a hiperbdlica generalizada no calculo dB 9&%, quando comparado com o VaR
99%.

O fraco desempenho dos modelos historicos paraR9%&0 e 99% se deve, principalmente,
a premissa de volatilidade constante dos retorads,demora para incorporar as quebras
estruturais das séries. Isso fica claro nos gréfaqresentados nas figuras 5.18 e 5.19, que
mostram o melhor modelo de cada categoria (comlgia-normal e simulagédo historica),
selecionados com base nas trés janelas de compaPagasimplicidade de exposi¢céo, apenas
o grafico da janela de 250 dias foi apresentad®s gontém o maior numero de periodos
distintos analisados (751 ao todo).

Atravées da figura 5.18, foi possivel ratificar gstoridade do modelo delta-normal para o
VaR 95%. J& a figura 5.19 permitiu a confirmagaorahor desempenho da cépula no caso
do VaR 99%, sendo o unico modelo dentro do interdal confianca de aceitacdo de Ho em
100% das 751 verificacOes.
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Figura 5.18 — Comparagéo dos modelds VaR 95% - Carteira 1
Fonte: Elaboragao propria
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Figura 5.19 — Comparacédo dos modelds VaR 99% - Carteira 1

Fonte: Elaboracao propria.

5.2.2 Carteira 2
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A Carteira 2 foi composta de forma a apresentar om#r exposicdo ao fator de risco

Ibovespa (25% Ptax e 75% lIbovespa). A tabela 5.8tnm@ue o modelo delta-normal com

fator de decaimento 0,97 obteve o melhor desempeah® o VaR 95%, apresentando o

melhor resultado em duas das trés janelas de caggmarPara o VaR 99%, mais uma vez o

modelo selecionado foi a Copula Frank 250, com arelesempenho nas trés janelas.

Tabela 5.8 — Comparacdo dos modelos de VaR — CareR

VaR 95%

VaR 99%

% de ocorréncias fora da

Periodo total

% de ocorréncias fora da

Periodo total

zona de aceitagéo de Ho * (1000du) zona de aceitagéo de Ho * (1000du)

751 janelas 501 janelas o 751 janelas 501 janelas o

moweis de moweis de Exce(;sos Ho * moweis de moweis de Exce(;sos Ho *

250du 500du 250du 500du

DN EWMA 0.94 17,2% 43,5% 5,70% Aceita 33,4% 74,9% 1,70% Rejeita
DN EWMA 0.97 18,0% 32,7% 5,40% Aceita 45,1% 100,0% 2,00% Rejeita
DN Méwel 20 26,1% 45,3% 6,20% Aceita 27,6% 59,5% 1,70% Rejeita
Histdrico 500 54,2% 74, 7% 7,70% Rejeita 57,1% 68,9% 2,20% Rejeita
Histdrico 250 48,2% 43,9% 6,30% Aceita 36,8% 55,3% 2,00% Rejeita
Histdrico 100 40,1% 52,9% 6,30% Aceita 81,2% 100,0% 2,40% Rejeita
Cop Normal 500 51,4% 50,5% 7,30% Rejeita 29,6% 53,7% 1,80% Rejeita
Cop Normal 250 51,0% 52,7% 6,20% Aceita 28,2% 19,0% 1,60% Aceita
Cop Frank 500 52,6% 70,5% 7,50% Rejeita 28,2% 40,7% 1,60% Aceita
Cop Frank 250 34,4% 41,1% 5,60%  Aceita 9,3% 12,2% 1,50%  Aceita
Cop T-Student 500 51,8% 66,9% 7,70% Rejeita 56,3% 68,5% 2,20% Rejeita
Cop T-Student 250 52,7% 44,3% 6,20% Aceita 28,2% 40,7% 1,70% Rejeita

Fonte: Elaboragéo propria.

Nota: *Ho: percentual de excessos previsto peloaitod estatisticamente equivalente ao encontrado

empiricamente.
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Assim como na Carteira 1, os resultados obtidoS€ardeira 2 podem ser explicados pelas
distribuicbes leptocurticas do Ibovespa e Ptax, lpeeeficiaram a Coépula Frank 250 no
calculo do VaR 99%, e pelo agrupamento da volatikkdno tempo, que beneficiou o DN
EWMA 0.97 no calculo do VaR 95%.

Os modelos também foram comparados através dasagapresentados nas figuras 5.20 e

5.21, que oferecem as mesmas conclusfes aponiatkseta 5.8.

12% -

8% ]

250du

4%

0% \ \ \ \ \ \ \
1 101 201 301 401 501 601 701

% Excessos em Janela Mével de

| s |_imites = DN EWMA 0.97 «=COp Frank 250 «—Histérico 250

Figura 5.20 — Comparacédo dos modelds VaR 95% - Carteira 2
Fonte: Elaboragéo propria.
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Figura 5.21 — Comparacédo dos modelds VaR 99% - Carteira 2
Fonte: Elaboracao propria.

5.2.3 Carteira 3

A Carteira 3 foi composta de forma a apresentar oma@r exposi¢cao ao fator de risco Ptax

(75% Ptax e 25% Ibovespa). Os resultados foranmsaptados na tabela 5.9.
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Os modelos delta-normais apresentaram o6timo desdmogeara o VaR 95%, com uma leve
vantagem para o de fator de decaimento 0,97. #&op¥aR 99%, houve um equilibrio entre
0s modelos de cépula e delta-normal. O modelo iselado foi a Copula Frank 250, que
empatou com o0 modelo DN EWMA 0.97 na janela de @agéo de 1000 dias, mas obteve

menor soma das estatisticas nas janelas méves0de 200 dias.

Tabela 5.9 — Comparacdo dos modelos de VaR — Carei

VaR 95% VaR 99%
% de ocorréncias fora da Periodo total % de ocorréncias fora da Periodo total
zona de aceita¢éo de Ho * (1000du) zona de aceitagéo de Ho * (1000du)

751 janelas 501 janelas % 751 janelas 501 janelas %

moéweis de  moweis de Excessos Ho * moéweis de  moweis de EXCEssos Ho *
250du 500du 250du 500du
DN EWMA 0.94 0,0% 0,0% 4,90% Aceita 17,4% 12,4% 1,40% Aceita
DN EWMA 0.97 0,0% 0,0% 500%  Aceita 17,4% 4,2% 1,20%  Aceita
DN Mével 20 0,0% 0,0% 5,50% Aceita 18,5% 27,3% 1,90% Rejeita
Historico 500 46,7% 36,9% 6,90%  Rejeita 26,8% 38,7% 1,80%  Rejeita
Historico 250 45,4% 40,1% 6,20%  Aceita 25,7% 38,7% 1,60%  Aceita
Historico 100 25,8% 41,1% 6,50%  Rejeita 47,3% 55,9% 2,00%  Rejeita
Cép Normal 500 43,0% 36,9% 6,30% Aceita 36,0% 31,9% 1,90% Rejeita
Cop Normal 250 41,1% 40,7% 6,10% Aceita 22,6% 0,0% 1,50%  Aceita
Cop Frank 500 43,7% 36,9% 6,20% Aceita 27,0% 29,1% 1,60% Aceita
Cop Frank 250 20,2% 27,5% 5,10%  Aceita 21,3% 0,0% 1,20%  Aceita
Cép T-Student 500 42,7% 38,7% 6,60%  Rejeita 28,4% 31,9% 1,70%  Rejeita
Cép T-Student 250 40,7% 40,7% 6,00%  Aceita 22,6% 31,9% 1,70%  Rejeita

Fonte: Elaboragéo propria.
Nota: *Ho: percentual de excessos previsto peloalwd estatisticamente equivalente ao encontrado
empiricamente.

Os resultados foram semelhantes aos obtidos nas chrgéeiras anteriores. A principal
diferenca foi o bom desempenho do modelo delta-abrmo célculo do VaR 99%, embora a
Copula Frank 250 também tenha sido a escolhida gssa carteira. As figuras 5.22 e 5.23

ilustram os graficos para a Carteira 3.



80

12%

8% -

250du

4% -

0%

% Excessos em Janela Moével de

1 101 201 301 401 501 601 701

| e |_imites === DN EWMA 0.97 e COp Frank 250 «Histérico 250

Figura 5.22 — Comparagdo dos delos de VaR 95% - Carteira 3
Fonte: Elaboracéo propria.

(]

o

e 4%

ke

=

K]

[5])

5z i

Q3 2% - rr’—l .

o N

A

[e]

@

e T

i 0% ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ;

B3 1 101 201 301 401 501 601 701
| e imites === DN EWMA 0.97 e COp Frank 250 « Histérico 250

Figura 5.23 — Comparacao dos delos de VaR 99% - Carteira 3
Fonte: Elaboracéo proépria

5.2.4 Consolidagao dos Resultados

A tabela 5.10 traz a comparacéo dos resultadodasbpara as trés carteiras analisadas. Os
modelos delta-normais obtiveram melhor desempewohecaitulo do VaR 95%. Para o VaR
99%, o melhor modelo foi a Copula Frank 250.



Tabela 5.10 — Comparacéo dos modelos de VaR - Resum
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VaR 95% VaR 99%
Carteira 1 Carteira 2 Carteira 3 Carteira 1 Carteira 2 Carteira 3
) DN EWMA 0.94
Janela Mol DN EWMA 0.94 DNEWMA 0.94 DNEWMA 0.97  Cop. Frank 250  Cop. Frank 250 N EWMA 0.94
250du ) DN EWMA 0.97
DN Mo6wel 20
) DN EWMA 0.94 .
Janela Mowel DN EWMA 0.94 DNEWMA 0.97 DNEWMA 0.97  Cép. Frank 250  Cép. Frank 250  <oP- Normal 250
500du . Cop. Frank 250
DN Mo6wel 20
Amostra
Completa DN EWMA 0.94 DNEWMA 0.97 DNEWMA0.97  Cop. Frank 250  Cop. Frank 250 D EWMA 0.97
Cép. Frank 250
1000du
Z;i’i'izna o DN EWMA 0.94 DNEWMA 0.97 DNEWMA 0.97  C6p. Frank 250  Cép. Frank 250  C6p. Frank 250

Fonte: Elaboragéo propria.

Os resultados encontrados neste trabalho foramlisamtes aos apresentados por Pereira
(2006). Segundo o autor, apesar de a teoria deladm#io ter sido superior as técnicas
tradicionais para o calculo do VaR 97,5% de umgeirarcomposta por ativos financeiros, ela
foi claramente superior na modelagem dos eventogregs associados a mesma carteira,

medidos pelo calculo do VaR 99,5%.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho aplicou a teoria de cépulas na gektawscos financeiros. Ela foi utilizada para

o célculo do VaR, uma importante medida de men&oree risco de mercado.

A teoria de cépulas vem sendo cada vez mais wdizeo meio financeiro, especialmente no
que tange a gestdo de riscos. A funcdo de copedeead uma grande flexibilidade na
agregacao de riscos. Ela permite que a relacd@pendéncia entre duas ou mais variaveis
aleatorias seja modelada de forma independenteetapdo ao formato das distribuicdes

marginais aplicadas.

Foram desenvolvidos seis modelos de cépulas patalaulo do VaR de trés carteiras
bivariadas, expostas aos fatores de risco Doélax Btdndice Ibovespa. A modelagem
individual dos fatores de risco foi feita atravésdistribuicdo hiperbdlica generalizada. Para a
modelagem conjunta, foram utilizadas as cOpulask;&-Student e Normal, com janelas de
estimacdo de 500 e 250 dias uteis. Finalmente,cakelms de copula foram comparados com
seis outros modelos, baseados nas metodologiasraegtnal e de simulag&o historica.

O modelo copula Frank com janela de 250 dias fque obteve os melhores resultados no
calculo do VaR 99%, apresentando o melhor desenopea$ trés carteiras testadas. Para o
calculo do VaR 95%, o modelo com melhor desempeiohco delta-normal, sendo o
escolhido para as trés carteiras, ora utilizanfidar de decaimento 0,94, ora o de 0,97.

Os dados empiricos mostraram que a modelagem desvextremos (VaR 99%) foi melhor

executada pelo modelo de copula, conforme prevdggsa forma, foi possivel comprovar a
principal critica feita @ modelagem de riscos \igtridbuicdo normal: a sua incapacidade de
assimilar a caracteristica dos retornos de atiutan€eiros de apresentarem distribuicdes

leptocurticas (caudas pesadas).

A funcdo de cépula foi flexivel a ponto de perm#iutilizacdo da distribuicdo hiperbdlica
generalizada para a modelagem dos retornos masgmajue foi decisivo para o calculo do
VaR 99%. Por outro lado, apesar de essa distribuggése mostrado mais adequada do que a

normal para representar todas as faixas da digi#ibempirica, o fato de a volatilidade ter se
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agrupado no tempo foi decisivo para que o modela-termal fosse superior ao de copula
na mensuracdo do VaR 95%. O método EWMA de estiondeévolatilidade, utilizado pelo
modelo delta-normal, permitiu uma resposta maigleaps alteracdes de nivel de volatilidade

dos retornos dos fatores de risco.

Apesar de ter sido menos eficiente em capturar adantas no nivel de volatilidade, a

modelagem via funcdo de cépula também reagiu acesaateristica dos ativos financeiros.

Os modelos de coépula construidos com janela denaslio de 250 dias foram sempre

superiores em relagdo aos que utilizaram 500 @iaisse adaptarem mais rapidamente as
condig¢des atuais do mercado.

Seguindo esse mesmo raciocinio, janelas de estinmag& curtas devem construir modelos
de cépulas capazes de se adaptar mais rapidanesatedio a melhores desempenhos. Janelas
mais curtas também foram testadas neste trabalhmy @ de 100 dias. Devido a problemas

de convergéncia nas distribuicbes marginais, adteefs nao foram apresentados.

Fica aqui a sugestdo para novas pesquisas sobraao ym modelo capaz de conciliar um
bom ajustamento aos eventos extremos com uma ragagdacao as mudancas repentinas do
nivel de volatilidade dos mercados parece ser al.ide flexibilidade da funcdo de copula
permite que outras distribuicbes marginais sejatadas, como alternativas a normal e até
mesmo a hiperbdlica generalizada, utilizada neabatho. A simples utilizacdo de janelas de
estimacdo mais curtas, aplicadas a prépria distébthiperbdlica generalizada, pode ser uma
boa alternativa.

Todos os modelos de cépula foram estimados emedtég)ios. Dessa forma, foi possivel
reduzir drasticamente o tempo de processamentoaosios, que mesmo assim foi superior
ao consumido pelos modelos delta-normais e hist®riEica a recomendac¢éo dessa técnica,
pois 0 tempo pode se tornar excessivo em caso tilmagdo em apenas um estagio,
especialmente para carteiras compostas por um pudeefatores de risco maior do que o

utilizado neste trabalho.

Finalmente, este trabalho conclui que o estudaedaat de cépulas é de grande importancia
para a gestao de riscos financeiros. Ela permieacagregacao de riscos seja feita de maneira

flexivel, possibilitando, por exemplo, a modelaggenassimetria, eventos extremos, relacdes
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de dependéncia nao-lineares, além de admitir difese distribuicbes marginais para a
representacdo dos comportamentos individuais dogsefade risco. O presente trabalho se
limitou & mensuracdo ddalue at Riskmas a teoria de copulas pode, também, ser aplead
outras medidas de risco de mercado, cor&aected Shortfgllou até mesmo a outros tipos

de risco, como o de crédito, o0 operacional, e egirado.
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