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CONCEITOS BASICOS
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RESUMO

O presente texto desenvolve, com fins diddticos, as propriedades bdsicas do Método

Generalizado dos Momentos (MGM). Faz parte de obra (livro) em elaboragao.

ABSTRACT

This text presents the basic properties of the Generalised Method of Moments (GMM).

It makes for a chapter of a work (textbook) in progress.



Algumas abreviacoes e convencoes

Abreviacoes

iid ou iid. - (diz-se de uma amostra com observacdes) independentes e

identicamente distribuidas

LfGN - (uma) lei fraca dos grandes niimeros

MQG - (o método ou o estimador de) minimos quadrados generalizados
MQO - (o método ou o estimador de) minimos quadrados ordindrios
MQ2 - (o método ou o estimador de) minimos quadrados em dois estdgios
TCL - (um) teorema central do limite

varass - varidncia assintotica

VI - (0o método ou o estimador de) varidveis instrumentais
Convengoes
jacobianos - dada uma fun¢io g:R"—RY, denota-se por g(x) o vetor coluna do R?

correspondente ao ponto x € RP. O jacobiano [dg/0x] serd sempre, por convengdo, uma
matriz q X p.

vetorizagdes — o operador vec, aplicado a uma matriz nxm A, vecA, a transforma, salvo
mengdo explicita em contrdrio, em um vetor coluna de dimensdo nm, obtido pelo

empilhamento sucessivo das colunas de A.



Capitulo 1
O METODO GENERALIZADO DOS MOMENTOS (MGM):

CONCEITOS BASICOS

1. Introducio: uma ironia histérica.

O método generalizado dos momentos (MGM) tem a sua origem - como
muitas outras idéias em estatistica - no trabalho precursor de Lord Karl Peason (11857,
Londres; 11936, Londres). Pearson havia construido o seu sistema de familias de
distribuicdes de probabilidade e necessitava um procedimento automatico para, uma vez
escolhida a familia apropriada, estimar os parametros da particular curva (ou fungdo de
densidade) que melhor se ajustaria aos dados. Como tais pardmetros eram, geralmente,
relacionados aos momentos da distribuicdo através de funcdes algébricas ndo muito
complicadas, ele propds que se igualasse os valores dos momentos amostrais aos
momentos tedricos, conforme descritos por tais funcdes. Desse modo, indo-se até o
momento de ordem igual ao nimero de parimetros a estimar, se obtinha um sistema de
tantas equacdes quanto incdgnitas - os parametros - a resolver.

Exemplificando, supondo-se que a distribuicdo fosse individualizada pelos
trés parAmetros o, 3 e ¥ e que existissem trés fungdes g; , i=1,2,3 , unindo-os aos

momentos até a ordem 3, isto €,



gy =w=EX , i=123 ;
dada uma amostra i.i.d. X, X, ..., Xy, ..., X1, de tamanho T, a sua proposta era usar
como estimadores a solucdo do sistema

gi(aBy =D TX!  ,i=1,23. (1.1)

A discussdo entre as vantagens e a adequacao desta técnica, relativamente as
idéias que o (entdo) jovem Ronald A. Fisher (T1890, Londres; i1962, Adelaide,
Austrélia) propunha — particularmente o método da méxima verossimilhanca (MV), que
ele desenvolveu e adotaria na estimagdo de parametros -, custou a este 0 seu emprego na
Universidade de Londres, indo finalmente parar, em 1919, na estacdo experimental
agricola de Rothamsted, onde se tornou célebre. Devido a influencia que ganharam as
idéias de Fisher, o método dos momentos - e todo o sistema de familias de distribuicdes
a ele ligado - permaneceu em razodvel ostracismo, enquanto a maxima verossimilhanca
ganhou um respeitivel pedigree entre os “estatisticos matematicos”.

E irdnico notar que, apds mais de trinta anos de sucesso da MV, o método
dos momentos € “redescoberto” e trazido novamente ao pantedo - sob uma roupagem
bem mais geral é verdade — gracas ao artigo fundamental de Hansen (1982) e aos
trabalhos pioneiros de Burguete (1980), Gallant (1977), Gallant and Jorgenson (1979) e
Manski (1988), entre outros. Ressalte-se ainda que, as propostas de Pearson sobre como
“identificar” inicialmente a familia adequada, utilizando-se fortemente o histograma,
podem também ser consideradas como uma postura (ainda que rudimentar em termos
modernos) de abordagem nao-paramétrica. Ao menos, refletem uma atitude mais
flexivel e “respeitosa” aos dados, do que a imposicdo muitas vezes arbitraria de uma

verossimilhanga especifica.

2. Um arcabouco geral — os estimadores de extremos.



O MGM pode ser estudado como um caso particular de uma classe mais
geral de estimadores - os chamados estimadores de extremos ou estimadores M' -, no
entanto, como de hébito quando se almeja excessiva generalidade, esta abordagem € boa
para a obtenc¢do de certas propriedades e demasiado ampla para realcar outras questdes,
sobretudo em um primeiro contato com o método. Explorando, portanto, o aspecto
positivo, nesta se¢do apresentamos alguns conceitos bésicos relativos aos estimadores
M, que ajudam a ilustrar aspectos importantes dos resultados apresentados na préxima
secao.

Seja o vetor aleatério W, r-dimensional, e um parametro 6 € ® , sendo ®
um subconjunto - por ora sem nenhuma estrutura particular - do R . Conhecida uma
amostra {W;}i«<r , 0 estimador de extremo de 0 é definido como a solugdo de um
programa de maximiza¢@o (ou minimizacao) de uma fungdo Qr({ W} «<r; 0) , suposta
conhecida. Esta abordagem engloba diversos métodos conhecidos, como a MV, os
minimos quadrados ndo-lineares, 0 MGM e os estimadores de distdncia minima. Sob
ela, € possivel obter resultados a respeito da consisténcia e da normalidade assint6tica
dos estimadores. Naturalmente, ambos pressupdem resolvidas as questdes de existéncia
e identificacdo. Para tal, ¢ comum exigir continuidade da Qr com relacdo a 6 e que ©®
seja compacto. A hipdtese de compacidade € um pouco desagraddvel, pois, como
sabido, implica, nos espacos euclideanos, em que ® seja limitado. Uma saida pratica é
assumir, nos casos concretos, que existam limites acima dos quais é totalmente
improvavel se situarem os valores de interesse. A identificacdo pode ser discutida junto

com a consisténcia, como faremos a seguir.

1 ~ 4 . . . ~ .
Deve-se ressaltar que nao hd unanimidade sobre a interpretaciio deste termo, alguns considerando que o
M se refere a maximo ou minimo e, portanto, sendo sinénimo de estimador de extremos, e outros dizendo



Obter consisténcia no contexto dos estimadores M € interessante porque a
resposta € procurada na situac@o que interessa - a existéncia de um tnico extremo global
- e ndo por vias alternativas, como as requerendo a existéncia de condi¢des de primeira
ordem, que, em possuindo solu¢do, podem admitir raizes multiplas, mesmo no caso de
um tnico extremo. Para responder a questio sobre a consisténcia, investiga-se primeiro
a convergéncia da fungdo objetivo, obtendo-se o limite dos pontos extremos como o
extremo do limite da funcio objetivo. Para que esta passagem seja vilida, é comum
impor-se que as convergéncias necessdrias se déem uniformemente no espaco do
parémetroz. Este tipo de hipdtese € tdo usado hoje em dia que justifica uma defini¢do

geral:

Definicdo 1. Seja {X,(0) ; t=1,2,... ; 6 € ® < R"} uma colegdo de seqiiéncias de vetores
aleatérios de dimensdo r, indexadas por 6, e X*(0) uma fungdo que a cada 6 € ® c R”
associa um vetor aleatério r-dimensional. Diz-se que a colecdo converge em
probabilidade (quase certamente, em média quadritica, em distribuicio) a X*(0),
uniformemente em O,

se e somente se

a seqiiéncia {supe |Xt(9) - X*(0) | } converge em probabilidade (quase certamente, em

média quadratica, em distribuic¢do) a zero.

Note-se que a seqiiéncia {supg |Xt(6) - X*(0) | } € estocdstica, pois o supremo,

em cada instante t, € calculado para cada ponto do espago amostral. A defini¢do € sutil e

que o M se refere a “como o de Mdxima verossimilhanca”, sendo o estimador, neste caso, uma versiao
particular do de extremos.

% Esta condi¢fio de uniformidade facilita as coisas, devido ao fato de que a escolha dos pontos &, de certa
forma, arbitrdria. A condicdo ndo é exatamente fundamental, podendo ser substituida por outra mais fraca
- em termos de exigéncias sobre o comportamento dos limites em probabilidade para os pontos extremos -
porém de redacdo bem mais inconveniente.



bastante forte, pois, no mesmo modo de convergéncia original, a seqiiéncia dos
supremos vai a zero, garantindo uma convergéncia uniforme em ® para cada ponto

amostral. Com este conceito, pode-se enunciar a hipdtese que dd a condicdo de

identificacdo:

Hipdtese I (HI). A colecio { Qr({Wt}i«<r ; ©) } converge em probabilidade
uniformemente em @, a uma fung¢do deterministica Q: ® — R", continua, tal que existe

um valor 6y € O, para o qual se 00, entdo Q(0) < Q(6y) .

A consisténcia agora pode ser obtida:

Proposicao 1: Sob a hipétese HI, e se ® é compacto, o estimador M € consistente.

Prova: E necessdrio provar que dada uma vizinhanga aberta V, qualquer, de 6y , tem-se
P[OBre V] —» 0 , 2.1)
sendo Ot o estimador M (ou o “ponto de 6timo” de Qr) para uma amostra de tamanho T.

Dado um €>0 , a Hipdtese I implica que a probabilidade dos dois eventos seguintes

tende a 1:
QO1) > Qr(0y) - €/3

Qr(60) > Q(Bp) - €/3

Como, trivialmente,

Qr(01) > Qr(80) - €/3 ,

somando-se as trés desigualdades tem-se que

PLQ®r) >Q(6) - &] — 1



ou, 0 que é 0 mesmo,

P[Q®) - Q1) >e] — 0 : 2.2)
Pode entao parecer que este fato, junto a condicdo de identificacdo e a da continuidade
da Q contidas na Hipdtese I, seria suficiente para garantir a consisténcia do estimador.
No entanto, necessita-se ainda o fato de que ® seja compacto3 . Dada uma qualquer V,
vizinhanga aberta de ) , como A = ® N V¢ € compacto, a desigualdade abaixo faz
sentido:

Q(6o) - sups Q(6) >0
Tomando €= Q(6y) - supa Q(0) , tem-se, por (2.2),

P [supa Q0)>Q®61)] — 0 ,

e logo, em probabilidade, os Ot “vdo passando a estar em V”, ou seja, (2.1) se verifica.

Note-se finalmente que as condi¢cdes da Hipdtese I sdo suficientes, mas nao
necessarias para a consisténcia. Maiores refinamentos, que acomodem casos como o do
importante estimador de momentos simulados de Pakes (1986) e Pakes and Pollard
(1989), podem ser encontrados em Newey and McFadden (1994).

A obtencdo da normalidade assintdtica exige mais propriedades das fungdes
objetivo. Lembrando que Qr( 61 ) € o valor, no ponto de 6timo, da funcdo objetivo,

para uma dada amostra de tamanho T. Suporemos que

Hipotese II (HII). A partir de um T* fixo, as fungdes Qr, T>T*, sdo de classe Cz, em

uma vizinhanca U de 6.

> O leitor com uma formacdo mais analitica pode tentar construir um contra exemplo, no caso
unidimensional ® = R, que mostra porque a compacidade é necessaria.



Com essa hipdtese, para tamanhos de amostra suficientemente grandes,
pode-se expandir por Taylor a funcdo DQr=0Q1/d0 em uma vizinhanga de 6p. A
consisténcia e a condi¢do de primeira ordem autorizam a escrever (novamente para um
T suficientemente grande):

DQr( 1)’ = 0=DQr(8))” + D’Qr(B1#) (81 - 6))
onde O1# € uma combinagdo convexa de Ore 6y Devido a continuidade de DZQT em 0
e, ainda, a consisténcia do estimador, é possivel encontrar um T** a partir do qual
D*Qr seja inversivel em uma vizinhanga contida em U, o que permite escrever

VT (81 - 8) = - [D*Qr(Br#)]" NT DQr(Bo) : 2.3)

Para controlar as derivadas segundas é necessario algo como

Hipotese III (HIII). As matrizes estocasticas DZQT(GT#) convergem em
probabilidade, uniformemente em ®, a uma matriz deterministica H, simétrica e

positiva definida.

Com essa hipétese, se um TCL for aplicavel a DQr(0p)’, o resultado estara
obtido, sendo a variancia assintdtica da normal limite
H' varass(DQ1(6y)’) H . (2.4)
No nivel de generalidade dessa discussdo, o resultado fica um pouco
abstrato demais. De fato, hip6teses um pouco mais realistas necessitam um minimo de
informacdo sobre a estrutura das Qr(0), o que serd exemplificado na secdo 4.
Para terminar, hd uma versdo dos estimadores de extremos que guarda
estreita relagio com 0 MGM. Consiste ela no caso em que existe uma fung¢do @: @— R,

q=p, tal que @(0) € estimdvel por uma amostra de tamanho T. Chamando Fr esse



estimador (que, em principio, ndo depende de 0), e & uma distancia qualquer em R?, a
funcdo objetivo € definida como

Q1(0) =6 (Fr, ¢(0)) i (2.5)

Esses estimadores sdo chamados de distincia minima e, caso 0 seja uma

distancia euclideana, estimadores de xz minimo. Exploraremos mais adiante as suas

relacdes com o0 MGM.

3. O MGM : definicao e propriedades basicas.

O MGM pode ser introduzido através duas estruturas estatisticas que,
embora semelhantes, ndo sdo conceitualmente idénticas. A primeira enfatiza a
existéncia de um modelo estatistico subjacente, ao passo que a segunda prioriza uma
visdo dindmica do problema.

Sejam os vetores aleatdrios Y e X, n e m-dimensionais, respectivamente, e
um pardmetro 6 € O , sendo ® um subconjunto do R”. Supde-se conhecida uma fungdo
g R"™ x ® —- R, q=p, que, para cada 0 fixado, d4 origem ao vetor aleatério
g(Y,X;0) . Existe um tdnico 6y € ® , informalmente considerado como o “verdadeiro
valor do parametro”, para o qual

2(Y.X ;60)=0.
O problema que o MGM se propde a resolver € o de como a partir de uma amostra de
tamanho T, Y, X;, t=1,...,T, da populacdo (Y,X) se pode estimar este 0.

Seguindo convengdes usuais em econometria, o leitor deve talvez ja ter
pensado em Y e X como vetores de endogenas e exdgenas, resp., € na g como definindo
um modelo. Ressalte-se também que, embora indexando as observagdes por t, elas ndo

precisam necessariamente ser ao longo do tempo, podendo dizer respeito a um painel,



uma secao reta sobre unidades (agentes) econdmicas ou geograficas, ou qualquer outro
tipo de amostra. No contexto do MGM, prefere-se ver a g como definindo q condicdes,
ditas condicdes de momento, por razdes que ficardo claras a seguir. Uma delas € que a
condicdo de que g(Y,X;0p) seja identicamente nulo pode ser muito forte, sendo
abrandada para
E g(Y,X;600)=0 .
Ao se escrever a identidade acima uma questdao suplementar advém: sob qual medida de
probabilidade estd sendo tomada a esperanga ? Pode ocorrer que tal medida,
caracterizada pela distribui¢do do vetor (Y,X), seja independente do valor do parametro,
caso em que a questdo ndo cabe. Entretanto, em geral, 0 indexard também essas
distribuicdes, sendo entdo necessdrio rescrever a igualdade como:
Eo g(Y,X;80) =0,

onde o subscrito chama a atengdo para o fato de que a esperanga € calculada segundo a
distribuicdo associada a 0 .

Uma outra forma de introduzir o método € considerar a existéncia de um
processo estocastico {(Y:, Xi)} que d4 origem a um outro processo (de “erros”), g-
dimensional e estaciondrio de primeira ordem,

et =g(Y,Xc; 0) , tal que, para um tnico 6y € O,
Epe =Ep g(Yt,Xt ;00)=0 . 3.1

O problema € entdo estimar 6y a partir de um ndmero finito, t =1,...,T , de observacdes
do processo.

A ligacdo entre as duas estruturas é evidente. Como, na primeira, g é
“identicamente nula (ou possui média zero) para o verdadeiro valor do parametro”,

supde-se que as observacOes satisfagcam aproximadamente a esta condicdo, que é



preservada naturalmente na média. Dai a idéia de encarar, na segunda, e; como um vetor
de “erros”.
Para obter o estimador MGM, constroi-se
gr({Ye X }:0) = gr(@) = Zeg(YoXe;0)/T=2g(0)/T . (3.2)
E razodvel pensar que o 6 que minimizard alguma norma do vetor gp(6) -
preferencialmente até o igualard a zero - serd um estimador conveniente de 0 . Esta € a
idéia do MGM que, como se vé€, generaliza a proposta de Pearson mencionada na
Introducdo. Tomando-se uma matriz A gqxq , simétrica e semidefinida positiva, o

estimador MGM € entdo definido como:

Bmom = arg mingeo gr(6)” A gr(6) (3.3)
E comum exigir-se A=W, onde W seria agora simétrica e positiva, e, também,
escolher-se a ponderacdo de acordo com a amostra, de modo a gerar uma seqiiéncia de
matrizes estocasticas At como ponderadores.

A primeira propriedade do estimador definido em (3.3) € a sua consisténcia.

Para obté-la, supde-se que a seqii€éncia A é tal que

Hipoétese 1 (H1). Plim At = A , onde A é uma matriz deterministica, simétrica,

positiva definida.

Como o limite dos ponderadores ja estd resolvido por HIl, basta agora
traduzir a Hipdtese I utilizada na se¢do anterior para provar a consisténcia do estimador

de extremos. Se valer

Hipotese 2 (H2). Verifica-se uma lei fraca dos grandes niimeros uniformemente em © ,

para a colecdo de seqiiéncias { g(Y, X;0),0 € © } .



poderemos escrever:

Plim gr(0) = limr—. 2 Ee g (Y, X(;0)/ T=m(0), 3.4
e, consequentemente,

Plim gr(6)” At gr(8) = m(6)” A m(8) = Q(6) . (3.5

Note-se que, em (3.4), o que importa é o comportamento da seqiiéncia
aleatdria {g (Y, X; ;0)} e ndo o do processo estocdstico {(Y,X;)’}. Em uma situacdo
onde esse ultimo nao seja, por exemplo, estaciondrio, mas uma LfGN seja vilida para a
seqiiéncia, o limite serd vélido. Esta, por seu turno, como sugerido no segundo membro
de (3.4), ndo precisa necessariamente também ser estaciondria, bastando, por exemplo,
satisfazer & uma condi¢do de Kolmogorov. Caso seja estaciondria, como se sabe:

Eog (Y, X:;0) =Eg g (Y, X ;0) =m(0) . (3.6)

O limite da funcdo objetivo em (3.5) &, por hipétese, vilido uniformemente
em O. Entretanto, de forma andloga a secdo anterior, a passagem para o limite dos
pontos de minimo necessita ainda que a funcao m(0) seja continua e que se imponha,

sobre ela, a seguinte condicao de identificacdo local:

Hipoétese 3 (H3). Para o “verdadeiro valor” 6y, m(6p) = 0 e existe uma vizinhanga V*

de Bp,talque m@) =0,V 0Oe V¥ 06%£60,.

. s . . . . . ~ 4 z
Com esta hipétese adicional, estd assegurada a identificagdo” e, como A ¢é

definida positiva, o leitor concordard que a consisténcia esta obtida, valendo a

* Note-se que, local se H3 valer para outros 6 € ® , e global se somente para 6.



Proposicao 1°. Sob as hipéteses Hl1, H2 e H3, e sendo m(0) continua sobre O,
compacto, o problema do MGM estd identificado e o estimador por ele definido é

consistente.

Para obter a varidncia assintdtica, impde-se, além das condi¢es para a

consisténcia, a

Hipétese 4 (H4). As fungdes gr(0) sio de classe C' em ©.

Sob H4, faz sentido a condi¢do de primeira ordem:

2 [0g1/00]” Argr(0)=0. (3.7)
Ademais, abrindo-se por Taylor gr(0) em uma vizinhanga de 6 , devido & consisténcia,
tem-se para o ponto de minimo O :

gr(01) = gr(8o) + [dgr/06#] (Br - ) ; (3.8)
onde 0# € uma combinacdo convexa entre Ot e 0p. Levando-se em conta (3.7), pode-se
escrever:

[0g1/061]” AT gr(80) + [dgr/001]" Ar[dgr/06#] (B - 6p) =0
de tal forma que:

Or- 00 = - ([dgr/00r]" Ar[dgr/08#] )" [dgr/08r]” At g1(6y) | (3.9)
sendo a inversibilidade da matriz entre parénteses garantida (assintéticamente) pela
consisténcia, como se verd a seguir. De fato, torna-se agora necessirio assegurar o
comportamento dos jacobianos. Para isto, de modo quase andlogo ao feito para as

seqliéncias {g (Y, X;;0)} , suporemos que,



Hipotese 5 (HS). Uniformemente em uma vizinhanga de 6, , vale uma LfGN para
{dg(Y, X, ;0)/00}; podendo entdo ser definida, para cada © na dita vizinhanga, uma
matriz deterministica e de posto pleno:

Plim [9g1/06] = D(8)

Este fato, mais a consisténcia, permite dizer que:
Plim [dgr/d0t] = Plim [0gr/d0#] = D(6y)

Com isto, por (3.8), a variancia assintética de \T (Bt - B9) sera dada por (3.10):

[D(60)’ AD(6)]' D(By) A [ Plim X,g(Y..X,;00).( Z:g(Y..X,:60))’/T ] A D(60) [D(85)’ AD(8y)]"

aparecendo entdo mais uma convergéncia, crucial, que leva a definir a matriz ® como
@ = Plim 2 (g(Y, X;60))-( 2 g(Yo, X;60))’/T =
= limre Eo [ (2 g(Ye, X00) ) . (2 g(Ye X00) ) /T . (3.11)
A matriz acima merece uma inspecdo cuidadosa. Suponhamos, de inicio,
que as observacdes sejam independentes. Nesse caso, tendo em vista as condi¢cdes de
momento, obtém-se:
® = limroe 24 Eo [ g(Yi, Xi:00) - g(Yi, X;600)' 1/ T,
0 que, caso as esperancgas cruzadas sejam estaciondrias, resulta em
@ = Eo (g(Y1, X1;80) . g(Y1, X1:00)")
= Plim > g(Y.X;00). g(Y.X;600)’ /T . (3.12)
Ou seja, a matriz & é a matriz de covaridncias do processo{e;}, ou a matriz de
covaridncias (marginais) entre as condicdes de momento.
Se os indices t denotarem o tempo, e o processo (ou as observacdes) {e;} for

estaciondrio de segunda ordem, ® € nada mais do que a matriz de covaridncias a longo-



prazo do processo. Como se sabe, tal matriz € igual ao limite de T vezes a varidncia da
média amostral, ou a matriz de densidade espectral do processo {e;}, na freqii€ncia zero,
multiplicada por 21°. Dado que o vetor VT gr(0) pode ser escrito como

(INT) Zeg(Ye, X: 80) = (AINT) Xeee
® pode também ser vista como o limite do produto externo do vetor (2 e)NT por ele
mesmo.

Entretanto, a expressdo (3.11) pode assumir fei¢des outras. Supondo-se que
os indices digam respeito a unidades espaciais, com uma estrutura especifica de
correlacdes entre as condicoes relativas a unidades adjacentes, a forma de & resultara de
tal estrutura. A situag@o pode se complicar mais se os indices se referirem a observagdes
sobre as unidades e evoluindo no tempo, combinando as duas circunstancias discutidas.

Com essas ressalvas, pode-se enunciar a

Proposicao 2: Sendo ® compacto, sob as hipéteses H1 a HS, e existindo o limite em
(3.11), a variancia assintética do estimador MGM ¢é dada por

[D(80)’ AD(80)] 'D(80)’ A ® A D(8) [D(8p)’ AD(8p)]" . (3.13)

As férmulas (3.10) e (3.11) permitem ainda reduzir o grau de arbitrariedade
na escolha do(s) ponderador(es). De fato, se as observacdes forem independentes ou, se
ao longo do tempo, estaciondrias de segunda ordem, € possivel obter a expressdo do
ponderador otimal. Basta que os At sejam escolhidos de forma que

Ar=k.[var (Z g(Ye, X5 00) /NT) T

=k . [ 2 (2(Ye Xi:00)).( 2 g(Ye, Xi:00) /T 1" , (3.14)

% Os leitores ndo familiarizados com estes conceitos devem consultar, por exemplo, a se¢io 10.5 de
Hamilton (1994). A multiplicacdo, ou ndo, por 27 depende de como se define a densidade espectral.



ou por qualquer outra estimativa tal que Ar — A =k. @ | sendo k uma constante

positiva qualquer. Nesse caso, ndo € muito dificil mostrar que a variincia assintotica se
reduz a

[D(80)’ @ D(8y)]" : (3.15)

Para convencer-se de que este valor é o “menor possivel”, note-se primeiro

que, para A qualquer:

[D(8y)’ A D(8p)]" D(8y)’ A ® A D(8y) [D(8y)’ AD(®)]" - [D(By) @' D(By)]" =

[D(80)’ AD(80)]'D(80)’ A{® - D(80) [D(80)'® 'D(80)]" D(8y)’} AD(8) [D(80)’ AD(80)]"

logo, para que a diferenca acima seja semidefinida positiva, o que importa é o termo
central, envolvendo a matriz ®. Como esta € positiva definida, a sua inversa também o
serd, possuindo uma raiz quadrada Y ; o que permite escrever esse termo como:
¥ [ 1g- wD(80) [D(B0)"y .y D(B0)]' DB)'Y 1¥"' = ¥ [Ig- Py I ¥
onde
Py b = YD(80) [D(80)'W .y D(B0)] " D(Bo)"y

¢ um operador projecdo sobre o espago gerado pelas colunas de WYD(0p).
Consequentemente, o novo termo entre colchetes € a proje¢do no espaco complementar

-1 . .. .. . - .
e, como Yy € positiva definida, o resultado desejado segue. Pode-se, entdo, enunciar a

Proposicao 3: Sob as hipdteses da Proposi¢do 2 e se for possivel construir uma

A e . L. . -1 ~ A .
seqliéncia de matrizes estocésticas {Ar} tal que Plim At = k. & , entdo, a varidncia



assintdtica do estimador MGM implementado por uma tal seqiiéncia € minima, sob a

ordem de Loewner®, sendo dada por (3.15).

Note-se que (3.14) ndo é muito precisa sobre como implementar as Ar,
assunto ndo trivial nos casos praticos e que serd tratado em outro capitulo.

Modificando-se um pouco a condi¢@o de identificacdo H3, e sob H4 e HS, é
possivel obter-se, no caso de observacdes iid, interessantes interpretacdes associadas a

(3.15). Seja, inicialmente, a

Hipdtese 3* (H3*). Para o “verdadeiro valor” 6y, m(6y) = 0 e existe uma vizinhanca

V*de 0, tal que m(0) <0 (oum(6)>0),VOe V¥ 0=0,.

Chamemos de f(u;0) a densidade associada a uma observagao u = (Y, Xy),
suposta diferencidvel em 0. Para um t qualquer, pode-se escrever (todas as integrais sdao
sobre o suporte da f(u;0p)):

[0 [g(u; 0) . f(u;0)1/08) . du =

= [ dg(u; 0)/06y . f(u;00).du + | g(u; 69) . f(u;0)/00¢ . 1/f(u;0) . f(u;80).du

= Eo [dg(u; 6)/980] + Eo [g(u; 8p) . dInf(u;0)/06,]

=D(60) + Eo [g(Y1, Xi; 60) . s(Yy, X5 60)] (3.16)
onde s(Y:, X 00) = si(0g) = dInf(Y,, Xi; 0)/00g € o vetor aleatério de scores associado

a densidade. Sob condigdes de regularidade7, a diferencial pode trocar com a integral,

no membro a esquerda do desenvolvimento, tendo-se, por H3*:

® Lembramos que, na Teoria das Matrizes, a relacdo de ordem de Loewner sobre o conjunto de matrizes
reais simétricas de dimensédo n € definida por: A 2B < A-B € definida semipositiva. Note-se que a ordem
de Loewner é uma ordem parcial.

" Uma versdo de tais condi¢des seria que | g(u; 0). f(u;0) | < w(u), com fw(u)du < oo,



[0 [g(u; 0). f(u;0)1/00, . du =0 [[ g(u; 0) . f(u;0).du ] /96,
=d Egg(u; 0)/060=0 ,

0 que, em virtude de (3.16), fornece:

D(8o) = - Eo [g(Y+, X; 60) . s(Yy, X5 60)] : (3.17)

A relagdo acima chama-se a Igualdade Generalizada da Informagdo no
MGM. Substituindo-se (3.17) em (3.15), tem-se que, sob as hipdteses em pauta, o
inverso da matriz de variancia assintdtica serd

Eo [5(80)" 2:(80)'] (Bo [2(B0) - 2(80)'])" Eo [2(80) s1(B0)] - (3.18)

Considerando-se o espago de Hilbert das varidveis aleatérias de quadrado
integravel definidas sobre a estrutura probabilistica em questdo, a diagonal de (3.18)
contém os quadrados dos tamanhos das proje¢des de cada componente do vetor de
scores sobre o subespaco de dimensdo q gerado pelas (varidveis aleatérias das)

condi¢des de momento.
4. A normalidade assintética do estimador MGM.
A obtencdo da normalidade assintdtica permite uma interessante avaliacio
de até onde se ganha com tratamentos gerais como o esbog¢ado na sec¢do 2, para os

estimadores de extremos. De fato, no contexto estrito do MGM, ela pode ser obtida de

(3.9) adicionando-se basicamente uma hipdtese que seria:

Hipdtese 6 (H6). Vale um TCL para a seqiiéncia {g(Y,, X;; 6o)}.



Entretanto, caso se deseje aproveitar o arcabougo geral definido naquela secdo® torna-se
necessdrio, irdbnicamente, exigir mais propriedades das condi¢des de momento. O ponto
de partida passa, como visto, a ser a fungdo objetivo Qr. No MGM, o valor dessa
fun¢do, no ponto de 6timo, para uma dada amostra de tamanho T, é escrito como

Qr( 81 ) = ming gr(8)” At gr(6) ,

sendo entdo necessario acrescentar hipéteses que assegurem HII e HIII:

Hipdtese IT* (HII*). A partir de um T* fixo, as fungdes gr(0), T>T*, sdo de classe Cz,

em uma vizinhanca U de 0.

Hipotese IIT* (HIII*). Vale, uniformemente em ®, uma LfGN para as seqiiéncias de
matrizes estocasticas {D2gt(9)}, de modo que as matrizes estocdsticas D2QT(9T#)
convergem em probabilidade, uniformemente em ®, a uma matriz deterministica H,

simétrica e positiva definida.

Com essas hipdteses, para tamanhos de amostra suficientemente grandes,
pode-se expandir por Taylor — de forma idéntica ao que foi feito na se¢do 2 — a funcéo
DQr=0Q1/00 em uma vizinhanga de 6y, sendo possivel encontrar um T** a partir do
qual D’Qr seja inversivel em uma vizinhanga contida em U, o que permite escrever

VT (81 - 8) = - [D*Qr(B1#)]" NT DQr(Bo)’ : CRY
que nada mais é do que (2.3). Entretanto, é possivel agora avancar um pouco mais.

Notando-se que DQ7(8)’ é dado pelo membro a esquerda em (3.7), e que, portanto

D’Qr(0) = 2 [0g1/00]" At[dgr/d0] + “parcela com as segundas derivadas de gr(0)”

®Essaéa opcdo adotada, por exemplo, em Davidson and MacKinnon (1993), cap. 17.



para D?*Q1(8) calculado nos pontos Or# , tomando-se o limite quando T— e , como a
convergéncia em probabilidade dos jacobianos é, por HS5, uniforme em uma vizinhanga
de 6y, tem-se, pela consisténcia

Plim 2 [0gr/001#]” A1 [dgr/001#] = 2 D(6,)" A D(6y)
Ademais, a parcela envolvendo as derivadas segundas vai a zero, pois ela contém os
g1(07#) que, por (3.4), a consisténcia e H3, tendem a condicio de ortogonalidade. Logo,

Plim [D*Qr(8:#)]" =[2D(8y)’ AD(®B)]" = H' : 4.2)

O jacobiano DQt’ no ponto 6y é um vetor coluna cujas p componentes,
novamente por (3.7), sdo somas ponderadas de T parcelas, todas elas centradas (pois sdo
as condi¢des de momento). Como os pesos, dados por

2 [0g1/960]” Ar,

se estabilizam em 2 D(8p)A quando T— oo, a validade de um TCL para \T DQr(6)
depende unicamente da seqiiéncia {g(Y:, X; 60)}, o que € assegurado por H6.

Com essas hipéteses, o membro esquerdo de (4.1) converge para uma
normal de média zero e matriz de covariincia dada por

H' (2D(80)’ A) @ (2A D(8p)) H : (4.3)

onde @ é o limite da variancia de VT g1(0p) definido em (3.11).

Considerando a expressdo (4.2) para H, a variancia assintdtica pode ser
reescrita como

[D(80)" A D(80)]" D(60) A @ A D(8y) [D(60) A D(80)]" (4.4)
que, como esperado, € exatamente a que figura na Proposicdo 2, além de ser a tradugao
de (2.4) no contexto do MGM.

Tais resultados constituem a



Proposicao 4. Sob as hipdteses Hl a H6 (adicionando-se, se quizer, HII* e HIIT*), e
sendo ® compacto, VT (Bvcm - 60) converge fracamente a uma normal com média zero

e variancia dada por (4.4).

5. Algumas interpretacoes classicas e um exemplo.

Para encerrar este capitulo, trés interpretagdes, ligando o MGM aos métodos

de estimagdo paramétrica convencionais, sa0 importantes:

a) Niimero de condicdes igual a dimensdo do parametro — o Método dos Momentos de
Pearson. Se p=q, (3.3) se simplifica e o estimador MGM ¢ definido pela solu¢do do
sistema
g1(Omem) =0 (5.1)

ndo tendo nenhuma relevancia o ponderador. Isto implica que (3.8) passa a

0 =gr(B) + [dgr/00#] (Bmcwm - B0) ) (5.2)
e como [dgr/00#] €, agora, uma matriz quadrada, a variancia assintética, sob H2 a H5,
serd imediatamente expressa por (3.15).

Se g>p , a condicdo de primeira ordem (3.7) para se obter o estimador,

utilizando-se uma aproximacio Fr' ao ponderador Gtimo:

[0g1/08]” Fr' gr(®) = 0
diz que as q condic¢des iniciais, combinadas linearmente pela matriz [dg/00] Fr”
viram uma nova fungdo gr*(0) = [dgr/d8]’ Fr' (g1(0)) , com exatamente p dimensdes,
que permite obter um estimador para o parametro conforme a idéia original de Pearson
traduzida por (5.1). Estas p linhas do sistema gr*(0) = 0 sdo chamadas os momentos

otimos.



b) O estimador MQO. Seja, sob as hipdteses usuais, o problema da regressdo linear,
dada uma amostra de tamanho T:

Yi=X’6p+e: , E(eX)=0, t=1,2,..,T.
Como os regressores nao sao correlacionados com o erro, as condi¢gdes de momento sio

E (e.X)=E ((Yi- Xi69) X)) =0,
e o estimador MGM € um caso particular de (5.1)

Le(Xe (Y- X 0mom) = (Ze X Yo) — (B X X() Omom =0
ou, usando a notacao usual,

Bvam = Omgo = (X'X) XY . (5.3)
No caso iid, com erros homocedasticos, E(et):cs2 , a variincia assintética, dada por
(3.15), sera aproximada, como esperado, por

[(X’X) (EXee’X) ' (X'X)] '=c*X’X)"!

Sob outras hipéteses, entretanto, a visdo pelo MGM permite tratar, de forma mais
simples e geral, a questdo da variincia assintética. Tais situa¢des, no contexto das

varidveis instrumentais, serdo vistas no Capitulo 3.

¢) Mdxima verossimilhanca (MV) como caso particular do MGM. Suponha-se que o
problema admita uma funcdo de verossimilhanca L1(0), advinda da familia de
densidades f(0), e sejam as q=p condi¢des

g1(0) = (1/T)[dlogL1/00]" .
Pelo visto em a), independentemente do ponderador At , o estimador MGM para estas
condic¢des coincide com o estimador MV correspondente. Aquele terd, como varidncia
assintética,

[ Plim (1/T) [0*logL1/08°]" &' Plim (1/T) [0*logL1/06°] 1"



Sob a hipétese iid e valendo as condi¢des de regularidade da teoria de MV, tem-se
@ = E ( [dlog f(0)/98,] [dlog f(8)/08¢] ) = - E[9°log f(8)/06,°] =
= - Plim (1/T) [0*logL1/06°]

recuperando-se o resultado que diz ser a variincia assintética do estimador de MV o
inverso da matriz de informacdo de Fisher. Note-se que as condi¢des da MV satisfazem
H3*, valendo pois a Igualdade Generalizada da Informacdo provada na secdo 3. Ora,
nesse caso, ela ndo é nada mais do que as duas (conhecidas) expressdes no meio das
igualdades acima, uma vez que as condi¢des de momento e o score coincidem.

Estes resultados sdo importantes para a andlise de questdes de otimalidade
do estimador MGM, pois mostram que dadas g>p condi¢des, o “melhor” estimador
MGM, que atinge (3.15), ndo € necessariamente eficiente. A pergunta natural que surge
¢ de entdo porque utilizar o MGM ? A resposta € tripla. Primeiro, como sabido, em que
pese os desenvolvimentos da pseudo-verossimilhanga, o estimador de MV pode
rapidamente perder a sua eficiéncia quando a hipétese distribucional € violada.
Segundo, a solu¢do do programa dado por (3.3) pode ser computacionalmente mais
simples do que a maximizacdo da verossimilhanca escolhida’. A obtencdo analitica da
propria verossimilhanca pode ser muito dificil, sendo impossivel. Finalmente, a hipétese
iid pode ser violada, destruindo as propriedades 6timas da MV.

O MGM ¢, portanto, uma alternativa mais flexivel que deve ser usada
sempre que houver incerteza sobre a hipétese distribucional ou esta se revelar pouco
tratdvel. Nas aplicagdes econométricas, ele € um convite a desenvolver as condi¢des de
momento a partir da teoria subjacente ao problema. Ajunte-se ainda que, devido a sua
flexibilidade, ele se adapta mais facilmente a um contexto de estimacio

semiparamétrica - técnica que vem ganhando relevincia atualmente.

’ Um exemplo sofisticado disto pode ser encontrado em Potscher and Prucha (1986).



Finalmente, para concluir o capitulo, seja o
Exemplo. Trata-se de um caso tradicional, ligado a formulagdo de Pearson, que é muito
bem desenvolvido em Greene (2000)'°. Considerando-se uma amostra iid de uma v.a. X
com densidade gama dada por

fx) = A%e™x*" / T(@) ; x>0, a,A>0
tem-se, por propriedades elementares, as seguintes condi¢cdes de momento:

EX* = A*T(o+k) / (o) , k=1,2, ...

E InX

dIn[(e) /do - InA

El/X =A/o-1

Tomando-se os dois primeiros momentos ndo-centrados e as duas outras igualdades,
obtem-se quatro condicdes para os dois parametros. Para usd-las simultaneamente, é
necessdrio um estimador do ponderador 6timo. Utiliza-se entdo uma estimativa inicial
através da primeira e da terceira condig¢do ( EInX ) ; estimativa esta que coincide com o
resultado da estimagdo por MV
Para obter a variincia assintética do estimador MGM, denotando por
gr(oLA) =
= [ AMEX/T)-00 AEXHT)-aa+1) (o-DEX/T)-A  (EInXy/T)-¥(or)-Ink ]’

o vetor com as quatro condi¢cdes de momento ( sendo W(o) = dinl'(a) / dov ), €
necessario calcular dgr(o,A)/d(,A) , o que dard uma matriz 4x2 onde aparecerd a
derivada segunda da funcdo gama.

Suponha-se agora que, utilizando-se as quatro condi¢cdes da maneira
esbocada acima, encontra-se estimativas para os desvios-padrdo dos estimadores

7z

e N 12 :
razoavelmente inferiores as encontradas para o caso da MV ~. Isto € estranho, pois

10 Capitulos 4 e 11.
'O leitor deve verificar esta afirmac@o.
2 Tal é 0 caso no exemplo mencionado de Greene (2000).



sabe-se que os estimadores de MV sdo eficientes. Provavelmente, o teste sobre a
validade das quatro condigdes - a ser discutido em um préximo capitulo - rejeitard esta
hipédtese nula, indicando, no caso, que talvez a hipdtese distribucional adotada ndo seja
vdlida. E importante notar que, se o pesquisador recorresse diretamente 2 MV, é&le nio
teria a possibilidade de fazer este teste de especificacdo. Isto sé foi possivel pelo uso das
condi¢des adicionais de momento — isto €, uso de mais informacdo - que o MGM

permite.
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