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Resumo

Nés introduzimos uma condicao, resultados uniformemente sequros, para jogos com-
pactos e resultados (“payoffs”) limitados e mensuraveis nas estratégias. Demonstra-
mos que se um jogo compacto tem resultados uniformemente seguros, entao sua
extensao mista tem resultados seguros.

JEL: C72
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1 Introducao

Em seu artigo sobre equilibrio de Nash em jogos discontinuous, Reny ([6])
apresentou a nogao de melhor resposta segura (“better-reply security”) e de-
monstrou que todo jogo com estratégias compactas e convexas e resultados
quasi-concavos nas estratégias individuais tem um equilibrio de Nash se ti-
ver melhor resposta segura. Neste artigo nés demonstramos que se um jogo GG
com espaco de estratégias compacto de Hausdorff e resultados limitados, men-
surdveis (i.e., um jogo compacto) satisfaz resultados uniformemente sequros,
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entdo a sua extensdo mista, G, tem resultados seguros.! Reny ([6]) observa
que em geral, resultados seguros para G nao implica nem é implicado por
resultados seguros para G.2? Assim, nosso resultado mostra que se a hipétese
de resultados seguros para G for substituida pela hipétese de resultados uni-
formemente seguros para G, entao G terd resultados seguros. Este resultado
é util, pois verificar que G tem resultados uniformemente seguros é facil em
geral, mas o mesmo nao pode-se dizer de verificarmos resultados seguros para
a extensao mista G.

Um corolario imediato é que se um jogo compacto G tiver resultados uniforme-
mente seguros, entao sua extensao mista G' tem um equilibrio de Nash se além
disso for reciprocamente semicontinua superiormente. Qutro corolario imedi-
ato é que se um jogo compacto G tiver resultados uniformemente seguros e for
semicontinuo superiormente, entdao sua extensdo mista G tem um equilibrio

de Nash.

2 Jogos compactos

Um jogo compacto, G = (X, u,)f\il , tem N jogadores, sendo que cada joga-
dor tem espaco de estratégias, X;, compacto de Hausdorrf e uma funcao de
resultados mensuravel, u; : X — R. Temos X := [[*, X;. Denotamos por
X_; o produto Cartesian [, .; X;. O jogo compacto G' = (Xi,ui),fil é semi-
continuo superiormente se as fungoes de resultado, w;(-) sao semicontinuas
superiormente em X.

Se G é um jogo compacto e M; é o conjunto das medidas de probabilidades
regulares de Borel em X;, 1 <i < N definimos

Ui(p) = [ wi @) du (@) o= (o) € M= T M

i=1

O conjunto M; é convexo e compacto para a topologia da convergéncia fraca
de medidas. 3

N
=1

O jogo compacto, G = (U;, M;) ¢ a extensao mista do jogo G.

1 Veja definicdo 2 abaixo.

2 Na secdo 5 apresentamos um exemplo de Carmona (2005) de um jogo compacto
com resultados seguros mas cuja extensao mista nao tem resultados seguros.

3 A compacidade decorre do teorema de representaciao de Riesz e do teorema de
Alaoglu (veja Aliprantis e Border (1999)).



3 Resultados uniformemente seguros

Seja G = (Xi,ui)iNzl um jogo compacto.

Defini¢ao 1 (resultados sequros) O jogo G tem resultados sequros se para
todo v = (x;,x_;) € X e € > 0 existe para cada jogador i uma estratégia
z; € X; e uma vizinhanga N (x_;) C X_; de x_; tal que

Y € N(.ff,L) = U, (.fi'i, y) > Ui(ﬁfi, l',i) — €.

Assim, um jogo G tem resultados seguros se partindo de qualquer vetor de
estratégias © = (x;,x_;) € X, cada jogador tem uma estratégia ¥; € X; que
pode usar para garantir um resultado de w; (z;,z_;) — € contra desvios dos
outros jogadores numa vizinhanga de z_; € X_; (i.e., para cada estratégias
x = (x;,x_;) € X cada jogador tem uma estratégia z; € X; que é segura neste
vetor).

Definigao 2 (Resultados uniformemente sequros) O jogo G tem resultados
uniformemente sequros se para todo x; € X; e todo € > 0 existe para cada
jogador i uma estratégia T; € X; tal que para todo y € X_; existe uma vizi-
nhanga N (y) of y tal que

z € N(y) = u; (T4, 2) > ui (w;,y) — €.

Entao, um jogo G tem resultados uniformemente seguros se cada jogador
partindo de qualquer estratégia z; € X; tem uma estratégia z; € X; que ele
pode se desviar para assegurar um resultado de u; (x;, y) — € contra desvios dos
outros jogadores numa vizinhanga de y € X_; para todo vetor de estratégias
y € X_; (i.e., para cada jogador i e cada estratégia x; € X, existe uma
estratégia ; € X; que é segura para todo y).

4 Exemplos

Vejamos alguns exemplos de jogos compactos com resultados uniformemente
seguros. Comecamos com um leilao “all-pay”de informagao completa.

Exemplo 1 Sio N licitantes, i € I = {1,2,...,N}, competindo por um
objeto com valor 1. O maior lance ganha e cada licitante paga o seu lance ga-
nhando ou perdendo. Empates sao quebrados aletoriamente com probabilidades
tquais. Portanto se os lances sao dados pela N-upla

b: (blab27"'7bN) € [071]N’



o lance vencedor € definido por
b* = maijij.

Seja H={i € 1:b;=0b"} o conjunto de licitantes vencedores. O resultado do
licitante © € dado por:

L —b; se b = b*;
u;(b) = ¢ M
—b; se b; < b*,

Este leilao selado tem resultados uniformemente segquros.

Comentério 1 E fdacil de se checar que o exemplo acima nao tem equilibrio
em estratégias puras ( veja Baye, Kovenock, e de Vries [1] ). E também fécil
de se checar que a soma dos resultados dos licitantes € continua. Portanto o
leilao “all-pay”é reciprocamente semicontinuo superiormente.

O préximo exemplo vem de Carbonell-Nicolau e Ok ([4]).

Exemplo 2 (competicao eleitoral) Carbonell-Nicolau e Ok consideram o
jogo de votacdo com dois partidos e de soma zero. Neste jogo cada partido—
que maximiza o numero de votos - propoe uma funcao de tazacao de um dado
conjunto de fungoes de taracao (que geram uma certa receita fixada) e os
eleitores votam pela funcao de taxacao que os taxa menos. A populagdo de
eleitores com renda x € [0,1] estd distribuida de acordo com a distribuicdo
continua e estritamente crescente F' : [0,1] — [0,1]. A distribuicao de renda
tem mais peso a direita. I.e.

F! (;) <mp ::/ledF(x).

A funcao de tazacao t(-) € T é continuat : [0,1] — [0,1] e tal que t(z) < x,t €
crescente, e x —t(x) € crescente. Uma fungdo de tazacao t(-) € T € admissivel
se

/0 @)dF () > )

sendo v a receita a ser obtida. Seja Tpyy o conjunto de fungoes admissi-
veis. Ty € um subconjunto compacto do espago métrico C[0,1] de fungies
continuas definidas em [0, 1] equipadas com a métrica do sup (veja lema 2 em
[4]). Se t e T sao fungées de taxagao ofertadas pelos partidos 1 e 2 respec-
tivamente, a fracao dos eleitores que estritamente preferem t sobre T € dada
por

W (t,7) :/[t<ﬂdF:Pr(t<T).

Se o objetivo de cada partido é de mazrimizar a diferenca de seus votos, entao



o resultado do partido um € dado por
u (t,7) =w(t,7) —w(7,t),
enquanto o do partido 2 é dado por
ug (6, 7) = —uy (t,7) =w (71,t) —w (¢, 7).
O jogo G = (X, ui)?:p com Xy = Xy = T(py) e resultados u; como definidos
acima, € compacto. Na demonstracao do seu lema 3, Carbonell-Nicolau e Ok

demonstram que para todo t € T(p,y existe uma fungdo de tazagdo t. € Ty
tal que para T € T(p,) existe uma vizinhanga N'(7) de T tal que

feENT)=wte, f) —w(f,td) >w(t,7) —w(rt) —e
Isto € resultados uniformemente sequros. Portanto o jogo de soma zero
(T(rys un, u2),
tem resultados uniformemente sequros.
Nosso dltimo exemplo vem de [5].

Exemplo 3 (catalogos) Page e Monteiro (2003) consideram um jogo no
qual as firmas competem pelo comércio de um agente de tipo desconhecido
t €T, sendo T um espaco de Borel. Os tipos estao distribuidos de acordo
com a medida de probabilidades p definida em B(T), a o-dlgebra de Borel
em T. Suponhamos agora que sao duas firmas indexadas por i ou j = 1,2,
e que as firmas competem simultaneamente em precos e produtos (definidos
amplamente). Seja X um espa¢o métrico compacto, representando o conjunto
de todos os produtos que cada firma pode oferecer e seja D = [0, J} o conjunto
de precos que podem ser cobrados. Suporemos que X contém um elemento 0
que denota a nao contratacdao. Supomos também que o agente somente contrata
com uma firma ou pode se abster completamente de contratar. Seja X; um sub-
congunto fechado de X e seja K; := X; X D o conjunto dos produtos e precos
que as firmas © = 1,2 podem oferecer. Para permitir a possibilidade de nao
contratacao, suporemos que existe uma firma i = 0 com conjunto de produc¢ao
Ky := {(0,0)}. As firmas competem, oferecendo ao agente um conjunto fe-
chado nao-vazio C; C K;, i = 0,1,2, de produtos e precos (um catdlogo).
Assim o conjunto de estratégias de cada firma € dado por P;(K;), o conjunto
dos subconjuntos fechados e nao-vazios de K. O conjunto Ps(K;) € compacto
métrico se equipado com a métrica de Hausdorff ([2], se¢io 3.15). Um agente
de tipo t que escolhe (i,x,p), (x,p) € C; tem utilidade vy (i,z,p) =0 sei =0
e tem utilidade vy (i,x,p) = u, (i,2) —p sei = 1,2. Em [5] supde-se que a uti-
lidade é mensurdvel no tipo t e continua na escolha de contratos (i,z,p). Se
as firmas oferecem o vetor de catdlogos (Cy,Cs), entdo o conjunto de escolhas



do agente é dado por
['(C1,Cy) ={(i,z,p) : (z,p) € Cj, i €{0,1,2}},
e o problema de escolha do agente é dado por
max {v; (i,x,p); (i, z,p) € T (C,C)}.
Seja

v (ta 01702) = max {'Ut (Zaw7p) ; (Za'rap) el (01702)}a
e

o (ta 01702) = {(Z,Sﬁ,p) € P(Cluc’2> ; Ut (Zax7p) =" (t701702>}7

a fungao v* (t,-,-) especifica as preferéncias induzidas do tipo t enquanto a
correspondéncia ® (t,-,-) é a melhor resposta do tipo t. O lucro da firma jth
¢ dado por

m; (i, 2,p) = (p — ¢; (%)) I;(7)
sendo a fungdo de custo c¢; (-) limitada e semicontinua inferiormente e

1ifi=j
0ifi+ ]
Seja
7 (t,C1, Cy) := max {m; (i, x,p) : (i,2,p) € ®(t,C1,Cy)},

o resultado esperado da firma j’s quando o vetor de catdlogs (Cy,C3) € dado
por

IL; (Ch, C2) = /Tﬂ;k (t,C1, Co)dp(t), j =1,2.

O jogo de catdlogos, G = (Py(K;),IL)%,, € semicontinuo superiormente e
compacto. Estd demonstrado no teorema 5, pdgina 96 de [5] que este jogo tem
resultados uniformemente sequros.

5 Resultado principal

Teorema 1 Se um jogo compacto G tem resultados uniformemente sequros,
entdao a sua extensao mista G tem resultados seguros.

Necesitamos do seguinte:
Lema 1 Seja Z um espago topologico. Se v : Z — R € limitada existe uma

fung¢ao semicontinua inferiormente ¢ : Z — R tal que v > ¢, esev>geg é
semicontinua inferiormente entao ¢ > g.



Demonstracao do lema 2: Seja
L={g:Z—R:v>ge g ésemicontinua inferiormente} .

Este conjunto é ndo-vazio uma vez que a fungao constante inf v (Z) pertence a
L. Agora se definirmos ¢ (z) =sup{g(z) ;g € L} temos que ¢ é semicontinua
inferiormente uma vez que é o supremo pontual de fung¢des semicontinuas
inferiormente ([2], Lema 2.38, pig. 42). =

A funcao ¢ é chamada de fecho semicontinuo inferior de v. Agora demonstra-
mos o teorema 1.

Dem. do teorema 1: Seja A\* = (\},...,\y) € M um vetor de estratégias
mistas. Seja €* > 0 dado. Temos que encontrar uma estratégia mista A, e uma

vizinhanga N'(\*,) C M_; de A\*, tal que

A EN(AL) = /X wi () AN, (23) Ay () > /X wi () AN (2) — €.

Dado que A é uma medida de probabilidades, existe z; € X; tal que

[ w @ @) = [y @) ) = [ @) d @) ()
Aplicamos agora a propriedade de resultados uniformemente seguros para en-
contrar para o dado z; um z; € X; tal que para todo y € X_; existe uma
vizinhanca N (y) de y tal que

*

z e N(y) = u; (T, 2) > u; (Ti,y) — % (2)

Seja ¢(+) o fecho semicontinuo inferior de w; (Z;, ) . J& que ¢(-) é semicontinua
inferiormente, [y = ¢(y)du_i(y) é semicontinua inferiormente em p_; (Reny
(1999), Proposi¢ao 5.1). Assim existe uma vizinhanca N'(\*,) de \*, tal que
para todo p_; € N'(\*,),
/ A(y)dp—i(y) > / Bly)AN () — 5
X X 2

—1 —1

Portanto

J;

Para todo y € X_; definamos a funcao v¥ : X_; — R por:

*

€

us (@) i) 2 [ oWdnay) > [ owiNiw) 5. @)

—1 —1

w; (Ti,Y) — % se zeN
() = ‘( 0) € N(y) )
infu;(X) sezé N(y).



Para todo y € X_; a fungao ¥¥ é semicontinua inferiormente com

*

ui (@) 2w (B1,y) = 5 = 0 (2) paraz € N(y), e
u; (Zi,2) 2 infu;(X) =¥ (z) para x ¢ N(y).
Assim para todo y € X_;, ¥¥ é semicontinua inferiormente com w; (Z;,z) >

YV (z) paraz € X_;. Como ¢ é o fecho semicontinuo inferior de u; (Z;, -), Lema
2 implica que para todo x € X_;

6*

¢ (@) 2 supy¥ (z) 2 " (z) = ui (7, w) = o (5)

Dado (3) e (5) temos

*

Jx_ui (T, y) du—i(y) = [x_, o(y)dp—i(y) > [x_, o(y)dA~i(y) — 5
= Ix_, (uz (@i,y) — %) dX;(y) — %
= fX_Z- u; (Ti,y) AN, (y) — €
> [u; (z)dN\* (z) — €.

A ltima desigualdade em (6) segue de (1). Portanto a extensao mista G tem
resultados seguros. m

Terminamos esta secao com um exemplo de um jogo com resultados seguros
cuja extensao mista nao tem resultados seguros.

Exemplo 4 (Carmona (2005)) Sao dois jogadores. O conjunto de estratégias
¢ X; =[0,1]. O jogo € de soma zero e o resultado do jogador 1 é

1 se y € [0,2)
0 sey==x ouy:x+%

u(z,y) = ) )
—lse xz<y<z+;

1 se :L'—l—%<y§1.

Para mostrar que o jogo tem resultados sequros note que sendo u (x, z) continua
para z # x e z #* x + % ela tem, automaticamente, resultados sequros nesta
regiao. Suponha agora que y = x. Defina T = v+ € sex < 1l,e < 1 —2x. Se
x =1 o resultado € sequro em qualquer vizinhanc¢a de y. Suponha agora que
y=x+ % Neste case aumentar x nao é uma boa idéia. Entretanto se redu-
zimos x tudo estd bem. Se x = 0 entdo escolha & = 1. Um raciocinio andlogo
mostra que o resultado € sequro para o jogador 2. Agora demonstramos que a

4 Agradecemos a Wassim Daher por trazer este exemplo & nossa atencao.



extensao mista nao tem resultados sequros. Seja \j = g e N5 = %51/2 + %(51. 5
Assim u (\*) = tu (O, %) + 2u(0,1) = 2. Seja 0 < e < 1/3. Suponhamos que

3
se pode assegurar um resultado %—6 com desvios p numa vizinhanga N'(\) de
5. Definamos vy, := %5%1 +261. Uma vez que v, — X temos que v, € N'(A3)

para n grande o bastante. Assim

u(pvm) = Su (p %52) + 2u (. 1)

=5 (—n (0, 50) + e (C5210)) + 5 (1 (0,9) =1 (G 11)) -

Uma vez que "2—;1 :%—% T% temos

limy, oot (11, v0) = § (= ([0, ) + 1 ((3:1)) + 2 (1(10,3) = (3. 1]))

Contradicao.
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