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CAPITULDO I

AS TEORIAS DO CUSTO DE PRODUGAO

1.1} 0 desenvoluinento das teorias do custo de producdo

Até que o calculo diferencial se introduzisse
na analise economica, praticamente todas as teorias de forma-
¢ao de pregos se ergueram a partir de uma observagdo contd -
bil: o pregco pelo qual uma mercadoria & vendida & igual ao
seu custo de produgac mais o lucrc de quem a negocia. Essa
observagdo estd longe de constituir uma teoria: trata—se'ape-
nas de uma igualdade que serve para definir o lucro. Contudo,
com algum esforgo taxiondmico, foi possivel partir desse truis

mo para a construgao de teorias.

O primeiro trabalho nessa diregao foi o de
classificar os custos de produgac em quatro grupos:

(a) as despesas com matérias-primas ¢ o desgas
te de maquinas e equipamentos;

(b) as rendas pagas aos proprietdrios de ter
ras;

[c) os salarios pagos aos trabalhadores;

{d) os pagamentos a capitalistas a titulo de

lucros, juros e alugueis. Haveria um quinto grupo, o dos im



postos pagos ao Governo, mas os economistas, desde Adam Smith
até Marx, se concentraram em explicar a formagao dos pregos

antes da incidencia dos impostos.

0 segundo trabalho foi um exercicio de regres
sdo nas etapas de produgdo: as despesas com matérias-primas e
o desgaste das maquinas e equipamentos representavan, numa
etapa anterior da produgcao, a soma de outros quatro grupos de
custos e remuneragoes de terra,trabalho e capital.Assim,integrando as
varias etapas da produgao se cancelariam as despesas com ma
térias-primas e depreciagoes,podendo-se desdobrar os  pregos
em trés componentes: a renda da terra, os salarios e o lu
cro {(como tal entendido o conjunto dos lucros propriamente
ditos, mais os juros e aluguéis). Essa redugéo do preco das

mercadorias a tres componentes se encontra admiravelmente ex

posta no Capitulo VI da Riqueza das Nagoes.

Um terceiro trabalho foi o de estabelecer as
tendéncias a equalizagao:

(a] terras de igual fertilidade e igual distan
cia dos mercados deveriam receber a mesma renda por hectare;

(b} trabalhadores de igual habilidade e aplica
cdo deveriam auferir iguais salarios;

{c}] o capital tenderia sempre a procurar os
caminhos mais lucrativos,deslocando-se dos setores menos

rentaveis para os mais rentaveis. Assim, as taxas de lucro



deveriam, a longo prazo , igualar-se, nos diversos ramos da
atividade econdmica. Adam Smith, todavia, deixou bem claro
que essas tendéncias 3 equalizag@o se estabeleciam com veloci
dades distintas: no caso da renda da terra e dos salarios, ©
equilibrio se atingiria com apreciavel rapidez, ja que nin
guém de bom senso paga mais pelo por que pode pagar menos. 0
deslocamento do capital dos setores menos lucrativos para os
mais rentiveis, no entanto, levaria mais tempo a se comple
tar, e seria freqtientemente perturbado pelas oscilagoes de

mercado.

Essas observagdes podem ser resumidas numa
equagdo que, embora nao tenha sido escrita por Adam Smith, es
ta perfeitamente implicita na Riqueza das Nagoes. Se para
produzir uma mercadoria s3o necessarios: a hectares-ano  de
um certo tipo de terra, cuja renda por hectare-ano é igual a
t; n homens-hora, cujo saldrio horario é w; e k cruzeiros-
ano de capital cuja rentabilidade anual & de 1004%, entao o

prego p da mercadoria sera expresso por:
p = at + nw + kn [ 1.1

com todo o trabalho taxiondmico até agora rea-
lizado, ainda continuamos no campo das tautologias. Para trars
formar a equacdo (1.1) numa verdadeira teoria & preciso expli

car como se determinam OsS salarios, as rendas da terra e as



taxas de lucro. Essa construcgao, iniciada por Adam Smith, for
midavelmente desenvolvida por Ricardo, e dogmaticamente fe
chada por Marx, teria que esbarrar contra uma série de obsta-’
culos que s6 poderiam ser transpostos com muito folego imagi

nativo e com boa dose de imprudéncia cientifica.

O primeiro obstaculo a vencer estava em que as
explicagoes dos pregos pelos custos de produgao so6  focaliza
vam um lado do problema. As mercadorias nao valem apenas por
gue custam a ser produzidas. Elas valem igualmente porque, di
reta ou indiretamente, satisfazem as necessidades e aos dese-
jos dos individuos. Para usar um exemplo de Samuelson,um al
finete com o hino nacional gravado na cabBega pode ser custo -
sissimo, mas dificilmente valera alguma coisa. Adam Smith
era demasiadamente lucido para deixar escapar esse problema e,
por outro lado, nao dispunha do equipamento analitico necessa
rio & sua solugdo. Ainda assim, a Riqueza das NagoOes encon =
trou, sendo uma solug¢io, pelo menos uma saida habil, baseada

em duas observagoes.

A primeira observacao, apresentada no Capitulo
IV da Riqueza das Nagdes, @ a de que a palavra valor tem dois
sentidos diferentes, podendo exprimir a utilidade de um dado
objeto ou a possibilidade de esse objeto servir para comprar
outras mercadorias. No primeiro caso se trata do "valor do

uso", no segundo, do "valLon de troca", distingao que ja ha



via sido estabelecida por Aristoteles. As colsas que tem
grande valor de uso, como a agua, freglientemente possuem pe
quéno ou nenhum valor de troca. Ja os diamantes, embora pou
co Uteis, possuem enorme valor de troca. Com isso,Adam Smith
estabelecia uma dicotomia de conceitos, propondo-se a anali -
sar apenas um deles, o valor de troca, que tinha como éxpreg
sao monetaria o preg¢o da mercadoria. Ricardo, no primeiro ca
pitulo dos seus "Paincipios de Economia Politica e Traibuta
¢do", introduziu uma ponta de veneno nessa dissociagao de con
ceitos, ao obéervar gque a utilidade, embora nao seja medida
do valor de troca, € essencial a existencia desse valor. Um
bem que nao pudesse contribuir de alguma forma para a nossa
satisfagao, por escassc que pudesse ser, ou fosse qual fosse
a quantidade de trabalho necessaria para obtée-lo, seria fatal
mente destituido de valor de troca. Mas também Ricardo nao
conseguiu ir alem desse ponto, e a conciliagao do valor de
uso com o valor de troca sO se estabeleceu muito mais tarde ,

com o desenvolvimento da teoria marginalistd.

A segunda observagao, que constitui o objeto
do Capitulo VII da Rigueza das Nagdes, & que o prego de merca
do pode desviar-se, mas tende a flutuar em torno daquilo que
Adam Smith denomina o "pte¢o natural”. O capitulo em guestao
comega por notar que existe em cada comunidade ou regiao um
indice normal de salarios para cada ramo de trabalho,de renda
para cada tipo de terra, e de lucro de capital. Esses niveis

normais variam conforme a riqueza de cada comunidade e o seu



ritmo de progresso. Quando o prego de determinada mercadoria
remunera a terra, o trabalho e o capital exatamente nesses in
dices normais, diz-se que a mercadoria € vendida ao seu pre
¢o natural. Os desajustes entre a oferta e a procura podem
desviar o prego de mercade do produto do seu nivel natural.Se
a oferta for insuficiente, ou a procura excessiva,o prego su
birad acima do natural. Mas, al, o mercado exercerid o seu efei
to corretivo: as altas rendas, salarios ou lucros estimularao
o afluxo de mais fatores para a produgdo da mercadoria.Com o
aumento da oferta, o prego de mercado tende a voltar ao ni
vel natural. O raciocinio inverso, obviamente,se aplica ao ca
so em que a oferta @ excessiva em relagao a procura. Eﬁbora
sem dizer exatamente como, Adam Smith admite que a procura es
teja ligada 3 utilidade dos bens. Com isso fica claro por
que nao sobrevivem os capitalistas que se langam na produgao
de bens inliteis: simplesmente, porque n3o conseguirao remune

rar terra, trabalho e capital pelos seus indices naturais.

A segunda dificuldade a transpor nas teorias
do custo de produg¢ao-residia na escolha das unidades de. medi
da. Na realidade, essa dificuldade poderia ser contornada se
a preocupagao viesse a ser, como mais tarde se fez com as
equagoes de Walras, a de explicar como se formam os pregos re
lativos, e nao os pregos absolutos. Mas,Adam Smith pretendia
encontrar uma unidade estavel de medida para os valores, co
mo na fisica o sao o metro,o quilograma ou o segundo.Embora a

humanidade ainda nao tivesse ingressado na era inflaciondria




do papel-moeda, as oscilagbes de pregos em termos de ouroc ou
prata ja eram suficientemente importantes para que nao se a -,
ceitasse a moeda como uma unidade estavel de valor.Adam Smith,
no Capitulo V da Riqueza das Nagoes, imaginou encontrar uma
solugao para o problema admitindo que o prego real de uma mer
cadoria fosse o expresso em unidades de trabalho, em contrapo
sigéo ao prego nominal, que se estabelece em dinheiro.Na reali
dade, a distincdo entre prego nominal e prego real ndo tinha
maior profundidade do que dividir a equagao (1.1]) pelo salad -

rio unitario w , transformando-a em:

p/w = at/w + n + ka/w {1.2)

o que de fato significa passar de uma tautologia a outra. Mas,
a idéia de exprimir os valores em unidades de trabalho inspi-
raria nova concepgao,que seria amplamente explorada primei-

ro por Ricardo e depois por Marx: a teoria do valor-trabalho.

A dificuldade mais substantiva das teorias do
custo de produgdo,efetivamente ,residia na auséncia de um deno
minador comum que pudesse ser cancelado na determinagéo‘ dos
pregos relativos. Na equagao (!.1) existem trés coeficien -
tes técnicos,que se supdem determinados pelos melhores méto
dos conhecidés de produgao: a4 , n e k, aos quais correspon-
dem trés niveis naturais de remuneragao, £, w e 1. Como a

proporcdc em que se empregam terra, trabalho e capital nao &

a mesma na fabricagao de diferentes produtos, os pregos rela-



tivos nao se podem determinar apenas em fungdo dos coeficien-
tes técnicos. Nao hd como escapar,assim,a uma teoria que ex
plique como se formam a renda da terra, os salarios e as ta
xas de lucro, ou, pelo menos, as relagoes entre essas remune-

goes de fatores.

A situagdo & muito diversa da que ocorreria se
s6 existisse um fator de produgao, e esse ponto foi muito bem
entendido por Adam Smith na Riqueza das NagoOes. Se admitisse-
mos que o trabalho fosse o Unico fator de producac, a rela -
gao de pregos de duas mercadorias seria‘igual a relagao entre
o nﬁmero de homens - hora empregados na respectiva fabrica -
¢ao. Adam Smith apresenta essa teoria de fofmaqéo dos pregos
como valida para uma sociedade primitiva, onde as terras ain-
da nao foram apropriadas e onde o trabalho manual nao seja a
judado pelas maquinas e equipamentos. Mas,logo a descarta
para as sociedades mais sofisticadas,onde se tenham estabele-
cido a propriedade da terra e a acumulagao de capital.Note-se
que com um {nico fator de producdo & dispensidvel saber como
se forma a sua remunéragdo,para explicar a determinagao: dos
precos relativos. Simplesmente,essa remuneragao &€ o denomina-

dor comum que se cancela.

As construcdes unificadas, todavia, exercem e
norme fascinio intelectual, e a ideia de que o valor de uma

mercadoria pudesse exprimir-se pelo nimero de horas necessa -



rias & sua produgido, isto &, a teoria do valor—trébalho, nao
iria morrer com tanta facilidade quanto imaginava Adam Smith.
Na Riqueza das Nagoes, trata-se apenas de uma teoria aplica
vel as sociedades rudimentares. Ricardo, apesar da sua estu -
penda formagao 1dgica, consequiu, nos seus Principios de Eco-
nomia Politica e Tributacdo » O aparentemente impossivel: em
alguns capitulos consagrar,e em outros,refutar a teoria do
valor-trabalho. Até que veio Marx,para ergué-la i categoria

de religiao.

1.2) Do impressionismo de Adam Smith a Logica de Ricardo

A celebridade da Riqueza das Nagoes se deve
a pelo menos duas caracteristicas. De um lado, a de ter sido
© primeiro livro importante escrito sobre economia. De ou -
tro lado, a de provavelmente conter muito menos erros do gue
os livros originais de economia publicados posteriormente. Es
sa segunda caracteristica se deve ao fato de Adam Smith se
ter mostrado suficientemente prudente para n3o se aventurar a
ingrgssar no limite de incompeténcia. O custo dessa  prudén-
cia, todavia, foli o de apenas esbogar, sem completar, uma teo

ria de formagao de pregos.

Apds mostrar, no Capitulo VI, que o prego das

mercadorias se decompoe em salarios, rendas e lucros, e de a-
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nalisar, no Capitulo VII, como o prego de mercado‘flutua em
torno do natural, seria esperavel que a Riqueza das Nagoes
descrevesée o que determina a remuneracao de cada fator de
producao. Os capitulos seguintes s3o repletos de excelentes
observagoes quanto a causas de variagoes dos saldrios,da ren
da da terra e dos lucros, mas est3co longe de fornecer algo
gue se possa considerai uma teoria de determinagao.Adam Smith
naturalmente observa que o salario do trabalhador deve permi-
tir a subsisténcia sua e de seus dependentes, sem o que a ra
¢a humana acabaria em uma geracao. Mas,nao afirma que os sa
larios tendam a permanecer nesse nivel de subsisténcia, admi-
tindo que, na Gra-Bretanha de ent3o, os saldrios fossem mais
elevados do que o estritamente necessario para gque o traﬁalhg
dor constituisse familia. Sem muita precisao, admite que o
aumento do capital da sociedade eleve os salarios e baixe as
taxas de lucro. Num outro ponto, afirma que os saldrios mais
altos nao sao os das nagoes mais ricas, mas os das nagoes que
mais rapidamente crescem. Os saldrios individuais variam con
forme a aptidao de cada trabalhador, a dificuldade de aprendi
zado da profissdao, a regularidade do emprego, a salubridade
das condigoes de trabalho,Aetc. As corporagoes, restringindo
artificialmente a oferta de alguns empregos, conseguem, aumen
tar oé salarios dos seus associados. Na mesma linha,Adam Smith
observa que as taxas de lucro variam conforme o risco dos ne
gbcios, e o grau de concorréncia ou monopdlio. A renda da ter

ra € uma tipica remuneragao de monopSlio, sendo maior para
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as terras mais férteis e mais prdximas dos mercados.Todas es
sas observagOes sdo apresentadas na Riqueza das Nagdes com
preciocsos pormenores, fluéncia de estilo e acuidade empirica.
Mas, no conjunto, representam apenas, pinceladas impressié
nistas em diregao a uma teoria de formacao dos pregos dos fa
tores de produgéo. Como se determinam os salérios, a renda

da terra e as taxas de lucro & guestao que, efetivamente,bnao

foi respondida por Adam Smith.

Na realidade, a maior contribuicdo de Adam Smith
nao reside na estrutura 16gica da sua teoria da formagdo dos
pregos dos produtos e dos fatores de produgao. Mas, identifi
car como era possivel chegar a uma ordem econdmica natural a
partir de um sistema inteiramente descentralizado de deci
soes, o livre jogo das forcas de mercado. O sistema se equili
braria como se guiado por "maoc {nvislver", gue operaria as
necessarias corregoes de rumo sempre que os precos de mercado
se desviassem do seu nivel natural. Retrospectivamente, seria
possivel afirmar que a Riqueza das NaéGes provou que o siste
ma de mercado era capaz de funcionar, mas nao que ele fosse:
capaz de distribuir eficientemente recursos escassos. Esse ti
po de consideragdo exigiria um aparato analitico fora do al
cance.da "Riqueza das NagOes". Por acreditar gque o individuo
soubesse, melhor do que qualquer planejador oficial, julgar o
que ﬁais lhe convinha,Adam Smith induziu que a m3c invisivel

nao apenas era capaz de operar,mas também de operar com maior
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eficiéncia do que a intervengao governamental. Smith nao era
um panglossiano a ponto de acreditar que todos vivessem no
melhor dos mundos. Nao apenas a intervengao governamental,mas
também os monopdlios e coalizdes de produtores o inquietavam.
Sua preocupagao, por outro lado, nao era coqbater o socialis-
mo, que sO iria ganhar corpo no Século XIX, mas © mercanti -
lismo,tao em moda na época. Ao descobrir, pela ldgica, que o
sistema de mercado era ordenado por mao invisivel,Adam Smith
partiu, nao por um silogismo, mas -por uma extrapolaciao anald-
gica, para a pregagao do"laissez-faire! Os empiristas britani
cos, desde Locke, preocupavam-se menos em construir grandes
edificios dedutivos a partir de umas pouéas premissas,do que
em alinhavar observacoes extraidas da realidade. Essa & a

linha filos6fica da Riqueza das Nagoes.

Ao contrario de Adam Smith, Ricardo & um escri
tor bastante arido. A Rigqueza das Nagoes lé-se de um folego
s6. Os Principios de Economia Politica e Tributagao sd podem
ser lidos com um lapis e papel ao lado,e alguns raciocinios
de Ricardo sO se tornam perfeitamente claros com o auxilio de
um manual interpretativo. Na realidade, Ricardo possuia formi
davel propensdo a abstracdo e, do ponto de vista lbgico, as
suas construgoes se tornariam muito mais precisas se fossem
apresentadas na embalagem moderna de um modelo matematico. Ao
inves, Ricardo apresenta seus raciocinios com base em fasti-

diosos exemplos sobre a composigao do prego do trigo. Nao se
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pode criticar Ricardo por nao ter apresentado os FAPrinprios
sob a forma de um modelo, primeiro porque seria exigir de
mais para a época, segundo porque, em 1821, um livro de econo
mia repleto de equagoes dificilmente encontraria leitores. £
natural, todavia, que numa exposigdo moderna do pensamento de
Ricardo se recorra a eqguagoes interpretativas, com o que se

ganha muito em tempo e em precisao.

Como compensagao pela aridez, Ricardo realmen-
te consegue construir uma teoria de determinagao dos  pregos
dos fatores de produgao. O leitor desprevenido pode ter a im
pressao de que os Principios de Economia Politica e Tributa -
¢ao apresentam nao apenas uma, mas 5s,vezés duas teorias.con—
flitantes para explicar a mesma coisa. Por exemplo, a forma -
¢ao de pregos primeiro & explicada pela teoria do valor-tra-
balho, depois a partir da teoria de determinagao da renda ‘da
terra, dos salarios e do; lucros. Do mesmo,modo hd duas teo -
rias de salarios, a"lei férrea) segundo a qual os salarios ten
dem ao nivel de subsistencia,e a"lei do fundo de salarios)que,
expressa em linguagem mode:na, admite que os salarios sejam

proporcionais 3 relacao capital/mao-de-obra.

Uma leitura atenta dos Principios, no entanto,
desfaz essas aparentes contradigdes. O Capitulo I dos Princi-
pios de Economia Politica e Tributagao parte da teoria do va

lor-trabalho como primeira aproximagao, mas nao tarda a iden-




14.

tificar as suas imperfeigaes, e a necessidade de substitui-la
por ocutra explicagao mais precisa. As duas teorias de sala
rios sao apresentadas em horizontes temporais distintos:a teo
ria do fundo se aplica a curto prazo, a lei férrea representa
a tendencia a longo prazo. O elo entre as dpas se estabelece
pela combinagao da lei dos rendimentos decrescentes com a

teoria malthusiana da populagao.

A explicagcdo da rehnda da terra como o resulta
do do diferencial de fertilidade, apresentada no Capitulo 1II
dos Principios de Economia Politica e Tributagdo, constitui
uma das contribuigOes mais originais de Ricardo a analise eco
nomica. Nos seus aspectos fundamentais, & teoria continua a -
ceita até hoje. A tecoria do lucro surge naturalmente como re
siduo: a produgao de uma sociedade & fungdo da extensao e qua
lidade das terras cultivadas, da mao-de-obra empregada e “do
estoque de capital aplicado. A sobra, apds O pagamento dos
salarios e da renda da terra, € o lucro. A taxa de rentabili-
dade, evidentemente, obtém-se dividindo o lucro total pelo es

toque de capital.

Ricardo poderia ter parado al, e j& teria cons
truido uma teoria estdtica de formagao dos pregos dos fatores
de producao. Contudo, os Principios de Economia Politica e
Tributagao se preocupam em elaborar uma teoria dinamica, que

leva a importantes exercicios de futurologia.As hipOteses des
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se modelo dinamico séo,basicamente,duas: primeiro, gque os lu
cros sao automaticamente reinvestidos e transformaaos em mais
capital; segundo, que, na 1linha malthusiana, a populagéocme§
ce a taxas tanto maiores quanto maior for O excedente dos sa

larios sobre o nivel de subsistencia.

A conclusao de Ricardo & que, numa economia
em que todas as terras férteis j3 tenham sido ocupadas, a me
cénica dos rendimentos decrescentes necessariamente conduz ao
estado estacionario ao nivel da miséria. A ponulagao chegaria
ao seu limite compativel com a escassez de alimentos, e (o}
seu crescimento seria freiado pela equalizagéo das taxas de
mortalidade as de natalidade. Os proprietarios de terras® se
apropriariam de uma proporcgao extorsiva do produto, os salia -
rios cairiam ao nivel de subsisténcia e a acumulacao de capi-

tal cessaria,pela exaustao dos lucros.

Contudo, o pessimismo de Ricardo niao & incondi
cional. A lei dos rendimentos decrescentes s se aplica aos
paises onde a produgado de alimentos & detida pela escassez de
terras ferteis, como se admitia ser a Gra-Bretanha. Em outros
paises, dotados de abundincia de terras em relagao a popula -

¢ao, nada deteria o progresso da sociedade.

Mesmo para os paises premidos pela escassez de
terras, Ricardo aponta uma solugdo: a abertura ao comédrcio in

ternacional, importando alimentos e exportando manufaturas.Nes
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se sentido, o Capitulo VII dos Principios de Economia Politi
ca e Tributagao oferece mais uma das notdveis invengdes de Ri

cardo, a doutrina das vantagens comparativas.

Como conclusao de sua andlise, Ricardo ndo ha
via apenas construfdo uma teoria dindmica de formacao dos
pregos dos produtos e dos fatores de produgao. Mas, também a
presentava uma mensagem programatica para a. Gra-Bretanha da
época: a de abolir o protecionismo & importagdo de alimentos.
£ impossivel evitar que os marxistas afirmem gque Ricardo de
senvolveu toda a sua teoria porque era ligado aos capitalié -
tas, adversarios dos proprietarios rurais. O fato é que os .
*principios de Economia Politica e Tributagao” representam um
dos’ 1livros mais importantes e originéis ja escritos em maté
ria de andilise econdmica. O pensamento de Ricardo e suficien
ﬁemente rico e fecundo para merecer uma sihtese interpretati-

va, como a gue se apresentara mais adiante.

1.3) A teornda nicandiana do valor-thabatho A

0 capitulo I dos Principios de Economia Politi
ca e fributagao abre a sua primeira segao com um longo subti-
tulo: "0 valor de uma mencadoria, ou sefa, a quantidade de
quaiquen outna pela qual pode ser trocada, depende da quanti-
dade relativa de trabalho necessaria a sua produgao, e ndao

da maior ou menor compensagdo que € paga por edse trabalho'.
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Fundamentalmente,esse € o enunciado da teoria
do valor-trabalho, segundo a qual o prego de uma mercadoria
e proporcional a quantidade de trabalho exigida na sua produ-
g¢do. Ricardo, apds relembrar a distingdo entre valor de uso
e valor de troca, cuida de uma ligeira ressalva: ha um peque-
no grupo de mercadorias cujo valor & regulado apenas pela
escassez. Sao as mercadorias nao susceptiveis de  reprodugao,
como algumas estatuas e quadros raros, livros e moedas escas-
sos, vinhos de qualidade peculiar..A sua teoria do valor
aplicar-se-& apenas as mercadorias cuja quantidade pode  ser
aumentada pelo exercicio da atividade humana, e em cuja produ

¢ao a concorréncia opere sem restrigdes.

O subtitulo da Segao I é extremamente enfati -
co, mas Ricardo tem o cuidado de sO desenvolver a teoria do
valor-trabalho para as mesmas economias rudimentares a que
se havia referido Adam Smith. O ponto importante detectado por
Ricardo & que, a vigorar a teoria do valor-trabalho, & des -
necessario dispor de uma teoria de saiérios para determinar a
estrutura dos pregos relativos. Com efeito, no caso, © sala-

rio unitario & o denominador comum que se cancela.

A Secao II do Capitulo I assinala que traba -
lhos de diferentes qualidades sao remunerados diferentemente,
mas que isso nao & causa de variagao do valor relativo das

mercadorias. Com isso ,Ricardo lembra que o trabalho nao e um
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fator de produgao homogéneo, mas que se distingue qualitativa
mente,conforme o grau de habilidade e instruéao do trabalha -
dor. A solugao para o problema esta em admitir que o mercado
estabelega coeficientes estaveis de proporcionalidade dos sa
larios,conforme o grau de qualificagao da mEo-de-obra. Esses
coeficientes deveh ser usados para a conversao de horas de

trabalho qualificado em horas-equivalentes de trabalho comum.

Na Segdo III,Ricardo prossegue com a teoria,
observando que nao apenas o trabalho aplicado ihediatamenteés
mercadorias afeta o seu valor; também o trabalho gasto em
implementos, ferramentas e edificios que sao usados na pro-
dugao daquelas mercadorias. Mas, j3 na Secao IV surge a pri -
meira grande pedra no caminho. O subtitulo & sugestivo: "0
principio de que a quantidade de trabalho empregada na produ
¢ao de menrcadornias negula seu valor relative, consideravelmen
te modificado pelo emprege de maguinaria e de outros capitais
fixos e duraveis". Com alguns exemplos numéricos,Ricardo con
clui que a teoria do valor-trabalho nao serve para determi -
nar os pregos relativos de mercadorias que se fabriquem coﬁ
diferentes rehxﬁes capital/mao-de-cbra. Issé o leva, nas se
qus restantes, a reconhecer que os pregos relativos das mer
cadorias nao podem ser determinados apenas a partir dos coe -
ficientes técnicos de produgao. Havendo mais de um fator de
produgdo, e as proporgdes de emprego dos fatores ndo sendo

as mesmas para os diferentes produtos, nao mais existe um de
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nominador comum que se possa cancelar.

O leitor propenso 3 critica tem o direito de
indagar por que Ricardo dedica o primeiro capitulo dos seus
Principios inicialmente para consagrar, e depois para derru-
bar a teoria do valor-trabalho. E possivel que, didaticamen -
te, o método nao seja dos melhores. A impressao que se tem &
que Ricardo aceitava a teoria do valor-trabalho como primei
ra aproximagao, mas que julgava absolutamente necessiario apon
tar as suas imperfeigoes e substitui-la por outra melhor. Se

ja como for, essa teoria melhor é apresentada nos demais ca

pitulos dos Principios de Economia Politica e Tributacio.

1.4) A teonia da nenda da terra

O Capitulo II dos Principioé de Economia Poli-
tica e Tributacao, que tra£a da renda da terra, nao apenas e
muito original, mas também muito didatico, trazendo embuti-
da a lei dos rendimentos decrescentes. O Capitulo III esten-

de os mesmos principios para explicar a renda das minas.

.
Ricardo comega por observar gque, num pals
subpovoado e com abundancia de terras férteis, nao haveria

renda da terra. O que faz surgir essa renda & a necessidade ,
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com o crescimento demografico, de ocupar n3o apenas as melho
res terras, mas tambem outras de menor fertilidade. o prego
do trigo &€ o mesmo, quer ele provenha de uma terra mais ou de
outra menos produtiva. Mas, a quantidade de capital e traba
lho necessiaria 3 produgiao de uma tonelada de trigo é menor na
terra mais fértil. Como o prego do trigo deve remunerar o ca
pital e o trabalho empregados na terra de pior qualidade, o

proprietario da terra mais fértil se beneficiari de uma ren -

da, como fruto do seu diferencial’ de fertilidade.

Em termos analiticos siméles, suponhamos que
o método mais econdmico para a produgao de uma tonelada de
trigo exija Ry unidades de trabalho e h’ unidades de capi
tal, na terra de pior gualidade que esteja sendo cultivada.Es
sa terra, segundo Ricardc, ndo faz jus a qualquer renda, de

modo que o prego de uma tonelada de trigo sera dado por:
p = oW+ by (1.3)

sendo W o saldrio e £ a taxa de lucro. Admitamos,agora; gque
numa terra mais fértil uma tonelada de trigo se produza usan-
do a, unidades de terra, n, de trabalho e ho " de capital. A
hipotese de que esta terra seja mais fértil equivale a afir -

mar que n,w o+ hon < ngwo+ h,&. Como o prego do trigo

produzido nas duas terras & o mesmo, a terra mais fértil re

cebera uma renda 1, por unidade de area, tal que:

FUNDAGAO GETULIO VARGAS
Biblioteca Mario Henrique Simonsen
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p=at + naw + hon = w4+ k,n (1.4)
ou seja:
aoto hd (Vl} - no)w + ‘kl - ko)’f- (1.5)

Naturalmente,o aumento da populagdo num pais
com relativa escassez de terras obriga o aproveitamento de
areas cada vez piores. O resultado é o progressivo aumento da
renda das propriedades mais férteis. Nesse sentido,Ricardo dei
xa bem claro gue a renda da terra é efeito,e ndo causa, do

encarecimento dos alimentos:

"Portanto, a hazao pela qual os produtos prima
1408 aumentam em valor comparativo & o emphego de madis traba-
Lho para produzin a altima porgdo obtida, ¢ ndao o pagamento
de nenda ao proprietario de tenra. 0 valonr ‘do cereal & regula
do pefa quantidade de trabalho aplicada E.Aua produgdo nagque
La quaflidade de terna, ou com aquefa porgdo de capital que
nao gera pagamento de renda. 0 cereal ndac encarece ponr cauéﬁ
do pagamento da nend&, mas, ao contraric, a renda ¢ paga por
que o cereal encarece e, como acabamos de observar, nenhuma
nedugao oconreria no seu prego mesmo que 04 donos de ternas
nenunciassem é totalidade das suas nendas. Tal medida somen-
Le penmitindia que alguns fazendeinos vivessem como cavalhed -
ros, mas -nao reduzinia a quantidadede/Umban-hecebb&nia para

obter produtos primarios nas ternas menocd produtivas que  se

Cauftiuaraem”
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A teoria da renda da terra tal como apresenta
da por Ricardo nao apenas é& muito habil. Ela continua subs -
tancialmente valida para explicar nao s6 a renda da terra e
das minas, mas também a de todos os bens que nao sao suscepti
veis de reprodugao (inclusive maquinas usadas, embora,aqui, a
sua remuneragac nao corra o risco de se transformar em proble
ma social). Naturalmente, a renda da terra nao depende apenas
da sua fertilidade, mas também da sua proximidade dos centros
consumidores, um ponto apenas lembrado ée‘passagem por Ricar
do. Também o progresso tecnoldgico pode alterar substantiva
mente a estrutura das rendas e freiar a tendéncia ao seu au
mento. Mas, nas linhas mestras, o Capitulo II dos Principios

de Economia Politica e Tributagao incorporou-se sem maiores

reparos a teoria econdomica moderna.

1.5} Salarnios, Lucros, hendimentos decrescentes

Os capitulos dos Principios de Economia Politi
ca e Tributagao que trétam dos salarios e lucros sao suficien
temente importantes e insuficientemente claros para pedirem
uma analise interpretativa. A falta de clareza resulta, em
priméiro lugar, da mistura algo desordcnada da teoria do fun
do de saldrios com a lei férrea do nivel de subsisténcia e,

ainda, com a lei dos rendimentos decrescentes. Em segundo 1lu
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gar, da concepg¢ao dibia quanto ao papel do capital como fator
de produgao. Para tornar ainda menos comoda a leitura,Ricardo
se refere a aumentos e diminuigoes de salarios que ora sao

nominais, ora reais.

A origem,quer da lei férrea, quer da lei dos
rendimentos decrescentes,se encontra na teoria malthusiana da
populacdo. Em seu famoso ensaio, Malthus anteviu a catastro-
fe a que estava condenado um mundo onde a populagao tendia
a crescer em progressao geométrica, enquanto os recursos para
alimenta-la aumentavam apenas em progresééo aritmética: a hu
manidade parecia caminhar,inexoravelmente,para a estagnagao
ao nivel da miseria, onde o tremento aviltamento dos salarios
se encarregaria de freiar o crescimento demografico, elevando
as taxas de mortalidade ao nivel das de natalidade. O remédio
pregado por Malthus era a planificagao familiar da época: a
abstencgao sexual voluntaria, nenhum homem se casando nem an
tes dos vinte e cinco anos nem antes de gaﬁhar o] suficien-

te para sustentar mulher e seis filhos.

A disparidade entre as progressoes de Malthus,
a aritmética e a geométrica, espontaneamente conduziu a lei
dos rendimentos decrescentes, freqlientemente usada por Ricar
do em seus exercicios explicativos. Devido & limitagao das

terras e a necessidade de se ocuparem areas cada vez menos

ferteis, éada trabalhador a mais aumentaria o produto total
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da comunidade; mas,o adicional de produgao por trabalhador se
tornaria cada vez menor. (Em linguagem moderna,dir-se-ia que,
mantidas as quantidades dos demais fatores, a produtividade
marginal do trabalho & positiva,mas decrescente; ou, com um
minimo de cdlculo diferencial, que se y=§(N), sendo y o pro-

duto e N o emprego, {'(N} > 0, mas {''(N)<0).

Um outro subproduto da teoria malthusiana era
a chamada lei férrea dos saldrios: devido a pressao demografi
ca contra os rendimentos decrescentes do trabalho, os salé

rios tenderiam a permanecer ao nivel de subsisténcia.

Ricardo encampa explicitamente a lei férrea lo
go no inicio do Capitulo V dos Principios,ao afirmar que o
prego natural do trabalho & aquele necessériova capacitar os
trabalhadores a subsistir e a perpetuar a sua raga, sem aumen
to ou diminuigao. A definigdo ricardiana de nivel de subsis -
téncia & ,assim,bastante objetiva: saldrio natural seria aque-
le que mantivesse estadvel a oferta de trabalho. Logo adiante,
Ricardo acentua que essé prego natural varia no espago e no

tempo ,conforme os habitos e costumes dos povos.

. Uma outra teoria, no entanto, havia surgido no
inicio do Século XIX: a do fundo de salarios. Na sua versao
original, essa teoria afirmava que o capital de uma socieda-

de & igual ao total dos salarios por ela pagos (isto &, o pro
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duto do salario unitadrio pelo volume de emprego). Essa versao
& demasiadamente tosca, contendo uma inconsisténcia dimensio-
nal, ja que capital & estoque (valor),e salario, fluxo (valor
por unidade de tempo). Mas, & possivel torna-la digerivel admi
tindo que o total de salarios pagos, num determinado perio -
do, seja proporcional ao estoque de capital existente no ini-

cio desse periodo:

wN = ¢K (1.6)
w representando o saldrio por homem-hora, N o nimero de
trabalhadores-hora empregados, K o estoque de capital e c

uma constante dimensional.

Essa teoria equivale a hipotese de que o sala-
rio w = cK/N seja proporcional a relagao capital/mao-de-obra,
ou, ainda, que a taxa de crescimento dos salarios seja iguall
a diferenga entre as taxas de aumento do capital e da mao-de
obra empregada. Ricardo nao enuncia explicitamente a teorig
do fundo de salérios, mas admite com muita ‘clareza que a pro-
cura de mao-de-obra seja determinada pelo estoque de caéital,
e a oferta pelo tamanho da populagao; e que os\salérios aumen
tem, permanecam estacionarios ou declinem conforme o estoque
de capital se expanda a taxas maiores, iguais ou inferiores a
oferta de trabalho. Isso equivale a aceitagdo de algo proxi
mo da teoria do fundo de salarios. Com rigor matematico, po

de-se assegurar que Ricardo admite que os salarios sejam fun-
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gao crescente da relagao capital/populacao.

A conciliacao das duas teorias, a do fundo de
salarios, que determina o prego de mercado da mao-de-obra,e a
da lei férrea, que determina o seu prego natural, & estabele-~

cida nos Principios de Economia Politica e Tributagao pela com

binagao de duas outras hipiteses: uma versao aprimorada da
teoria malthusiana da populagao e a lei dos rendimentos de
crescentes.

A primeira dessas hipoteses complementares é
apresentada com muita precisao. Ricardo supoe que a taxa de
crescimento da populagao seja fungao crescente da diferenga
entre o salario de mercado e o nivel de subsistencia. Entra ,
al, a lei dos rendimentos decrescentes. O aumento demografico
acabara obrigando o aproveitamento de terras cada vez menos
férteis, e o excedente do produto sobre as necessidades basi-
cas da populagao se tornard cada vez menor. Com isso, diminui
ra a taxa de crescimento do estoque de capital.e os salarios
comegarao a cair em poder aquisitivo, convergindo para o seu

nivel natural de subsistencia.

Esse emprego da lei dos rendimentos decrescen
tes para explicar por que a taxa de crescimento do capital aca
ba caindo abaixo da correspondente & expansao populacional re

quer maiores esclarecimentos. E preciso,primeiro, saber o que
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determina a acumulagao de capital; segundo, como o aumento do
capital e da forgca de trabalho afetam a capacidade de produ-

gao do pais.

Embora, do ponto de vista didatico, os Princi
pios de Economia Politica e Tributagao tenham sido escritos
numa espécie de ordem indireta, nio & diffcil descobrir a teo
ria ricardiana da acumulagao. Tautologicamente,kicardo admite
que o produto ¢ se distribua entre o total da renda da texr

ra R, a folha de rugamento wN e o lucro L:
y = R + wN + L (1.7)

O crescimento da populagao e do produto obriga
a ocupagao de terras cada vez menos férteis,o que faz com que

a renda da terra absorva parcela cada vez maior do produto:

R = yh (yl (1.8) sendo h'(y) > 0.

Os salarios supoem-se, numa versao adaptada da
teoria do fundo de salarios, fungdo crescente da relagdo capi

tal/populacac:

w = glK/P}] (1.9) sendo g'(K/P} > 0.

O crescimento da populagao supde-se regulado

por uma versao modificada da teoria malthusiana:
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g dr z{W},sendo z'(w) > 0 " z(wo) = 0 (1.10)
P

dt

P designando a populacgao, w, o salario de subsisténcia,t o

tempo.

Ricardo considera os lucros como residuo, isto
&, asobra y - R - wN = L do produto,apés‘o pagamento da ren
da da terra e dos salarios. E supde que, enquanto os assala -
riados e proprietarios de terra gastam todos seus rendimentos
em consumo, os capitalistas reinvestem todos Os seus lucros .
Isso equivale a seguinte lei analitica de acumulagao do capi-

tal:

aK Ly gl‘l—h(y)]-wﬂ (1.11)
dt -

O elo que falta & a fungao de produgao, isto
€, a relagdo entre o produto Y , © estoque de capital K e a
forga de trabalho ﬂ .E o6bvio que kicardo admite alguma rela-
¢ao desse tipo, mas qual a forma especifica dessa relacgao,eis
uma questao insuficientemente esclarecida nos Principios de
Economia Politica e Tributagdo. A auséncia desse esclarecimen
to tem levado os intérpretes de Ricardo a .construir trés ti
pos diferentes de modelos formais de tendéncias dos salarios

e lucros.

O primeiro tipo de modelo supoe que a forga de

trabalho empregada seja proporcional & populagao, e que o pro
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duto dependa apenas da forca de trabalho, y = §(N). Esse tipo
de modelo tem a grande vantagem da simplicidade. A lei dos
rendimentos decrescentes, como &€ facil provar com um pouco
de calculo diferencial, nao implica apenas que a produtivi
dade marginal do trabalho, §'(N),seja decrescente; implica,
também, a queda da produtividade média ,{(N)/N. Como hipStese
complementar (indispensavel ao funcionamento do raciocinio ri
cardiano), supoe-se que, se a forga de trabalho crescer ilimi
tadamente, a sua produtividade média cairidabaixo do salario
de subsisténcia,wo . Como parte do produtp (umé proporgao cres
cente,segundo Ricardo) destina-se ao pagamento da renda  da
terra,é claro que a populacao cessara de crescer antes que a
produtividade média do trabalho caia até wol De aiguma for -
ma, a economia deverad marchar para um estado estacionario. on
de desaparecam os 1ucrés e, conseqlientemente,a. acumulagao de
capital; onde os salarios caiam ao nivel de subsisténcia, e,

al,a populagao pare de crescer.

0 defeito_deése tipo de modelo & ignorar o pg'
pel do capital como fator de producao. O estoque de capital
passa a figurar nas equagoes apenas cOmO O determinante da
folha de salarios, mas sem nada ter a ver com o.total da pro-
dugdo. Fica, al, a pergunta: para que se usa o capital na produ
¢do ? O esquecimento de que o capital tem algo a ver com o ni

vel de produgao, por absurdo que possa soar nos dias de hoje,
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fol pecado freqlientemente cometido por ilustres economistas
do século passado, inclusive por Marx, em muitas passagens de
"0 Lapital ". Mas, nd3o & essa a impressdo que se tem do pen-

samento de Ricardo, apds a leitura cuidadosa dos Principios.

Um seqgundo tipo de modelo continua admitindo a
forga de trabalho como uma fragao constante da populagao, mas
adota uma fungao de produgao da forma y= k(K,N),onde capital
e trabalho se podem combinar em proporgoes varidveis.A  hipd
tese dos rendimentos decrescentes &,agora,equacionada  supon
do-se que,se m>1, §(mK,mK) < m{(K,N). (Se o capital e a
mao-de-obra duplicam, a produgao total nao chega ao aobro,
porque a disponibilidade de terra nao varioqu). Esse tipo de
construcao parece bastante atualizado, mas no'tempo de Ricar-
do nao era habitual o emprego de fungoes de produgao com  fa
tores substituiveis. As possibilidades de substituigéo eram ,
quando muito, discutidas em fungao de mutagoes tecnoldgicas ,
mas nao com a tranqliila continuidade implitita nos exerci -
cios da teoria marginalista. De resto, sem o uso de derivadas
parciais seria muito dificil construir qualquer teoria de sa

larios,para uma fungao de producgao dessa forma.

Um terceiro tipo de modelo reconhece que © ca
pital & fator de produgao, mas admite que capital e trabalho

se combinem em proporgdes fixas. £ provavel que esse seja o
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tipo de mdelo que mais se aproxime do pensamento de Ricardo.
Como as taxas de crescimento do estoque de capital e da pPo
pulagao podem diferir, pelo menos a curto prazo, torna-se ne
cessario admitir que a fragao empregada da populagao possa va
riar. Isso, todavia, nada tem de absurdo, nem contradiz qual-
quer das linhas de argumentagao apresentadas nos Principios
de Economia Politica e Tributagao. Uma ligeira complicagao sur
ge em relagao a teoria do fundo de salarios. Supondo—se tecni
camente constante a relagao capitai/méo-de-obra.e admitin -
do-se a folha de salarios, wN, proporcional ao estoque de
capital, conclui-se,naturalmente,que o saladrio unitario deve
também ser constante. Isso conflita com as diversas passagens
dos Principios que admitem explicitamente qﬁe os salarios pos
sam aumentar ou diminuir, conforme o estogue de capital cres-
¢a mais ou menos rapidamente dc que a populagao. Deve-se ob -
servar, porem,que em nenhum‘momento Ricardo' enuncia a lei
do fundo de salarios na sua forma wN = ¢K, mas admite, apenas,
qgue o salario seja fungao crescente da relagao capital/popula

gao.

Desenvolveremos mais adiante um modelo foriral
desse. terceiro tipo. Como os economistas do sééulo passado nao
tinham o habito de explicitar com suficiente clareza todas as
suas hipoteses, & impossivel saber qual seria a reagao de Ri

cardo ao ver o seu pensamento enquadrado em determinado con -
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junto de formulagGes matemdticas. O importante a notar & que
qualquer dos tipos de modelo mencionadas conduz precisamente
ds conseqgléncias da lei dos rendimentos decrescentes previs-

tas por Ricardo.

1.6) A teoria das vantagens comparativas

O Capitulo VII dos Principios de Economia Poli
tica e Tributagao, gque trata do comércio exterior, & dos mais
densos e originais concebidos por Ricardo. Nao s& & apresenta
da com muita clareza a teoria das vantagens- comparativas, co
mo se encontra, j& mais do que em forma embrioniria, a teoria
quantitativa da moeda,e um modelo de distribuigao internacio-

nal do ouro monetario,em regime de comércio. livre.

A primeira observagao de Ricardo € que a tro-
ca de mercadorias entre as nacdes nio & regida pelas vanta
gens absolutas,em termos de maior ou menor quantidade de tra
balho necessaria a produgdo de determinada mercadoria.A pro
dug&o.de certa metragem de tecidos pode custar 100 homens- ho
ra na Inglaterra e apenas 90 homens-hora em Portugal, mas
isso, a priori,nao impede que a Inglaferra seja exportadora
de tecidos para Portugal. A razaé esta em que nao & possivel

deslocar automaticamente trabalhadores ingleses para Portu -
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gai, ou vice-versa. Na realidade, Ricardo admite,na ausencia
de barreiras aduaneiras, ampla mobilidade internacional dos
produtos. Mas, nenhuma mobilidade do capital e do trabalho.Is
so permite que as remuneracoes dos fatores sejam completamen
te diferentes,de um pais para outro. (SO um século mais tarde
Bertil Ohlin demonstraria que o comércio livre tende a ate
nuar as desigualdades internacionais dos pregos dos fatores
de produgdo. E s6 na década de 1940 surgiria o famoso teore
ma de Stolper-Samuelson, que prova que, em condigGes  ideais
que nunca se verificaram na pratica, o comércio livre entre
as nagoes igualaria a remuneragao dos fatores). Citando espe
¢1ficamente Ricardo, "o trabalho de 100 ingleses nao pode
sen trocado pelo de §0 ingleses, mas a produgdo de 100 traba-
Lhadones ingleses pode sen trocada pela de 80 portugueses, 60

russos ou 120 Indios orientais".

A observagao seguinte de Ricardo & que o in
teresse do comércio internacional provém das diferengas de
vantagens comparativas. Suponhamos que para produzir determi-
nada quantidade de tecidos'sejam necessarios 100 homens-ano
na Inglaterra, e 90 homens-ano em Portugal. E que para a fa -
bricagéo de um certo volume de vinho sejam exigidos 120 ho -
mens-ano na Inglaterra, e apenas 80 em Portugal. Entao,embora
Portugal possua vantagem absoluta na produgdao de ambas as mer
cadorias,seria do interesse dos dois paises que a Inglaterra

exportasse os tecidos para Portugal,em troca de vinho.De fa

to, para a Inglaterra, a troca significaria obter com o produ
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"to de 100 homens~ano, o que lhe custaria 120; para Portugal,

conseguir com 80 homens-ano o que lhe custaria 90.

Ricardo naturalmente observa gque, comc as mer
cadorias nao se trocam umas pelas outras, mas por moeda ( na
época o ouro), para que as vantagens comparativas efetivamen-
te criem o comércio & preciso que o oreco do vinho seja me
nor em Portugal do que na Inglaterra,e que o oposto ocorra
no caso dos tecidos. O comércio livre, no eﬁtanto, .acabaré
regulando o estogque de ouro em circulacao em cada pais ; de
modo a que as vantagens comparativas sejam efetivamente apro-
veitadas. Suponhamos que tanto o vinho cémo os tecidos custas
sem mais, em termos de ouro, na Inglaterra do que em Portu
gal. A Inglaterra entao se tornaria, ﬁuma primeira etapa, im
portadora de ambos os produtos. O déficit comercial, no en
tanto ,teria que ser saldado com a transferéncia de ouro ‘da
Inglaterra mara Portugal. Isso faria com que a quantidade de
moeda, e portanto todos és precos, baixassem na Inglaterra e
subissem em Portugal. (Al estd implicita a teoria quantitati
va da moeda). O contrario ocorreria se o prego-ouro tanto do
vinho como dos tecidos fosée maior em Portugal. O equilibrior
assim, se daria num ponto em que a distribuicdo de ouro en
tfe os dois paises fosse tal que o prego dos tecidos fosse

menor na Inglaterra e o do vinho menor em Portugal, permitin

do o equilibrio do comércio entre os dois paises.
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Ricardo reconhece que o seu exercicio, supondo

apenas a troca de duas mercadorias entre dois paises e usan

do a tedria do valor-trabalho, € puramente esquematico. Os
principios gerais, todavia, pareciam extrapolaveis para um
comércio multilateral envolvendo diversos produtos, partin

do-se de uma teoria mais complexa de formagao dos pre¢os. Na
realidade, o Capitulo VII dos Principios & o ponto de partida
de toda a teoria moderna do comércio internacional. Além do
mais, para a época de Ricardo, cohtinha uma mensagem eminente
mente pratica. A lei dos rendimentos decrescentes, de tao tra
gicas conseqliéencias, funcionava apenas na agricultura dos pai
ses com escassez de terras, como se admitia ser a  Inglater
ra da epoca. Mas nao era aplicavel nem a° indastria britanica
nem a agricultura dos palses dotados de terras férteis e abun
dantes em relagdo a populagao. A Inglaterra teria,assim, como
escapar, pelo menos por muito tempo, & fatalidade dos rehdi
mentos décrescentes, exportando manufaturas para importar ali
mentos, dentro de um esquema internacional de divisao do tra

balho proveitoso para todos os paises.

1.7) Un modelo de convergencia para o estado esiaciondrio

Vejamos, agora, como & possivel descrever a

teoria ricardiana da evolugao dos saldrios e lucros por um mode




36.

lo formal. Como assinalamos na segao 1.5, o elo qﬁe faltava
era a fungao de produgao. Admitiremos que o produto ¢ seja
fungao do estoqte de capital K e da forga de trabalho em
pregada N, as quantidades de fatores devendo combinar-se em

proporgoes fixas. Isso .se traduz pelas equagdes

y = §(N) (1.12)
€ K = kN (1.13)

Admite-se, de acordo com a lei dos rendimentos
decrescentes, que {'(N) > 0, mas {''(N)J< 0; e, como hipote
se complementar, que para valores suficientemente grandes de
N a produtividade média do trabalho , §(N)/N ,se torne infe -

rior ao salario de subsisténcia, w,

As demais equagOes do modelo sao as ja apresen

tadas na segao 1.5:

y = R+ wN + L (1.7}

R = yhly) (1.8),sendo h'lyl > 0;
w = glk/P) (1.9), sendo g'(K/P)> 0;
g 4P, z (w) (1.10), sendo z'(w) > 0 e
P ‘ dt ' z{w, ) =0

& . (1.11)
dt

A figura 1.1 resume as relagdes de produgao e
distribuigao implicitas no modelo. Escolhendo-se conveniente
mente as unidades de tempo,é possivel tornar k=1 e, portanto,

K=N (13). Isso permite marcar simultaneamente o estoque __de
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capital e a forga de trabalho no eixo das abcissas. As trés

curvas tragadas representam o produto Y » 0 produto menos a
renda da terra y-R = y [I'h(y{],ea despesa w N com o paga-

mento da mao-de-obra ao salirio de subsisténcia.

O gréafico indica uma posicdo inicial em que
Ko = Na = 0A. Do produto AE: a parcela DE destina-se ao pa
gamento da renda da terra. Presume-se dque a parcela restante, .
AD ,se distribua entre os saldrios AC e os lucros €D. O sa
lario unitadrio w=AC/0A seria superior ao de subsisteéncia, e
a taxa de lucro, 2=CD/0A,positiva. Os lucros incentivariam a

acumulagao de capital, o excedente de salirios sobre o nivel

de subsisténciae o aumento demografico.

e cancancocamaen

i

K=N

o
>
>x-
+
"
=

Ficura 1,1

A margem do produto que se distribui entre sa

larios além do nivel de subsisténcia e lucros é representada
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pela diferenca de ordenadas entre as curvas y-R e woN. No
ponto de .abcissa Kkt - N+, essa margem se reduziria a zero. A
F1GURA 1.1 sugere que a acumulagio de capital e o crescimen
to da populagao levem a economia ao estado estacionirio, nes
se ponto. Os lucros,al,se reduziriam a zero, cessando a acumu
lagcao de capital e, conseqlientemente, o aumento do emprego.Ao
mesmo tempo, os salarios desceriam ao nivel de subsisténcia ’
paralisando o crescimento da populacao. Enquanto isso, boa
parte do produto ficaria concentrada nas maos dos proprietd -
rios de terras. Esse era, nas linhas mestras, o racioclnio de

Ricardo.

Uma analise mais precisa da convergéncia para
o0 estado estacionario exige que se dissequem as equagoes do

modelo. Introduzamos.de inicio,a funcao auxiliar

v () - 4 [1-R(y)] (1.14)
EN

E imediato gue v(N) & funcdo decrescente de
N. Pelas hinoteses complementares, para valores de N infe -
riores a N+, v(N) excede wo/k; alem de Nf, v(N) se torna

inferior a wolk.

Combinando-se as equagbes (!.7) e (1.8),resulta

que L=kNv(N) - wN. Como, por (1.12)e (1.13),

dk_ ., _dN
dt dt

= L , segue-se que:
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! dN
N dzt

= viN) - w/k

Pela equagao (1.9}, o salario w é funcdo cres

cente da relagao K/P = kN/P. Isso permite que se tome:

wik = —9-‘%@1’—- - jIN/P) (1.15)

sendo 4§ (N/P) uma fungao crescente. Reunindo os resultados

até aqui obtidos,chegamos a equagao:

L. N Ny - NP (1.16)

N dz

sendo v(N) decrescente e §(N/P) crescente.

Vejamossagora,a relacao correspondente ao cres-
cimento demogrdfico. A equagao (!.10) estabelece que a  taxa
de crescimento da populacao & funcao crescente dos salarios ;
estes, por sua vez, de acordo com a equagao (1.15}, crescem

com a relagcao N/P. Podemos, assim, escrever:

' dP
P dt

= 4(N/P) (1.17)

sendo 4 (N/P) uma funcao crescente que se anula para a rela
g¢ao N/P que, pela equagao (1.15), reduza o saldrio ao nivel

de subsisténcia.
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As equagOes diferenciais (1.16) e (1.17)permi
tem que se determinem as trajetdrias de evolugao aa forga
de trabalho N e da populagio P. A partir dessas trajetérias,
obtém-se imediatamente as do estoque de capital K=kN, do sa
lario w=g(K/P}, do produto y=4(N), da renda.da terra R=yhly) ,
e do lucro L= y-R-wN. Note-se que a taxa de lucro r=L/K, pe

las equagoes (1.11) e (1.12),é dada por

1 dk 1 dN (1.18)
K dt N TdE :

cr
[

ou seja, a taxa de lucro & igual a taxa comum de crescimento

do estoque de capital e da forca de trabalho.

A configuragao de estado estacionidric & dada

pelos valores N e P+, tais que:

vINTY - Nty - (1.19)
e
s(INT/PTY - 0 C(1.20)

Mostremos,agora,como se processa a convergen

cia para o estado.estacionério. A FIGURA 1,7 combina as
curvas AB, de equagao vI(N) - j(N/P)=0,e 0C, de equacio
8(N/P)=0. Pelas equagoes (1.76) e(1.17}, conclui-se que a po

pulagao cresce, se estabiliza ou decresce conforme se esteja
a esquerda, sobre, ou 3 direita de 0C. Do mesmo modo, a for

¢a de trabalhp cresce abaixo de AB, e decresce acima de AB. O
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ponto E de intersegdo das duas curvas corresponde ao estado

estacionario.

N

Ficura 1.2

A combinagdo das duas curvas divide o primeiro

quadrante em quatro regides, com as éeguintes caracteristicas:

Rec1A0 w-w, P L N
| positivo cresce positivo cresce
11 negativo decresce positivo cresce
111 negativo decresce negativo decresce
IV positivo  cresce negativo  decresce

A andlise do grafico nos leva a conclusao ée-
que uma trajetdria que se inicie nas Regiaés II ou IV pode,
ou permanecer nessas regioes, ou entrar nas regices vizinhas
I e III.Contudo,uma trajetdria que se inicie ou tenha entrado
nas ;egiaes I ou III fica nelas aprisionada. Na realidade, do

ponto de vista pratico ¢ de se presumir que o ponto de parti-
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da esteja na regido I, onde os lucros sado positivos e os sa
larios se situam acima do nivel de subsisténcia. Em qualquer
caso, porém,-é facil concluir que a trajetdria converge para

o estado estacionario.em E.

6 modelo acima discutido & um exemplo da  pra
tica moderna de interpretar o pensamento dos economistas clés
sicos enquadrando-o numa camisa de forga matematica. A vanta-
gem dessa pratica estd em obrigar'a explicitagdo de todas
as hipoteses e de tornar absolutamente precisé a obtengéo@as
conclusoes. Como se salientou anteriormente, € impossivel sa
ber qual seria a reagao de Ricardo ao ver a sua teoria formu- -
lada em termos desse conjunto de equagoes diferenciais. Tam
bem se deve lembrar que, exatamente por nao exprimirem as
suas hipdteses em linguagem matematica, os economistas do sé
culo passado (e tambem de boa parte deste século), nem sem -
pre deixavam muito claro o que era premissa, o que era conclu

sao. Por essa razao, um esforgo moderno de reconstrugdo nao

pode ter qualquer pretensao de exclusividade.

De fato, o modelo acima & abenas uma das mui
tas construgoes formais capazes de interpretar, com razoavel
fidelidade, o pensamento de Ricardo. A conclusdo final & pro
fundamente pessimista: a humanidade nao teria como escapar ao
estado estacionario ao nivel da miséria. Nos Principios de

Economia Politica e Tributagdo,Ricardo admite explicitamente
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que a economia britanica ainda estivesse longe desse estado
estacionario, e que a marcha para a estagnagao foése retarda
da, periodicamente, pelas inovagoes (que, no modelo analitico
acima apresentado, corresponderiamna um deslocamento para cima
da curva AB). Ricardo também demonstra como o comércio livre
entre as nagoes ﬁoderia retardar ainda mais essa convergen-
cia para o estado estaciondrio, o que corresponderia no mode-
lo ao abrandamento da lei dos rendimentos decrescentes e da
conseqliente tendéncia 3 concentragio de renda nas mdos  dos
proprietdrios de terras. Todas essas ressalvas; no entanto, a
penas amenizam o pessimismo embutido nos Principios. O mundo
de Adam Smith marchava para o progresso pela divisao do traba
lho. O de Ricardo vivia em luta permanente contra o caminho

mais ou menos inexoravel para o estado estacionario.

1.8) A visao marxista

A enorme influéncia exercida por Marx sobre a
historia contemporanea dificilmente se pode explicar pela sua
contribuicao a teoria econdmica. Sob esse pénto de vista, o
Capital & bem menos denso do que a Riqueza das Nagoes, os
Principios de Economia Politica e Tributagdo, ou os Elementos
de Economia Pura de Walras. A forga de Marx estd na sua capa-
cidade de combinar economia, sociologia,‘politica,’filosofia,

histdria e misticismo, em escala sem paralelo na historia do
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pensamento economico.

As duas grandes influéncias sobre Marx foram
a logica de Hegel e a escola classica inglesa. A ldgica, para
Hegel, correspondia ao que normalmente se considera metafisi-
ca: a busca do conhecimento do Absoluto. A conquista desse co
nhecimento, na filosofia hegeliana, seguia o movimento tripli
ce, denominado dialético: tese-antitese-sintese. A tese apre-
sentaria o Absoluto sob uma visdao suficientemente parcial e
incompleta para se tornar auurcontraditéfia; o enunciado da
contradicao geraria a antitese, também contraditdria; da fu
sao da tese e da antitese resultaria a sintese. Esta servi -

ria de tese a nova etapa do movimento dialético, etc.

A 1logica de Hegel é razoavelmente extra-terre-
na, e a grande habilidade de Marx constituiu em trazer & ter
ra o seu componente mistico,para construir o socialismo cien-
tifico. Tal como Hegel, Marx admite que a Histdria evolua pe
lo triplice movimento d;alético, mas em termos bem mais palpé
veis. Em Hegel, a dialética & guiada por uma entidade mistica
denominada Espirito. Em Marx, pelas relagoes do homem com a

matéria,através dos meios de produgao.

O ponto central da filosofia de Marx & a chama
da concepgdo materialista da histéria. A politica, a religiao,

a filosofia, a organizagao econdémica e a arte de qualquer épo
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ca sao, segundo Marx, conseqfiéncia dos métodos de produgao.E
de se presumir que com isso Marx nac pretendesse explicar to
dos os pormenores da cultura, mas apenas oS seus tragos ge -
rais. Os métodos de produgao, todavia, podem levar a organiza

g¢ao social a contradigdes internas que levam 3 sua ruptura.

Essa idéia € o ponto de partida para a constru
¢ao do socialismo cientifico que Marx iria elaborar com gran-
diosidade apocaliptica. Os socialistas utdpicos,em maior ou
menor escala, atribuiam a miséria dos trabalhadores ao egois-
mo dos capitalistas. Marx apresenta a m&rcha para o socialis
mo num outro nivel de dignidade, revestindo-a com a impréssig
nante armadura do determinismo histdrico. O- sistema capita -
lista teria sucedido o feudalismo pela substituigao da produ-
cao artesanal pela industrial. O capitalismo operava de acor-
do com suas regras de jogo, e nao em fungao da maior ou me
nor generosidade dos patroes. Essas regras do jogo compreen -
diam duas leis basicas: a da manutencdo dos saldrios ao ni

vel de subsisténcia e a da acumulacao sistemitica dos lucros.

A derrocada do capitalismo decorreria nao de
seus pecados contra a humanidade, mas das contradigoes inter-
nas das suas leis de funcionamento. A primeira conseqliéncia
da acumulagao de capital seria o progressivo decréscimo da ta
xa de lucro. Esse decréscimo prdvocaria a continua extingao

das pequenas empresas e a concentragao cada vez maior da pro-
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dugao em organizagoes monovolistas. A finalidade dGltima dos
bens de capital, todavia,‘é produzir bens de consumo. Mas, se
os salarios se mantém no nivel de subsisténcia, o consumo
nao cresce. Por que entdo acumular capital ? Essa contradi
gao da lei da acumulagdo com a lei férrea dgs saldrios leva
ria a repetigdo cada vez mais freqlente das crises de produ
¢ao e emprego.Nessa fase, ndo s6 a taxa de lucro,mas a mas
sa total de lucros tenderia a cair. Os capitalistas”tentariam
em vao opor-se a essas leis,oprimindo cada vez mais as- clas
ses trabalhadoras. Com isso,se agravariam as tensoes entre os
pouco ricos e os muito pobres, até o ponto em que inevitavel
mente eclodisse a revolugao do proletariado.

Dentro dessa ordem de idéias,Marx nao era
apenas um pregador da revolugao comunista: era o seu profeta.

Em sua concepgéo, todavia, profetizar e agir eram trabalhos

complementares. " 04 §4L080§04 apenas interpretaram o mundo
de diversas maneinras, mas a tarefa real consiste em moddi g4
ca-Lo ". Essa frase, apresentada nas " Onze teses contra

Feuerbach " ,resume o preceito marxista segundo o qual o pen-
sador deve antecipar-se a HistoOria,transformando-se em ativis

ta.

Embora Marx nutrisse profundo desprezo pelos
socialistas utdpicos:, e, em sua obra, sempre se propusesse a

ser clientifico, ndo sao poucos os ingredientes romanticos de
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todos os seus escritos. Em centenas de paginas de " 0 Capi -
tal ", Marx deixa transparecer sua profunda indignagao com
as péssimas condigdes de vida dos trabalhadores ingleses de
meados do século passado. A veeméncia da linguagem marxista ,
por seu turno, muitas vezes carregada de insultos aos seus
adversarios, ndo & prdpria de alguém interessado apenas numa

pesquisa cientifica. Nesse sentido, o socialismo de Marx, an

tes de cientifico é de se classificar como teoldgico.

O conteilido teoldgico de "0 Capital” & certamen
te a razao de ser de sua grande influéncia sobre o pensamen
to contemporaneo. Cada um de nds possui preferéncias afeti -

vas, pois, como disse Pascal, o coragéo'tem razoes que a  ra
zao desconhece. Confortar-nos-ia bastante, no entanto, que
as razoes do coragao pudessem ser justificadas pela légica.Es
sa sempre foi a preocupacao dos tedlogos, e & precisamente 'o
objetivo de Marx em relagao ao socialismo. Um marxista ortodo
x0, embora possa discordar deste ou daquele teorema demons-

"  deve crer que a ideologia socialista e
14

trado em "0 Capital
a Unica que resistira a evolug¢ao da Histdria, e que o capita-
lismo, mais cedo ou mais tafdc, sera destruldo pelas suas
contradigoes internas. E essa & uma atitude mental bastante

confortadora para todos aqueles que, por razoes do coragao,op
taram pecla ideologia socialista. O fato de "0 Capdital" ser

um livro extremamente prolixo,sob varios aspectos ajudou o

seu sucesso teoldgico. Pois é bem mais cOmodo, para quem dese
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ja que Marx esteja certo, acreditar nas suas previsodes do
que digerir e criticar as varias centenas de paginas de "0 Ca

pital”.

Quem nao deseje enqulir dogﬁas € obrigado, to
davia, a realizar aquilo que os marxistas consideram blasfé-
mia: dissecar " 0 Capitaf " em termos puros de andlise econd-
mica. Com efeito, & em termos de teoria econdmica que Marx

constroi sua teologia.

Sob esse aspecto.,a obra dg Marx & uma revisao,
metodologicamente original, mas logicamente empobrecida, da
teoria classica inglesa. A teoria do yaldf*trabalho, a lei
férrea dos salarios, a tendéncia da taxa de lucro ao decli -
nio, que sao os pilares da andlise econdmica de Marx, encon -
tram~-se com bastante nitidez em Ricardo e seus contemporénéos.
Os economistas ingleses haviam chegado a essas leis partindo
dos rendimentos decrescentes e da teoria malthusiana da popu-
lagéo.Marx, todavia, recusa-se a aceitar a teoria de Malthus,
por ele considerada um libelo contra a humanidade, e nao em -
prega a lei dos rendimentos decrescentes. Nao usando essas
duas_leis, a futurclogia marxista &, sob muitos aspectos,mais
otimista que a dos classicos ingleses, como de resto conviria
a um bom tedlogo. A teoria ricardiana descreve a marcha vir -
tualmente inexoravel para o estado estacionario ao nivel da

miséria. Em Marx, o capitalismo representa apenas um purgato
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rio para os trabalhadores, com a salvagao final . assegurada

pela revolugao comunista.

A indagaga@o natural se refere a o que Marx co
loca no lugar dessas duas hipdOteses. A resposta é: nada. Sim
ples tautologias. Marx gasta algumas centenas de paginas de
" 0 Capital " manipulando equagdes contabeis de um lado para
outro, e sempre provando gque uma fraqéo cresce'quando seu nu
merador aumenta ou seu denominador diminui. Essas manipula -
¢oes sao absolutamente corretas,mas também perfeitamente Sbvias
para o leitor versado em aritmética. O erro de Marx esta em
querer extrair leis cientificas de equagoes contdbeis. Nessa
linha, a analise econdmica marxista é‘loéicamente bastanée po

bre ,comparada a dos classicos ingleses.

1.9} A teonia marxista do valon—thrabalho

Vejamos, agora, como se desenvolve a teoclogia
marxista. O seu primeiro ingrediente & a teoria do valor ~-tra

balho, que, em O Capital, passa por varias etavas.

A primeira etapa, estritamente dogmatica, e
apresentada no Capitulo I do Livro Primeiro. Marx observa que
se l"quarter"de trigo se troca por n quintais de ferro, algo

comum existe a essas duas coisas. Esse algo comum & necessa -
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riamente uma terceira coisa que delas difere: o nimero de ho
ras de trabalho socialmente necessarias a sua producdo . Como
valores, as mercadorias sao apenas dimensoces definidas do tem

po de trabalho gue nelas se cristaliza.

Marx define tempo de trabalho socialmente ne
cessario como o requerido para oroduzir uma mercadoria , nas
condigoes de produgao socialmente normais existéntes e com o
grau médio de destreza e intensidade do trabalho. Com isso,
fica descartada a hipdtese, obviamente pouco digerivel, de o
valor de uma mercadoria aumentar quando for produzida por um
trabalhador preguigoso. Ao contrario, Marx reconhece explici-
tamente que, se uma nova técnica de produgéo diminui o nﬁme—
ro de horas necessarias a sua producgao, o valor da mercado -
ria cai. Um trabalhador que continuasse a técnica antiga pode
ria despender o mesmo tempo gue antes (digamos, o dobro do 'g
xigido pela nova tecnologia) para produzir a mesma coisa. No
caso, porém, a sua hora iﬁdividual de trabalho sd representa-

ria meia hora de trabalho social.

A cqnceituagso de tempo de trabalho socialmen-
te necessario é bastante habilidosa, mas o ponto de partida
pafa é construcao da teoria do valor € logicamente muito fra
gil. Nao fica claro por que, se l"quarter"de trigo se trocapor
n guintais de ferro, entre essas duas coisas deve haver em
comum uma terceira,delas diferente. E,muito menos,por que es

sa terceira coisa deve ser o nimero de horas socialmente ne




cessarias a produgdo. Numa versdo caricatural, o raciocinio
de Marx lembra o seguinte: " Se Jodo e Pedto sdav gémeos, de
ve exLsZin um trigemio; e esse tercedno inmao deve chamar-se

Anistofanes .

No Capitulo VII do Livro Primeiro, Marx intro
duz a sua famosa tautologia p = ¢ + v + 4 , onde p repre -
senta o valor (prec¢o) da mercadoria; ¢ © capital constante
(matérias-primas mais desgaste dos equipamehtos); V o capital
-oriavel (salarios); 4 a mais-valia (lucros, rendas, juros,alu
guéis). Marx observa que o valor ~fetivamente adicionado ‘em
cada etapa de produgao &€ a soma v+s4 do capital variavel com
a mais-valia, e que o capital constante é a soma de capitais
variaveis e mais-valias em etavas anteriores. Isso nos per-

mitiria escrever:

p= Ly, +is, (1.21)

o indice { se referindo a etapa de produgio.

A relagac 4/v & denominada por Marx "taxa e

mads valia "

. Se admitirmos que essa taxa se iguale em todis
as atividades, entao realmente chegaremos ac valorn trabalho .
Com efeito, nesse caso as releagoes I;&./u‘é seriam iguais a

uma constante ,m; o capital variavel usado em determinada eta

pa de produgac seria expresso por Ve © Whi » sendo W o sa
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lario horario e hi. o numero de horas trabalhadas. Teriamos , en
tao:

p = wil+m) & hL = wl{l+mlH (1.22)
H =% hi representando o nimero de horas socialmente neceséé—
rias & produgao da mercadoria. Sendo @ e m os mesmos pa
ra os diferentes ramos de atividade, as reiagaes de prego

entre duas mercadorias seriam iguais &s dos respectivos ten

pos de trabalho.

O defeito dessa demonstragao da tecria do va
lor-trabalho nao & logico, mas empirico. O pressuposto é que
os capitalistas procurem elevar ao méximo a taxa de mais-va -
lia, o que, em condigoes de concorféncia, levaria ao nivela -
mento de 84/v entre os diversos setores. Ocorre que o objeti-
vo normal dos capitalistas nao & o de maximizar a relagao 1lu
cro/salariocs, mas a relagao lucro/capital. Marx percebe esse
problema no Capitulo IX do Livro Primeiro, mas efetivamente

s6 o enfrenta no Livro Terceiro.

Marx define o capital total como a soma C =c+v

do capital constante com o variavel; a taxa de lucro, - como

sendo a relagao 4/C = &8/(c + v]; e batiza a relagao e¢/v  de
"composigao organica do capital! O pressuposto da teoria do
valor-trabalho é que a taxa de mais-valia &/v sejava mesma
em todos os ramos de atividade. Mas,se € a taxa de lucro, e

nao a de mais-valia, a que tende a se nivelar, 8/v deve ser
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tanto maior quanto mais elevada for a composicao organica do

capitél. Isso se depreende imediatamente da relagao:

. S .8 (¢/v+1) (1.23)
v c+yv

As definicoes marxistas hoje soam algo estra
nhas,pois ¢, v e c+v sao fluxos, e o capital normalmente
€ entendido como estoque. Nio haveria dificuldade, todavia
em designar vor K o estogue de capital, e éubstituir a compo-
sigdo organica do capital pela relagao capital/mi3o-de-obra

K/N. A taxa de lucro seria 4/K e teriamos:

L. (1.24)
v K Nw
W designando o salario, e portanto Nw = v. A conclusio se

ria a mesma de Marx. se 4/K tende a se igualér, 4 /v deve ser
tanto maior quanto mais alta for a relagao capital/m3o-de-o -

bra.

A salda de Marx diante do impasse & muito
pouco convincente: a de que ,numa economia capitalista, precos
nao correspondem a valores. E que a teoria do valor-trabalho
efetivamente indicou Os valores de troca nas sociedades primi
tivas (o que Adam Smith ja reconhecera), e que também os indi
caria caso os meios de produgao pertencessem aos trabalhado -
res (o que-Marx postula, mas obviamente n3o tem como demons -

trar). Trata-se de um fecho melancolico para uma teoria gque,
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desde o comego de "0 Capital",se propunha a explicar o que
eram os valores de troca, e nac o que, segundo Marx, deveriam

ser esses valores.

Na realidaderMarx nao via como reconheceﬁ que
os paradoxos da teoria do valor-trabalho nac representavam uma
contradigao interna do regime capitalista, mas de "0 Capital!
Naturalmente pode-se conceber uma economia socialista onde os
pregos sejam fixados proporcionalmente aos salarics despendi-
dos na fabricacao de cada mercadoria. Isso envolveria alguns
problemas praticos, pois um mesmo produto homogéneo pode ser
fabricado por diferentes processos,com coeficientes capital/
mao-de~obra distintos; contudo,restaria, nho caso, a escapatd-
ria de fixar o seu preg¢o pelo custo médio em saldrios. Resta
indagar por que escolher esse critério de fixacao dos pregos,
e nao um outro gualquer. No'regime capitalista, em condigoces
ideais de concorréncia, o sistema de pregos teria o merito de
exprimir o grau de utilizacao dos vecursos ;scassos, servin
do como um orientador eficiente da alocagao desses recursos.
Ja um sistema de precos baseado na teoria do valor-trabalhote
ria o defeito de esquecer que o capital & fator escasso, in
flando o consumo das mercadorias produzidas com alta relagao

capital /mao-de=~obra.

Em suma, pouco ou nada resta de Gtil da teo
ria marxista do valor-trabalho. Ela falhou,quer como explica-

¢ao pragmatica da formagao dos pregos de mercado, quer como



tentativa de estabelecer como se deveriam determinar os pre
¢os numa economia ideal. O gque ficou de mais importante foi a
comunicagao subliminar que Marx desejava transmitir aos seus
discipulos: a de que o trabafho era a unica fonte Legitima de
valon, e a mais-valfia o resultado da exploragao do homem ne

Lo homem.

1.10) A teoria marnxista dos salarnios

Marx usa dois argumentos para explicar por
que os salarios se fixam no nivel de subsisténcia. O primeiro
consiste em aplicar ao trabalho a propria teoria do valor tra-
balho. "0 vafor da {orca de trabalho ¢ deteaminado, como o de
qualquen outra mercadoria, pelo tempo de trabalho necessario a
sua producao, e pon conseqliencia da sua heproducao”. Suponhgn
mos que a jornada de trabalho seja de doze horas. E que o tem
po necessario para a prqduééo das mercadorias indispenséveis.
ao sustento do trabalhador e seus dependentes seja de 6 horas.
Entao o operario trabalharid seis horas para si, seis para o
seu patrao, originando 100% de taxa de mais valia. Assim, numa
s0 penada Marx explica ao mesmo tempo por que, no regime capi-
talista, os saldrios se estabilizam aoc nivel de subsisténcia, e
por que surge O fenomeno da mais valia: os métodos capitalis -~

tas de produgao permitem que, para produzir 12 horas de traba -
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lhoibaste o consumo de 6 horas. A argumentagao de Marx pode
nao ser logicamente convincente, mas é comunicativamente im -

pressionante.

O problema da aplicagao ao trabalho da propria
teoria do valor-trabalho nao &, como pode parecer a primeira
vista, uma petigao de principio. Marx estava certo ao afirmar
que, para o capitalista, o trabalho & uma mercadoria como ou
tra qualquer,e que as leis que determinam o seu valor devem ser
as mesmas que se aplicam a gqualquer matéria-prima. A gues
tao estd na aceitagac da teoria do valor;trabalho. Como vimos,
essa teoria e, em primeira instancia, apresentada por Marx co
mo dogma, e & ainda nessa fase dogmatica de-" 0 Capital " que
se expoe a teoria dos salarios. Na realidade, mesmo o0s econo-
mistas, como Ricardo, que adotaram como primeira aproximagéo a
hipbtese do valor-trabalho,faziam questao de ressalvar que ela
sO0 era aplicavel as mercadorias que pudessem ser reproduzidas
em qualquer escala. A forga de trabalho, afinal, mantém alguma
relacdo com o tamanho da pépulagéo. Esta pode variar ao longo
do tempo, mas nao pode aumentar ou encolher com a mesma elasti

cidade com que se fabricam tecidos ou sapatos.

Na realidade,o argumento de Marx supoe oferta
infinitamente elastica de m3o-de-obra,ao saldrio de subsistén-
cia. Isso se pode admitir dentro de certa faixa de demanda de

trabalho, quando ha desemprego, mas nao indefinidamente- Marx



57.

compreende essa dificuldade, e mais adiante desenvolve uma teo
ria segundo a qual a procura de mao-de-obra tende sistematica-
mente a se ajustar ,de modo a manter um excedente de trabalhado

res desempregados, o "excacito Lndustrial de reserva".

Essa teoria & uma versao revista e, sob varios
aspectos,melhorada, da teoria do fundo de salarios. Tal  como
os classicos ingleses, Marx admite que os capitalistas acumu
lem todos seus lucros. Mas,corrige a teoria do fundo de sala
rios, observando que a procura de mao-de-obra e determinadamnao
pelo capital total, mas pela sua componente variavel. Faz par-

.

te do sistema capitalista o aparecimento periddico de inova -

gSes gue substituem trabalho por capital,-.-aumentando a composi ’

¢ao organica do capital,c/v. Em fases transitérias, a composi-
cao organica pode manter-se constante e,al, por algum tempo a
acumulacac de capital pode efetivamente provocar a alta ‘dos
salérios.‘Mas,néo tardardo a aparecer os técnicos a servigo dos
capitalistas,que se encarregardo de descobrir novos métodos de
produgao que poupem mao-de-cbra, restabelecendo o exército in
dustrial de reserva e fazendo os salarios voltar ao nivel de
subsisténcia. O que Marx admite & que, ao longo do tempo, o)
efeito positivo do crescimento do estoque de capital sobre a
démanda de mao-de-obra seja mais do que neutralizado pelo

efeito negativo do aumento da composigao organica do capital.

Numa notacao dimensionalmente correta, que

evite confusoes entre estoques e fluxos, a teoria de Marx pode
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ria expor-se nos seguintes termos:"-a cada instante»existe, em
funcao do conhecimento tecnoldgico disponivel, uma relagao
média capital/mao-de-obra igual a B . A procura de mao-de-obra
nido & determinada pelo estoque de capital K, mas pela relagao
K/k. Tanto K como k c¢rescem no tempo. Mas,.exceto em fases

transitdrias, a taxa de crescimento de k & superior a de K.v

A substituigdo de K por K/k como determinante
da demanda de m3ao-de-obra constitul inegavel melhoria da teo -
ria do fundo de salarios. Contudo, a suposigao de que K cres-
¢a mais lentamente do que k & absolutamente gratuita. Po
der-se-ia, com igual coeficiente de arbitrariedade (e, certa -
mente, com melhor base histérica),supo; exatamente o contfé -
rio. Na realidade ,trata-se de um exemplo do método, freqfiente -

mente empreendido por Marx ,de querer extrair de uma tautologia

algo que nao seja outra tautologia.

O gue Marx parece nao ter percebido & que, pa
ra o capitalista que deseje maximizar a sua taxa de lucro, o
processo de produgao ideal péo é,necessariamente,0 que use me
nos mao-de-obra por unidade do produto. Imaginemos gue O preco
de um produtoc seja p, que o saldrio seja w,e que determinada
tecnologia use kR unidades de capital e r unidades de mao-de-~

obra. A tecnologia ideal & a que maximiza a taxa de lucro

e PZAW : {1.25)
' b
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a qual nao tem por que coincidir com a que minimiza n/k.

1.11}) A taxa decrescente de Lucho

A terceira parte do Livro Terceiro & o ponto
culminante de "0 Capital", pois nela Marx tenta provar que a
acumulagéo,inerente ao regime capitalista,traz em si o germe
da sua propria ruina. Além de, pelo aumento da composigdo or
ganica do capital, a acumulacdo manter os salarios ao. nivel
de subsisténcia e engrossar continuamente o exército indus
trial de reserva, ela provoca treés outros efeltos, desastrosos
para o proprio capitalista:

{a) a queda da taxa de lucro;

(b] a repeticao céda vez mais freqtiente das
crises;

(¢)] a concentrag3o monopolista da produgao.

Marx comega tentando demonstrar a tendéncia ‘i
queda da taxa de lucro por exemplos numéricos que eguivalem

ao seguinte algebrismo: a taxa de lucro é expressa por:

I VA (1.76)
ety T+e/v

Faz parte do desenvolvimento capitalista o au

mento progressivo da composigdo orginica do capital, c¢/v; as
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sim, supondo-se inalterada a taxa de mais-yalia, s/v, a ta

xa de lucro deve declinar.

E facil tornar a suposta demonstracio acima
dimensionalmente correta, substituindo a expressao da taxa
de lucro por

S . sl | (1.27)
K K/Nw
O que nao & facil & aceitar, dentro da tese

marxista de que os salarios ndo cresgam, que a taxa de mais
valia permanega inalterada. Com efeito, a acumulagao de capi—l
tal aumenta a produtividade do t:abalho. Assim, da jornada de
trébalho, digamos, de 12 horas, uma fragéo cada vez menor se
destinarad a produgdo dos bens indispensiveis & subsisténcia
do trabalhador. Aumentaracom isso,o0 tempo excedente explora
do pelos patrces e,por conseguinte, a taxa de mais-valia.

s/v.

Essa obje¢ac nao passa despercebida a Marx.
0 aumento da prédutividade gera, no seu entender, a elevagao
da massa absoluta de mais-valia (de fato, o produto cresce,
enquanto a folha total de salarios fica estdvel,ou diminui).
Gera também o crescimento, dentro de certos limites, da taxa
de mais-valia,s/v; mas,esse crescimento nio & suficiente para

neutralizar o aumento da composigdo orgdnica do capital, e o



61.

resultado ,inevitavel,& a queda da taxa de lucro. Trata-se, ob
viamente, de mais uma suposig¢ao gratuita. Mais uma vez , Marx
tenta o impossivel, que & de uma tautologia extrair uma lei

econdmica.

A teoria marxista das crises. & bem mais inte-
ressante, e de alguma forma antecipa o que neste século vi
ria a ser o pensamento keynesiano. O objetivo final da acumu-
lagdo de capital & produzir maior quantidade de bens de consu
mo; mas,como vender mais bens de consumo, se "aumenta conti -
nuamente o desemprego,e o0s salarios nao saem do nivel de sﬁb-
sisteéncla?Marx apenas percebe o problema de que uma economia.
capitalista pode entrar em depressao por insuficiéncia de de
manda global. Na realidade, a sua’hibétese de que os capita -
listas apliquem automaticamente todos 0s seus lucros na aquisi -
cao de novos bens de capital ndo deixa luéar, no seu racioci-
nio, para essa insuficiéncia de demanda. A sua saida, na 1i
nha hegeliana de pensamento,consiste em ai, identificar mais
uma contradi¢ao interna das leis da acumulagao capitalista.Es

sa contradigao se resolveria pelas crises.

A teoria da concentragao & apresentada como co
rolario bastante plausivel da lei da taxa declinante de lucro.
Em sIintese, quando as taxas de lucro s3o baixas & mais facil
aos grandes capitalistas engolir os pequenos; estes nao  tém
como se firmar no mercado, e facilmente se arruinam, tentando

aumentar seus lucros em aventuras especulativas.
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0 declinio da taxa de lucro,evidentemente, pro
voca violentas tensces no regime capitalista. Nao apenas os
grandes devoram Os pequenos; os patroes procuram opor-se a
queda do prdprio objetivo da acumulagdo, que & a taxa de 1lu
cro, aumentando cada vez mais as jornadas de trabalho e com
primindo os salarios além dos limites socialmente suporta

vels. Marx chega, assim, numa linguagem bastante digna, a sua

conclusdo apocaliptica:

" ... a acumulag¢ao crescente de capital neduy
da em concentracao chescente. AAALm,auménta a forca do capd -
tal, a autonomia em rela¢ao aos produtores hreads,persondifica-
da no capitalista,das condigoes sociais de -produgao.0 capital
cada vez mais de patenteia forga social:tem o capitalista ponr
agente,e nao se nrelaciona madis com 0 que pode crian o traba
Lho de cada individuo; mas patenteia-se forga social aliena -
da,autonoma, que enfrenta a sociedade como coisa e como poden
do capitalista por meio dessa codda.A contradigdo entre a fon
ca so0cial genal que o capital privado encarna e o poder priva
do dos diferentes capitalistas sobre essas condigoes socdais
torna-se cada vez mais aguda e acarreta que se dissolva esda
nefacao,e a dissolugao implica que 04 meios de produgao se

tonnem socdais,coletivos,gerads. "

como estilista,Marx nao era primoroso,e O tre
cho acima & um bom exemplo. A linguagem messianica, todavia,

era a conveniente a um profeta. A concepgao materialista da
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Historia esta longe de representar contribuigdo irrelevante a
socioclogia e a filosofia. Em particular, ela chama a atencao
sobre a influéncia dos métodos de produgao de cada época  so
bre nao apenas a organizacao politico-econdmica, mas sobre a
propria maneira de pensar. Os marxistas sempre acusam seus
adversarios de filosofar de acordo com seus interesses, embo-
ra nao aceitem que esse mesmo principio, como seria l&gico, a
eles se aplique. Dois pontos importantes, todavia, parecemter
sido egquecidos por Marx. Primeiré, que a humanidade nao & a-
penas movida por interesses econdmicos, mas também por senti-
mentos afetivos e pela ambigao do poder. Segundo,que a . sim
ples curiosidade intelectual de alguns pensadores pode levar
a descobertas tedricas e praticas que modificam profundamente
a evolugao da tecnologia, da filosofia e da organizagao SO

cial dos povos.

Tambem o processo dialético nao parece consti-
tuir o caminho ideal para a formulacao de um modelo cientifi-
co, como Marx pretendia fazer para o socilalismo. Enunciar leis
e apontar suas contrédigSes internas & método que sempre dei-
xa o espectador numa divida: se as contradigoes sao do siste-
ma,ou de quemo estd analisando. Por Gltimo, cdmo filosofo e
historiador, Marx parece bastante estreito nos seus horizon -
tes. Para ele,o mundo se resume em trés fases: feudalismo, ca

pitalismo, socialismo. Pelo menos depois de Copérnico, & de

se convir que isso seja muito pouco.
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Apesar desses defeltos, a obra de Marx possui
uma grandiosidade dificilmente encontrada em outros economis
tas. Como profeta, Marx atifou noc que viu e acertou no que
nao viu. O regime comunista realmente estabeleceu-se em boa
parte do mundo. Mas a Revolugao Soviética nao foi causada nem
pelo aumento da composig¢ao organica do capital nem pelo decli
nio da taxa de lucro. O capitalismo, por sua vez,evoluiu de
forma inteiramente diversa da prevista por Marx. O que tal
vez se possa dizer e que "0 Capital" de alguma forma con
tribuiu para que essa evolugao fosse diferente. Pois,nada me
lhor para prevenir uma catdstrofe do que vaticinar a sua ine

vitabilidade.

Refutar a teoria econdmica de Marx nao chegou
a ser tarefa dificil para aqueles gque nao gostavam de suas
previsoes. Mas exigiu, no plano tedrico, que.os economistas
afiassem a sua capacidade de analise. E, né plano politico,
que o sistema capitalista passasse a ter maiores preocupagoes
com sua dimensao social. Em suma, para usar sua propria lin .-
guagem, Marx talvez ndo tenha conseguido construir uma 2 boa
tese. Mas, certamente, pela sua capacidade de provocagao, ela

borou uma formidavel antitese.



CAPITULO 11

A TEORIA MARGINALISTA

2.1) Caleulo digerencial e analise economica

A teoria marginali;ta pode ser definida como
a solugao dos problemas econdmicos pelo calculo diferencial.
Dois séculos se passaram entre a invengdo do calculo diferen-
cial por Newton e Leibniz e a sua introdugao na analise econd
mica. Um desses séculos de atraso se explica pelo fato de a
teoria econdmica sO se ter organizado como-disciplina indepen
dente a partir de Adam Smith. O outro corre por conta de duas

razoes.

Em primeiro lugar, até nao muito tempo atras,
a matematica,em geral,e o calculo diferencial em particular ,
nao eram o forte dos eccnomistas, mais treinados em humanida-
de ou na pratica dos negdcios. Por esse motivo, os priheiros
marginalistas a serem entendidos foram aqueles que consegui
ram raciocinar com derivadas sem recorrer a simbologia do
cilculo diferencial. Isso, dentro de certos limites,& pratica
vel. Economistas com excelente formagao matematica, como

Marshall, trataram de traduzir derivadas em linguagem corren-
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te em todos os seus textos, usando formulas apenas nos Apég
dices destinados a leitura pelos iniciados. Essa pratica ain-
da é adotada em textos de economia‘para principiantes. Tam
bém, como meio de evitar o simbolismo das derivadas, os elabo
radores da teoria marginalista trataram de apelar para os gra
ficos e curvas. Contudo, as construgoes geométricas acabaram
ficando tao complicadas que muitos leitores ou desistiram ou

preferiram seguir um curso de calculo diferencial.

Em segundo lugar, por muito tempo perdurou a
crenca de que, nao sendo a economia umaAciéncia exata, nela
nao cabia a intromissao da matematica. Esse ponto reguer es
clarecimento, pois resulta da confuszo, de-um lado, do que

seja ciencia exata e deoutro lado, do que seja matematica.

O apelido ciéncia exata se aplica aqueles ra
mos do conhecimento que a humanidade conseguiu enquadrar em
férmulas susceptiveis de aplicagdo numérica. Um exemplo clas-
sico & a lei newtoniana da gravitacgao universal. Dadas as mas
sas de dois corpos e a.respectiva distancia, consegue-se cal-
cular a forga de atragao entre esses dois corpos. Os céticos
sempre langam dlvida sobre se e a ciéncia que € exata, ou
os aparelhos de medigdo que sao grosseiros, mas,nc fundo,esse

@ apenas um problema dz semantica.

Os progressos dos computadores tém facilitado

0 uso e o abuso dos modelos econométricos, mas poucos Sao Os
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economistas que acreditam que suas previsoes quantitativas
possam equiparar-se, em precisao, as de um astronomo. Nesse
sentido & que a economia & classificada como ciéncia inexa -
ta. Contudo, a teoria econdomica, se nao ensina tudo o que de
sejariamos conhecer, pelo menos nos informa alguma coisa.E,
como em qualquer cieéncia, esse ensinamento nao se resume num
amontoado desconexo de observagoes, mas em determinadas rela
¢oes entre varidveis susceptiveis de mensurag3o. O que se po
de dizer & que, freqllentemente, as relagoes identificadas nao
sao quantitativas, mas apenas qualitativas. Para citar un
exemplo, a lei dos rendimentos decrescentes nos informa sobre
uma propriedade da funcao de produgao, mas nao nos permite

conhecer a sua expressao analitica.

Ocorre que a matematica nao lida apenas com
funcdes analiticamente explicitadas, como 5u)x{ §{x)=5+sen2x +
Logx,etc. A linguagem matematica presta-se, igualmente,ao tra
balho com fungoes das quais apenas se conhécem algumas pro -
priedades. Para dar um exémplo, quando se enuncia a lei dos
rendimentos decrescentes sob a forma y=4{(N), sendo {'(N} >0 e
§''IN)<0, esta-se afirmando alguma coisa de relevante sobre as
relagoes entre produto y e emprego N. A afirmacdo ndo & tao
forte quanto seria a especificacao exata da fungao de produ -
¢ao,mas,ainda assim, nos permite tirar conclusoes bastante im
portantes.Em suma, a matemética'néo nos obriga apenas a racio

cinar com lels quantitativas,mas serve igualmente ac desenvolvi -
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mento das leis qualitativas.

Na realidade, a matemitica & uma forma de 1lin
guagem, como O sS3ao o portugués, o inglés ou o turco. Mas, com
uma peculiaridade: ela se presta, como nenhuma outra, & elabg'
ragao de longas cadeias dedutivas de raciocinio. A reconstru-
¢ao do modelo ricardiano de convergéncia para o estado esta
cionario, desenvolvida no capitulo anﬁerior, serve como exem
plo. As conclusdes a que se chega s3o realmente as Rrevistas
por Ricardo, mas por caminhos légicos, muito mais precisos.
Por outro lado, no momento em que.um modelo econdmico € enqua
drado em linguagem matematica, tornamo-nos submetidos a uma
disciplina de trabalho que nem sempre & imposta pela lingua
gem corrente. Somos obrigados a deixar bem claro o que & hi
potese, o que & conclusao. E os erros dedutivos, tornando-se
mais facilmente detectéveié, também se tornam menos provaveis.
Na realidade, a maior parte das tolices ja escritas e que se
continuam a escrever sobre economia poderié ter sido poupanda,
se todo economista fosse dbrigado a expor .suas idéias cons -

truindo um modelo matematico.

Ha quem indague para que usar uma linguagem
dedutiva tao poderosa, quando se parte de premissas tao sujei
tas a contestagdo quanto as leis econdmicas. A resposta envol
ve trés qonsiderag&es. Primeiro, se temos davidas gquanto as

premissas, o remédio & examinid-las melhor, e naoc elaborar con
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clusoes, errando nos silogismos. A economia pode nao ser cién-
cia exata, mas nem por isso se deve transformar em ciénciacng
fusa. Segundo, nhdo apenas as leis econdmicas, mas também as
da fisica, sa3o passiveis de substituigao por outras melhores;
apenas,em economia,isso ocorre com maior fregfiéncia. Tercei -
ro, a melhor maneira de descobrir que algo errado pode haver
uma hipdtese aparentemente plausivel consiste em examinar to
das as suas conseqfiencias. Um exemplo ilustrativo se pode
extrair da fisica. Admitamos que determinado individyo propo-
nha que a gravitagao universal n3o & inversamente proporcio -
nal ao quadrado, mas a quarta poténcia da distancia. A priori,
essa nado parece ser uma hipdtese nem melhor nem pior do que
a de Newton. A Unica maneira de se provar que ela & errada con
siste em resolver uma série de equagoes diferenciais e con
cluir que, com essa hipdtese gravitacional, as Orbitas dos
planetas em torno do sol seriam completamente diferentes das

gque se observam,

Obviamente,o economista, como alias qualquer
praticante de ciéncia aplicada, deve usar a matematica - como
instrumento,e nao como objetivo. Ha teoremas que os iniciados
classificam como de grande beleza poética, e o economista nao
tem o direito-de se perder nesse enlevo, rescrvado aos matema
ticos puros. A rigor,esse perigo também existe na linguagem
corrente, e muitos cconomistas 550 melhores construtores de

frases do que de ideias. Mas,na linguagem matematica, que pa
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ra muitos economistas tem o sabor de novidade, e que para
0s lelgos possui a forca da intimidacao,esse perigo pode ser
maior. Nesse sentido, & de se reconhecer que alguns economis
tas-matematicos desenvolveram teorias que se podem conside

rar mais elegantes do que relevantes.

Feltas essas observagdes de ordem metodologi

ca, vejamos como se desenvolveu a teoria marginalista.

Ao que se sabe, as primeiras aplicagoes do cal
culo diferencial & analise econdmica foram desenvolvidas " por
Cournot, nas suas "Rechenrches sur fes principes mathématiqueé
de fLa theonie des nichesses", publicadas em 1838, Os exerci
cios de Cournot, ainda hoje apresentados nos textos sobre con
corréncia imperfeita, seguiam mais ou menos o seguinte esti
lo: Suponhamos que uma empresa fabrique determinado produto ,
cujas quantidades designaremos por g; o custo de produgao
serd uma fungao C{q)da quantidade produzida; a Receita sera
Ruq)=pq, sendo p o preco de venda do produto. Se a empresa
operar em regime de concorréncia, p serd um dado do proble
ma. Sc a empresa for monopolista p=4(q),sendo §1q) decrescen-
te. Em qualquer hipdtese, a empresa escolhera a produgao que

maximize o seu lucro
{¢) = Rlq) - Clq) = pg- Clq) (2.1)

Assim, a quantidade produzida pela empresa deve ser aquela

que iguale a zero a derivada do lucro em relagao a 2 ,» ou se
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ja:

R'{q) = C'{q) (2.2} .
sendo R'(q) =p , quando o mercado for de concorréncia perfei-
ta (pois p @ um dado para a empresa e R'[q)=§lq)+q¢4'lq], em

regime de monopdlio).

Como condigdo de segunda ordem, a derivada se-

gunda do lucro deve ser negativa, ou seja:

R'""(¢g) < C''{q] (2.3)
No caso de concorrencia perfeita,essa condigéo se expressa
por |

C'"'"{q) > 0 (2.4)

e no de concorréncia imperfeita por
C''"{q) > 24" {q) + 4" (q) (2.5)

As pesquisas de Cournot paésaram praticamente
despercebidas em seu tempb, e sO vieram a ser desenterradas
em 1872, por Walras. Fora o seu pioneirismo, no entanto , elas
encerram notavel inovacao metodoldgica: a de tratar as ques-
toes econdmicas como problemas de maximizacdo. Sem davida, pe
lo menos desde Adam Smith, os economistas sabiam que os capi-
talistas procuravam extrair a maior taxa de rentabilidade pos
sivel do capital aplicado, o qﬁe em condigcoes de concorréncia

levaria ao nivelamento da taxa de lucro. Contudo,antes de
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Cournct nenhum economista exploroﬁ suficientemente os resulta
dos dessa hipdtese. Toda a teoria marginalista ergueu-se e}
bre duas premissas, a de que o empresario procurasse maximi-
zar seu lucro e a de que o consumidor tratasse de maximizar a

sua satisfacgao,dentro das suas limitagoes orgamentarias.

O exemplo acima apresentado de exercicio de
Cournot serve, entre outras coisas, para mostrar até que pon-
to o calculo diferencial pode ser.substituido pela linguagem
corrente, e a partir de onde isso se torna muito pouco prati-
co. .

A equagac (2.2) é daquelaé que, sem maior  di

ficuldade, se traduz em linguagem corrente. Denominemos recei

ta marginal o acréscimo de receita resultante da produgao e

venda de uma unidade a mais do produto, e por custo marginal

o acréscimo de custo provocado pela produgao de uma a unidade
adicional. Engquanto a receita marginal for superior ao custo
marginal, a empresa aumenta seu lucro expandindo a sua produ-
¢d3o. No momento em que o custo marginal se tornar superior a
receita marginal, a expansdo da producgao deixa de ser interes
sante para a empresa. Segue-se que a producao de eqdilibrio
sera aquela que iguale a receita marginal ao custo marginal .
Em termos de calculo diferencial, receita marginal e custo mar
ginal sdo, respectivamente, as derivadas R'{q) e C'{q) da

receita e do custo,em relagao & quantidade produzida.
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Foi em termos desse tipo de tradugao que a teo
ria marginalista conseguiu entrar no circulo dos economistas

do Século XIX. A esse respeito, valem duas observagoes:

A primeira € que estd implicito, em todo o
raciocinio, que até determinado nivel de produgdo a receita
marginal seja superior ao custo marginal, e que, a partir do
ponto de equalizagao, mude o sinal da desigualdade. Essa e
uma maneira de escapar as condigdes de segunda ordem de maxi-
mizacao, que sempre se mostram muito mais dificeis,para efei-
tos de tradugao em linguagem corrente. Nao & impossivel tradu
zir nessa linguagem corrente a desigualdade (2.5), mas tor -
nam-se necessarias tantas circunvoluqées'que o leitor ;caba
achando mais pratico estudar calculo diferencial. Acontece que
as condig¢oes de segunda ordem de maximizagao sao tao importan
tes quanto as de primeira, pois derivar e igualar a zero . e
tecnica que as vezes conduz a um maximo, as vezes a um mini -
mo, e ainda possivelmente nem a uma coisa nem outra. O que
se pode alegar & que, se as condigoes de segunda ordem sdo
de tradugao tao dificil em termos econdmicos palpaveis, deve
haver algo de errado numa formulagao que as considera impres-
cindiveis. Essa & uma critica tao valida quanto insoluvel den
tro da teoria marginalista. A Unica solugao consiste em usar
técnicas matcmaticas mais refinadas do que o calculo diferen-

cial, assunto de que cuidaremos no proximo capitulo.
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A segunda observagao se refere a uma sutileza
légica. Quando se define receita marginal como adicional de
receita resultante da venda de uma unidade a mais do produto,
estamos supondo, das duas uma: ou que o produto seja indivisi
vel, ou que o acréscimo de receita seja proporcional ao aumen
to da produgao vendida. A segunda hipOtese & por demais res
tritiva para que possa ser aceita, a menos que se raciocine
com o conceito mistico de infinitésimo, que felizmente a ma
tematica moderna conseguiu colocar em desuso. Ji na primeira
hipOtese, a da indivisibilidade das unidades produzidas, te -
riamos que contemplar a possibilidade de que para nenhum ni
vel de produgao a receita marginal fosse.exatamente igual ao
custo marginal. Nesse caso, o0 enunciado correto do teorema
de equilibrio seria outro: o numero ideal de unidades vendi-—
das corresponderia ao maior inteiro para o qual a receita mar
ginal fosse maior do que o custo marginal; e se, para algum
inteiro ¢, a receita marginal igualasse o custo marginal, se
ria indiferente para a ehpresa produzir q ou ¢-! unidades. Es
se enunciadoc n3o & apenas muito pedante. Ele também € de ma

nipulagao muito pouco coOmoda, para efeitos de desenvolvimen

to de gqualquer teoria. De alguma forma, devemo-nos sentir
satisfeitos de que os economistas do século passado nao se
tivessem preocupado com essas sutilezas ldgicas, sem o que

dificilmente a teoria marginalista teria saido da estaca ze -

ro.

Cournot pode-se considerar um precursor, mas

nao o fundador da escola marginalista. Esta fol uma  composi
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géo de muitos autores, entre os quais se devem destacar pelo
menos Hermann Gossen, Stanley Jevons, Carl Menger, Friedrich
von Wieser, Eugen von B8hm-Bawerk, e, num plano de sintese,
Leon Walras, Alfred Marshall e Vilfredo Pareto. Pelo menos

trés grandes inovacoes se devem ao pensamento marginalista:

a) a descoberta do elo entre o valor de uso e
0 valor de troca:

b) a teoria da remhneragéo dos fatores pela
produtividade marginal;

¢] a revisdao das teorias do capital e do juro.
A apresentacao dessas novas idéias foi freqlientemente  subli
nhada por graves tropecos 16gicos. Os.classicos ingleses e
Marx sd haviam pensado na oferta. Alguns marginalistas, sobre
tudo os trés austriacos Menger, Wieser e B&hm-Bawerk sd pen
Saram na procura. Mais dificil ainda foi construir uma teo
ria satisfatéria do capital, do juro e do lucro.B8hm— Bawerk
introduziu idéias interessantes nesse sentido, mas a teoria
do capital realmente s& se solidificou com os trabalhos de

Wicksell, Havek e Fisher.

2.7) A teorda da utifidade manqinal

A descoberta do elo entre valor de uso e valor

de troca dcve—se_uelo menos a William Stanley Jevons e a
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Leon Walras, cabendo provavelmente as maiores ngrias ao
primeiro. Sequindo a filosofia utilitarista de Bentham,Jevons
partiu do pressuposto de que o individuo, dentro de suas pos
sibilidades, tratasse de maximizar o saldo do seu prazer so
bre a dor (que, para efeitos analiticos, era tratada como
um prazer negativo). Passando para o terreno analitico,Jevons
admitia que a nosse de determinada quantidade de uma mercado-
ria proporcionasse ao individuo um certo grau'de prazer, que
era denominado utilidade (™). Esse nivel de utilidade seria
regido vela lei da utilidade marginal decrescente, a gual
se poderia enunciar nos seguintes termos:

(4] quanto maiorn a quantidade disponivel de
um bem, malon a utifidade total poxr efa proporcionada;

[£4) a utilidade manginaf, istc e, o acrescimo

de utifidade vproporcionado poxr uma unidade a mais da merncado-

nia, decresce com a respectiva quantidade.

E facil multiplicar exemplos da lei da utilida
de marginal decrescente. Para qualquer individuo, a utilidade
do primeiro litro diario de agua & enorme; a do sequndo 1li
tro,um pouco menos,e a do milésimo litro,certamente muito pe
quena. Assim, a utilidade marginal nao & apenas fungao da es
sencialidade do bem, mas particularmente da sua escassez. Os
bens superabundantes podem ser muito Gteis no total, mas de

vem ter utilidade marginal muito pequena.

(*) Estamos aqui usando as denominagoes modernas. Jevons ape-
lidava a utilidade marginel de grau final de utilidade;
Walras:de rarete;Wieser,de Grenznutzen; Pareto, de opheli
mite, ectc. -
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Em termos analiticos,isso significava que o
nivel de utilidade U(q) proporcionado peio coﬁsumo de q uni
dades de determinada mercadoria vor unidade de tempo seria
tal que U'(q) >0,e U''[q) < 0. A curva de utilidade total
seria,aséim,crescente e cOncava, tal como na FIGURA 2.1.

~U ' 3

FIGURA 2.1

A tarefa seguinte consistia em estabelecer o
vinculo entre utilidades marginais e precos. O raciocinio po
de-se apresentar nos sequintes termos: seja u a utilidade
marginal de um bem cujo preco & p; entao,u/p renresenta a uti
lidade marginal de um cruzeiro adicional aplicado na compra
da mercadoria. Consideremos,agora,duas mercadorias A e B cég-
sumidas por determinado individuo. Dentro’de suas limitacgoes
orgamentarias, o individuo vode aumentar de um cruzeiro suas
compras de A ,desde que reduza de um cruzeiro a aquisicao de
B. O ganho ligqfiido de utilidade ( positivo ou negati
vo) sera dado por uA/pA - uB/ﬁB; quanto maior a quantidade

de A, e portanto menor a de B , menor esse ganho liqgliido,
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vols, pela lei da utilidade marginal decrescente, uy diminui
e Uup aumenta. Admitindo que o individuo compre ambas as mer
cadorias,e que procure maximizar sua satisfacao, na posicao
de equilibrio o ganho ligfiido de gqualquer substituicao de
A por B ou de B porA deve ser nulo. Em suma, na posicgao
de equilibrio, u.A/pA = uB/pB . Raciocinando com um nfimero
qualquer de mercadorias, o consumidor graduara as compras de
modo a tornar todas as utilidades marginais pronorcionais aos

precos, isto é:

- = o= q2.6)
Py Pg P,
Uy, Uy, «nnn. y U, designando as utilidades marginais dos di
versos bens, Pps Pogs vvnn » P, ©OS respectivos precos. Natu-

ralmente, na linquagem do calculo diferencial, a utilidade mar
ginal w; € a derivada parcial da utilidade total em rela -

¢ao a quantidade possuida, q; » do &84m0 pem.

A equagao (2.6) corresponde a um dos mais
veneraveis teoremas marginalistas, servindo para explicar co
mo a agua, tao Gtil, pode ser tdo barata, e os diamantes,tao
supérfluos, podem ser t3ao caros. A resposta esta em qﬁe os
precos sao proporcionais,ndo ao total das utilidades, mas as
utilidades marginais, que sao altas para os bens escassos e
baixas para os bens superabundantes. Com isso se decifrava o

enigma que, desde Aristoteles, inquietava todos os pesquisado
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res da teoria dos precos, o da discrepincia entre valores de

uso e valores de troca.

Algumas observacoes, todavia, devem ser feitas
a propdsito da lei de provorcionalidade entre utilidades mar

ginais e pregos;

Em primeiro lugar, a deducdo da equacdo (?.6)
pressupGe que o consumidor nio tenha qualquer capacidade de,
individualmente, influenciar os precos de mercado. Pelo me

nos na grande maioria dos casos,essa € uma suposicdo plausi -

vel, mas & importante deix3-la bem explicita.

Em segundo lugar, a pfoporcionalidade entre
utilidades marginais e precos deve-se observar para as merca-
dorias que sao efetivamente adquiridas pelo individuo, mas
nao para aquelas que ele deixa de comprar. Suponhamos, por e-
xemplo, que o consumidor goste de feijao, mas nio de jild. PO
de ocorrer que a utilidade adicional do primeiro cruzeiro gas
to em jild seja inferior & do Gltimo cruzeiro aplicado eﬁ :
feijao. Nesse caso, o consumo de jilos sers igual a zero. A
forma analiticamente correcta de enfrentar esse problema con

siste em substituir a equacdo (2.6} por:
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r
u .
L
]t | (2.7)
uw .
Pi

. . .esimo
q; designando a quantidade consumida do {—"-=

chamada utilidade marginal da renda, isto &, a utilidade mar

bem, e Up a

ginal de um cruzeiro aplicado em qualquer dos bens que sao e

fetivamente consumidos.

Em terceiro lugar, das eguagEes (2.6), ou da
sua versao melhorada, (2.7), o que se pode esperar obter nao
sao os pregos dos diferentes produtos, mas apenas as expres
soes da demanda de cada bem em fungdo dos diversos precos e
da renda do consumidor. Para isso, diga-se de passagem, & pre

ciso acrescentar a equagao do orcamento:

P1ay * Paly * et P, = R (2.8)
a qual vressupoe que na listagem das n ﬁercadorias se in
cluam a moeda e quaisque? outras aplicagoes para a poupanc¢a
do individuo. Combinando a restrigdo orcamentiria acima  com

as equacOes de proporcionalidade de utilidades marginais e

riecos,chega-se a expressoes do tipo:

PR PRY-FFY D PIINNINH P, R

99 = fgPpapgs et PR (2.9)
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A Gnica proposicdo geral que, a esta altura,po
demos formular a respeito das fung¢Oes acima & que elas sao
homogéneas de grau zero, isto &, que se multiplicarmos por
um mesmo fator g todos os precos e a renda, as quantidades
procuradas nao se alteram. Isso decorre imediatamente da for

ma das equagOes [(2.6) e da restrigdo orcamentiria:
§; lkpy, kpy, ... kpn,kR)=5i(p1,p2, ceeep R (2.10)

A titulo de exemplo, suponhamos que a funcao
utilidade de um individuo se expresse por:
U= a,log q * aztog Qg * ... +an£og Q)0 sendo a; *a, + ....a =1

A equacao (2.5) conduz, no caso, a:

il L S . I
P14y Poty 7T Ppdp
Introduzindo-se a equagao orcgamentaria, se
gue-se que:
a; = a;R/p,; _ (2.11)

. ' . : .esina
O que significa que o consumidor sempre dispende com a {—=—=
mercadoria uma fragao a;, da sua renda.

Um quarto ponto a observar diz respeito a su
ficiéncia da condigdo de equilibrio expressa na equacao (2.5),
Ou na sua versao melhorada,(?.6). Independentemente da lei da
utilidade marginal decrescente, pode-se concluir que se o con-

sumidor, na sua posigao de equilibrio, adquire as mercadorias
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A e B, entao as utilidades marginais devem ser proporcionais

aos respectivos precgos; com efeito, se uA/pA - uB/pB fosse

diferente de zero, o consumidor poderia aumentar sua satisfa-
qéo desviando um cruzeiro e A para B ,ou vice-versa, e por
tanto nao estaria em equilibrio. Trata-se,porém,apenas de
uma condigao necessaria, e que tanto se poderia aplicar ao
individuo normal,que deseja maximizar sua satisfacao, quanto
ao consumidor masoquista,que pretendesse minimizar sua utili-
dade total. Para provar a suficiéncia da condigao, o racioci-
nio tradicional apela para a lei da utilidade marginal decres
cente. O ganho liqllido de utilidade quando se desvia um cru -
zeiro da compra de B para a de A & expresso po§ uANM ~Ug /Pg;
admite-se que, em virtude da lei da utilidade marginal decres
cente, quanto maior a quantidade de A e menor a de B, menor
esse ganho liquido, pois uy diminui e ug aumenta. Nesse ca
so, parece claro que,na poéigéo em que as utilidades margi -
nails sao proporcionais aos precos,o consumidor efetivamente
esta maximizando sua satisfag¢ao. Com efeito, o individuo per-
deria em utilidade total,quer consumisse um pouco menos de A

e um poucc mais de B, quer se desviasse no sentido oposto.

Esta implicito nesse raciocinio que a utili
dade marginal de um bem depende apenas da quantidade disponi-
vel desse bem, e nao das quanti@ades compradas de outras mer-
cadorias. A prova da suficiéncia da condigao cairia inteira -

mente por terra,se aceitassemos a lei da utilidade marginal
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decrescente, mas também admitissemos que ,aumentando a quanti-
dade de A ,diminufsse a utilidade marginal de B, e vice-ver -
sa. Chegariamos ,agora, 3 mais perfeita perplexidade quanto
ao sentido da variagao de uA/pA - uB/pB , quando se trocasse

A por B,ouB poiA.

Dizer que a utilidade marginal de uma mercado-
ria independe das quantidades das outras e o mesmo que afir-

mar que a utilidade total se exprime na forma aditiva:

U(q,,qz, ...qn) = u(q,)+u(q2)+ ..... +U(qn) (2.12)

isto &, que a utilidade proporcionada pela disponibilidade de
varios bens & igual 3 soma das utilidades produzidas por ca

da bem,isoladamente.

Até que ponto se pode considerar plausivel a
hipétese.de aditividade ? Marshall aceitou-a sem maiores res-
tricoes, enquanto Edgewofth a contestava. A discusszo, com
base em argumentos a priori,é puramente metafisica, pois ain-
da nao se inventaram avarelhos para medir a utilidade (o gque
alids, constitui o calcanhar de Aquiles de toda a teoria da
utilidade marginal). Contudo, da hipOtese de aditividade re
sulta uma conclusaoc que & desmentida pela experiéncia: se a
renda do consumidor aumentar e os pre¢os nao mudarem,as guan-
tidades consumidas de todos os bens devem aumentar. A demons-
tracao é simples: pela equacao do orcamento, se a renda aumen

ta e os pregos nao variam, a quantidade comprada de pelo me
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nos um bem deve crescer; isso fara cair a sua utilidade mar
ginal; mas, como as utilidades marginais da nova pésiqéo de
equilibric devem continuar proporcionais aos pregos, que nao
se modificaram, entao as utilidades marginais de todos os ou
tros bens devem cair. Isso sd & possivel, pela lei da utili-

dade marginal decrescente, se as gquantidades consumidas de to

dos os bens se elevarem.

Pelo menos para os'individuos nao muito abasta
dos essa conclusao nao & valida. Existem os chamados bens in
feriores, como a carne de segunda, cujo consumo cai quando os
individuos enriquecem. Com efeito, com maior renda os consumi
dores tratam de substituir esses bens por outros de melhor

qualidade, como o filet-mignon. Essa & uma razao empirica su

ficiente para que se rejeite a hipotese de aditividade.

Ocorre que, sem essa hipOtese, a lei da wutili
dade marginal decrescenté nao basta para provar que o consumi
dor efetivamente maximiza sua satisfacao quando as utilidades
marginais sao proporcionais aos pregos. Era preciso,assim, re
formular a teoria da utilidade marginal, de modo a obter uma
teoria satisfatoria da procura. Essa tarefa, iniciada . por
Pareto, foi completada por Hicks, que de uma cajadada matou
dois coelhos: nao apenas dispensou a hipotese da aditividade,
mas a propria idéia de mensuragao da utilidade, substituin

do-a pela de simples ordenacao das preferéncias.
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2.3) A teoria da produtividade marginal

Os economistas classicos geralmente  supunham
que o capital e o trabalho se combinassem em proporgoes fi
xas, embora, de tempos em tempos, o progresso tecncldogico se
encarregasse de modificar esse coeficiente de proporcionalida
de (seqgundo Marx, para engrossar as fileiras do exército in
dustrial de reserva). As fungdes de producdoc da teoria margi-
nalista, ao contrario, sao dotadas de extrema plasticidade.Os
fatores de produgao podem combinar-se em quaisquer proporgoes,
e basta aumentar a quantidade de um quélquer deles para que
o produto total cresca. Analiticamente, uma fungao de produ-

¢ao marginalista se exprime por:

q= 5M7, 62,......An) (2.13)

sendo ¢ a quantidade do produto obtida por unidade de tem

po, 57,52, . as quantidades de fatores empregadas ,

n
por unidade de tempo. A fungao de producao presume-se diferen
ciavel (o que, em alguns casos & uma hipGtese palatavel, em
outros nao; se o processo de produgao correspondesse a uma

reagao quimica, onde os ingredientes s6 se combinam em Dropor

coes fixas, a hipStese de difercnciabilidade seria absurda).

A teoria da produtivicdade marginal supoe que

uma empresa,cuja fungao de produgio corresponda i equagao
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(2.73),opere num mercado de concorrencia perfeita, onde o pre
¢o do produto seja iqual a p e o dos fatores VirVgpeeeesV, o A
hipbGtese de concbrréncia pérfeita significa que a empresa con
sidera esses pregos como dados, nao tendo a minima capacida-
de de os afetar pela sua decisao individual de produzir mais
ou menos, ou de comprar maior ou menor quantidade de qual -
quer fator. Isso significa, numa palavra, que o mercado & su

ficientemente atomizado,e que nao hd nenhum tipo de coalizao

entre os produtores.

Cabe uma observacao importante a respeito das
unidades em que se medem os pregos dos fatores: tratando -
se de matérias-primas ou de mao-de-obra, as unidades sao as
usqais (cruzeiros por quilo de algodao, cruzeiros por ho
mem-hora); no caso das maquinas, todavia, as quantidades que
se estao usando na fungao de produgao nao significam o uso
da magquina durante toda a sua vida 4til, mas apenas numa uni-
dade de tempo; assim, o prego correspondente néo é o de aqui-
sicao da maquina, mas o seu valor locativo por hora, mes ou
qualquer outra unidade de tempo. Como o prego de aquisigao e

o valor locativo se correlacionam, & questao que discutiremos

quando examinarmos a teoria do capital.

Voltemos & fungao de produgac {2.13). A produ-

tividade marginal §, do {esimo fator & definida como  sendo

a derivada parcial . 3q_ do produto ¢ em relagao & quanti
95
L
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dade 8; do fator. Em linguagem corrente, a produtividade mar
ginal se traduz como o acréscimo do produtb quando se aumenta
de uma unidade a quantidade empregada desse fator, sem se mo

dificarem as quantidades dos demais fatores.

Vejamos,agora,o teorema da produtividade margi

nal. O lucro,que a empresa deseja maximizar, & a diferenga en

tre a receita, pq - pﬂ(A,,Az, ..... , An) e o custo com a aqui
sigao de fatores PVt Vb, b Ll by
L = pfla;,e,, onn.. 8, - vstvas, - il sy s (2.14)

A condigao de primeira ordem de maximizagao &
que todas as derivadas parciais de L sejam nulas. Isso se tra

duz por:

UL/p ..... ,nl (2.15)

L
[~ N
&~
P
L]
A
-
~N
-

ou seja, a relagao entre o pregco de cada fator e o do produ

to deve ser igual a sua produtividade marginal.

E facil chegar & equagao (2.15), que sintetiza

a chamada lei da produtividade margihal, em linguagem corren-

te. Empregando mais uma unidade do <{esimo fator, a empresa
obtéﬁ 6£ unidades adicionais de produto, o que significauma
receita a mais pﬁi versus um custo adicional Ve Enquanto
a receita superar o custo,vale a pena expandir o uso do fa -
tor. O ponto de equilibrio se alcanga, para cada fator, quan

do . pgi = v; , ou, o que € o mesmo, quando vilp = 6i‘



88.

Faltam, naturalmente, as condigoes de segunda
ordem. A primeira hipdtese e a generalizagSO da lei ricardia
na dos rendimentos decrescentes: mantidas as quantidades dos
demais fatores, a produtividade marginal de cada fator deQe
cair com o aumento da quantidade dele empregada. E preciso,to
davia, supor algo mais. Cuidaremos desse assunto no prdximo
capitulo. Por enquanto,vale apenas ressaltar que o0s rendimen
tos decrescentes devem ser totais, isto e, duplicando-se as
quantidades de todos os fatores, o produto nao deve chegar ao

dobro.

. B importante, mais uma vez, saber exatamente o,
que se pode obter das equagoes (2.15), isto &, da lei da remu
neragéo dos fatores pela produtividaﬂe marginal. Elas permi -
tem que se determine a oferta g do produto e as quantidades
procuradas B1sdgs cannn, by dos fatores em fungao dos pre
GOS P, VysVy, oo v,. A titulo de exemplo, suponhamos que

a funcao de produgaoc se expresse por:

L. 0,3 0,2
q = 58,777 8,

£ facil concluir,com base nas equagoes (2.15),

que - nesse caso:

\
—
-
U
O
-
1

v,/p

volp = 5177 4

Dai se conclui, com alguns algebrismos,que a
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procura dos fatores de producadao é dada pelas expressdes:

O
e ¥

t
)
o
L
-
S

Entrando com a fungao de produgao,obtém-se a

equagao de oferta:

O exemplo acima sugere que as fungoes oferta

e procura dos fatores de produgaoc sejam homogeneas de grau zg
ro,'isto @, que as quantidades procuradas dos fatores e fabri

cadas do produto nao se alterem se todos os precos, PiViseen Y,

forem multiplicados,simultaneamente,por um mesmo fator. Essa
é uma proposigao absolutamente geral, pois se todos os pregos

sao multiplicados por g , para um mesmo conjunto de quantida

des, os lucros sac igualmente multiplicados por esse fator.'A

combinagao de quantidades que maximiza o lucro & a mesma, num

ou noutro caso.

No exemplo acima,a oferta do produto & fungao
crescente do seu prego, e a procura de cada fator decresce

com 0 seu valor. Essa @ quase uma proposigao geral.O que se
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pode demonstrar € que . em nenhum caso a oferta pode cair se o

preco do produto aumentar; e gque, em nenhuma hipotese a eleva

g¢ao do preco de um fator pode provocar o crescimento de sua

demanda.

Com efeito, suponhamos que para um primeiro

sistema de pregos p, VI'UZ' e,V a empresa maximize seu

n

lucro produzindo- ¢ com a combinagao de fatores PR VIRRETI I

e que para um sequndo sistema de pregos p' , u; s ué , .......,v;las’

quantidades dotimas passem a ser R S ,4' . Por hi
T 21 4y n =

pbtese, no primeiro sistema de precos o primeiro conjunto de
quantidades & tanto ou mais lucrativo que © segundo. Isso per

mite escrever:

Pq - Vydgy 7 e oV 4 > PG

. | - —y A!
nn U,é; ..... Unén

Invertendo o raciocinio, no segundo sistema
de pregos o segundo conjunto de quantidades deve ser tanto

ou mais lucrativo gue O primeiro:

' . _ - ' - - ' .
p'g' - v; By = eaade. v; Aé > p'e - v L A

combinando as duas desigualdades,seqgue-se gque:

{p'-p)lq'-q) - (v; - v,)(a; - &) SRR (Ur'z ~vn){4y’l - 5n)>, 0 (2.16)
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Suponhamos inalterados os pregos dos fatores.A
desigualdade acima transforma-se em (p;~pl(q'-q); 0, o que
significa que,se o prego do produto subir, a quantidade tam
bém cresce,ou n3o se altera. Admitamos, agora, invariaveis to -

Yy
dos os pregos, exceto o do {E2AM0 fator. Teremos

(vé - Ui)(bé - Ai) £ 0, ou seja, aumentando o preg¢o do fator,

a guantidade comprada ou nao se altera ou diminui.

A demonstragao acima & particularmente interes
sante, pois muito pouca informagac exige a respeito da fungao
de produgdo. Ela ndo precisa ser diferencidvel, como na teo-
ria marginalista,e nem mesmo continua. As Gnicas hipoOteses usa
das sao, além da relativa a concorrencia perfeita, que exista
a funcao de produgao, e que, dado um sistema de pregos, exis-
ta uma combinagao de quantidades (embora ndo necessariamente
Ginica) que maximize o lucro da empresa. Algumas conclusodes im
portantes em teoria economica podem ser obtidas por racioci -
nios semelhantes a esse. Quando isso & poséivel,é indesejavel
e deselegante recorrer a técnicas de cadlculo diferencial, que
nao sb complicam as demonstragoes, como reduzem a sua genera-

lidade.

2.4) Maximos ivres X Maximos condicionados - 05 multipLicadores de
Lagrange '

Os teoremas da utilidade marginal e da produti

vidade marginal foram obtidos, analiticamente, como proble -
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mas de maximizagdo. Uma diferenga importante, no entanto, se
pode identificar na solucdo dos dois problemas. Para deduzir

o teorema da produtividade marginal, admitimos que a empresa

tratasse de escolher as quantidades 61,62,.....,6n dos fato-
res de modo a maximizar o seu lucro ,expresse pela equagao
(2.14):

L - p6{41,62, ....,An)~ Vigdyougpby - il - Vs,

No caso, supSe-se gque as quantidades dos fato-
Ires possam ser escolhidas a vontade, o que significa gue
AI’AZ’ .....,An sao variaveis independegtes. A técnica apli-
cavel para se obterem as condigoes de primeira crdem de ma

ximizagao consiste em calcular as n derivadas parciais do

lucro em relagdo &s quantidades dos fatores,e igualar a zero.

O teorema da utilidade marginal se apresenta
numa moldura analitica diferente. O consumidor procura maximi
zar a sua utilidade U(q,,qz, .....qn) mas, agora, as quantida
des consumidas n3o mais s3c variaveis independentes. De fato,

elas se interligam pela restrigio orcamentiria:

Problemas desse tipo sao denominados de "ma x4

mos condicionados”, cuja expressio geral & a sequinte:
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" Detenminan ¢ maximo da {uncdo 5{x1,x2,....,xn},

com a4 seguintes equacoes de Ligacdo entre as varidveis:

g,(x,,xz, ...... X 1 =0

gzlx,,xz, ...‘..,xn) 0

Uma técnica bastante usada para -determinar as
condigdes de primeira ordem de maximizac3o condicionada & a

dos multiplicadores de Lagrange. Constrdi-se a funcao auxi -

liar:

F(x,,xz,...xn, A,,Az,....,ln) = 5(x1,x2,....,xn)— Argr(xz,xz,...xn) -..
- Apgp(x;,xzf ..1..,xn) {2.17)

onde A,, Apy veee , Rn sao os denominados multiplicadores

de Lagrange. As condigdes de primeira ordem de maximizagéo‘se

obtém igualando a zero todas as derivadas parciais da funcao

auxiliar:

oF _ 3 F _ oF

3x1 axz 9x BA, 3A
(Z.ISL

A titulo de exemplo, tomemos o caso do consumi

dor gue procure maximizar sua utilidade U{ql,qz,....,qn) com

a restrigao orgamentaria P1a1tP,q,t ot *pa, = R. A fungao



94.

auxiliar se exprimiria por U(q’,qz, ' ....qn)- A(p,q,+p2q2+...+pnqn)

Derivando parcialmente em relacao a Q1299:- 59,

e igualando a zero obtém-se
w, = Api {i= 1,2, RERERY n)

© que indica que o multiplicador de Lagrange corresponde & u-
tilidade marginal da renda, isto &, a relagao comum entre uti
lidades marginais e pregos. Igualando-se a zeroc a derivada

parcial da fungao auxiliar em relagac ao multplicador de La -

grange ,A,obtém-se precisamente a equagdo do orcamento:

P121*Pg2g * «evoct pq, . = R

Obviamente,as condigdes de' primeira ordem 'fog
necem condigdes necessarias, mas ndo suficientes,de maximiza-
géo. As condigoes de segunda ordem, que, quando verificadas ’
garantem que a posigdo encontrada realmente corresponde a um
maximo, sSo bem mais complicadas. No caso de uma fungao
5(x’,x2, ....,xn), cujas'variéveis sejam todas independentes,

designemos por Sij a derivada parcial de segunda ordem
2

6ij - 24 + calculada num ponto onde as derivadas par
axi axj 4
ciais de § se anulam. Para que o ponto em gquestdo efetivamen-

te corresponda a um maximo, € suficiente que os determinantes

T8] I L FR I T VS AP PRE RN SRR FPAREEES F)*
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sejam alternativamente negativos (os de ordem impar) e posi-

tivos( os de ordem par).

No caso de maximos condicionados, os determi -
nantes qué exprimem as condigoes de segqunda ordem sio ainda
mais complicados, e n3o sa3o os que corresponderiam 3 maximiza
¢ao da funcao auxiliar de Lagrange. Apenas para citar um exem
Plo, no problema especifico da maximizagao da utilidade com

a restrigao orgamentaria, essas condigoes seriam que os deter

minantes:
0 P Py 0 Py Py seeses Py
Pr Yy Uy Pttty P, Uy Uyg- veee Ugpp
Py Y21 Yy Py Ugy Uppuns ce Uy,
Py Gy g

fossem todos positivos (uij designando as derivadas parciais

de segunda ordem da funcao utilidade) .

A apresentagao de todos esses determinantesnmn.
texto de economia nao apenas & muito pouco elegante. A maior
complicagao esta em descobrir alguma razdo econdmica plausi -
vel para que alguns desses determinantes sejam positivos, ou
tros'negativos. Por essa razao,.a maior;a dos chamados textos
avangados sobre teoria marginalista que fazem uso do calculo

diferencial, limita-se a discutir as condigbes de primeira oxr
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dem. Isso , todavia, € uma temeridade 1l6gica, pois se fica
sem saber se o resultado encontrado € um maximo, um minimo ou
nem uma coisa nem outra. = E antecipa uma questao de que
trataremos mais adiante, a das limitagoes do prdprio calculo

diferencial como linguagem adequada a discussao dos proble-

mas economicos.

2.5) As controversias sobre determinacao

O teorema da utilidade marginal foi descober-
ta muito importante para a andlise econdmica. Mas rndo téa im
portante quanto presumiram'os economistas austriacos, que ad-
mitiam que as utilidades marginais determinavam todos os
pregos. Gastou-se,assim,enorme quantidade de papel e tiﬁta
para saber se eram 0s custos que determinavam os pregos, Cco-
mo haviam suposto os classicos de Adam Smith até Marx, ou se
a chave do enigma estava nas utilidades marginais. Os classi-
COS nunca conseguiram construir uma teoria satisfatoria da
procura, e por isso trataram de explicar todos os pregos a
partir das suas componentes de custo e lucro. Adam Smith, to
davia, soube contornar o problema com bastante habilidade: ao
introduzir a distingao entre preco natural e de mercado, e ao
mostrar como este Gltimo se ajustaria ao natural. Menger, von
Wieser, B8hm-Bawerk procuraram elaborar uma explicagao total-

mente de cima para baixo, admitindo que eram as utilidades
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que determinavam os preg¢os, e astes que acabavam definindo os
custos. Obviamente,esta Gltima conclusio parecia bastante a -

gressiva ao bom senso.

% controvérsia,hoje,parece um tanto tola, pois
nao had a minima dificuldade em admitir que tanto os custos de
produgao quanto as utilidades marginais participem, cada qual
a2 seu modo, na formagao dos pregos. Os debates da época, no
entanto, ressaltam dcis aspectos importantes, um psicoldgico,
outro 18gico. O primeiro & que os economistas, como.aliés to
dos 0s outros seres pensantes, costumam superestimar a impor-
tdncia das suas descobertas. Segundo, que € muito mais facil
cometer erros de légica com a linguagem corrente do que . com
a matematica. Escrevendo analiticamente a lei da utilidade mar
ginal, torna-se imediato que ela apenas fornece as equacgoes
da procura de cada consumidor,em fungao dos precos e da reﬂ -

da. Do mesmo modo, a lei da produtividade marginal sé nos in

forma sobre a oferta do produto ¢ a procura dos fatores de
produgao por cada empresa ,em fungao dos respectivos pre -
¢os. Sem o trabalho de dissecagao analitica, todavia, poderig

mos supor que essas leis pudessem determinar outras coisas.

Também é interessante observar gue a linguagem
corrente € capaz de traduzir com relativa simplicidade a so

lugao de sistemas de equagbes triangulares do tipo:
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61(X1) = 0
62(x1,xé) = 0
63(x1,x2,x3) =0

6n(11,x2,......,xn) = 0

No caso, a linguagem corrente facilmente expli

ca que a primeira lei 6(x11=0 determina a primeira variidvel
X3 conhecida esta altima, a lei {(x,,xz) = 0 determina Xy ©

assim por diante.

‘Mas a linguagem usual, que tao facilmente se
adapta a esses sistemas triangulares, torna-se muito pouco a
deqﬁada d descrigdo de como se determinam variaveis que s3o
ligadas por equagoes que interligam simultaneamente todas as
varidveis. B preciso fantdsticas circunvolugdes verbais para

resolver sem matematica um sistema de equagoes do tipo

flx,yl =0

glx,y) = 0,

como bem sabem os estudantes que descébrem-na algebra elemen-
tar o método simples de resolver problemas que lhes parecem

charadas nas provas de aritmética.

O sistema de equagSes de peterminagéo dos pre-
¢os era precisamente dessa classe nao-triangular.que dificil-

mente se traduz em linguagem corrente. Isso em grande parte
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explica por que se gastou tanto tempo, no final do século
passado, com essas controvérsias sobre determinagdo. Trés ca
minhos foram encontrados para solucionar esses debates pouco
elogiosos a Histdoria do Pensamento Econdmico. Primeiro,o méto
do do equilibrio geral, devido a Walras. Segundo, o do equili
brio parcial, devido a Marshall. Terceiro,o do equilibrio a
gregativo, que teve muitos construtores mas que sO se solidi-

ficou a partir de Keynes.

Tecnicamente, desses trés métodos, o mais con-
vincente & o de Walras, que, nos seus " Elementos de Econo-~
mia Politica Pura ",procurou explicar como se formam todos os
pregos,através de um vasto sistema de equagoOes simultaneas .
Apds algumas considerag¢des elementares sobre a hipdtese de
concorréncia,que, entre outras coisas, concluem gque, num mesmo
mercado, uma mesma mercadoria sd pode ter um Gnico prego, Wal
ras inicia seu formidavel trabalho gque, em linhas gerais,pode
ser descrito nos termos que se seguem. Comé ponto de partida
para a analise econdmica, Aevemos considerar uma economia og
de existem individuoé, empresas, fatores primarios de produ -
¢ao e relagoes de propriedade. Cada individuo possui seus gos
tos, expressos pelas suas fungoes-utilidade. Oé fatores prima
rios de produgdo existem em quantidades determinadas num de
terminado instante, e sao de propriedade dos diferentes indi-
viduos e empresas. Estas tltimas também sao possuidas por

certas pessoas.
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O encaminhamento das equagoOes do equilibrio ge

ral pode ser sintetizado da seguinte forma: designemos por
PysPgs ++...p, OS pregos dos produtos finais, e por
VisVgs «eve.V, OS dos fatores primarios. Em fungao desses

pregos, & possivel determinar, pela lei da produtividade margi
nal:
{a}] a oferta dos varios produtos finais;

(b} a procura dos fatores primarios de produ -

gao. A oferta de fatores de produgao é dada. Igualando-a com

a procura, temos p equagaes gue permitem determinar os pre -
gos desses fatores em funcao dos pregos PrsPgs sevenns P, dos

produtos.

Resolvida essa etapa, podemos exprimir, apenas
em fungao de PisPgs wovens »P, . 8S guantidades oferecidas de

cada produto final, as quantidades de fatores empregadas em

cada empresa e a remuneragao desses fatores, e o lucro das em’

presas. A renda de cada individuo & a remunerag¢ao dos fatores
por ele possuidos, mais a quota-parte de lucros de sua proprie
dade. Temos, portanto, em fungao de PiaPgs oones » B, , rtodas

as rendas individuais.

. Entra,agora,em cena a teoria da utilidade mar-
ginal. Conhecidas as rendas individuais, podemos determinar ,
em fungao de Pis Pgsr voves p, »@a procura dos diferentes pro-

dutos finais. Confrontando com as equagoes de oferta e procu-
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ra, temos n equagoes para determinar P1sPgs ....;pn.
Walras introduz nesse ponto uma observagao im
portante. O seu sistema contém uma equagao redundante, is =
to &€, que pode ser deduzida das demais. ApSs a identificagao
desse problema matematico, Walras logo descobre seu conteido
econdmico. As equagodes de equilibrio geral n3o podem determi-
nar os pre¢os absolutos, mas apenas Os pregos relativos. Em
outras palavras, se um sistema de pregos equilibra a economia,
é possivel exprimir esse sistema em cruzeiros, milhares de
cruzeiros, centavos ou qualquer outra unidade. Para levan -
tar essa indeterminagao,é preciso escolher uma mercadoria
como numerario, isto &, definir como sendo igual a um o érego

de determinado produto.

A descrigao acima € apenas um resumo simplifi-
cado ( na linha das consprugGes modernas das equagoes de equi
1ibrio geral) da seqliéncia segundo a qual Walras monta seu
sistema de equilibrio. O minimo que se pode dizer & que a
maneira pela qual Walras chega as suas equagoes, embora essen
cialmente equivalente & acima apresentada, & muito mais com -
plicada. Naturalmente,Walras antecipou-se a pergunta que lhe
seria formulada por qualgquer pessoa que lesse os Elementos
de Economia Politica Pura: como o sistema econdmico resolve -

ria essas equagodes tao complicadas ? A resposta de Walras era
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que as equagoes se solucionariam pelo "tatonement", ou seja ,

por apalpadelas.

Os detratores de Walras costumavam criticé—lé
por apenas ter contado equagoes e incdgnitas, e se dado por
satisfeito gquando chegou 3 conclusao de que, apds a introdu
¢ao do numerdrio, havia tanto de umas quanto de outras. Ha
forte componente de injustiga, mas uma pitada de verdade, nes
sa caricatura. A injustica é esquécer que Walras foi o primei
ro economista a mostrar, numa linguagem razoavelmente preci
sa, como as diversas leis econdmicas conhecidas na época .se
interrelacionavam, e como cada qual afetava o funcionamento
dos mercados. Essa foi uma tarefa cicldpica,que n3ao pode ser
desprezada. O elemento de verdade reside no fato de que tal
vez nao haja nenhum livro importante de economia té&o arido
quanto o de Walras. Para o leitor de poucés habilidades mate
maticas, os Elementos de Economia Politica Pura representam
trabalho ilegivel. Para os matematicos, uma construgdo pouco
elegante, por abusar dos algebrismos e nao chegar a nenhum
teorema esteticamente atrativo. Por outro lado, a linguagem
mateﬁética usada por Walras lhe permite chegar as equagoes do
equilibrio geral, mas, virtualmente nao o leva a tirar nenhu
ma conclusao pratica dessas equagdes. Talvez se possa afirmar
gque Walras merecia conhecer a matemdtica que nao era a do seu
tempo. Com a dlgebra moderna, a-topologia e a analise funcio
nal, é possivel apresentar o equilibrio geral em termos muito

mais simples e elegantes, e das equagoes de equilibrio dedu
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zir teoremas bastante importantes, o que parecia impratica -
vel com a complicada simbologia dos Elementos de Economia Po-
1itica Pura. Nesse sentido, Walras foi frustrado por seu prod-

prio pioneirismo.

O método do equilibrio parcial, introduzido por
Marshall para solucionar a controvéisia entre as teorias do
custo de produgao e da utilidade marginal paré a determina
¢ao dos pregos, possul . virtudes‘e defeitos opostos ao sis-
tema de Walras. A andlise do equilibrio parciai é extremamen-
te elegante e didatica, prestando-se a obtengao de inimeras

leis e conclusoes.

A técnica de Marshéil da por conhecidas n-1 in
cégnitas do problema,e mostra como se determina a néﬁéﬂﬁ' Su
ponhamos conhecidos os pregos dos fatores de producao com ©S
quais se fabricam determinado bem de consumo. Nessas condi -
g5es, a quantidade oferecida do bem, Qe acordo com a teo -
ria da produtividade marginal, & fungdo crescente do seu pre
co (curva SS na FIGURA 2,2). Do mesmo modo, admitamos dados
os pregos dos demais bens de consumo e as rendas dos consumi-
dores. A quantidade procurada do produto sera entao fungao de
crescente (pelo menos em geral) do seu prego (curva DD na fi-

GURA), de acordo com a teoria da utilidade marginal. A quan-

tidade negociada e o prego de equilibric se determinam pela
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intersegao das curvas de oferta e procura.

“»S

prego |

e o —— e - -

»

quantidade

FIGURA 2,2

Assim, com grande habilidadg, Marshall tenta
transformar um sistema de muitas equagCes e incgnitas num
outro muito simples, que tem como equagoes apenas a oferta e
a procura, e como incdgnitas a gquantidade e o prego. Talvez
se possa duvidér da seriedade do método, més inegavelmente
ele & muito didatico. A controvérsia entre a determinagao dos
pregos pela utilidade marginal ou pelos custos de produgao fi
cava solucionada por um raciocinio muito menos preciso, mas
muito mais compreensivel que o de Walras: havia duas varia
veis a determinar, o prego e a quantidade, e para isso eram
necessarias dpas curvas: a da oferta, ligada aos custos de
produgao,e a da procura, resultante das utilidades marginais.
Em suma, para usar a imagem de Marshall, nao se podia esque-

cer que a tesoura tinha duas pernas.
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A metodologia do equilibrio parcial habituou
os economistas a condicionar suas afirmagdes ao "coeteris pa
ribus”, isto €, a hipbtese de que nao se alterem as variaveis
do problema que deixam de ser levadas em consideragao. Certa
mente,Marshall era muito bom economista para se limitar a
tragar as curvas de oferta e procura e contentar-se em contem
plar a sua intersegao. A analise marshalliana admite desloca-
mento da curva de oferta como resultado de mudangas, ou na
fungao de produgcao,ou nos pregos QOs fatores. E deslocamentos
na curva da procura como reflexo ou da modificagao dos habi
tos dos consumidores, ou da sua renda, ou dos pregos das de

mais mercadorias.

Esses deslocamentos permitiram que Marshall in
terpretasse em termos logicamente compreensiveis a velha lei
da oferta e da procura, que de longa data corria em paralelo
com a teoria econdmica formal. Essa lei, em suas versdes pri
mitivas,afirmava que o preg¢o de um produto.era diretamente
proporcional & procuraeinversamente proporcional a oferta, o
que, analiticamente se poderia traduzir por p-kD/S,sendo R
uma constante, S§ a oferta, U a procura. Colocada nesses ter
mos, a lei a nada poderia conduzir, pois o mercado deve-se en
carregar de equilibrar a oferta e a procura, ja que a quanti-
dade vendida & fatalmente igual 3 comprada. Com S=D , a formu

la acima sempre levaria a um mesmo prego igual a k, o que,
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nao apenas agrediria o bom senso, como as préprias. intengoes
da lei da oferta e da procura. Poder-se-ia tentar melhorar a
apresentagao da lei abandonando as hipdteses de proporcionali
dade direta e inversa e admitindo apenas que o prego fosse fun
cao crescente da demanda e decrescente da oferta, na forma

p=§(D,S), mas as objegOes continuariam as mesmas.

Na interpretagao de Marshall, dizer que a " de

" significa afirmar que a curva correspondente

manda aumenta
se desloca para a direita, isto &€, que a um mesmo prego os
consumidores estarao dispostos a comprar mais. O mesmo senti
do se pode dar a expressao "a ofexta aumenta”. Torna-se agora
muito claro, como na FIGURA 2,3, que, desde que, como costu
ma ocorrer, a curva de oferta seja ascendente, e a de procura
descendente, o prego aumentar& sempre que a procura se deslo

car para a direita, e sempre que a oferta se deslocar para a

esquerda. i
p)LQC,OA A /’S

ﬂ3\

quantidades
Ficlra 2.3
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Poder-se—ia traduzir em linguagem matematica
esse resultado volcando & expressaoc p=§(D,S}), mas com  uma
modificagao sutil: as variaveis 7 e S da fungao § ndo se
riam nimeros,e sim curvas. Como bom didata que era, Marshall

nao recorreu a essa interpretagdo.

Alén de bom professor, Marshall era um pacien-
te conciliador. Assim, ao se meter na controvérsia sobre se
eram as utilidadcs marginais ou os custos de produgao que de
terminavam os precos, Marshall nao se contentou em concluir
gue nenhuma das partes tinha razio, mas procurou examinar em
que condigbes a razao pendia para um ou para outro lado. Esse
trabalho & desenvolvide com muita lucidez' na distincédo .ma£

shalliana dos trés periodos da oferta em regime de concorrén

cia perfeita.

Marshall distingue trés fases da oferta: a ins
tantanea, a de curto praéo ¢ a de longo prazo. A oferta ins -
tantdnea & a dos bens que j& estao produzidos; a de curto pra
zo, a dos bens que podem ser produzidos pelas empresas que
operam no setor,semvmodifiéar as suas instalagoes e equipamen
tos; a oferta de longo prazo é a que resulta da maior ou me
nor expansao das empresas existentes, bem como da entrada ou
da saida de novas empresas no sctor. Para tornar operativo o

conceito de oferta de longo prazo, Marshall introduz o seu
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conceito de "fucro normal". Esse seria o lucro capaz de man
ter em equilibrio o nGmero de empresas que.concoirem no se
tor, nao sendo suficientemente alto para provocar o ingresso
de novos concorrentes, nem suficientemente baixo para levar
as empresés existentes a fechar suas portas ou mudar de ramo

de atividade.

No periodo instantineo,como os bens jia estao
produzidos, a oferta & bastante rigida. O miximo que os produ
toree prodem fazer, se os pregos ndao lhes agradarem, € estocar
a mercadoria, a espera de melhores pregos futuros. Isso ﬁéo
apenas lhes acarreta custos de estocagem, mas pode até ser im.
possivel, no caso dos produtos pereciveis. Nesse caso, pratica.
mente se pode dizer que a oferta detérmina as quantidades,e a
procura os pregos (o gue corresponderia, na FIGURA 2.,2.a uma
curva de oferta paralela ao eixo das ordenadas). Como a procu
ra provém da utilidade marginal, esse é o caso em que o0s eco-

nomistas austriacos pareciam aproximar-se da verdade.

Os pre¢os do mercado instantarec servem coﬁo,
um sinalizador para a oferta de curto prazb. Nessa fase, as em
presas podem expandir ou contrair sua produgac comprando mais
ou menos matérias-primas, e aumentando ou diminuindo o emprego
de mao-de-obra. Existe, porém, um elementc de rigidez. O nlme

ro de empresas, de suas maguinas e o porie de suas instala =
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¢oes & um dado do problema. A remuneragao dos capitais inves
tidos nesses fatores fixos & um residuo (que Marshall denomi
na "quase-renda") que, comparado ao seu custo historico, pode
ra ser maior, igual ou mencr do que o lucro normal. No curto
prazo, a oferta & mais flexivel do que no periodo instantaneo,
mas ,naturalmente,menos elastica do gue no longo prazo. Al, a
razao nem estava com os austriacos nem com os defensores da

formagao dos pregos pelos custos de produgao.

0 confronto das quase-rendas com a taxa nor -
mal de lucro orienta a oferta de longo prazo. Se os ganhgs SO
bre os capitais investidos no setor forem mailores do que o lu
cro normal, nao apenas as empresas existentes tratarao de se
expandir, como novos concorrentes serao atralidos pelo setor .
Assim, a longo prazo, o prec¢o de equilibrio corresponderiaaos
custos de produgao mais o lucro normal, tal como afirmavam os

classicos.

Os Principios de Economia de Marshall sac  um
livro extremamente imaginativo e didatico, e de leitura bas -
tante agradavel. Comparativamente a Walras, Marshall conse -
guiu dois grandes triunfos. Primeiro, o de ser facilmente con
preendido. Sequndo, o de desenvolver um sistema de analise que

se presta i obtencdo de inilimeras conclusoes praticas.

0 defeito do método marshalliano do equilibrio

parcial estd em facilitar tanto a obtengdo de conclusOes cer
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tas quanto a de conclusdes erradas. E preciso extremo cuidado
e discernimento para saber quandc se pode e quando deixa de
ser toleravel apelar para o coetenis paribus. Um exemplo, ci
tado por Keynes, diz respeito aos efeitos de uma baixa de sa
larios nominais sobre as guantidades negociadas de um produ -
to. E bastante claro que, como os saldrios representam impor-
tante parte dos custos, sua diminuigao deve desloccar para bai
x0 a curva da oferta. Supondo-se inalterada a curva da procu-
ra, conclui-se que o prego baixa,e a quantidade negociada au

menta.

Esse € o tipo de conclusac apressadamente tira
A~ 2a a~alise do equilibrio parcial. Realmente, se os sald -
rios baixarem apenas numa empresa, a conclusac & praticamente
irrefutavel. Mas, se a redugao se verifica em toda a economia,
nao podemos esquecer que o< salarios si3o importante fonte
de rendimentos, que afetam as curvas de procura. Em suma, a

redugao geral de salarios também deve provocar o deslocamento

para baixo da curva da demanda. Com mais forte razao, dimi
nuem ©Os pregos. Mas,nada se pode afirmar a respeito das
quantidades.

Vejamos,agora,algumas observagoes sobre o métg
do do equilibrio agregativo, comumente usado nos modelos de
macroeconomia. A idéia estd em conciliar o rigor walrasiano

com a simplicidade marshalliana. Para isso,desenvolvem-se¢ mo
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delos de equilibrio geral, mas admite-se que na economia so
existam um ou dois produtos e um ou dois fatores. A moeda
fiduciaria também costuma entrar nos modelos, pois a politi
ca monetaria costuma ter importantes reflexos macroeconomicos.
Pode parecer estranho introduzir-se uma moeda fiduciaria nu
ma economia com apenas um ou dois produtos, mas essa & umé

contingéncia inevitavel nos modelos de equilibrio agregativo.

0 que se pode dizer desses modelos & que eles
sao lGteis para descrever certas relacdes gérais no sistema- e
condmico. E absolutamente incapazes de entrar nos pormenores
setoriais que compdem o conjunto desse sistema. O método do'
equilibrio geral procura, ao mesmo tempo, enxergar a flores-
ta e cada arvore. Como issc & dificil para o olho humano, sur
giram dois sistemas simplificadores: o equilibrio parcial,que
vé cada arvore mas nao vé a floresta; e o equilibrio agregati

vo, que vé a floresta sem distinguir nenhuma das suas arvores.

2.6) A teordia do fuwwo e do capital

Reconstruir a teoria do capital e do juro foi

das tarefas mais complexas enfrentadas pela escola marginalis
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ta. De fato, havia no caso varios problemas a dissecar e in -

terrelacionar.

O primeiro deles consistia em conceituar clara
mente o que era o capital de uma sociedade. A guestido nao pa
recia isenta de ambiguidades, pois o capital possui duas di
mensdes, uma fisica, outra financeira. Em termos fisicos,bens
de capital s3o aqueles que nd3o tém utilidade direta para o
consumo, mas que servem apenas para a produgao de outros bens.
Saoc as maquinas, equipamentos; instalages e éstoques. E Lig
portante conceituar esses estogques de forma bastante abrangen
te, de modo a também incluir os bens de consumo estocados nes -
se comércio. Deve-~se entender que, nesse caso, 0s estogues ni
se festinam a atender as necessidédeé de consumo dos comer -
ciantes, mas sim a lhes permitir a prética'das suas ativida -
des. Em termos fisicos, o capital de uma sociedade correspon-
de ao conjunto de bens de capital existente em determinada da
ta. Como tal, representa o conjunto de bens produzidos e nao
consumidos ou desgastados até essa data. Como os fatores ori-
ginais de produgao sao o trabalho e os recursos da natureza , .
o capital fisico pode assim ser entendido com "ternra e traba-

Lho acumulados".

Ao lado dessa dimensao fisica, todavia, o capi

tal possui uma dimens3o financeira. O capital de uma socieda-
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de se forma, no tempo, pela acumulagd@o de rendimentos que nao
sao gastos em consumo, isto &, pela poupanga. Nessa dimen -
sao financeira o capital circula de um lado para outro,d bus
ca de quem lhe pague maior juro dentro de limites aceitaveis

de risco.

Nenhuma dessas idéias era desconhecida gquando
surgiu a escola marginalista, mas freqlientemente a sua apre -
sentagao era confusa. Nem sempre 'se distinguiam claramenteasl
dimensoes fisica e financeira do capital. Embora as defini
¢oes usuais levassem a conceituagado de éapital como estogue
(guantidades ou valores, em determinada data),em muitos casos,
como na versao original da teoria do fundo de saldrios e em
toda a analise marxista, ele era tratado como fluxo (quantida
des ou valores por unidade de tempo). Tambémfantes da esco-
la marginalista nd3o se conseguiu desenvolver uma teoria qgue
separasse o0 juro do lucro. Em geral,os doils conceitos se mi§'
turavam numa mesma embalagem, embora freqﬁéntemente se obser-
vasse que devia existir aiguma correlagaoc entre as taxas de
juro e de lucro. Mais ainda, os modelos abrangentes, que che-
gavam efetivamente a uma teoria de distribuigao do produto en
tre os fatores de produgdo, como os de Ricardo e Marx, sempre
equacionavam ¢ lucro (dentro do qual estava embutido o juro)
como residuo. A tentativa de Nassau Senior de conceituar o ju
ro como o prego da abstinéncia foi mais uma observagao topica

do que um esforgo de construcgao tedrica.
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Um segundo problemé resulta do fato de as ma -
quinas, equipamentos e 1nsta1aq§es, contrariamente aos esto-
gues, serem duraveis. Isso levou Ricardo a distinguir o capi
tal fixo (durdvel), do circulante(nido-durdvel). Com mais pre
cisdo, se poderia dizer que o capital circulante & aquele que
sO pode ser usado uma vez na produgdo, enquanto o capital fi
xo'pode ser usado por diversas vezes. A maneirg correta de
tratar dos bens duraveis de capital nao foi percebida pelos
classicos, e apenas vagamente pela escola marginalista. E pre
ciso distinguir dois valores para as maquinas, equipamentos e
instalagbes: o prego de compra, pelo qual se pode adquirir a
maquina. E o valor locativo, pelo qual se alugaria uma  hora

(ou qualquer outra unidade de tempo) de servigos da maquina.

Ainda em relagdo aos bens de capital fixo, ha
outro problema a considerar. As maquinas existentes néb sO se
desgastam com o uso e o tempo, como também podem ser suplanta
das pelo progresso tecnoldogico. Por essa razao, deve haver umé
diferenga entre as leils que determinam o seu valor de venda e
as que requlam o prego de aquisigao de uma nova maquina. Esse
problema suscita um outro: a teoria deve explicar nao apenas
como se utiliza e como se avalia o capital ja existenté numa
sociedade (teoria estatica do capital), mas também como se
forma o novo capital, nas dimensoes fisica e financeira (teo

ria do investimento).



115.

Para completar o guadro,existe a figura do em
presario. Este toma ou cede dinheiro emprestado,.compra ou
aluga maguinas, emprega matérias-primas e mao-dzs-obra para
produzir e vender bens e servigos,com o objetivo de maximizar

seu lucro.

Identificar esses problemas, descobrir as re
lagoes entre eles existentes, e chegar a uma teoria que expli
casse a determinagao da taxa de jdros nao era, nem &,empreen-
dimento dos mails simples. Do ponto de vista diﬁético, para
bem compreender a teoria do capital & importante isolar qua-
tro personagens: o capitalista, que apenas empresta dinheiro
para receber juros; a empresa locadora, que toma dinheiro
empfestado para comprar maguinas é'bens duraveis de produgao,
com o objetivo de alugd-los; o empresario que, com coragem e
imaginagao, mas sem recursos proprios nem trabalho, toma di -
nheiro emprestado, aluga maquinas e instalagoes ( embora nun
ca as compre), adquire matérias-primas, emprega mao-de-obra
para produzir bens e servigos e vendé-los com lucro; e o admi
nistrador que, em troca de um salario,mas sem correr riscos‘,.

trabalha muitas horas por dia para executar as ordens do em -

presario.

E claro que,no mundo real,oc mesmo ator costuma
representar simult@neamente virios desses papéis. O dono da

empresa, apds reunir-se com seus auxiliares, freglentemente
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se decide a reinvestir o lucro disponivel na aquisicdao de de
terminadas mdquinas e instalagoes. £ conveniente, todavia,des
dobrar essa operacao em quatro partes, para nao nos arriscar-
mos a cair num labirinto de confusoces:

{a) o dono da empresa emprega a si préprio. co
mo administrador, em troca de um saladrio como trabalhador( su
postamente qualificado);

(b} a empresa,como capitalista, empresﬁa o di
nheiro a si propria em troca do juro de mercado ;

{¢) com o empréstimo, a empresa atua como loca
dora, adquirindo m3quinas e instalagOes para serem alugadas;e

(d} a empresa aluga as maquinas a si prépria.

Esse tipo de analise leva a uma distingao en
tre juro e lucro que, antes da teoria marginalista, nao havia
sido estabelecida em teoria econSmica. 0 juro propriamente di
to e a remuneraqéo do capital, na auséncia de risco. O lucro
puro & o que sobra da receita da empresa,apds o pagamento dos
diversos fatores, inclusive os juros sobre o capital proéprio.
Na contabilidade quotidiana,os conceitos freglientemente se
misturam. Numa operagao financeira,sempre costuma haver cer-
ta margem de risco, que & remunerada com um adicional de lu
cro sobre o juro puro. Da mesma forma, o lucro de balango de
uma empresa costuma englobar trés componentes conceitualmente
distintas: o saldrio do empresario como administrador profis-
sional, o juro sobre o capital proprio e o residuo, que efeti

vamente corresponde ao lucro puro.
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B8hm-Bawerk € geralmente considerado o funda
dor da teoria moderna, a qual se assenta em trés observacdes:

(a] existem processos indiretos de produgdo su
periores aos diretos; |

(b) a diferenca entre os processos indiretos e
os diretos esta em que os primeiros exigem maior tempo para a
cbtengac dos bens de consumo final; e

(c] os bens presentes s@o, de um modo geral,
mais valiosos do que os bens futuros de igual tipo e quantida

de.

As duas primeiras observagoes sao de natureza
técnica, a terceira deordem psicoldgica. Processos diretos de
produgao sao aqueles em que apenas o trabalho humano é usado
para a exploragac dos recursos da natureza; processos indire
tos, aqueles que combinam o trabalho humano com bens de ca
pital, isto &, com bens destinados apenas a produgcao de ou
tros. O exemplo classico com o gual B8hm-Bawerk mostra a su
perioridade dos processos indiretos sébre os diretos &€ o do
lavrador que deseja saciar sua sede, e gue mora numa choupana
nao muito proxima & fonte. O processo direto de produgao con
sistiria em, cada vez que sentisse sede, deslocar-se o traba-
lhador até a fonte. Um primeiro grau de processo indireto se

ria, para o trabalhador, construir um balde e enche-1lo

uma vez por dia. Um segundo grau de processo indireto consis
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tiria em juntar uma série de troncos ocos articulados,de mo
do a construir uma canalizagao da fonte i3 choupana.Quanto mais
indireto fosse o processo, mais téempo precisaria trabalhar o
lavrador,até obter o0 resultado desejado. Em compensagio, me
nor seria o tempo de trabalho futuro necessario ao seu supri-
mento de agua. Generalizando, B8hm-Bawerk conclui que os méto
dos indiretos de produgao sdo superiores aos diretos,por duas
razoes: por aumentarem a produtividade do trabalho, e por per
mitirem a fabricagao de produtos que jamais poderiam obter-se .
por processos diretos. E de se entender que existem processos
indiretos superiores aos diretos, emboré nEo'se deva concluir
que, quanto mais capital se empregue num método de produééo,

tanto melhor serd esse método. .

Na angulagao técnica, o aspecto mais importan
te da contribuigao de BShm-Bawerk nao reside nessa observa-
¢ao quanto a superioridade dos processos indiretos. Até ai-
sé tratava apenas de apresentar idéias antigas com palavras

novas.

A grande novidade é a identificagaoc do  tempo
de espera como o distintivo caracteristico dos processos indi
retos de produgao. Ha exemplos classicos, como o do crescimen
to de arvores ou o do envelhecimento do vinho,que mostram com
muita nitidez como se pode aumeﬁtar a produtividade pela sim-

ples espera. Alguns discipulos de B8hm-Bawerk tentaram, in
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frﬁtiferamente, generalizar esses exemplos,de modo'a cons
truir toda a teoria do capital e do juro em funcdo de um Gni-
co parametro, o periodo de producao. Muito papel e tinta se
gastou nessa controvérsia que, metodologicamente,equivalia &
tentativa marxista de reduzir o valor também a um tnico para-
metro. Demonstrou-se mais tarde que essa unificagao era im
possivel, pois um processo indireto pode envolver >diferentes
periodos de produgao,que nao podem ser caracterizados apenas
por um valor médio. O fator tempo, todavia, quer se possa ex
pressar num dnico periodo, quer se descreva como uma multipli

cidade de periodos distintos, diferencia os processos capita-

listas dos métodos diretos de producao.

A observacao de que os processos indiretos de
produgac exigem tempo para a obtengao dos produtos explica por
que oOs empresérios que exploram os métodos capitalistas ‘de
produgao precisam tomar dinheiro emprestado (nem que seja em
prestado a si proprios); a observagao de que os métodos indi-
retos sao mais produtivos do que os diretos justifica por
gue Os empresarios que tomam empréstimos se dispoem a  pagar
juros. Para completar o circuito,& necessario explicar por
que as pessoas que emprestam dinheiro costumam cobrar juros.A
resposta encontrada por B8hm-Bawerk €& a da superioridade dos
bens presentes sobre os bens futuros. Assim, para renunciar a
disponibilidade presente, os individuos exigirao um agio na

sua retribuigao futura. Esse agio & o juro.



120.

Serla de se esperar que B8hm-Bawerk construis
se a sua teoria do juro com base nesse conjunto de cbserva
goes. Contudo, como bom austriacc da época, as suas formula -
goes eram todas de cima para baixo, partindo da utilidade pé
ra chegar.a tudo o mais. Assim, BShm-Bawerk rejeita a
idéia de von Thlinen, de que o jurc eraz a produtividade mar
ginal do capital, para se deter apenas na sua consideragao
psicolégica, a de que os individuos preferem os bens presen -
tes aos bens futuros, e que por i$so & necessadrio compensar

os emprestadores com um &agio.

A consideragao do juro como dgio & muito mais
uma definigao do que uma teoria de determinacao. Na realida -
de,” B8hm-Bawerk iniciou uma teoria do capital e do juro, mas
nao conseguiu termini-la. Essa tarefa seria composta a muitas
maos, devendo-se destacar, pelo menos, asvcontribuig5es de
Wicksell, Fisher, Hayek e Keynes. Vejamos, em sintese,o que

se pode extrair da teoria marginalista, nesse sentido.

A observagao de gue o0s bens presentes valem
mais do que os futuros de igual tipo e guantidade leva a con
clusao de gue o mercado deve estabelecer uma funcao desconto,
que designaremos por v(t).Essa fungao indica quanto vale, no
presente, uma promessa segura de recebimento de um cruzeiro
no instante futuro f.Naturalmente,v(0)=1, e v(t] & fungao de

crescente de £.A promessa de recebimento dechnnmeinx;no:UB -
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tante 1, Pz cruzeiros no instante 2, ....., Pn cruzeiros no

instante n , vale no presente:

= [
v, PIV(I)+P2u.2)+ ......+Pnu(n) (2.19)
Dail se segue que quem emprestar um cruzeiro
no presente para obter seu retorno no periocdo ! deve rece -
ber de volta uma guantia 7+£,, sendo L, a taxa de juros

por um periodo tal que:

1 = (1+L,)u(l)

Donde se conclui que a taxa de juros se rela -
ciona com a fungao desconto pela expressao:

.1
i 5 ——— -]

vil)

Vejamos,agora,as relagoes entre taxa de juros

e produtividade do capital. E tentador afirmar,com ovon Thi -
nen, que assim como o salario & o produto marginal do traba -
lho (isto &, a produtividade marginal vezes o valor do produ
to) ,a taxa de juros deve ser igual a produtividade marginaldo
capital. Essa analogia, no entanto, incide no pecado de esque
cer que quem entra nas fungoes de produgdo nido €& o capital
financeiro, mas o capital fisico representado por maquinas,

instalagoes e estoqgues. O verdadeiro anidlogo do saldrio nao é

o juro, mas o valor locativo do capital fixo. Pode-se,realmen
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" te afirmar que esse valor locativo .deve ser igual a produtivi

dade marginal da maquina.

A fungao desconto estabelece a relagao entre o
valor locativo e o prego de aquisigao de um bem de capital fi
x0. Se determinada maquina fornece rendimentos de aluguel
P, no instante 17, P2 no instante 2, ““'Pn no 1instante n,
0 seu prego de procura pode ser determinado pela equagao
{2.19). Para uma maquina nova, o prego de procura deve equili
brar-se com o prego de oferta e, nesse sentido, nac hd maior
diferenga entre a oferta de um bem durdvel e a de um bem de
consumo. Para as maquinas usadas, a oferta & absolutamente ri
gida, e o seu valor residual determina-se‘apenas pelo valor
presente dos seus rendimentos futuros ae locagao. Em determi-

nado momento, esse valor acabara sendo tao baixo que o melhor

que entao se podera fazer serid vender a maquina como sucata.

C objetivé da empresa, dentro da teoria do ca
pital, continua sendo o de maximizar o lucro. O fator tempo ,
todavia, tem que ser considerado, e o lucro & definido, agora,
como o valor atual do saldo.das receitas sobre as despesaspre

sentes e futuras.

Essas observagtes ajudam a construir uma teo -
ria do juro, mas nao sao suficientes para completa-la. Para
tanto, @ preciso dispor de informacgoes sobre o fornecimento de

recursos para financiar a formagao de capital. Nesse sentido,
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pode-se considerar a poupanga total como fungao da. taxa. de

juros, a moda de Wicksell, ou a prdpria procura de moeda de
pendente dessa taxa, na linha de Keynes. Para chegar a uma
explicagao sobre como se forma a fungdo descontc e seu subpro
duto, a taxa de juros, & necessiario construir um modelo de
equilibrio geral ou agregativo,gque leve em conta todas essas
relagoes. Isso era pedir demais a B8hm-Bawerk e seus éontem—
poraneos. A teoria estatica do equilibrio gerai, formuladapor
Walras, ja era bastante complicadé para a época. Para expli-
car convenientemente a formagaoc da taxa de juros,seria neces-
sario recorrer a um modelo dinamico incrivelmente mais comple

x0, pelo menos para a linguagem matemdtica da época.

Algumas observacgoes finais sobre a teoria do
lucro puro. Por que,apds a remuneragao do capital e do traba-
lho, a empresa ainda fica com um excedente? Numa economia em
concorréncia perfeita, e onde os empresarios pudessem ler o
futuro na palma da mao, o que se pode dizer do lucro puro e
que éle se reduziria a zero. Na realidade,é nessa hipltese te
orica que se costumam construir os modelos de equilibrio ge

ral,em concorréncia perfeita.

O lucro puro existe - porque o mundo real & di
ferente do descrito nesses modelos. Em primeiro lugar.,nem sem
pre a concorréncia é perfeita. Existem monopdlios e oligopd -

lios que podem manter, permanentemente, um excedente de remu-
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neraqéo,em seu beneficio. Em ségundo lugar, mesmo quando a
concorréncia & ampla, o mundo ndo € estatico. Alguns empresa-
rios inovadores conseguem introduzir no mercado novos produ -
tos, novas técnicas de produgdo.,e, até que os concorrentes os
imitem, desfrutar dos excedentes de um monopSlio transitério.
(Essa &€, nas linhas mestras, a teoria de Schumpeter do lucro
como remuneragac do empresario).Em terceiro lugar, os empresa
rios, por mais habeis que sejam, n3do possuem dons divinaté -
rios infaliveis. Assim, a produgao capitalista, dependendo de
previsoes para o futuro, envolve riscos e incertezas. A ex -
plicagdo do lucro puro como remuneragao da incerteza é devi-

da a Frank Knight.

2.7) 05 Limites da Linguagem marginalista

Indiscutivelmente,a teoria econdomica, ao ser
vir-se do calculo diferencial, consegﬁiu progredir num grande
salto. O enigma da relagao entre valor de uso e valor de tro
ca foi solucionado. A descoberta de que os’ fatores de produ -
¢ao eram remunerados pela sua produtividade marginal fornecia
informagao muito mais logica e precisa do que antigas teorias,
como a do fundo de salarios. O processo de produgac capitalis
ta é o0 juro tornaram-se, senao inteiramente explicados, pelos

menos muito menos incompreendidos. Por certo,alguns margina -
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listas,especificamente os da escola austrfaca, de tal forma
se entusiasmaram com 0s novos teoremas que gulseram construir
uma teoria econdmica inteiramente subjetiva, na qual tudo se
determinava de cima para baixo,a partir da-utilidade margi -
nal. Mas,nao foi dificil reconciliar as antigas teorias com
as novas, pelo menos no que cada qual parecia ter de valido ,
depois das sInteses desenvolvidas por Walras, Marshall e Pare

to.

No plano idecldgico, a teoria marginalista re
forgou bastante a fé nos méritos do regime capitalista (o que
nao impediu, todavia, que Walras pregasse um socialismo a sua
moda). Se os salarios eram determinados pela produtividade mar
ginal do trabalho, nao havia por que condend-los ao minimo
de subsisténcia. Com efeito, a acumulagao de capital e o pro-
gresso tecnoldgico deveriam, com o tempo, elevar essa produti
vidade marginal. O juro adquiriu a necessaria base de morali-
dade tedrica, e os marginalistas nao encon£raram maior difi -
culdade em identificar a ﬁobreza da teoria econdmica de Marx.
Além do mais, a partir de Pareto conseguiu-se demonstrar que,
pelo menos em concorréncia perfeita, os pregos de mercado ser
viam para orientar de forma eficiente o uso dos fatores escas
sos. Com isso,a teoria marginalista conseguiu restaurar um
clima de otimismo, bem caracteristico do final do século pas-

sado e da"Belle Epoque! que havia saido de cena desde Malthus
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e Ricardo.

£ importante notar que os progressos consegui
dos pela teoria marginalista foram muito mais devidos ao uso
de uma nova linguagem, a do calculo diferencial (em simbolos
ou em palavras),do que a descoberta de novas leis tecnicas ou
psicoldgicas. As hipoteses, bastante simples, sao a do consu-
midor desejando maximizar a sua .satisfacgao, um.subproduto da
filosofia utilitiria de Bentham; e a empresa ou o capitalista
procurando maximizar seus lucros, o que ja se admitia explici
tamente em toda a teoria classica inglesa. Talvez as Qnicas
grandes novidades nao decorrentes da nova linguagem empregada
tenham sido duas das observagoes de BGhmJBawerk: o papell do
tempo nos processos indiretos de produgao, e a preferénciaaos

bens presentes em relacao aos futuros.

Coloca-se,agora,uma questao técnica: até que
ponto a linguagem do calculo diferencial era a mais adequa-
da para descrever os problemas que a teoria marginalista pro-

curava resolver?

As objegoes sao muitas, ainda que se possam

considerar bastante sutis.

Em primeiro lugar, o alicerce da teoria margi-

nalista era o conceito de utilidade, do gual resultava o de
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utilidade marginal. Sucede que uma ciéncia que se preze, de
ve lidar com varidveis suscaptiveis de mensuragdo, e até ho
je ninguém inventou aparelhos para a medigao de utilidades.Pa
reto percebeu, e Hicks demonstrou,que todos os teoremas rele-
vantes da teoria da utilidade marginal podiam ser reconstrui-
dos sem que fosse necessario acreditar na medigao das utilida
des. Bastava admitir que existissem preferéncias de uma situa
¢ao em relagao a outra, ordendveis de acordo com certo conjun
to de hipOteses. Esse € o fundamento da chamada"teoria ordi -
nal do comportamento do consumidor® Acontece que, para o tra-

tamento dessa teoria ordinal, a melhor linguagem nao é a  do

calculo diferencial.

Em segundo lugar, as fungoes de produgao nem
sempre se podem considerar diferenciaveis, como supce a teo -
ria marginalista. &s vezes,é possivel substituir um fator por
outro, mas as vezes nao. Se a fungao de produgao pretende des
crever uma reac¢ao guimica, como tantas vezés acontece na in -
dastria, a hipotese de substitutibilidade constitui uma agresF
sdo a lei de Prout ,éegundo a qual os ingredientes quimicos
s6 se combinam em proporg¢oes fixas. Uma teoria satisfatdria
da produgao deve admitir que os fatores ora pbssam ser subs-
tituiveis, ora ndo. Isso é incompativel com o tratamento das

fungoes de produgdo pelo calculo diferencial.

Em terceiro lugar, entre a linguagem formal e

o pensamento econdmico deve haver estreita sintonia. Em ou-
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tras palavras, as expressces matematicas gque acompanham o de
senvolvimento de um modelo economico nao devem ser langadas
como objetos soltos no espago, mas precisam sempre encontrar
algum paralelismo técnico,ou‘psicolégico. Vimos na seg¢ao 2.5
que esse paralelismo se estabelece com muita facilidade para
as condigoes de primeira ordem de maximizacdo. Mas,ndo  para
as condigoes de segunda ordem, representadas pelos sinais de
vcomplicados determinantes que, pelo menos a primeira vista,

nao tem nenhum sentido economico.

Em quarto lugar ,ha uma diferenca entre os pro-
cessos de maximizacao fornecidos pelo calculo diferencial e
0os que se buscam na solug@o de problemas econdmicos. O calcu-
lo diferencial fornece uma técnica para a determinagao de ma
ximos locais. Por exemplo, se tomarmos uma fungao y=4({x) de
uma variavel real e descobrirmos que, em determinado ponto X1
a derivada primeira se anula ¢ a derivada segunda & negati-
va,podéremos afirmar que e;sa funcao passa em, X, POT um maxi
mo local. Isso significa que, numa vizinhang¢a de X, ,5(xa) E
o maior valor assumido pela funcl3o. Mas nio gue esse seja o
maximo da fungao em todo o seucampo de definigao. Assim, por
exemplo, na FIGURA 2.4 os pontos A, B, C cofrespondem a
maximos locais) indistingliiveis pelas técnicas do calculo
diferencial. Ocorre gque, em economia, o que interessa sao Os

maximos globais (na figura o ponto B),e nao os locais.
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bl 3

FIGURA 2.4 .

Em qguinto lugar, pela téchica dos multiplica-
dores de Lagrange, o calculo diferencial nos ensina a encon-
trar méximos de fungoes condicionadas por equagdes de restri-
950. Ocorre que, em economia, as restrigaes nao se costumam
representar por equagoes,mas por desigualdades. Para citar um
exemplo, quando se estuda o problema do equilibrio do consumi
dor, gque procura maximizar a sua utilidade com a condigao da
restrigao orgamentaria, mais proprio do que exprimir essa res

triga3o sob forma de uma equagao ;%q,+;bq2+....“+pnqn==R se

ria enuncia-la como desigﬁaldade,p,qr+pzqz+ .....+pnqn < R.
Isso abriria mais uma hipdtese, a do consumidor jogar_fora par
te de sua renda. Pode-se afirmar que, no caso, a distingao &
absolutamente inGtil ,pois, como todas as utilidades marginais
se supdem positivas, s6 os loucos rasgam dinheiro. Ha outros
casos, no entanto, em gue a presenga das desigualdades nao
pode ser desprezéda. No problema dc consumidor, por exemplo,é

necessario deixar claro que as quantidades compradas dos dife
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rentes bens nao podem ser negativas. Isso corresponde a  uma
restrigao por desigualdades do tipo ;> 0, o que muda a re
gra classica de que nos pontos de.méximo as derivadas devem
se anular. Esse aspecto foi visto quando passamos da equagao
(2.6 )para a expressao (2.7}): se o consumidor nada compra de
certa mercadoria, € porque sua utilidade marginal, dividida
pelo prego & menor,ou igual (e ndo mais necessariamente igual),
d utilidade marginal da renda. O fato de as restrigdes econd-
micas serem usualmente expressas por desigualdades,e nao por
equagoes,nac chega a constituir um golpe de morte no uso do
cdlculo diferencial. Mas,exlige que se mo@ifiquem significati-
vamente os enunciados dos teoremas de maximizagao.

Por Gltimo, vimos que a linguagem tradicional
do calculo diferencial levou Walras a um sistema de equagoes
de equilibrio geral muito pouco manobravel, do ponto de vista
pratico. A teoria do equilibrio geral € suficientemente impor
tante para que dela se tente extrair alguma conclusao,além de

que ha tantas equagEes quanto incdgnitas.

Essas objegoes levaram os economistas a substi
tuir gradualmente a linguagem do calculo diferencial pela da
matemidtica moderna, sobretudo a partir da década de 1950. 0
que se conclul & que os teoremas mais importantes da teoria

marginalista podem ser obtidos sem tantas hipOteses restriti-
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vas quanto ds fungdes de utilidade e de produgdo. E gque, nao
s& & possivel deduzir esses teoremas em condigOes muito mais
gerails, como se torna muito mais cristalino o seu conteiido e
condmico. A linguagem do calculo diferencial nao & de todo
abandonada, mas sO entra em cena guando se torna absolutamen-
te necessaria. Do ponto de vista 18gico se trata de um méto-
do um pouco mais indireto de produgao do que a teoria margina
lista. O leitor & obrigado a investir mais tempo na apreensao
de certos conceitos da matematica moderna. Em compensagao, Os

resultados se tornam bem mais produtivos em generalidade e

clareza.



CAPTTULO II1I
A INVASAO TopoLOGICA (™)

3.1) A geometria analitica a n dimensoes

Escolhida uma origem 0 e um sistema de eixos
cartesianos_rétanguléres, um ponto P do plano se define por
um par ordenado (x’,xz) de nﬁﬁeros reais, um ponto P do espa
¢o tridimensional por um terno (x,,xz,xs) de coordenadas. As
coordenadas tantq podem representar um ponto geométrico gquan-
to o vetor 0P partindo da origem e com extremidade em P. Por
extensao natural, defire-se ponto ou vetor a n dimensdes co
mo sendo uma n-upfa ordenada x=(xz,x2,.....,;n) de numeros
reais. O espago euclidiano a n dimensdes R" & o conjunto

. - 1 \
dos pontos a n dimensoes. Assim ,R=R corresponde geometrica-

meﬁte a linha reta, Rz ao plano, R3 ao eépago tridimensio -
nal. O bom senso recomepda-que nao tentemos visualizar, no
espago fisico, vetores a mais de trés dimensdes. A idéia abs-
trata, todavia, & bastante simples, e é de se presumir que
muitas das propricdades vaiidas para vetéres bi ou tri-dimen-

sionais tambén sejzm validas no R". Obviamente,os mé&todos de

-~ n ~ ’ P
demonstragao para o R sao necessariamente algébricos.

(*) As demonstragoes dos virios tecruics citados neste capitulo se en
contram nos Apendices.
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As operagoes basicas com vetores a n dimen
soes sao trés: adigdo, produto por um niimero real e produto
escalar. A definigao dessas operagoes estende certas proprig

dades dos vetores a duas e trés dimensoes.

No plano e no espago, sabemos que para somar
dois vetores basta adicionar as respectivas componentes. Por
essa motivagao, se x=(x1,x2, ceee, xn) e y=(y,,y2,......,yn)
sd3o dois vetores do R", define-se sua soma x+y pela adigao

das respectivas componentes, isto &, x+y =(x,*g,,...,xn+yn).

O vetor nulo é, por definigdo, aquele cujas componentes sio
todas iguais a zero, isto &, 0=(0,0,.....,0). A subtragio de -

fine-se como operagao inversa da soma, isto &,

X -y = (x,-y,, e, xn-yn).

Diz-se que um vetor x > y quando cada compo-
nente de x for maior ou igual & correspondente em y , isto &,
guando X,® Yy Xg 2 Yy 5 cenen, xn-z Y, Na mesma linha

de comparar as componentes, definem-se as desigualdades x > Yy,

X £y e x < y.

O produto de um nimero real a por um vetor  x
obtém-se multiplicando por a cada uma das componentes de x,
isto e, ax = (ax’,axz, .....,axn). Essa & também uma exten

sao natural da definigao a duas e trés dimensdes.
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No planoc e no espago tridimensional, o produ
to escalar [x,y] de dois vetores é»o nimero real que | se
obtém multiplicando o comprimento dos dois vetores pelo cosse
no do angulo por eles formado. Demonstra-se que esse produto
escalar € a soma dos produtos das componentes respectivas. Es
sa propriedade serve de base a definigao do produto escalar

de dois vetores a n dimensoes:

[x’y] = x1y1+x2yz+"'“'”+ Xnyn ( 3.1)

Verifica-se imediatamente que o produto esca

lar obedece as seguintes propriedades:

(4) [x,x]a 0
(i) [x,x] = 0 se e somente se x=0

(4i4) [x,y] = [y,x] , i8to ¢, o phoduto escalar e comuta -
tivo;

{4v) [ax + By, z] = a[x,z] + B[g,z] .

O comprimento |x | (também denominado mddulo
ou norma) de um vetor & definido pela regra pitagoreana'apli—
cavel a duas e trées dimensoes: a raiz quadrada da soma dos

quadrados de suascomponentes, isto é:

2 2 2
| x| = //; X, F el X ( 3.2)

ou seja, a ralz quadrada do seu produto escalar por si prd -
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prio:

| x | = ¥ x,x (3,.3)

A duas e trés dimensoes, dois vetores sdo or
togonais,se,e somente se,o seu produto escalar for igual a ze
ro. Essa propriedade inspira a definigaoc de ortogonalidade no
espago Rn; X e y dizem-se perpendiculares (ou ortogonais)

se [x,y] = (. Partindo da igu;ldade:

(e e ][]+t [ov] +[ud]

conclui-se que,se x e y s3o ortogonais:

2 2

2 .
| ey | = 120"+ 1yl (3.4)

que & o teorema de Pitdgoras para o espago a n dimensoces.

Uma relagao importante entre produto escalar e

comprimentos é dada pela desigualdade de Schwarz:

|‘[x,y]j < |2 1yl (3.5)

A duas ou trés dimensoes, essa desigualdade
corresponde ao fato de que o cosseno de um angulo esta com -
preendido entre -1 e +!. A n dimensoes, a desigualdade se

prova observando que
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2 - 2 2
[x-)\y,x-)\y:{ = lx -~2,A[x,g_] + X |yl 20
' 2

para todo niimero real A, e lembrando aue o trindmio X +bi+c

- -

sO e maior ou igual a zero,para todo A,se b2-4ac >0.

Da desigualdade de Schwarz se conclui que o
comprimento da soma de dois vetores & menor ou igual a so
ma do comprimento de cada um desses.vetores:

Ix+yl < [xl+lyl,
desigualdade correspondente i conhecida proposicao geométrica
de que, num triangulo, qualquer lado é inferior a soma dos ou
tros dois. (A maneira de demonstrar o teorema consiste em
provar, com auxilio da desigualdade de Schwarz, que o quadra-
do do primeiro membro & menor ou igual ao quadrado do segﬁn -

do).

A distancia d{x,y) entre dois pontos do R" &

definida como o comprimento de sua diferenca:

dix,y) = |x-y] (3.6)

ou seja, a raiz quadrada da soma dos quadrados das diferen
¢as das componentes dos dois vetores (tal como na geometria

analitica a duas e trés dimensoes):

1

2
dix,y) = /{x,-y,)2+ ......+(xn—yn)

A relacao distancia obedece as seguintes pro-

priedades:
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(£) dix,y) »0

(44) dlx,y) = 0 se e somente se x=y

(£44) dix,y) dly,x)

(aY

{4v) dix,z) < dix,y) + dly,z)

Traduzamos agora para o R" tras conceitos geo-
métricos importantes, o de segmento, o de 'reta e o de hiper

plano.

No espago a duas ou trés dimensodes, dados
dois pontos x e y, gualquer ponto do segmento que une x' a
Yy tem por coordenadas uma média ponderada das coordenadas .
dos extremos. Essa propriedade serve para definir, no Rn, o
segmento que une x a y. Esse segmeﬁto 4(x,y) & definido co

mo o conjunto dos pontos da forma

z = (] - alx + ay (3.7)

sendo 0 ¢ o £ 1.

Supondo x diferente de ¢y, e eliminando a res:.-
triqgo de que 0 € a £ !, obtemos a reta que passa por «x e
Y, a qual é o conjunto dos pontos

z = (1 - a) x + ay (3.8)

para todos os valores reais de a.
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Fa geometria analitica a trés dimensdes, um

plano representa-se por uma equagio linear:
a,x,+a2x2+a3x3 = ¢

@y,a,,a; € ¢ designando quatro constantes. Supde-se que
algum dos a, seja diferente de zero. Em notagdo vetorial,es
sa equagdo pode ser expressa por
¥,
[a,x] = ¢
onde az(a,,az,as) e x=(x1,x2,x3). Se x representa um pon
to do plano, isto &, um vetor tal que [a,xo] = ¢,a equagdo

acima equivale a

[a,-x, ] = 0 (3.9)

que descreve o plano como o lugar geométrico dos vetores x

tais que X=X seja perpendicular ao vetor a.

L= = n
Essa definicao € a que se usa no R para o

hiperplano passando por X, © normal ao vetor a: o conjunto

dos pontos tais que [x-xo, é] = 0. No espago a trés dimen -
sOes ,0s hiperplanos correspondem aos planos usuais da geome-
tria euclidiana. No espago Rz, os hiperplanos se reduzem a

linhas retas. No espago unidimensional, os hiperplanos seriam
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pontos.

Um hiperplano divide o espago R" em semi-espa
g¢os, que podem ou nac incluir o proprioc hiperplano, de acordo

com as desigualdades [x—xo,d] > 0, [x—xo,a] K3 0,-[x-x0,a]> 0

e [x-x_ ,a] < 0.

Os vetores ey = {1,0,....,0), 22=(0,1,..,0L
coo ey = (0,0,....,7)y com uma das componentes igual a um
'
- e as demais iguais a zero, formam a chamada"base natural” do
n -
R™ . B imediato que,se x=(x1,x2, ..... ,xn),entao X=X €14 X 80t
+xnen.

Embora levemente abstratos, os conceltos da
geometria analitica a n dimensdes s3o extensdes muito sim
ples e naturais dos tratados nos espagos bi e tridimensionais.
A vantagem que se obtém & uma formiddvel economia de notagao.

A titulo de exemplo, consideremos um sistema de fungles reais

de variaveis reais:
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Com o conceito de espago euclidiano .a varias
dimensoes, esse sistema pode ser simplésmente descrita como uma fun

cao y=§(x), definida no R" e com valores no R™.

Ou consideremos o problema classico do consumi

dor,. que deseja maximizar a sua utilidade U(q,,qz, ..... ,qn),
onde L PRY YRR sao as quantidades consumidas por uhidade
de tempo, dentro da sua limitacdo orgamentéria..p,qﬂ¢?q2+“.. +

V- :
p qn< R, onde os P; desjignam os pregos e R a renda do consu-
n

midor. Ha ainda a considerar o fato de que as quantidades nao
podem ser negativas. Em linguagem geométrxica a n dimensoes

esse problema se enuncia sinteticamente sob a forma:

maximizar U(q)

com as restrigoes

[p.J< ”

q >0

3.2) Estruturas topologicas

Entremos agora nos primeiros conceitos de topo
logia do R", Uma~bola aberta, com centro em X, € R" e com
raio 2>0 & o conjunto dos pontos y do R" . tais . que
d{x,y} < n. No plano, a bola aberta corresponde ao interior
do circulo de centro em x, e raio & ; no espago tridimensio-

nal ao interior da esfera de centro em x,e raio n;

Seja C um subconjunto do R". Diz-se que um pon
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to X, € C é ponto interno a C quando & possivel encontrar
R > 0 tal que a bola aberta de centro em 'xo e.raio n esteja
inteiramente contida em C. B f3cil verificar, a titulo de
exemplo, que,se af0 e C & o semi-espago formado pelos pon
tos x tais que [x-xo,a] > 0, entdo os pontos internos de C

sd3o aqueles para os quais [x-xo,a]>0.

Diz-se que um subconjunto C do R" & aberto
quando todos os seus éggtos séo ihternos_(ou seja,quando qual
quer dos seus pontos for o centro de uma bola aberta intei;a-
mente contida em C), ou quando ¢ é vazio. Dai resultam

as famosas propriedades dos conjuntos abertos:

{a) o conjunto vazio e o espago R" sio aber
tos; -

(b) a uniao de uma familia gualquer de conjun
tos ébertos é aberta;

(¢} a intersecgao de uma colegao finita de con

juntos abertos € aberta.

Note-se que a intersecgac de uma colegao infi
nita de conjuntds abertos pode nao ser aberta. Por exemplo,no
espago R’, a intersecgao dos intervalecs abertos(-1/n,1+1/n) ,

sendo n= 1,2,3, ...... , & o intervalo fechado [0,1].

Um subconjunto C do R" diz-se fechado quando

seu complemento é aberto. Dal resultam as propriedades corres



pondentes:

(a) o conjunto vazio e o espago R" sdo  fecha
dos;

(b) a uniao de uma colegao finita de conjuntos
fechados é fechada;

(ec] a intersecgao de uma famIlia qualquer de
conjuntos fechados & fechada. £ facil verificar, a titulo de

exemplo, que todo conjunto finito de pontos do R" & fechado.
N
Seja C um subconjunto do R". um ponto x (nac

necessarlamente pertencente a C) & dito ponto de acumulacao

de C quando toda bola aberta com centro em x, contiver pe

lo menos um elemento de C diferente de X5 Dal se conclui

que, se x, €& ponto de acumulagao de C, qualquer bola aberta

com centro em x, contera uma infinidade de elementos de C.
(Se uma bola aberta apenas contivesse um nimero finito de pon
tos de €, um deles estaria &8 menor distancia ", de X, uma
bola aberta de raio inferior a 2, nio conteria nenhum outro
ponto de C distinto de io). Verifica-se facilmente gue um
conjunto & fechado se e somente se contém todos Os seus: pon

‘tos de acumulagio.

O interior de um subconjunto ( do R" 8 ‘de
finido como a uniao de todos os conjﬁntos abertos ‘contidos ‘e

C. Os pontos do interior de C sao os ja definidos pontes I'n =
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ternos de C. 0 fecho de C @ a intersecgdo de todos os conjun
tos fechados que contém C. E facil demonstrar que ; fecho de
C obtém-se acrescentando aos pontos de C todos os seus pon
tos de acumulagdo. £ imediato que um conjunto aberto & igual
ao seu interior, e que um conjunto fechado poincide com  seu

fecho.

A fronteira de um conjunto C &-definida como
o conjunto dos pontos §o R" que pertencem a seu fecho, mas

!

nao a seu interior. Para que x pertenga a fronteira de C, &

0
necessario e suficiente que toda bola aberta com centro em
x, contenha algum elemento de C ( que pode ser o proprio xa)

e algum elemento do complemento de C.

| Um subconjunto C do R" diz-se limitado quando
existir algum nGmero real M tal que, para todo x pertencente
aC, se fenha lx|< M. Denomina~-se compacto um subconjunto
gue seja ao mesmo tempo fechado e limitado (essa & uma defini

¢ao que, em topologia, serve exclusivamente ao R").

Osiconjuntoé compactos gozam de algumas pro
priedades muito especiais, que derivam do famoso teorema de

Bolzano-Weierstrass: toda cofecdo infinita de efementos de um

confunto compacto C possui pelo menos um ponto de acumulagao

peatencente a C. B ficil verificar, com contra-exemplos, que
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o0 teorema ndo & necessariamente vdlido para fechados ndo 1i
mitados. No conjunto dos reais, que & fechado, 6 ' subconjug
to formado pelos inteiros é infinito, mas n3o possul nenhum
ponto delacumulaqﬁo. O teorema também nao & valido para con
juntos limitados gque nao sejam fechados. Por exemplo, no in

tervalo aberto [(0,!) da linha reta, a sucessdo {1-1/n}{ n 4in

——

teino ) nao possui nenhum ponto de acumulagdo pertencente ao

intervalo. (O ponto de\acumulagao, igual a !,estd fora do

N

intervalo).

Uma propriedade bastante importante dos com

pactos @ o chamado teorema dos pontos a minima distancia. Se-

jam C,, compacto , e Cz, fechado; eptio, existem dois pontos,
X pertencente a C, e x pertehéente a C,, tais que, pa
ra todos y; € C;, e ¢, € C,p, se tenha dlx;,x,)s dly,,y,).A
existéncia de pontos a minima distancia pertencentes aos con-
jﬁntos ndo pode ser garantida em outras condigoes. Assim, por
exemplo, na linha reta os intervalos abertos (0,7} e (2,3)ndo

possuem pontos & minima distancia que lhes pertencam.

Introduzamos finalmente a nogdo, bastante im
portante em andlise econdmica, de conjunto convexo. Um subcon
junto C do R" diz-se convexo quando, se x e y forem dois
pontos quaisuger de C , o segmento 4(x,y), de extremidades
X e y , estiver inteiramente contido em C. A FiGura 3.1.Ao e

xemplifica um conjunto convexo, a 3,],B, um nao-convexo.
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L

Ficura 3.1.A

FiGcura 3.1.B
CONJUNTO CONVEXO

CONJUNTO NAO-CONVEXO

Consideram-se também convexos os conjuntos for

mados por um unico ponto do R" e o conjunto vazio. Com es
sa extensao, torna-se imediato que a intersecgdo de uma cole

¢ao qualquer de conjuntos convexos também & convexa. Demons
tra-se também facilmente que o fecho e o interior de um con -

junto convexo sao ambos convexos.

Os exemplos de conjuntos convexos sao inime

ros: o espago R", as bolas abertas, os hiperplanos, as retas,

os semi-espagos abertos e fechados delimitados pelos hiperpla
nos, e, por conseqliéncia,

qualquer intersecgao desses conjun
tos.
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Dois teoremas da maior importéncia'g respeito

de‘conjuntos convexos sac os chamados teoremas de separacio,
ilustradoé na FIGURA 3.2. O primeiroc desses teoremas afirma
que, dado um ponto X, n3o pertencente ao convexo C ou situa-
do na sua fronteira, existe um hiperplano passando por x, que
deixe C inteiramente num dos seus semi-espagos. Analiticamen
te, esses teoremas se anuncia da seguinte forma: " Seja C um

conjunto convexo, e x. um ponto do R"  situado fora de C ou

0
na fronteinra de C. Entla, existe u # 0, tal que para todo x

pentencente a C se tenha [x-xo,u]z o".

0 segundo teorema afirma que, se C, e Cz sao
dois conjuntos convéxos disjuntos, ex;sté um hiperplano . que
0sS separa. Analiticamehte,'se C, e Cz s30 convexos e
c, n C, = ¢ , existem x, e u pertencentes a R ,sendo ufto,
tais que.[x-xo,u]so, para todo x € C,, e [y—xo, ul> 0, péra

todo y € CZ'

No plano e, possivelmente, no espago tridimen-
sional, esses teoremas de separagao sado geometricamente in
tuitivos. A demonstracgao rigorosa para o R" & algo trabalho-
sa, encontrando-se nos Apéndices. Esses teoremas encontram fe

cundas aplicagoes na teoria dos precgos.
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Ficura 3.2
TEOREMAS DE SEPARAGAO

3.3) A algebra Linean

O tipn mais simples de fungao definida no R

e com valores no R" & a fungao linear, analiticamente des -

crita pelo sistema:

Yp = RpgXgt@ggXgt evoot g%
Yg = Gg1Xy*lggXe* - A Xy
ym = am111+am2x2+ eret amn n

Onde x-(x4,X%,, ....xn) representa a variavel

independente,e y=(y,,4,, -...-Y,}, 2 dependente.

Se designarmos, sinteticamente, essa fungao sob

a forma y=Ax, veremos que ela atende ds duas propriedades
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caracteristicas das chamadas transformagdes lineares:

{4} A(x,+x2)= Ax,+Ax2 , para quaisquer X, e

x, pertencentes ao R";

{44} AlAx)=2Ax,qualquer que sefa o niamero real

A e xERn-

A transformagao linear acima fica perfeitamen-

te especificada pela matriz de m linhas por n colunas:

a’l a,z ........ a,n
T Y R
a_m} amz ....... o amn

formadas Aez=(a11,a21, ..... ,am,), Ae2=(a12,a22, ..... ,amz),..

Ae =la, ,a, , «oo... a ,) da base natural 21;22,......,e .

As operagoes com matrizes sao definidas de mo
do a guardar correspondencia com as operagoes sobre as trans-
formagoes lineares que elas especifiéam. Assim, sejam A e B
suas transformagoes lineares, definidas no R" e com valores
no R™, representadas pelas matrizes[aij] e [bij] ,respecti-
vamente. A soma A+B das duas transformagdes lineares & defi
nida como a funcao que a cada x pertencente a R" associa, em

Rm, o vetor Ax+Bx, isto e:
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(A+B)x = Ax + Bx

B facil verificar que essa fungao & também uma
transformagdo linear, cuja matriz se obtém somando os elemen
tos correspondentes de [aij ]e [bij]' isto &, a matriz[hij+§¢ﬂ.
Dentro do citado principio de correspondéncia, a soma de duas
matrizes & definida como a matriz que se obtém somando os

termos correspondentes.

Se A € um nimero real e A uma transformagdo 1i
near de R" em Rm, define-se o produto dé A por A como sendo
a fungao que, a cada x do R",associa Ax em R". Verifica-se
imediatamente que a funcao assim definida & 1linear, e que a
sua matriz se obtém multiplicando por A todos os elementos

da matriz ai-.Define-se, por isso, o produto de uma matriz

J
por um nimero real pela regra:

A[aij]’[Aaij]

- Vejamos aéora o conceito de produto de matri -
zes. Sejam B e A duas transformagoes lineares, a primeira
definida em R" e com valores em RP, a segunda’ definida
em RP e com valores em R™. A seri especificada por uma

matriz com m linhas e p colunas {hij’e B por uma matriz[bij]

' d

com p linhas e n colunas. A transformagao produto AB e
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a fungao ) definida no Rnfe com valores no Rm,que se
obtém aplicando-se em primeiro lugar B, em seguida'A, isto
e:

(AB)x = A(Bx)

Verifica-se mais uma vez que AB, assim defini-
da, & uma transformagao linear. Com alguns algebrismos - con
clui-se que a matriz correspondente tem seu elemento genérico

¢;j definido pela regra:

c‘..j = a‘-Jb,j-"' a‘:zsz" csesseste@.,: b

4ppf

© que significa que o elemento da iésima linha e jésima co

luna da matriz AB e o produto escalarda iésima linha da matriz

A pela j&sima coluna da matriz B. A titulo de exemplo:
5 -1 3 4 3 7]
2 8 0 -1 2 0 )
1 1
1 3 2 8 | 4 0
b o o
= | 5x3 - 1x2 + 3x1 + 4x4 5x1 - 1x0 + 3x1 + 4x0| {33
2x3 + §x2 + 0x1 - 1x4 2x1 + §x0 + Ox1 - Ix0] = |18 2
1x3 + 3x2 + 2x] + 8x4 Ix1 + 3x0 + 2x1 + 8x0| |43 3

Note-se que o produto de duas matrizes sd e dg-

finido quando o numero de colunas da primeira coincide com o

nimero de linhas da segunda. Essa restrig@o & natural, tendo
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em vista que, sO nesse caso, se podem aplicar sucessivamen -~

te as transformagoes B e A para obter a fungao AB.

O produto de hatrizes é associativo, isto &
(AB)C=A(B¢), o qﬁe nos dispensa da colocagao de parénteses,es
crevendo-o sob a forma ABC. Mas n3o & necessariamente comuta
tivo, ainda que se trate de matrizes quadradas (isto &, de

igual numero de linhas e colunas). Assim, por exemplo:

8§ ¢4 -1 0 4 4

2 5 3 1 13 5
e

-1 0 8 4 -8 -4

301 2 3

26 17

Uma transformagdo linear definida no R" e com
valores em R" & representada por uma matriz quadrada, de n
linhas por n colunas. Uma transformagao basica & a transforma
¢ao identidade T , que a cada x associa o proprio x , de a -

cordo com a equagao:

Ix = x

A matriz identidade possui os elementos da

diaéonal principal iguais a 1, e os demais iguais a zero. As
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sim, por exemplo , no R4, a matriz identidade é&:

- 3
1 0 0 0
0 1 0 0
T=190 01 o0
0 0 0 1
Certas operagoes usuais da algebra linear po
dem ser facilmente expressas sob a forma de produtos matri

ciais. Assim, por exemplo, a apliqagao y=Ax pode ser repre -

sentada por:

r 9 - 1 r
Y
1 a,, 412 ..... a,n X4
gz _ Qg4 a.z2 ..... a,, Xy
ym Qo1 VAR 'amn Xn
s J N d L J

desde que se especifiquem os vetores x e 'y como matrizes

de uma Unica coluna.

Do mesmo. modo, o produto escalar [},Qj de
dois vetores pode ser obtido multiplicando-se a matriz-linha

x pela matriz-coluna y:

[x,4] - (%%, «o0n. ]y,
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Se A & uma matriz de m linhas por h'colunas(rg
preséptando uma transformagao de R" em Rm,a sua transposta A'

e definida como a matriz que se obtém transformando as linhas

em colunas e vice-versa. Sinteticamente, se A“%j’ A'“ﬁi
: 5 2 0
A titulo de exemplo, a thamsposta de A=
13 4
[ 5 -1
- P
€ a matriz A' - ? 3
0 4

A matriz transposta deve, 'naturalmente corres-
ponder a uma transformagao linear definida, agora, no Rm,e. com
valores no R". Pode-se demonstrar que essa transformacao li

near e caracterizada pela propriedade:

[ A'g»x] = [y’Ax]
Isto &, quaisquer que sejam x, pertencente a

n

R ,e y,a Rm, o produto escalar de y por Ax & igual ao produ-

to escalar de A'y por x.

Algumas propriedades da operagdo transposigao

sao enunciadas a seguir:

(4] (A+B)' = A'+B!
({£) (AA)' = AA' , qualquer que seja o nimero
real X
({44) [A') = A

(<v] (AB])'’ B'A'
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A {ltima propriedade & bastante curiosa: a transposta do pro

duto & o produto das transpostas em ordem invertida.

Uma matriz quadrada A & dita inversivel quan-

do existe uma outra matriz quadrada A" tal que A-_1A=AA',=I, 1
designando a matriz identidade. Demonstra-se que ,para que - A
séja inversivel,é necessario e suficiente que seu determinan-
te seja diferente de zero. A titulo de exemplo, pode-se veri-

ficar que a matriz

tem por inversa:
-1
A =

£ imediato que a inversa da inversa & a matriz
1. -
| 1

A é inversivel, sua transposta também o €, e que a inversa da

original, isto &, que (A~ = A, Verifica-se,também,que se

transposta é a transposta da inversa, ou seja:

TN

Se A e B sao duas matrizes inversiveis de n
linhas por n colunas, seu produto AB tambeém o &. A inversa
do produto & o produto das inversas com a ordem trocada, is

to e:
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1,-1

(aB)~! - 874

3.4} Limites, continuidade, diferenciabilidade

Até meados do século passado,as nogdes de  1li
mite, continuidade e diferenciabilidade se desenvolveram em
meio a apreciavel confusao filosdfica. Nenhum matematico ti'
nha diividas de que a sucessao 1,3/2, 7/4, 15/§ , ....., de

“n*1 tendia para o limite 2, ou que a de

termo generico 2 - ?
rivada de 4senx + x4 era igual a cosx +‘4x3. Mas os funda -
mentos das nogoes de limite e, por conseguinte, de derivada ,

eram bastante frageis.

Descartes, ﬁor exemplo, havia definido conti -
nuidade pela sentenga: "uma cuiva ¢ continua quando pode sen
desenhada sem se Levantan o Lapis do papelﬁ. Essa proposigao
realmente da a idéia do_qué seja uma curva continua,mas n3o
pode ser aceita como uma definicao, ji que "desenhar","lapis"
e "papel" n3o chegam a ser conceitos matemdticos. Além do
mais, ela nao seria extensivel para fungoOes de mais de uma va

riavel real, dque nac teém como se representar por curvas.

Leibniz, para desenvolver o calculo diferen -
cial, introduziu um conceito altamente mistico, embora prati-
camente muito comodo, pelo menos até certa etapa do desenvol-

vimento da matematica: o de infinitesimo. Um infiniteésimo era
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concebido como uma grandeza maior do que zero, mas inferior a

qualquer nimero real existente. Os infinitésimos, por sua vez

obedeciam a rigorosa hierarquia disciplinar: o quadrado de um
infinitésimo de primeira ordem era um de segunda ordem,o cubo,
um de terceira ordem, e assim por diante. Um infinitésimo de
segunda ordem era desprezivel diante de um de primeira, e as

sim por diante.

Na linguagem dos infinitésimos, uma fungdo era
continua quando, ao se acrescer de um infinitésimo a variavel
independente, o acréscimo da variavel dependente também fosse
infinitesimal. A derivada de uma fungao y=§(x) era definida co
mo a relagdo dy/dx entre os acréscimos infinitesimais coérei

pondentes da varidvel dependente e independente.

O problema conceitual & que jamais se viu uﬁa
grandeza que fosse maior do que zero, mas inferior a todo nime
ro real conhecido. No século passado,Weilerstrass mostrou que
a teoria das fungoes e o calculo diferencial podiam ser desen-
volvidas sem que se precisasse recorrer a nogao do infinitési-
mo. Isso deu origem ds nogoes fundamentais de topologia, tor -
nando talvez um pouco mais trabalhoso o estudo da matematica ,

mas expurgando-a de um formidavel elemento de confusao.

Comecemos, pols,definindo o gue seja limite de

uma sucessao qy,q,, veeeQps e de elementos do R". (Uma su
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cessao pode ser rigorosamente entendida como uma fungao defi
nida no conjunto dos inteiros naturais (1,2,3, .....,p,...}.
Que pretendemos dizer ao afirmar que essa sucessdo converge
para ¢ ? Sem apelar para os infinitesimais devidamente sepul-
tados por Weirstrass, basta-nos entender que, a partir de uma
ordem conveniente, os termos da sucessao se tornam t3o prdxi
mos de ¢ quanto se deseje. A maneira formal de expressar es

sa idéia consiste na seguinte definigdo:

"Diz-4e que uma Asucesddo p de pontos do R"
tende para o Limite q quando, panra todo.Q >0, for possivel en
contrar um inteiro N=N{C ], tal que para todo p>N se tenha

d(qp

matematicos usavam a expressao " para todo € > 0 anbitrariamen

,¢)< € ". Nas versdes mais antigas dessa definic3o, os

te pequeno", etc. Como em matemdtica ndo se distinguem nime -
ros grandes e pequenos, e como essa qualif;cagéo era perfeita
nente dispensavel, aboliu-se o termo "arbitrariamente peque-

no".

A partir da nogao de limite de uma sucessdo,po

de-se estabelecer a de limite de uma funcdo. Seja y=§(x) uma

fungdo definida num subconjunto C do R" e com valores em R.

Seja x, um ponto de acumulacao em C. Diz-se que §{x) tende

para yo guando x tende para xo, ou, simbolicamente:
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Lim gl{x) = 4,

X+ x,
qgquando, para toda sucessao {xn} convergindo para x,, sendo
X, f x, + se tiver:

2im flx,) = 4,

n-+co

Uma outra maneira, equivalente, de definir 1i
mite € a seguinte: "desde que x se mantenha suficientemente
proximo, embora diferente de xo,é(x)ficaré tao proximo de
Y, quanto se queira. Formalmente, isso se exprime na defini -
¢ao:

"Diz-se que £im §lx) = 4, quando, s
X +x .

todo € > 0, for possivel encontrar 830 (sendo § fungao de €|

n

Zal que 0 < dist{x,x;} < § implique dist(f(x),y,) <€

Uma fungao & dita contInua, num ponto de acumu

lagdo x_ do seu campo de definigao, quando o seu limite e -

o
xistir e coincidir com o valor da fungao no ponto, isto é,
quando £4im fix) = 6(x0). Em outras palavras, quando a to
X+ x
0

do €>0 corresponder um §>0 tal que déstlx,x ) < § impli
que disti{fix), 6(x0) ) < € . Uma fungao é descontinua num

éonto se 0 limite nesse ponto nao existir, tal como na fungEo
real de uma variavel real y = sen 1/x, para x=0, ou se o 1i
mite existir, mas for diferente do valor da fungao no ponto
(como na fungao real de uma variavel real {(x) = x+3, para

x £ 0e §10) = 1),
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A definigao classica de derivada para fungdes
reais de uma variavel real & bastante conhecida. Se y={(x),diz-

se que a derivada da fungdo no ponto x e igual a 5'(xo)

0
quando:
Lim §xpth)-§lx,) §' (x )
= X
h+0 h 0
Para usar uma imagem semelhante a de Descar

tes, uma curva & derivavel num ponto quando admitir uma tan -
gente nesse ponto, isto €, quando n3ao tiver um"bico" , nesse
ponto. Tods fungdo derivavel & continua,mas a reciproca nio &
‘verdadeira. A fungdo y = |x|, ﬁor exemplo; é continua, mas
nao derivavel para x=0. A FigURA 3.3 iluséra a diferenga en
tre uma fungdo descontinua, uma continua mas ndo derivavel e

uma derivavel.

+ Y ‘r Y

_—
~]

e

— > y
x X X
descontinua na continua, mas ndo _
onigem denivavel na ond derivavel
gom

FIGURA 3.3.A FloRa 3.3.5 Fi6rA 3.3.C
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A definigao de derivada, acima apresentada pa
ra uma fungao real de uma variavel real, & extensivel ao ca
80 em que o conjunto de valores & o espago euclidiano a m di
mensoes Rm, desde que o campo de definigao continue limitado
a um subconjunto dos numeros reais. Se quisermos estender a
ideia para o caso em que o campo de definicao & um subconjun-
to do Rn, isto &, se quisermos trabalhar com fungoes nao ape
nas de uma, mas de varias varidveis reais, temos que introdu
zir uma adaptacdo de conceitos, a qual, diga~se de passagem ,

langa alguma luz adicional sobre a ideia de derivada.

Com uma simples transposicao de termos, o con-
ceito de derivada para uma fungdo definida no conjunto ~ dos

m
reais (e com valores no R) pode ser expresso por:

Lim flx, + k) - flx )= b §"(x,]
h> 0 . h

Essa mudanga de termos aparentemente ingénua

nos da a chave para o conceito de diferencial (expurgado dos

infinitésimos de Leibniz): 5(x0+h)- §i{x,] representa o acres
cimo da fungao; hg'(xol representa a aproximacao linear do
acréscimo. O que caracteriza a diferenciabilidade € o fato

de a diferenga entre o acréscimo e a sua aproximagao  linear

6{x0+h)-5(x0) - hé’(xol ser de ordem de grandeza inferior
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a h, isto €, o limite do seu quociente por h ser igual a ze

ro.

Se designarmos a fungao por y-=§(x),o acrésci
mo da fungao serd, a partir do ponto X, 8Y = 6(xo+h)—6(xo);
a diferencial da»fungao é definida como sendo a aproximagao

linear desse acréscimo, dy=5’(xo)h.

Esse conceito de diferencial como aproximagao
linear € perfeitamente extensivel &as fungdes definidas no
R" (isto &, 3s fungbes de varias variaveis reais). Sejagﬁﬂix)
uma fungao definida num subconjunto C do R" e com valores no
R™ . Diz-se que §(x) e diferenciavel no ponto X, quando
existir uma transformagao linear A (éara esse ponto xa) tal

que:

6(x0+h] - 6(x0) - Ah

L4im - 0.
Note-se que agora h € um vetor do R". a ma

triz A &€ a chamada matriz diferencial (ou matriz jacobiana)da-

fungdo §(x) nc ponto x, . Se a fungdo se desdobra analitica
mente em

Yy = byl X%, ool y X,

[}
[= 9
~
bad
—
-
~
~N
-
-
o
=S

Y,
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a matriz diferencial tem por elementos as de:l

vadas parciais calculadas no ponto «x_:

0
- -
38, 24, 34,
o, vy
A = | %, 34, 34,
.1
ax, axz axn (3.10)
3, af,, 38,
ax, axz axn

Um caso particular importante é aquele em que
o campo de definigao & um subconjunto do é" mas o conjunto de
valores & o dos nimeros reais, isto &, de uma fungao real de
varias varidveis reais, do tipo y=§ixy, %y, oo, .»x,]. Nesse
caso, A se reduz a uma matriz-linha, cujos termos constituem

o chamado gradiente de {.x]) no ponto X,

’ ?

grad §lx,) =| 34 3f ..., , 6y 13.11)
ax, ax? 3xn

a expressao Ah para a diferencial da  funcio

podendo exprimir-se como o produto escalar

dy = Ah =[§aad5(xo),h] (3.12)
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3.5) Maximos e minimos, funcoes concavas e convexas

Seja §(x) uma fungao real de uma ou mais varia
vels reais, isto &€, uma funcdo definida num subconjunto C - do

" e com valores em R. Diz-se que {(x) passa por um maximo

R
em C no ponto X,s quando para todo x pertencente a (,se tem
§lx) > §(x,). A definigao de minimo se obtém invertendo o si
nal da desigualdade, ou associando o minimo de §(x) ao maxi-

mo de -§(x).

A definicao acima @ a de maximos e minimos ab-
solutos, isto &, em todo o campo de definigdo da fungdo. Po
dem-se estabelecer os conceitos dé'méximos e minimos locails ,
restritos a uma vizinhancga de X,+ O cdlculo diferencial & um
formidavel instrumento para a determinagéo.de maximos e mini-
mos locais. Mas, nos problemas econdmicos, a pesquisa que

interessa @ a dos miximos absolutos.

Um primeiro problema & o da existéncia de maxi
mos ou minimos. H3 inlimeras fungoes que ndo possuem maximos
nem minimos, como a fungao y=x+! ,definida em todo o conjunto
dos reais x. Um teorema trangliilizador e de inumeras aplica -
¢oes em teoria econdmica se refere ds fungoes continuas de

finidas em conjuntos compactos: ‘"Seja f§tx) uma fungdo  contl
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nua definida num subconfunto compacto C do R" ¢ com valones
no conjunto dos nreais. Entao,§(x) admite um maximo e um mind

mo em C ¥

Um tipo particular de fungao, fregtentemente
encontrado em economia, se mostra muito bem comportado em re

lagao aos maximos: as chamadas fungoes cOncavas. Uma curva

y=§(x) diz-se cdOncava gquando o segmento que unir dois quais
quer de seus pontos se encontrar abaixo, ou coincidir com a

curva, tal como na FIgyrA 3.4.

1ty s Y

L 4

Fieura 3.4.A Ficura 3.4.B

Analiticamente, a maneira de exprimir que a
curva esta acima,ou coincide com o segmento que une dois quais

quer de seus pontos, € a seguinte:

" Sefa §(x) uma fungao real definida num sub -

conjunto convexo C do R", Diz-se que §{x) & concava quando,
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para quaisquen X; e x, pentencentes a C, ¢ para qdqlquea ni

meno real o tal que 0 < a g T,8e tiven:
§1 (T-alx;+ a x,) 2 (T-a)flx,) + aglx,) ".

A definigao acima abrange comc cdncavas as
fungOes lineares, ou compostas de trechos lineares,como  na
FIGURA 3.4,B. As fungdes inteiramente situadas acima do seg -
mento que une dois dos seus pontos, como na FIGURA 3.4.,A, s3o

denominadas estritamente concavas , e obedecem & desigualdade:

§l 1-alxy + a x,) > (T-a)flx,)+ a 6(x2),

quaisquer que sejam X; e X, em C,e0<ac<l,

As fungoes cOncavas gozam de algumas proprieda
des extremamente importantes, como as que se enunciam a se
guir:

(a} se f(x) passa em X, POr um maximo local,
X, também & ponto de maximo absoluto(nesse sentido é que as
fungOes cdncavas se consideram bem comportadas em relagdo aos
maximos) ;

(b) a soma de duas ou mais fungdes concavas &
uma fungao concava;

(¢) o produto de uma fungao concava por um

real positivo € uma fungao concava;
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(d) se §{x) & concava definida no convexo C ,e
se a & um nimero real qualquer, entdo o conjunto formado pe
los pontos x de C tais que §(x})> ¢ & convexo;

(e) toda funga@o concava definida num subconjué
to convexo aberto C do R" & continua;

(§) se §(x) & cdncava e diferenciivel;

§ix) - §lx,) < (grad flx,), xfxo] (essa desigualdade corres -
ponde ao fato de que uma curva concava situa-se abaixo da
tangente tragada em qualquer dos seus pontos);

{g) se grad 5(xo)=0, §1x) passa por um maxi-
mo absoluto em X, | |

Esta Qltima propriedade, facilmente dedutivel
da penultima, mostra que as fungdes Eancavas, além de bem
comportadas, prestam-se comodamente ao calculo dos maximos.Des
de que se saiba que num certo ponto todas‘as derivadas par -
ciais da fungao se anulam, e desde que se saiba a priori que
a fungao & cOncava, pode-se assegurar que, nesse ponto,a fun
¢ao passa por um maximo absoluto, independentemente de gqual-
quer exame de condig¢oes de segunda ordem(sempre expressas por.

sinais de complicados determinantes).

Na realidade, pela propriedade({§) anteriormen-
te apresentada, para que a fungao cdncava e difereﬁciévelg(x)
passe por um maximo no ponto X, é necessario e  suficiente
gue, para todo ponto x do seu campo de definigao C ,se te

nha:
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x-x,, grad fix,) I s 0

Quando o campo de definigao & aberto, essa de
sigualdade leva a exigencia de que ghrad 5(x0)=0,no ponto de
maximo. Se o campo de definigdo ndo for aberto, o maximo po
de ocorrer num ponto em que o gradiente de §{x) seja diferen-
te de zero. Um caso muito comum em economia & aquele em que
a fungao concava e diferenciivel & definida apenas para valo .
res de x30,(Essa condigdo correéponde ao fato evidente de
gue nao podem existir quantidades negativas, pregos negati -
vos, etc ). No caso em questao, designando por {QT’QZ""’en}
a base natural do Rn, a condigéb necesséria e suficiente para

que a fungao passe por um maximo no ponto x, Se expressa por:

(grad §(x,), e,] 0 se [x,,e;] >0

(grad §ix,), el <0 se[xg,e] =0

Isso &€ o mesmo que dizer que, para gue {(x)pas
se por um maximo absoluto em xo,é necessario e suficiente
(desde que {{x) sO seja definida para x> 0): |
(£{) que as dendvadas parciais cgmneépondentea
as componentes positivas de x sejam nulas;
.(iil que a4 derivadas parciais cornrespondentes

as componentes nulas de x, sejam menones

ou Lguais a zenro.
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A FiGURA 3.5 ilustra o problema para o caso
de uma fungac cdncava de uma anica variévéi real x, definida
apenas para valores de x 0. Se o maximo ocorrer para um
valor positivo de x(FIGURA 35.5,A), nesse ponto a derivada de
ve anular¥se. Mas,se o maximo ocorrer para xa=0 , como na fFl-
GURA 3.5,B, a derivada da fungao tanto pode ser nula quanto

negativa.

y T y AF

v

1

N

FiGura 3.5.A Ficura 3.5.8

Uma fungao §(x) diz-se convexa quando -5(x)fér-
concava (FIGURA 3,6). As propriedades das fungées convexas sao
analogas as das fungdes cOncavas, feitas as devidas trocas
de sinais. Naturalmente ,essas fung¢oes sao bem comportadas nao

em relagao aos maximos, mas em relagdo aos minimos.
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Ficura 3.6

Entremos agora numa técnica éxtremamente fecun
da em analise econdmica, a da programagdao convexa. Um grande
numero de problemas econémipos se‘pode enunciar como corres -
pondendo & maximizagdo de uma fung3o cdncava restringida por

desigualdades convexas:
" 4 s b
maximizar a fun¢ao concava §(x)

definida num subconjunto convexo C do R", sendo a varilavel «x

sujeita ds desigualdades de restrnicgdo:

gplx) < 0

g,(x) ¢ 0
P 2

s 88 0060 s

gp(x) <0

.



169.

onde g,(x), g,(x), .o..o, gp(x) 440 fungoes convexas  tambem

definidas em C",

Esse & o chamado problema~fundamental da pro -
gramaqéq éonveka, qgue abrange como caso particular, quando as
fungdes sao lineares, a popularizada programagao linear. Veja
mos alguns elementos basicos do jargdo da.programagao conve -

xa:

a) a fungao a maximizar {(x) & denominada "{un
cao-objetivo";
b) o subconjunto Co dos pontos x de C que sa

tisfagam simultaneamente as desigualdades 9 (x)<0, 9, {x)g0,.....,

gphdso é denominado conjunto das solucdes possiveis;

¢) o conjunto C, das solugOes possiveis & dito
regular quando: '

(i) & compacto;

(£4) contem algum ponto x tal que
f,(x) <0, 62(x)<0,2.....,5p(x)<0.

(d) um ponto x_ de C/ é denominado solugéo.

Stima, quando maximiza a fungdo objetivo §(x) em C ;
(e} a fungdo Flx) = {§(x) -'x,g,(x)-ngz(x)-...

- Apgp(x), construida tal como na técnica dos multiplicadores
de Lagrange ,é a denominada "{uncao auxiliar";
(§) uma restrigdo diz-se supérflua no ponto x

quando g,{x,) <0.
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O teorema fundamental da programagao convexa,

que € uma extensdao da técnica dos multiplicadores de Lagran -

ge, tem o seguinte enunciado:

"Seja C, um conjunto regular de solugoes pos -

siveis, definido pelo sistema de desigualdades

gylxls 0; g,lx) <0;

....gp(x) £ 0, sendo essas fungdes conti

. n
nuas, convexas, e definidas no subconjunto convexo C do R';se

ja §(x) uma fungado concava, continua. e definida no mesmo

conjunto C .Entdo:

(£)

(4<)

(£4i4)

existe em C_ pelo menos umu s0lugdo o0ti -
ma, xo;

para que x_ defa sofugdo 0tima, ¢ necessa-

0
nio e suficiente que existam multiplicado-

nes de Lagrange nao-negativos x,,xz,...,xp

tais que, para esses valores, a fungao au-
xilian ‘passe por um maximo absoluto em to
do C.no ponto x,, isto e, Flx, 1> Fix),para
todo x pexrtencente a c;

se a iesima nestricdo fon supernflua no pon
to x,, 4sto e, se g, lx,1<0, o multiplica -
don de Lagrange correspondente & igual a

= "
zZenro (J\'é 0).

Denominam-se precos-sombra os multiplicadores

de Lagrange correspondentes & solugao Otima X, (Uma mesma

solugao 6tima pode admitir mais de um conjunto de pregos—som-
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bra. Solugdes Stimas diferentes, se existirem, também podem

admitir pregos-sombra distintos).

Pelo teorema acima, os pregos-sombra sao taié
que, para.a sélugéo otima x, (cuja existéncia é garantida  pe
lo fato de se estar maximizando uma fungao continua num con -
junto compacto), se tem A,g,(xo)= Azgz(xb)‘z ....=Apgp(xo)=0.
Dal se segue que F(xo)=6(xo), isto €, que no ponto otimo a
fungdo auxiliar assume igual valor a fungao-objetivo. Se
F(x] passa por um maximo absoluto em xo,-seQue-se que, para
toda solugao possivel x, 5(xo)=F(xo);F(x) = §(x) -A,g,(x)-..-kpgp'(x)
Como os pregos-sombra sao maiores ou iguais a zero, e como °
para toda solugdo possivel g,(x!'s 0, .7..,gp(x)\<0, Fix)> §(x]). Se
gue-se que ﬂ(xo) > §(x) ,para todo x pertencente a Co r O
que prova que as condigoes do teorema sao suficientes. A de

monstragao de que a condigao & necessaria € bem mais complica

‘da, encontrando-se em Apéndice.

Ha razoavel semelhanca entre o teorema funda -

mental da programagao convexa e a técnica dos multiplicadores-

de Lagrange do calculo diferencial. Ha, todavia, diferentes

aspectos conceituais a serem sublinhados:

(a) a técnica usual dos multiplicadores de La
grange destina-se a fornecer condigdes de maximos ou minimos

locais de fungoes cujas variaveis sao restringidas por equa -
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¢Oes; na programagao convexa as restrigdes se exprimem por
desigualdades, e nao por equagoes; e o0 que se determina é o
maximo absoluto da fungao dentro do conjunto de solugdes pos
siveis, e nao apenas condigoes de primeira ordem que podem
correspoﬁder a um maximo local, a um minimo local ou a nem

uma colsa nem outra;

(b) a conclusao muito mais positiva do teorema
fundamental da programaqéovconvexa € obtida a custa de hipdte
ses bem mais restritivas do que as usadas no calculo diferen
cial: a fungdo a maximizar {(x) & contfnua e céncava; desi
gualdades de restricdo devem ser continuas e convexas; é o
conjunto das solugoes possiveis deve ser regular, no sentido

ja definido;

(e} nao se exige na programqgéo convexa que as
fungoes envolvidas sejam diferenciaveis, mas apenas que se

jam continuas;

(d} os multiplicadores de Lagrange associados
a uma solugao 6tima do problema fundamental da programacao
convexa nao apenas existem, mas devem ser nao—hegativos. As

restrigdes supérfluas correspondem pregos-sombra nulos.
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3.6) 0 metodo topologico em analise economica (*)

Como assinalamos no final do Capitulo II,o de
'senvolvimento aa teofia dos pregos pelo instrumental topoldgi
co, em substituicdo & andlise marginalista convencional, & um
exemplo de método indireto de produgao. Investe-se na apreen-
sdo de certos conceitos matematicos para, em troca, obter de
monstragOes bem mais gerals, simples e elegantes. O presente
livro apelarada amplamente para o método topoldgico, permitindo
gue o leitor compfeenda, passo a passo, O seu alcance. E in
teressante, todavia,antecipar desde ja algumas demonstragoes

que podem ser obtidas com esse instrumental.

Como primeiro exemplo, vejamos o problema fun-
damental da teoria cardinal do equilibrio do consumidor. .Rg
presenta-se por q=(q1,q2,......,qn) uma cesta genérica de
mercadorias adquirida por unidade de tempo. Admite-se que o
vetor-prego p=(p,,p2,.....,pn) seja um dado vara o consumi -
dor, assim como a sua renda nominal,R. O consumidor esta , as
sim,sujeito a restrigao oréamentéria [p, <R Supde-se conhe-
cida a fungao utilidade do consumidor ,U({q), a qual deve ser:

({) diferenciavel, com utifidades marginais

sempre posdtivas, isto ¢ grad Ulq)>0, para

todo q;

(*) Os exemplos apresentados nesta segao destinam-se apenas a mostrar o
poder analitico do método topoldgico. Todos eles saréo reexaminados
em pormenores no texto. Assim, a leitura desta segao, que pressupoe
alguma familiaridade com a microeconomie,nac € necessaria a compre-
ensac dos demais cap{tulos deste livro.
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(L4) estritamente concava, como  generalizagao

da Led da utilidade manginal decrescente.

O problema do equilibrio do consumidor se enun
cia nos seguintes termos:
" maximizar a funcao U{q), definida para q20 ,

com a nestrigdo ongamentaria [p,ql< R".

0 conjunto das solugdes possiveis & o conjunto
dos vetores q tais que ¢ > 0 e [p,q]g R. Sendo p> 0, es
se conjunto, representado pela area hachureada da FIGURA,3;7,
€ convexo, compacto e regular. Assim, de acordo com o teorema
fundamental da programagao convexa, construamos a fungao auxi

liar:

Flg) = Ulq) - x{[p,q] - R)

a qual tem como gradiente:

grnad Flq) = grad Ulg) - X p

o] ponto.de equilibrio do consumidor sera.aque-
le que maximizar F{q) no conjunto ¢ > 0. Pelo que foi vis
to anteriormente, isso envolve, como condigdo necessaria e su
ficiente, que.as derivadas parciais de F(q)correspondentes

as coordenadas positivas de ¢ sejam nulas; e que as relati-
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vas as coordenadas nulas de ¢ sejam menores,ou iguais a
zero._. . Designando por (u,,uz,....,an) as utilidades margi
nais no ponto de equilibrio q,r isto e, o vetor gnad(qul,as

condigoes de equilibrio se exprimem por:

u; & Ap, ,deq; = 0,

sendo q; a iésima componente do ponto de eqﬁilIbrio:qo.

Essa conclusao & rigorosamehte'equivalente .és.
relagoes (2.7) do Capitulo II. O prego-sombra A correspon -
dente & restrigao orgamentaria € a utilidade marginal da ren-
darup o isto €, a relagao comum entre as utilidades marginais
dos bens efetivamente consumidos é'os respectivos pregos. Co
mo,por hipdtese, todas as utilidades marginais se supdoem po
sitivas, a utilidade marginal da renda, isto €,0 prego-sombra
Ardeve ser maior do que zero. Assim, a restrigao orgamentaria
[p,e]< R nao pode ser supérflua. Isso significa que, no equi

1ibrio , toda a renda do consumidor deve ser aplicada, ou se

ja'[p’QOJ = R

Podemos agora abrandar as exigéncias quanto a
fungao utilidade. Ao invés de exigirmos que ela seja estrita-

mente concava e diferencidvel,admitiremos apenas que:
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(L) Ulq) sefa continua |
() se q; > q, entao Ulqq)> Ulq,) ,e se 2,
U(Q,)>/ U(QZ)'
(Lid) se Ulq,)- U(qz) e se q=(1-a)q1+ a 29,400~
| do 0 <o <1, entdo Ulg) > Ulg,).

Esse tipo de fungao-utilidade & o que se pode
construir na teoria ordinal do comportamento doé consumidor.Ob
viamente, esses requisitos sao todos preenchidos nas fungdes
utilidade da teoria cardinal. A segunda hipOtese & uma versao
abrandada da exigéncia de que as utilida?es marginais sejam
positivas. A terceira, o principio da preferéencia pela diver-
sificagao, que substitui a lei da utilidade marginal decres -

cente.

FIGURA 3,7

Pelas hipbteses acima, & facil concluir que,

se Ulg,)> Ulq,), entao existe um niimero real A tal que 0<i< |
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e U(Aq,)- U(qa). Com efeito, se U(qo)= u{o), basta tomar r=0 .
Se U0} < Ulg,l< Ulq;], entdo a fungdo U{iq,}, que & conti
nua em A, passa por um valor inferior a UJQO) para A = 0 , e
por um valor superior a U(qo) para x = 1. Deve,portanto,exié

tir um valor intermedidrio 0 < A < 1 tal que U(Aq’)=U(qo).O

ponto q, * A q; & mostrado na Figura 3,7.

Designemos, agora, por B+(q0) o .conjunto formado
pelas cestas de mercadoria preferiveis a Q,+ isto é, tais
que U(q])> U(qo). Podemos demonstrar facilmente que B+(qa) e
convexo. Com efeito, sejam ?; e q ,dois elementos quaisquer
de B+(qo) e ¢ = (1 - alg,+ @ q, sendo 0< o < 1. Basta-nos
provar que ¢ também pertence a B+(q0) . Com efeito, pelo

teoxema_anterior,existiréo A, < 1-e'A2<1 tais que

u{x; ¢;1 = U{x,q,) = Ulq,}. Pela terceira hipStese formulada
quanto a fungao-utilidade, (I—a)xlql + ad,q, pertencera a
B+(qo). Como (1-a)l1q1 + akzqz < q,segue-se, pela segunda hi

potese quanto & fungdo utilidade, que ¢ pertenceri a B+(qoL

O teorema acima representa uma das proposiqaés.
fundémentais da teoria do consumidor: "panh qualquenr cesta de
mercadonias Qpr O conjunto B+(qo) das cestas de utilidade su
perion a 1, ¢ convexo". Essa proposigdo também se encontra
ilustrada na FiGurRA 3,7, onde B+(qo) € a area a direita

da curva de indiferenga AB,
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'Consideremos,agora,o conjunto 8:(qo) formado
pelas cestas de mercadorias de utilidade U(q)> U(qo), isto &,
as cestas preferiveis ou indiferentes a q,- Como a fungao
Ulq) & continua, &€ facil concluir que B: (q,) & o fecho de
de B+(qo). Como o fecho de um conjunto convexo também & con-
vexo, B:(qol também serd convexo — outro teorema  fundamen

tal sobre o comportamento do consumidor.

Vejamos ,agora,as fungOes de demanda utilizadas

na teoria do consumidor.

A primeira dessas funq6es corresponde ao equi-
librio do consumidor, dado o vetor-prego p € a renda nominal,

R, ou seja, 3 posigdo de maxima utilidade no conjunto [p,q]s R

correspondente & limitagao orgamentaria. Como ndoc exigimos
que a fungdo-utilidade seja diferenciavel, .nd3o devemos espe -
rar qualquer conclusdo envolvendo utilidades marginais. Contg'

do ,podemos obter varios resultados importantes:

(L) a posdigao de equifibrio existe; com efed -
to,as cestas de mencadorias compraveds den
tho das nestrnicoes oncamentarias 8do aque-
Las pentencentes ao conjunto definido  pe
Las deéiguatdadeé'[p/R,q]<1 e q 30; esse
confunto ¢ cémpacto e, poatanto, nele a
funcao-utilidade, que se supoe continua,de

ve passar por um maximo;
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{i4) a posi¢ao de equilibrio & uanica.Com efei -

(L44)

(£iv)

to, suponhamos que existissem duas posi -
¢oes de equilibrio distintas, 2, ¢ q,. .Dg
veriamos ten [ p/R,q;]s 1 e [p/R, PN

e, por conseguinte, [p/R, 1/2(q1+q2)]<.1 .
Logo,1/2(q1+qz) senia compravel dentro das
resdtrnicoes ongament&aigé. Pela terceira hi
potese quanto a 5un¢&a-ut@££dade,1/2(q,+q2)
tendia utilidade superior a Q7 ¢ q,. Mas
4580 contradinia a hip6¢ebe de q, e Q, 4¢e
nem posicoes de equillb;io,dentno das nes-

thicoes ongamentarias;

exidtindo e sendo unica a posicdao de equi-
Librio,podemos  definin a funcdo demanda u

Auat,q=g(p/R);

[(p,a(p/R)] = 1,is%t0 &, na posicdo de equi-
Librio o consumidon aplica toda sua renda.
Com efedito, suponhamos que se tivesse
[p,a(p/R)] < 1; existinia,entdo,h q >0 tal
que [p,alp/R)+ Aqls 1, 4isto &, tak q&c-
gl{p/R)I+ A q fosse aceébzvel ao orgamento

do consumidor. Pela segunda hipotese quan-
to a fungao-utilidade, g(p/R)+A q senia
prefenivel a g(p/R), contradizendo a hipo-
tese de que, ‘aos pregos p e d@ renda nomi -

nal R, o consumidor maximizadsde a sua uti-
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Lidade comprando a cesta q=g(p/R);

(viseja q, = glp,/R)) a posicao de equilibrio
do consuinidor ,com pregos P, ¢ renda nomi -
naL~Ro. Como a posicao de equililbrio e ani-
ca, qualquer outra cesta de mencadonrias pexr
tencente a BI (q,) deve sex LnaceAAquz ao
orgamento do consumidorn. Assdim, se
efq, e qe B lqy), [p,.q > [ b, q,]l. Tss0
implica que, paﬁa todo q pentencente a
BZ (a,l/ [P, q-q0]>0, ou seja, que o hiper
plano passando ponr q, € normal a p separa o
confunto convexo B:(qal, tal como na F[GURA
3.7;

(vi) suponhamos que 4,°9p, /R, ) ,87=a1py/R;), sen
do Ulq,l=tlq;) e Q, # q,. Pelo teorema an
tenion, como ¢y pentence a 1} (qol, devemos
ten [po,q,—qo]>0. Na mesma Linha, como q,

pertence a B:(q,), [p,,qo-q,]>0. Combinando

as duas desigualdades,resulta:
[py-p,s ay- q,1< 0.

Esta € a forma geral do famoso teorema . da

substituicao,da teoria do consumidor. Admitamos que, com os

pregos em p e a renda em Ra' o consumidor se equilibre em
Q,- Suponhamos que se d& um acréscimo Ap nos pregos e que,ao
mesmo tempo, se assegure uma variegao compensatdria na  ren-

da do consumidor,de modo a gue ele continue se equilibrando
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no mesmo nivel de utilidade. - Admitamos,ainda,que o consumi
dor mude de posigao, isto &, que Aq seja diferente de ze -

ro.Entdao, [ Ap, 4Aq ]< 0.

Em particular, se variarmos apenas uma das odn
ponentes do vetor-prego, a componente correspondente do vetor

quantidade evoluira no sentido oposto, ou seja, Api Aqi < 0.

Isso significa que a demanda de um produto,com
a renda do consumidor compensada de modo a manté-~lo no mesmo

nivel de utilidade, & fungdo decrescente do prego do produto,

desde que nao variem os pregos das demais mercadorias. Esse &
um dos mais importantes teoremas demonstrados por Hicks na

teoria ordinal do consumidor.

Vejamos,agofa,um outro tipo de fungao demanda

também utilizado na teoria do consunidor, a funcao procura a

Slutsky. Admitamos gque o consumidor, ao in&és de receber uma
renda nominal fixa, pro@uzﬁ uma quantidade de mercadorias rg
presentada pelo vetor q; , as quais possam ser trocaddas no
mercado por um prego p ; admitiremos que o mercado opere em
concorréncia perfeita, de modo que o consumidor & incapaz, in
dividualmente, de influir sobre o vetor-prego. A restrigao or
camentaria, no caso, se expressa pelé condigao de que o valor

dos produtos comprados seja menor ou igual ao dos vendidos,ou

sejarpor

[p, el [P, 2, ]
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Como no caso da fungao demanda coﬁ_ renda
nominal constante, o conjunto das possibilidades orgamenta -
rias, descrito pela desigualdade écima, € compacto e convexo.
Dal se conclui que existe uma 4nica posigao, q=;.(p,q; ) que
maximiza a utilidade do consuﬁidor dentro das sueas restri
goes orgamentarias. Essa fungao q = § (p,q;) @ a denomina
da fungao demanda a Slutsky. Entre suas propriedades,  vale
destacar as seguintes:

(4) i (p, q;) = i (Ap,q;), para todo A>0; com
efeito, as possibilidades orgamentdrias, no caso, sao idénti-
cas,quer o vetor-prego seja igual a p, que igual a Ap, sendo
A>0;

(i) na posigao de equilibrio,o consumido£ a -~

?
plica toda sua renda,isto €, se q = # [p, q, ),entdo
]
[p’QJ = [ptqol ;

, -
(£4L) se q = i(p,qol,e se Ulgl)> Ulq), sendo
¢ diferente de g¢,entdo. ¢ deve ser inacessivel ao orga -

- !
mento do consumidor, isto &, [p,q]>[p,q] = [p,qo ]-

A fungao demanda a Slutsky presta-se especial-
mente & descrigdo do equilibrio do consumidor,numa economia
de trocas. Admitamos uma economia onde um grande nimero 4 de
consumidores, nenhum deles sendo capaz de influir individual-
mente sobre os pregos, traga ac mercado certas quantidades de
mercadoriaé por eles fabricadas, dispostos a troca-las com a
finalidade de aumentar a sua utilidade. Especificamente, su

ponhamos que as quantidades produzidas pelos individuos se
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' ' '
jam (em termos de vetores) Qps Qgs soveneas@y o Cada um des
ses individuos orientara as suas trocas de acordo com a sua

'
fungao demanda a Slutsky, comprando a quantidade 'y -jL(p,qi)

Vejamos,agora,como se equilibra o mercado. Pa
ra cada sistema de pregos.p ;@ procura total sera expressa

pelo vetor:

Dlpl= jlpoay)* flp.aglt oot i pya,)

e a oferta total por

’ J ' [
qQ =q;p *ta; t..... b,
O sistema de pregos deve ser tal que equilibre

a oferta e a procura, isto é:

D (p) =q'

Admitamos como pacifica a ex{sténcia de um
sistema de pregos que equil}bra oferta e procura. (A demons -
tragdo,que serd vista posteriormente, estd longe de ser sim-
ples). O que vale notér € que, como D{Ap)= D(p) para ‘todo
real A>0, se um sistema de pregos p equilibra a oferta e a
procura, o mesmo ocorrera para o sistema Ap. Assim, a equa
gao D|p) = q' 'pode, na melhor das hipSteses, determinar os
pregos relativos, mas nunca os absolutos. Para determinar es
tes ﬁltimos,é necessario eleger determinada mercadoria como

numerario, definindo seu prego como igual a 1l(um).
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O equilibrio em concorréncia perfeita distri

"bui a oferta total entre os individuos de modo que o iésimo

individuo fique com quantidades finais expressas por

e; - }(p,qi).__Seria possivel encontrér uma outra distribui-
gao de q' entre os consumidores de modo a aumentar a utilida
de dé pelo menos um sem diminuir a dos demais? A resposta &
negativa. Com efeito, seja q; * 62 Foeeeaot Eas q' uma aistri
buigéo da oferta, de modo : que U(&i) > U(qé), para todos
os consumidores, sendo U(aj)>uqui para,pelo menos,um deles.
Pela terceira propriedade das fungdes demanda a Slutsky,
[p,§£]> [ p,qé ] para todos os individuos, sendo [Poaf]>[P)Q}l
para pelo menos um deles. Somando-se, resultaria[p,qj>[p4{] ,

o que & obviamente impossivel. O equilfbrio em concorréncia

perfeita conduz,assim,a uma distribuigSO da oferta eficiente,

no sentido de Pareto: torna-se impossivel melhofar a posi

¢ao de um individuo sem piorar a de algum outro.

Os exemplos acima mostram como & ‘possivel
utilizar o método topoldgico na teoria do consumidor. Vejamos,

agora,algumas aplicagoes a teoria da produgao.

Uma fungao de produgdo simples & uma relagao
técnica que especifica a quantidade maxima 2z de um produto .
que se pode obter por unidade de tempo quando se combinam,
por unidade de tempo, as quantidades (61,62,.....,6m)de fato

res de produgao. Designando por A=(A,,42,....,Am) o vetor
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correspondente as quantidades dos fatores; z={(s)

Note-se,que no caso, como estamos cuidando de
um inico produto, z & um niimero real (exprimindo uma quanti-

dade por unidade de tempo) e 4§ um vetor do R™,

Se os fatores de produgao forem divisivels e
se a fungao enumerar todos os fatores efetivamente envolvidos
na produgdo,é de se esperar que essa fungdo seja homogénea do
primeiro grau, isto &, que {(Xa)= A{(s) para todo niimero real
A. Isso,simplesmente, corresponde a idéia de que a repetiqi&
de um mesmo processo deve dar o mesmo resultado em igualdade .
de condigoes e que,portanto, se se dobram as quantidades de
ggggg os fatores ,deve dobrar a qﬁénéidade do produto. A hipd
tese de divisibilidade & essenclal 3 validade do principio
da homogeneidade, pois se deve admitir que.a experiéncia de
produgao possa ser repetida,nao apenas multiplicando,mas tam-

bém dividindo as quantidades dos fatores.

£ de se presumir,por outro lado, que,se conse-
guimos produzir 'z, com uma quantidade A,.de fatores,é z,com
uma gquantidade PP entao, quando empregarmos, por unidade de
tempo ,4,+ 4,, obtenhamos pelo menos z,+z,. Isso equivale, a

naliticamente, a 6(5;*42) > fls,)+ 6(42).

Combinando esse resultado com o principio da

homégeneidade,obtém-se:
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§Ia 8, + 2y8,) > Ar' s, + )\25(52')_.

Tomando-se, em pariiculaf, Aj + 12 =1, con

clui-se que a fungao de produgao € codncava.

Na pratica, certos fatores envolvidos na produ
¢ao sao fixos, do ponto de vista da empresa (por exemplo, a
capacidade empresarial), nao podendo ser multiplicados ou di
vididos. Isso pode fazer com que-a fungao de produgao que
especifique apenas os fatores varidveis nao mais seja homogé
nea do primeiro grau. Mas, a concavidade permanece, pois uma
fungao cOncava de varias variaveis reais.continua com essa
propriedade, quando se fixam os valores de algumas dessas va

riaveis.

Se designarmos por p o preco do produto e por
w(pertenéente a R") o vetor representativo do prego dos fato-

res, o lucro da empresa sera expresso por:
L= §(s) - [w,s]

Suponhamos que a empresa opere num mercado de
cbncorréncia perfeita e que, por isso, nao seja individualmen
te capaz de afetar nem p nem w { o lucro L , no caso, sera
uma fungao. concava de 4 ; no caso em que a fungao de produ -~
cao for diferenciavel, teremos:

énad L{s) = grad §(s8) - w
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Sendo a fungao definida apenas paré‘a >0, a

condigdo de lucro miximo no ponto 4, & dado por:

w,
_36_ s —=— 1 e 4,>0, e
361 p

w,
34 < —= , se s,=0,
35, p

isto &, a produtividade marginal dos fatores efetivamente em
pregados, (AL >0},deve ser igual é relaqu entre os respecti-
vos pregos e o prego do produto; e a dos fatores nao utiliza

dos ,(Ai =0),menor ou igual a relagdo respectiva.

O conceito de fungao de pfodugéo simples, tal
como acima apresentado, embora muito popular nos textos de e-
conomia, n3o se presta a descrigao de certas técnicas. Em mui
tas indistrias quimicas,o emprego de fatores di origem,simul-
taneamente,a mais de um produto. Por outro lado, em muitos ca
sos os produtos de uma indistria s3o matérias-primas para ou
tras. Sem maiores complicagoes, pode-se enquadrar esse tipo
de problema com o conceito de fungao de produgao generaliza -
da. Designemos por R" o universo dos produtos (inclusive aque
les que sao matérias-primas para algumas indistrias).,e por
R" o dos fatores de produgao. Uma fungao generalizada de pro

dugao descreve-se como uma relagao:

x = F{s),
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onde,agora, x & um vetor do R". os processos de produgao sim-
ples sao facilﬁente abrangidos por essa descrigEo: basta to
mar como positiva apenas uma das componehtes de x (a relati
va ao produto objeto da fabricagdo),e as demais iguais a ze -
ro. Tratando-sé de produgao miltipla, o vetor x tera mais
de uma componente positiva. Se o processo de produgao mistu -
rar a fabricagao de alguns produtos com o consumo de outros,
basta imputar valores negativos as coordenadas relativas as
matérias-primas, e positivos para os produtos finais. Final -
mente, se alguns fatores de produgcao ndo sao utilizados,& su
ficiente supor que o valor da fungao de brodugéo nao seja afe
tado pela quantidade empregada desses fatores, o qué faré com
que, economicamente, qualquer empresario prefira emprega-los

em quantidades iguais a zero.

Continua-se supondo cdncava a funcao de produ-
¢d3o generalizada. Ji que os valores de F(4) sdo vetores, 1is
so significa que cada componente de F(s) € uma fungao conca-

va.

Seja,agora,p(pertencente a R") o vetor repre -
sentativo dos pregos dos produtos,e w o dos fatores. O lucro

da empresa serd expresso por: L{s) = [p,Fls)] - [w,s].

Supondo que a empresa opere em concorréncia
perfeitae tomando p e w como dados, a maximizagao do lucro
se conseguiri empregando, por unidade de tempo, uma guantida-

de Ao de fatores tal que
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[p,F(Ao) 1 - [w,Ao] > [p,F(s)] - [w,s],para todov;s 20.

Vejamos ,agora, © problema do equilibrio geral

da produgao em concorréncia perfeita. Suponhamos que:

(a) a producao dos diversos produtos na econo-
mia se faga por um grande numero de empresas, operando ~ com
as fungoes de produgao generalizadas F,(A,), ?2(52),.......,
FM(A&), 81089, 8, representando os vetores do R™ correspon-

dentes a utilizagdo de fatores por cada empresa;

(b} a economia transacione livremente seus
produtos com o resto do mundo, de modo a que o vetor p corres

pondente aos pregos dos produtos seja um dado;

. {c} os fatores de produgao nio possam ser ex -
portados nem importados,.sendo a sua disponibilidade total
limitada em 4 ; assim,o0 mercado de&e determinar os precos dos
fatores w, e obedecer & condigdo B 48yt Lt b, <4

(d) cada empresa, pelo regime de concorréncia
pgrfeita, procure maximizar seu lucro,tomando nao apenas P,

mas tambem w.como dados.

Como se alocam os fatores entre as empresas: e
como se determinam os pregos dos fatores? Tres regras podem

ser especificadas:-
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{{) cada empresa deve estar maximizando deu

Lucro. Portanto, se a {esima empresa emprega 4, de fatonres.

EP'F,(,“‘:)] - [“’:54‘_33[ P,F(A‘.‘ )J“[%Ai],pg

ra todo s, >0

-

(i4) se o jesimo fatorn de produgac ndo for em -

pregado no nivel de sua disponibitidade, isto &, se a fesima

componente de §,+4,+ ....4, for inferior a jesima componente
de 3 , o pregco correspondente (isto &, a jesima componente de
w) deve cair a zeno;

(ii4) genericamente, w >0.

Como assegurar a existéncia de pregos de fato-

res que atendam a esses requisitos? O teoremé fundamental da

programagdo convexa nos da a resposta. Consideremos o proble-

ma:

" maximizan a {un¢do concava

[p, Frlag) + Folsy) + ooiit Fn(A&)])
definida para &; > 0, 4, > 0y vevee, 8, >0,

com a resdtrigao:
+ + -5 < 0o"
61 62+ e s 0 8 0 . 6)(_ 6 -~ 0
A restrigdo, no caso, corresponde a m desigual
' .2 ' m
dades lineares, ja que os vetores 4, pertencem ao R, Desig-
nando por v o vetor correspondente aos multiplicadores de

Lagrange, a fungao auxiliar se expressa por:
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[ p,Fylag)e oovin Fots, 07 - [, 81+8,4 et 8, 5]

As condigOes de maximizagdo dessa funqéo auxi-
liaf s3o exatamente as do equilibrio em concorréncia perfei -
ta, desde que se tome v=w. Assim, de uma cajadada matamos vi
rios coelhos. Demonstramos, primeiro, que existe um sistema
de pregos de fatores que equilibra o sistema (a unicidade nao
pode ser genericamente garantida); provamos, em segundo lu-
gar, que os pregos dos fatores sEo 0s pregos-sombra resultan-
tes da sua disponibilidade limitada; e ainda mostramos que o
equilibrio da produgao em concorrencia perfeita maximiza o
valor do produto [p,F,(A,)+FZ(A2}+ et Fntbn)].Como o ve
tor prego & positivo, esta @iltima conclus3o nos assegura ‘' que
o equilibrio competitivo da produgao é eficiente no sentido
de Pareto: dentro da disponibilidade de fatores,nao é possi-
vel aumentar a quantidade de um produt6 sem diminuir a de -al

gum outro.
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