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1 Resumo

Estimar a proficiéncia de um aluno baseado em uma prova nao é um problema
simples. O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), por exemplo, utiliza a Teo-
ria de Resposta ao Item (TRI) para estimar os niveis de habilidade dos alunos que
realizam o exame para ingressar na faculdade. Uma das grandes vantagens de usar
a TRI é a possibilidade de comparar graus obtidos em testes devidamente calibra-
dos. O presente trabalho objetiva simular uma avaliacao, donde sao conhecidos os
parametros dos itens. Os acertos e erros de cada aluno que fez o teste sao computados
probabilisticamente e guardados. Os itens foram modelados com o modelo logistico
de trés parametros e a proficiéncia de cada aluno sera estimada pelo estimador de

maxima verossimilhanca.



2 Introducao Teodrica

2.1 Teoria Classica da Medida

A teoria classica possui alguns problemas na hora de avaliar a habilidade de um
individuo. O principal deles é a interdependéncia entre teste e aluno que faz o teste.

A dependéncia do teste aparece quando tentamos estimar a habilidade de um
individuo. Por exemplo, coloque este individuo para fazer um teste dificil e outro
facil. No primeiro a nota tenderd a ser baixa, levando a concluir que o aluno tem
a habilidade em questao pouco desenvolvida. Ja no segundo, a nota tenderd a ser
alta, causando a impressao de que o aluno tem a habilidade melhor desenvolvida.
Mas a habilidade do aluno em si é uma sé, nao deveria haver duas medidas distintas.
Por isso, na teoria classica, comparar testes diferentes é uma questao complexa.

A dependéncia do grupo a ser avaliado surge quando queremos calibrar o teste. Se
um dado teste, cujos itens ainda nao foram calibrados, for feito por alunos de maior
habilidade, a tendéncia ¢ o indice de acertos de cada item ser alta, o que geraria um
conjunto de parametros para aqueles itens. Se o mesmo teste nao calibrado for feito
por alunos menos habilidosos, o indice de acertos de cada item tende a ser menor,
0 que geraria outra conjunto de parametros para os mesmos itens.

A TRI surge como um conjunto de modelos utilizados para estimar habilidades

e calibrar itens sem o problema da interdependéncia entre teste e aluno.

2.2 Teoria de Resposta ao Item

Segundo [1], a teoria é montada sobre dois principios bésicos: a performance de
uma pessoa no item pode ser prevista por um conjunto de fatores - chamados de
habilidade, e a relagao entre a performance no item e o nivel de habilidade pode
ser descrito como uma fung¢ao monoétona crescente chamada fungao caracteristica do
item.

Em contraposicao a teoria classica, os modelos utilizados na TRI fazem com que
os parametros dos itens sejam invariantes ao grupo de individuos realizando o teste
assim como a habilidade estimada seja invariante ao teste aplicado, a menos de algum
erro de medida. Isso d4 um grande poder de comparabilidade aos testes montados

utilizando-se desta teoria. Basta que os testes estejam calibrados na mesma régua



para viabilizar a comparacao entre as estimativas das habilidades.
Para que os modelos funcionem e possam ser desenvolvidos, dois pressupostos

sao tomados: unidimensionalidade e independéncia local.

2.2.1 Unidimensionalidade

Apenas uma habilidade estd sendo medida pelo conjunto de itens do teste. Sabe-
mos que isso € infactivel em termos de mundo real, mas basta que haja uma ha-
bilidade dominante. Numa prova de matematica, por exemplo, além da habilidade
matematica, ha a habilidade de interpretacao da questao também. O teste é mon-
tado de modo que a habilidade matematica seja dominante.

Ha também modelos que consideram multidimensionalidade, mas nao serao abor-

dados neste trabalho.

2.2.2 Independéncia Local

Uma vez fixada a habilidade de um individuo, acertar ou nao cada item do
teste sao eventos independentes. Isto é, a habilidade fixada - ja que tratamos de
unidimensionalidade - é o tinico fator que influencia a probabilidade de acertar ou
nao uma questao. O conjunto de questoes em si torna-se independente. Desta forma,

poderemos usar que:
P(UL,Us, ..., Up|0) = P(UL|0) % P(Us|0) % ... x P(U,|0) (1)

2.3 Curva Caracteristica do Item

A funcao caracteristica do item, por ser monotonica crescente, diz que quanto
maior a habilidade de um individuo, maior a probabilidade do mesmo acertar o item.
Para a simulagao feita aqui, nos basearemos no modelo logistico de trés parametros
conforme apresentado em [2]. Assim, a probabilidade de um item ser acertado dada

um certo nivel de habilidade ¢ dada pela expressao a seguir:

1

Fi(0) =ci+ (1 —c)x* 1 + e—Dai(6=b;) (2)

Neste modelo, a; é o parametro discriminante do item i. Isto é, o quanto este



item consegue distinguir um aluno com maior nivel de habilidade de um com menor

nivel de habilidade. Pode ser entendido também como a tangente da curva no ponto

1+c¢;

de inflexao, onde a probabilidade de acerto ¢ =5

. b; é o parametro de dificuldade
do item 7. Quanto maior b;, maior o nivel de habilidade necessario para se ter %
de chance de acerto. ¢; é o parametro de acerto ao acaso. Nao necessariamente ele
valerd 0.2 para um item com 5 alternativas ou 0.25 para um item com 4 alternativas,
isso depende de como as opgoes foram montadas, podendo haver um viés de acerto
ou de erro.

A figura 1 mostra como fica a curva caracteristica do item, considerando aplicado
o modelo logistico. Para entender como os parametros influenciam no formato da
curva, observe que a curva verde tem o maior valor de b, pois estd mais deslocada
para a direita, possui ¢ = 0, que é a probabilidade de acerto supondo um nivel de
habilidade extremamente baixo (—oc) e possui o menor valor de a, o que faz com
que ela fique menos inclinada. A curva azul tem b intermediario, ¢ = 0.25 e o maior

valor de a, o que faz com que ela fique mais inclinada. Por fim, a curva laranja

possui o menor valor de b, valor intermediario pro a e ¢ = 0.25.

Curva Caracterfstica do Item

Probabilidade de acerto

Habilidade (theta)

Figure 1: Curva caracteristica do item

2.4 Estimacao da Habilidade

Como pressuposto da simulacao, consideramos os parametros dos itens conheci-

dos. Além disso, as respostas de um certo aluno aos itens do exame sao variaveis



aleatérias binarias (1 sendo acerto e 0 erro), dadas pelo vetor U = (Uy, Us, ..., U,).
Pela suposicao de independéncia local, podemos considerar que a probabilidade con-

junta do dado conjunto de respostas ocorrer é dada por:

P(Uy,Us, ..., Uy,|0) = P(Uy|0) * P(Us|0) * ... x P(U,|0) (3)
Podendo ser reescrito como:

P(UL, Us, ..., U,|0) = ﬁP(ij) (4)

j=1
Como U; assume valores binarios, considerando também P; = P(U;|0) e Q; =
1 — P(U;|0), obtemos a expressao:

J

P(U17U27---7Un|8) = HPJUJ *Ql._Uj (5)
7=1

2.4.1 Maxima Verossimilhanga

Conforme apresentado em [3], o método de estimagao por maxima verossimil-
hanca assume que o valor mais razoavel para um estimador 6 é aquele que maximiza
a probabilidade da amostra observada ocorrer. A funcao de verossimilhanca é, por-
tanto, a probabilidade de um evento ocorrer dado um valor do parametro 6. Muitas
vezes ¢ utilizado o log da fun¢ao de verossimilhanca por simplificar as contas. Neste
método, casos extremos como errar todos os itens ou acertar todos os itens causam
problema no estimador, pois 0 mesmo iria para —oo ou 400, respectivamente.

Uma vez que conhecemos o padrao de respostas U; = u; para cada questao j,
nossa expressao de probabilidade passa a representar a funcao de verossimilhanca,

denotada por:

L(ul,UQ,...,Un|0> = HPjuJ *Q;—uj (6)
j=1

Por se tratar de um produtério, aplicamos log em ambos os lados da igualdade

para obter a expressao final a ser maximizada:

In L(ulf) = Z[uj «In P; + (1 —uj) *In(1 — P;)] (7)

=1



Alguns exemplos de grafico para a funcao log-verossimilhanca sao apresentados
na figura 2. Perceba que o maximo é bem caracterizado, mas pode ser dificil de

encontrar computacionalmente dependendo dos parametros do item, como é o caso

do grafico verde.

log-verossimilhanga

-100

-150

In(L(u|theta))

-200

Habilidade (theta)

Figure 2: Funcao Log-verossimilhanca

Para maximizar a funcao da equacao 7, buscaremos a raiz da primeira derivada,

cuja expressao é:

dinl <~ P P!
= L (1 — s J

Esta fungao chamaremos de f(x) para o desenvolvimento seguinte.

2.4.2 Meétodo de Newton-Raphson

O método ¢ utilizado para encontrar raizes de uma fungao f(z) derivavel, po-
dendo ser estendido para sistemas de equacoes. Neste trabalho, foi utilizada sua

versao mais simples, segundo a qual é encontrada uma linearizacao ((z) da fungao f



num ponto inicial zy. A raiz dessa linearizacao é utilizada como novo ponto inicial,
e 0 processo se repete até que a alteragao sofrida de uma aproximagao para uma
nova aproximacao esteja abaixo de uma certa tolerancia.

Equacionando o método. A primeira linearizacao é dada por:

l(x) = f'(x) * (x — o) + f (o) (9)

Donde podemos encontrar sua raiz xi:

(o)
=10 — 10
TL= T = (10)
Generalizando, obtemos a seguinte relagao de recorréncia:
Tnt1 X f/<$n) ( )

A qual é repetida até que |z, — x,| seja menor que uma tolerancia e.
Considerando a fungao de verossimilhanga em XXX como f(x), temos que sua

derivada é dada por:

n P!« P; — PP? P/« (1—P))+ PP
f/(x):Z[“j* : p? == (L) x = (1-P))? :

j=1 J J

] (12

O pseudocédigo utilizado para implementacao do algoritmo foi obtido de [4],

conforme apresentado a seguir:

2.5 Informacao do Item

A funcao de informagao do item é utilizada para descrever itens, fazer selecao de
itens a serem colocados em um teste e é utilizada também para comparar testes. A

informacao que um item gera no nivel de habilidade 6 é dado pela expressao:

0k
50 = B8y« .0

A informacao gerada num nivel  de habilidade depende unicamente dos parametros

(13)

dos itens. Ela serda maior se b estiver mais proximo de 6, ou seja, se a dificuldade

do item estiver proxima do nivel de habilidade do aluno; quanto maior o valor de

10



Algorithm 1 Método de Newton-Raphson

1. procedure NEWTON(f,f’ x,nmax,e,d)

2 integer n, nmaxz; real z, fx, fp, €, §
3 external function f, f’

4: fxr <+ f(z)

5: output 0, z, fr

6 for n = 1 to nmax do

7 fp < f'(z)

8 if || fp|| < 0 then

9: output “small derivative”
10: return

11: d<« fx/fp

12: r—x—d

13: fxr <« f(x)

14: output n, x, fx

15: if ||d|| < € then

16: output “convergence”
17: return

18:

a - isto é, quanto mais discriminante for o item; e quanto mais ¢ tende a zero -
pois reduziria o acerto ao acaso. A figura 3 d4 uma dimensao visual de como os

parametros afetam a informacao do item.

Funcao de informacao do item
a=12,b=0¢c=0.25 a=12,b=0,c=0

Figure 3: Exemplos de curva de informacao do item
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2.6 Informacao e Erro Padrao do Teste

A informacao do teste em si é a soma da informacao de cada item que compoe

esse teste. Ou seja:

16) = > 1(0) (14)

IS ks o s B

Informacgao do teste

Habilidade

Figure 4: Curva de informagao do teste simulado

Observe na figura 4 que o teste gera uma boa informagao para valores de 6 entre
-2 e 2, e passa a gerar informacao menor para valores fora desse intervalo.
O erro padrao do teste, como apresentado por [1], é uma medida da precisao

com a qual o nivel de habilidade pode ser estimado naquele ponto.

SE(f) = (15)

12



Erro padrao

Habilidade

Figure 5: Desvio padrao do teste simulado
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3 Teste Adaptativo Computadorizado

O Teste Adaptativo Computadorizado (TAC) surge como consequéncia da TRI.
A ideia central é que um teste nao consegue fornecer o mesmo grau de informacao
para todos os valores possiveis de habilidade. Deste modo, seria interessante que
testes fossem personalizados de acordo com a capacidade inata do aluno. O algo-

ritmo se baseia nos seguintes passos:

O individuo responde a um conjunto pré selecionado de itens

e Geralmente sao apenas dois ou trés itens. Mas no caso de estimagao por
maxima verossimilhanca, as questoes iniciais sao feitas até que haja um erro

e um acerto pelo menos, para evitar os casos extremos.
e Baseado nas respostas até entao, é estimada a habilidade do individuo.

e (Calcula-se a informacao gerada por cada item restante para a habilidade esti-

mada.
e O préximo item da prova é o item que fornece maior informacao.

e O processo de estimar habilidade e calcular a informacao dos itens restantes
é repetido até que haja um nimero maximo de questoes no teste ou até que

uma tolerancia seja alcancada para o erro padrao do teste.

14



4 Desenvolvimento

4.1 Montagem da Base de Estudantes

Foram simulados 10.000 estudantes cujas proficiéencias foram amostradas a par-
tir de uma distribuicao normal padrao. A figura 6 apresenta o histograma das

proficiéncias simuladas.

600

H g

g

Frequéncia

200

100

p - B -1 1

Habilidade

Figure 6: Distribui¢ao simulada da proficiéncia dos 10.000 alunos

4.2 Montagem da Base de Itens

Para montagem da base de itens, considerando o modelo de trés parametros,
foram tomados a e ¢ como constantes, respectivamente 1.2 e 0.25. Segundo [2], o
parametro b usualmente assume valores entre —2 e +2. Assim sendo, para formar
os 45 itens do teste simulado, os valores de b foram tomados uniformemente no

intervalo de —2 a 42 uniformemente.

4.3 Estimagao das Habilidades

Os alunos foram colocados para fazer o teste, de modo que foi computado o
acerto ou erro de cada aluno em cada questdao. A probabilidade de acertar uma
questao qualquer é dada pela expressao de P;(#) na equagao 2, utilizando o 6 real

do aluno.

15



Uma vez obtido o vetor de respostas de cada aluno, foi aplicado o método de
maxima verossimilhanca, obtendo a distribuicao da figura 7 para os niveis estimados
de proficiencia. Houve o caso de 109 alunos cujo célculo da raiz da derivada deu
erro, estes alunos foram desconsiderados na montagem do histograma, pois nao
influenciariam significativamente o resultado da simulagao.

Entende-se que o erro dos 109 alunos foi causado por erro computacional. Ao
buscar o maximo da fungao log-verossimilhanca, alguns alunos apresentaram graficos
proximos ao da linha verde na figura 2 ou mais achatados. Isto fez com que a derivada
tivesse valores muito proximos de zero que acabaram nao passando no algoritmo de
Newton-Raphson aplicado. Como o objetivo do trabalho nao é a otimizagao dos al-
goritmos em si, foi decidido excluir estes 109 alunos da anélise, ja que correspondem

a apenas 1% do espago amostral.

200

g
38

g
g

Frequéncia

100

Habilidade

Figure 7: Distribuicao estimada da proficiéncia dos alunos

4.4 Erro entre Habilidade Real e Estimada

O erro padrao do teste foi calculado através da equacao 15 para cada um dos
alunos baseado na lista simulada de suas proficiéncias. A média encontrada para
tais erros foi 0.3020. O erro em si ¢ alto, em se tratando de uma distribuicao normal
padrao. Em grande parte, ele advém de erros de aproximacao feitos durante a

programacao.
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4.5 Comparacao com Notas Brutas

Se calcularmos a nota bruta - obtida pelo nimero de acertos ao longo das 50
questoes dividido por 5 - de cada aluno que realizou o teste, obteremos o grafico
apresentado na figura 8. E esperado que o grafico nao tenha o mesmo formato que
o das habilidades simuladas, haja vista que o resultado que um aluno tera dentro
de uma prova é uma variavel aleatoria composta pelo acerto ou erro de cada item.
A probabilidade de acertar cada item, conforme visto na expressao 2, é funcao da
habilidade. Para encontrar as notas estimadas, faremos a conversao para a escala

de 0 a 10 segundo a equacao 16 a seguir:

r—a

b—a

y =10 (16)

Onde a é o valor minimo na lista de habilidades estimadas, b é o valor maximo na
lista de habilidades estimadas, x é o valor de cada habilidade estimada e y é o valor
correspondente na escala de 0 a 10 conforme desejamos. O gréafico correspondente

serd, claro, o mesmo que o da figura 7, salvo a mudanca de escala no eixo x.

200
300

200

, . |I|IIIH‘|| H“II
2 10

Figure 8: Distribuicao das notas brutas obtidas pelos alunos

101
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4.6 FErro entre Habilidade Real e Estimada

Para calcular o erro entre as notas estimadas e simuladas, faremos a variancia
entre a nota simulada e a nota estimada de cada aluno. Como os alunos sao consid-
erados independentes entre si, a variancia total serd a soma das variancias de cada

aluno. O resultado pro erro quadratico obtido seguindo este caminho foi de 1, 14.
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5 Conclusao

A simulacao de um teste utilizando a Teoria de Resposta ao Item cumpriu seu
objetivo: criar experiéncia pratica de como métodos estatisticos podem ser utilizados
para melhorar a informagao obtida num exame.

A nivel de trabalhos futuros, utilizar o método Bayesiano para estimagao pos-
sivelmente resultard num erro menor, pois este método consegue lidar com os casos
extremos de zerar ou gabaritar o exame. Além disso, seria interessante usar um teste
real, com alunos reais fazendo, mas neste caso seria necessario estimar também os
parametros dos itens, e nao supo-los conhecidos. Espera-se, neste caso, que a dis-
tribuicao das habilidades seja uma normal assimétrica, como é no ENEM, a exemplo
da figura 9.

Além disso, implementar um modelo de teste adaptativo computadorizado e
simular quantas questoes um aluno precisaria fazer para ter o mesmo nivel de erro

que usando o modelo simples de TRI.

17500

15000 -

12500 A

10000 4

7500 -

Frequency

5000 -

2500 -

1] IIIIJG 400 BO0 Bo0 1000
Proficiencia

Figure 9: Distribuicao de notas do ENEM 2017
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