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APLICAÇÃO DO MOVIMENTO BROWNIANO EM ANÁLISE
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2 Espaços de Hilbert 5

3 Movimento Browniano 9
3.1 Construção . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.2 Algumas propriedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

4 Integral de Itô 16
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1 Introdução

O movimento Browniano (ou processo de Wiener), que além de sua riqueza

como um objeto central na teoria dos processos estocásticos, tem propriedades in-

teressantes relacionadas à análise complexa, que estudamos neste trabalho.

Começamos com uma revisão sobre propriedades básicas de espaços de Hilbert,

necessárias para a seção seguinte, onde demonstramos a existência do movimento

Browniano através de uma representação num espaço L2. Depois vemos algumas

propriedades básicas sobre distribuições e (ir)regularidades nas trajetórias do movi-

mento Browniano.

Em seguida, fazemos a construção da integral de Itô e provamos a fórmula de

Itô, que é o resultdo anàlogo ao teorema fundamental do cálculo para esta integral.

Finalmente, estudamos a relação entre o movimento Browniano e o problema de

Dirichlet através de seu tempo de sáıda de conjuntos abertos, o que permite também

analisar sua recorrência/transiência. E através da fórmula de Itô, vemos uma relação

entre o movimento Browniano e funções holomorfas, o que torna posśıvel a demon-

stração de teoremas clássicos da análise complexa com ferramentas da probabilidade.
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2 Espaços de Hilbert

A construção do movimento Browniano apresentada na próxima seção usa o fato

de que o espaço de funções L2[0, 1] é um espaço de Hilbert. Por isso, nesta seção

estudamos as propriedades básicas desses espaços.

Definição: Um espaço de Hilbert H é um espaço vetorial sobre o corpo C com

produto interno 〈·, ·〉 que é completo em relação à norma induzida por esse produto

interno.

Sabemos que num espaço de dimensão finita, Rn por exemplo, se temos um

conjunto ortonormal de vetores w1, w2, ..., wn, então ∀v ∈ Rn: v =
n∑
i=1

〈v, wi〉wi.

Uma caracteŕıstica boa dos espaços de Hilbert é que também é posśıvel obter uma

base, mas como em geral a dimensão não é finita, cada vetor pode ser representado

por uma combinação linear infinita dos vetores da base.

Começamos com uma desigualdade fundamental, que é válida em qualquer espaço

vetorial com produto interno (mesmo não sendo completo).

Desigualdade de Bessel: Se φ1, ..., φN são vetores ortonormais, então ∀v ∈ H,

temos:
N∑
n=1

|〈v, φn〉|2 ≤ ‖v‖2

Prova:

0 ≤

∥∥∥∥∥v −
N∑
n=1

〈v, φn〉φn

∥∥∥∥∥
2

= 〈v −
N∑
n=1

〈v, φn〉φn, v −
N∑
n=1

〈v, φn〉φn〉 =

〈v, v〉 − 2
N∑
n=1

|〈v, φn〉|2 +
N∑
n=1

|〈v, φn〉|2 = ‖v‖2 −
N∑
n=1

|〈v, φn〉|2

Agora vamos à proposição principal, que será importante na próxima seção.

Proposição: Se H é espaço de Hilbert e (φn)n∈N é um conjunto de vetores

ortonormais cujo espaço gerado é denso em H, então ∀v ∈ H:

v =
∞∑
n=1

〈v, φn〉φn
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Prova:Vamos provar primeiro 3 afirmações.

I: A proposição vale para todos vetor v no espaço gerado por (φn)n∈N:

Se v está no espaço gerado, então ele é combinação linear finita de alguma sub-

coleção de vetores de (φn)n∈N, ou seja, existem n1 < ... < nk tais que v =
k∑
i=1

ciφni
,

onde c1, ..., ck são números complexos. Tomando produto interno, temos que ∀n:

〈v, φn〉 = 〈
k∑
i=1

ciφni
, φn〉 =

k∑
i=1

ci〈φni
, φn〉 =

cn, se n ∈ {n1, ..., nk}

0, caso contrário

pois os φn são ortonormais. Então temos de fato que v =
∞∑
n=1

〈v, φn〉φn

II: ∀w ∈ H,
∞∑
n=1

〈w, φn〉φn ∈ H e vale a igualdade

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

〈w, φn〉φn

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
n=1

|〈w, φn〉|2:

Primeiro, observamos que ∀w ∈ H e N ≥ 1,

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

〈w, φn〉φn

∥∥∥∥∥
2

=
N∑
n=1

|〈w, φn〉|2 por

ortonormalidade e pelo teorema de Pitágoras. E tomando N →∞ na desigualdade

de Bessel, temos:
∞∑
n=1

|〈w, φn〉|2 ≤ ‖w‖2. Então, pela convergência dessa série, para

M ≥ N ≥ 1:

∥∥∥∥∥
M∑
n=1

〈w, φn〉φn −
N∑
n=1

〈w, φn〉φn

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
M∑

n=N+1

〈w, φn〉φn

∥∥∥∥∥
2

=
M∑

n=N+1

|〈w, φn〉|2 −−−−−→
N,M→∞

0

Isso mostra que

(
N∑
n=1

〈w, φn〉φn

)
N≥1

é uma sequência de Cauchy, logo pela comple-

tude de H:
∞∑
n=1

〈w, φn〉φn ∈ H.

E para provar que

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

〈w, φn〉φn

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
n=1

|〈w, φn〉|2, basta tomar N → ∞ em∥∥∥∥∥
N∑
n=1

〈w, φn〉φn

∥∥∥∥∥
2

=
N∑
n=1

|〈w, φn〉|2.
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III: A aplicação w 7→
∞∑
n=1

〈w, φn〉φn é cont́ınua:

De fato, ∀w ∈ H:

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

〈w, φn〉φn

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
n=1

|〈w, φn〉|2 ≤ ‖w‖2. Agora, se w1, w2 ∈

H, aplicando essa desigualdade para w1 − w2:

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

〈w1 − w2, φn〉φn

∥∥∥∥∥ ≤ ‖w1 − w2‖.

Logo, a aplicação w 7→
∞∑
n=1

〈w, φn〉φn é Lipschitz, portanto cont́ınua.

Para terminar a proposição, seja w ∈ H. Existe uma sequência (wm)m∈N −−−→
m→∞

w

onde (wm) está no espaço gerado por (φn)n∈N, pois este é denso em H. Temos que

‖wm‖ −−−→
m→∞

‖w‖, e por outro lado:

‖wm‖2 =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

〈wm, φn〉φn

∥∥∥∥∥
2

−−−→
m→∞

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

〈w, φn〉φn

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
n=1

|〈w, φn〉|2

Onde a primeira igualdade é justificada por I, o limite por III e a última igualdade

por II. Logo ‖w‖2 =
∞∑
n=1

|〈w, φn〉|2, essa igualdade é conhecida como identidade

de Parseval. Agora para provar que w =
∞∑
n=1

〈w, φn〉φn, vemos que assim como na

demonstração da desigualdade de Bessel, para N ≥ 1:

∥∥∥∥∥w −
N∑
n=1

〈w, φn〉φn

∥∥∥∥∥
2

= ‖w‖2 −
N∑
n=1

|〈w, φn〉|2 −−−→
N→∞

0

o que conclui a prova.

A partir de agora, quando tivermos uma coleção (φn)n∈N ortonormal com espaço

gerado denso no espaço total, chamaremos essa conjunto de base (apesar das com-

binações lineares serem infinitas).
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Podemos obter ainda uma generalização da identidade de Parseval mencionada

acima: 〈v, w〉 =
∞∑
n=1

〈v, φn〉〈w, φn〉. Para provar ela, primeiro justificamos que pode-

mos passar o somatório para fora do produto interno: 〈
∞∑
n=1

cnvn, w〉 =
∞∑
n=1

〈cnvn, w〉,

onde cn ∈ C e vn, w ∈ H.

De fato, como
∞∑
n=1

cnvn converge, temos que

∥∥∥∥∥
∞∑

n=N+1

cnvn

∥∥∥∥∥ −−−→N→∞
0. Logo, pela

desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:

∣∣∣∣〈 ∞∑
n=1

cnvn, w〉 −
N∑
n=1

〈cnvn, w〉
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣〈 ∞∑
n=N+1

cnvn, w〉
∣∣∣∣ ≤

∥∥∥∥∥
∞∑

n=N+1

cnvn

∥∥∥∥∥ ‖w‖ −−−→N→∞
0

Agora usando esse fato e a proposição anterior temos ∀v, w ∈ H:

〈v, w〉 = 〈
∞∑
n=1

〈v, φn〉φn,
∞∑
m=1

〈w, φm〉φm〉 =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

〈〈v, φn〉φn, 〈w, φm〉φm〉

Por ortonormalidade, os produtos internos acima são zero quando n 6= m, logo:

〈v, w〉 =
∞∑
n=1

〈〈v, φn〉φn, 〈w, φn〉φn〉 =
∞∑
n=1

〈v, φn〉〈w, φn〉〈φn, φn〉 =
∞∑
n=1

〈v, φn〉〈w, φn〉

o que conclui a demonstração.
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3 Movimento Browniano

3.1 Construção

O movimento Browniano é um processo estocástico (Bt)t≥0, tal que:

I) B0 = 0

II) ∀ 0 ≤ t0 < ... < tn : os incrementos Bti+1
−Bti têm distribuição N (0, ti+1 − ti) e

são independentes.

III) Bt é cont́ınuo em t.

Definimos as sigma-álgebras Ft := σ(Bs; s ≤ t), e (Ft)t≥0, será denotada como a

filtração natural do movimento Browniano.

As coleções Bt0 , ..., Btn são denominadas projeções finito-dimensionais e a

propriedade II implica que o movimento Browniano é um processos Gaussiano, ou

seja, suas projeções finito-dimensionais sempre formam um vetor Gaussiano. Uma

propriedade importante da distribuição normal é que sua média e matriz de co-

variância determinam completamente a distribuição e no caso do movimento Brow-

niano é bem simples calculá-las.

Dados 0 ≤ t0 < ... < tn, diretamente da propriedade II, temos: E [Bti ] = 0 ∀i e

para i ≤ j: E
[
BtiBtj

]
= E

[
Bti(Bti +Btj −Bti)

]
= E

[
B2
ti

]
+E [Bti ]E

[
Btj −Bti

]
=

ti. Logo para i, j quaisquer, temos Cov(Bti , Btj) = ti ∧ tj.

Reciprocamente, se (Bt0 , ..., Btn) tem média zero e matriz de covariância ti ∧ tj,

então para i < j, temos ti < ti+1 ≤ tj < tj+1, logo:

Cov(Bti+1
−Bti , Btj+1

−Btj) =

Cov(Bti+1
, Btj+1

)− Cov(Bti+1
, Btj)− Cov(Bti , Btj+1

) + Cov(Bti , Btj) =

ti+1 − ti+1 + ti − ti = 0

E a partir disso, temos V ar(Bti+1
−Bti) = Cov(Bti+1

−Bti , Bti+1
−Bti) = ti+1−ti.

Logo o vetor gaussiano (Bt1 − Bt0 , ..., Btn+1 − Btn) tem a distribuição descrita na

propriedade II. Portanto uma definição equivalente do movimento Browniano é tro-

carmos a propriedade II por:

II’) ∀ 0 ≤ t0 < ... < tn: (Bt0 , ..., Btn) é um vetor gaussiano com média (0, ..., 0) e

Cov(Bti , Btj) = ti ∧ tj
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A ideia para construirmos o movimento Browniano primeiro no intervalo [0, 1] é

fazer uma ligação entre a função de covariância e o produto interno natural do espaço

L2[0, 1]

(
〈f, g〉 =

ˆ 1

0

f(x)g(x)dx

)
, e obtermos uma representação do movimento

Browniano através de um conjunto ortonormal.

Mais precisamente, observe que se (φn)n∈N é uma base para L2[0, 1], então pela

identidade de Parseval: t∧ s =

ˆ 1

0

1[0,t](x)1[0,s](x)dx =
∑
n≥0

ˆ t

0

φn(x)dx

ˆ s

0

φn(x)dx.

Se definirmos Bt =
∑
n≥0

Zn

ˆ t

0

φndx de forma que a convergência da soma seja uni-

forme, podemos provar que Bt é um movimento Browniano.

De fato, vemos trivialmente que B0 = 0 e que como cada φn é integrável,

Zn

ˆ t

0

φndx é cont́ınuo em t, logo por convergência uniforme, o limite também é

cont́ınuo. Falta checar somente as distribuições finito dimensionais. Seja 0 ≤ t0 <

... < tm ≤ 1. Lembramos que a função caracteŕıstica de uma distribuição normal

multivariada de dimensãom com média µ e covariância Σ é ξ(y) := exp (iyTµ− 1
2
yTΣy)

e que a função caracteŕıstica determina a distribuição. Logo para provar que X̃ :=

(Xt0 , ..., Xtm) é um vetor Gaussiano com matriz de covariância Σi,j = ti∧ tj, e média

µ = (0, ..., 0), basta mostrarmos que

∀ y = (y0, ..., ym) ∈ Rm+1: E
[
eiy·X̃

]
= exp

[
−1

2

∑
1≤j,k≤m

yjyktj ∧ tk

]
. De fato, temos:

E

[
eiy·X̃

]
= E

[
exp

(
m∑
j=0

iyjXtj

)]
=

= E

[
exp

(
i

m∑
j=0

yj
∑
n≥0

Zn

ˆ tj

0

φndx

)]
=

=
∏
n≥0

E

[
exp

(
iZn

m∑
j=0

yj

ˆ tj

0

φndx

)]

Mas note que o termo geral deste produtório é a função caracteŕıstica da variável

Zn ∼ N (0, 1) aplicada em
m∑
j=0

yj

ˆ tj

0

φndx, que é igual a:

exp

−1

2

(
m∑
j=0

yj

ˆ tj

0

φndx

)2
 = exp

[
−1

2

∑
0≤j,k≤m

yjyk

ˆ tj

0

φndx

ˆ tk

0

φndx

]

.
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Substituindo acima, temos:

E

[
eiy·X̃

]
=
∏
n≥0

exp

[
−1

2

∑
0≤j,k≤m

yjyk

ˆ tj

0

φndx

ˆ tk

0

φndx

]
=

= exp

[
−1

2

∑
0≤j,k≤m

yjyk
∑
n≥0

ˆ tj

0

φndx

ˆ tk

0

φndx

]
=

= exp

[
−1

2

∑
1≤j,k≤m

yjyktj ∧ tk

]
,

assim como queŕıamos.

Agora para concluir a construção do movimento Browniano, basta acharmos uma

base (ψn)n∈N tal que
∑
n≥0

Zn

ˆ t

0

ψndx converge uniformemente. De fato, a base mais

simples posśıvel para L2[0, 1] já resolve o problema. Definimos a sequência (ψn)n∈N

por: ψ0(t) = 1[0, 1
2
)(t) − 1[ 1

2
,1](t) e ψn(t) = 2

k
2φ0(2

kt − r), onde n = 2k + r com

0 ≤ r < 2k. Vemos que é posśıvel aproximar qualquer indicadora de um intervalo

diádico usando a sequência ψn, logo seu espaço gerado é denso em L2[0, 1]. Também

temos que

ˆ 1

0

ψ2
ndx = 1 e se n < m, então {φn 6= 0} ∩ {φm 6= 0} = ∅ o que nos

dá φnφm = 0 ou então temos {φn 6= 0} ⊂ {φm = 1} ou {φn 6= 0} ⊂ {φm = −1},

o que nos dá φnφm = ±φn, logo em qualquer caso temos

ˆ 1

0

φnφmdx = 0, já que
ˆ 1

0

φndx = 0. Portanto a sequência (ψn)n∈N de fato forma uma base para L2[0, 1], e

ela é conhecida como os Wavelets de Haar.

Agora estudamos o comportamento assintótico de Zn

ˆ t

0

ψndx para concluir.

Primeiro começamos com um limite superior para

ˆ t

0

ψndx:

ˆ t

0

ψndx =

ˆ t

0

2
k
2ψ0(2

ks−r)ds =

ˆ 2kt−r

−r
2

k
2ψ0(s)2

−kds = 2−
k
2

ˆ 2kt−r

−r
ψ0(s)ds ≤ 2−

k
2

Finalmente, com uma cota simples na distribuição gaussiana e uma aplicação do

lema de Borel-Cantelli, provaremos a seguinte propriedade da sequência Zn:

∃ C finita quase certamente, tal que Zn ≤ C
√

log n ∀n ≥ 1.

11



Para t ≥ 1, temos:

P(|Zn| ≥ t) =
2√
2π

ˆ ∞
t

e−
x2

2 dx ≤ 2√
2π

ˆ ∞
t

xe−
x2

2 dx =
2√
2π
e−

t2

2

Podemos tomar valores de t adequados de forma que a P(|Zn| ≥ t) fique somável,

por exemplo, fazendo t =
√

2a log n com a > 1, temos P(|Zn| ≥ t) ≤ 2
na
√
2π

Logo, pelo lema de Borel-Cantelli, P( |Zn|√
2a logn

≥ 1 infinitas vezes) = 0. Então,

definindo C := supn≥2
|Zn|√
2a logn

, temos as propriedades desejadas.

Aplicandos essas desigualdades, temos para N ≥ 2:

∑
n>2N

Zn

ˆ t

0

ψndx =
∑
k>N

k∑
r=0

Z2k+r

ˆ t

0

ψ2k+rdx ≤ C
∑
k>N

k∑
r=0

2−
k
2

√
log (2k + r) ≤

≤ C
∑
k>N

2−
k
2

k∑
r=0

√
log 2k+1 = C

√
log 2

∑
k>N

2−
k
2 (k + 1)

√
k + 1 −−−→

N→∞
0

O que conclui a prova de que a soma converge uniformemente e portanto

Bt :=
∑
n≥0

Zn

ˆ t

0

ψndx é um movimento Browniano.
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3.2 Algumas propriedades

Primeiro observamos que também existe o movimento Browniano em d ≥ 2 di-

mensões. Na definição, mantemos as propriedades I e III, ou seja, ele começa na

origem e é cont́ınuo em t e basta modificarmos a propriedade II para uma dis-

tribuição multivariada:

II”) Para quaisquer 0 ≤ t0 < ... < tn, os vetores Bti+1
− Bti são gaussianos com

covariância (ti+1 − ti)Id e são independentes.

Ou seja, um movimento Browniano em Rd é basicamente um processo cujas coor-

denadas são d movimentos Brownianos independentes.

Temos três propriedades importantes do movimento Browniano que seguem di-

reto da definição:

1) Markov simples: ∀a ∈ R : (Bt+a − Bt)t≥0 é um movimento Browniano indepen-

dente de Fa.

2) Invariância por isometria: Se φ é uma transformação linear que preserva distância,

então φ(Bt)t≥0 é um movimento Browniano

3) Invariância por mudança de escala: ∀δ > 0, (1
δ
Bδ2t)t≥0 é um movimento Browni-

ano.

Uma versão bem mais forte da propriedade 1, conhecida como propriedade forte

de Markov, também é válida para o movimento Browniano (ver [3],[4]).

Lembrando que T é um tempo de parada em relação à uma filtração (Gt)t≥0, se

∀t ≥ 0: o evento {T ≤ t} ∈ Gt. A propriedade de Markov forte para o movi-

mento Browniano diz que se T é um tempo de parada em relação à filtração natural

(Ft)t≥0 finito quase certamente, então (Bt+T − BT )t≥0 é um movimento Browniano

independente de FT := {A ∈ F∞; A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft ∀t ≥ 0}.

Outra propriedade relacionada a mudança de tempo, assim como a 3 é a inversão

de tempo do movimento Browniano, que diz que tB1/t também é um movimento

Browniano.
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Agora, sobre a suavidade do movimento Browniano, veremos algumas propriedades

sobre seu módulo de continuidade e sobre sua variação. Vamos demonstrar o seguinte

resultado sobre sua variação quadrática.

Proposição: O movimento Browniano tem variação quadrática finita, no sen-

tido que se P = {0 = t0 < ... < tn = t}, então:

n∑
i=1

(Bti −Bti−1
)2 −−−→
|P |→0

t em L2

Prova: Veja que como (Bs)s≥0 é um martingal e E [Bs] = s, temos que (B2
s − s)s≥0

também é um martingal, logo:

E

( n∑
i=1

(Bti −Bti−1
)2 − t

)2
 =

E

( n∑
i=1

(Bti −Bti−1
)2 − (ti − ti−1)

)2
 =

E

[
n∑
i=1

(Bti −Bti−1
)2 − (ti − ti−1)2

]
=

E

[
n∑
i=1

(Bti −Bti−1
)4 − 2(Bti −Bti−1

)2(ti − ti−1) + (ti − ti−1)2
]

=

n∑
i=1

(
E
[
(Bti −Bti−1

)4
]
− (ti − ti−1)2

)
=

n∑
i=1

(ti − ti−1)2
(
E

[
(Bti −Bti−1

)4

(ti − ti−1)2

]
− 1

)

Agora, vemos que (ti − ti−1)2 ≤ |P |(ti − ti−1), e como Bti − Bti−1
∼ N (0, ti − ti−1),

temos ∀i : E
[
(Bti−Bti−1 )

4

(ti−ti−1)2

]
= α, onde α = E [N4], para N ∼ N (0, 1), logo este

último termo é limitado por:

|P |
n∑
i=1

(ti − ti−1)(α− 1) = |P |t(α− 1) −−−→
|P |→0

0,

o que nos permite concluir a convergência em L2.
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A convergência da variação quadrática implica por exemplo que o movimento

Browniano tem p-variação infinita para todo 1 ≤ p < 2. Para mostrar isso, veja

que como a convergência da variação quadrática é em L2, ela também converge em

probabilidade, logo existe uma sequência de partições Pk = {0 = tk0 < ... < tknk
= t}

com |Pk| −−−→
k→∞

0 tal que a variação converge quase certamente para t. Também veja

que o movimento Browniano é uniformemente cont́ınuo em [0, t] quase certamente,

logo para δ > 0, o módulo de continuidade ω(δ, t) = sup
s,s′≤t, |s−s′|<δ

|Bs − Bs′ | é quase

certamente finito e ωδ −−→
δ→0

0. Logo:

nk∑
i=1

(Btki
−Btki−1

)2 =

nk∑
i=1

(Btki
−Btki−1

)p(Btki
−Btki−1

)2−p

≤ ω(|Pk|, t)2−p
nk∑
i=1

(Btki
−Btki−1

)p

Veja que mandando k →∞ temos

nk∑
i=1

(Btki
−Btki−1

)2 −−−→
k→∞

t, enquanto ω2−p
|Pk| −−−→k→∞

0,

logo devemos ter que

nk∑
i=1

(Btki
− Btki−1

)p −−−→
k→∞

∞, portanto a p-variação é infinita

quase certamente.

Uma outra propriedade de irregularidade do movimento Browniano, além da

variação infinita, é que ele quase certamente não é diferenciável em nenhum ponto.

Por outro lado temos o fato que ele é α-Holder cont́ınuo para α < 1/2 (ver [1]) e essa

propriedade da variação quadrática finita, que tem uma versão ainda mais forte que

será importante na próxima seção para a fórmula de Itô (ver [2]): se f : R+ → R é

cont́ınua, então
n∑
i=1

f(Bti−1
)(Bti −Bti−1

)2 −−−→
|P |→0

ˆ t

0

f(Bs)ds em L2.
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4 Integral de Itô

4.1 Construção da integral

A estratégia para constrúırmos a integral de Itô é semelhante à da integral de

Lebesgue. Primeiro definimos qual a classe de processos que estamos interessados em

integrar, depois definimos a integral para uma classe menor análoga a funções sim-

ples que provaremos ser densa na classe inicial e extenderemos a definição tomando

limites.

Como os processos estocásticos são funções do tipo X : R × Ω → R, devemos

impor alguma condição de mensurabilidade em nossas funções a serem integradas.

Definimos um processo ser adaptado a uma filtração (Gt)t≥0 em Ω se Xt(·) : Ω→ R

é Gt mensurável ∀t ≥ 0.

A classe dos processos a serem integrados será então H2, que é definida pelos

processosX : Ω×R+ → R, F∞⊗B(R+) mensuráveis, tais que E
ˆ ∞
0

X(s, ω)2ds <∞

e que são adaptados a (Ft)t≥0. Onde Ft = σ(Bs; s ≤ t) é a filtração natural do

movimento Browniano e F∞ = σ

(⋃
t≥0

Ft

)
Consideramos inicialmente a classe H2

0 ⊂ H2 que são os processos da forma

X(t, ω) =
n−1∑
i=0

ai(ω)1[ti,ti+1)(t), onde 0 ≤ t0 < t1 < ... < tn e ai é Fti-mensurável ∀i

(essa última condição é o que garante que X é adaptado).

Para essa classeH2
0, definimos a integral de Itô, que inicialmente denotaremos por

I, como I(X)(ω) :=
n−1∑
i=0

ai(ω)(Bti+1
−Bti), (note que dessa forma estamos definindo

uma variável aleatória). Agora para extendermos a integral para H2 vamos provar

que H2
0 é denso em H2 na norma L2(dP⊗ dt).
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Vamos provar o resultado desejado em 3 passos:

I) Os processos adaptados e limitados são densos em H2

II) Os processos adaptados limitados e cont́ınuos q.c são densos nos adaptados e

limitados.

III) H2
0 é denso nos processos adaptados limitados e cont́ınuos q.c.

Prova de I: Seja X ∈ H2. Definimos a sequência limitada Xn truncando X:

Xn(t, ω) := X(t, ω) ∧ n. Vemos que Xn é adaptados pois é o mı́nimo entre dois

processos adaptados. Como Xn −−−→
n→∞

X pontualmente e X ∈ L2(dP ⊗ dt) pela

definição de H2, temos Xn −−−→
n→∞

X em L2(dP⊗ dt) por convergência dominada.

Prova de II: Seja X adaptado e limitado. Tomamos agora nossa sequência Xn

como a média de X apenas por valores ”no passado”: Xn(t, ω) := n

ˆ t

t− 1
n

X(s, ω)ds.

Vemos que cada soma de Riemann
k∑
i=1

X(ti, ω)(ti − ti−1) onde t − 1
n

= t0 < t1 <

... < tk = t, é adaptada pois X é adaptados e em cada parcela da soma só tomamos

ti < t, logo o limite das somas, que é Xn também é P.M. Agora para ver que Xn é

cont́ınuo, tome M > 0 tal que |X| < M , então:

|Xn(t+ δ, ω)−Xn(t, ω)| = n

∣∣∣∣∣
ˆ t+δ+ 1

n

t− 1
n

X(s, ω)ds+

ˆ t+δ

t

X(s, ω)ds

∣∣∣∣∣ ≤ 2nδM −−→
δ→0

0

Finalmente para provar a convergência, temos que X ∈ L2(dP⊗dt), pois é limitado,

logo: n

ˆ t

t− 1
n

X(s, ω)ds −−−→
n→∞

X(t, ω) quase certamente, e portanto novamente por

convergência dominada temos a convergência em L2 também.

Prova de III:Por último, se X é adaptado cont́ınuo e limitado, basta tomarmos

Xn como funções simples na variável real assim como as funções escada que usamos

para somas de Riemann: Xn(t, ω) :=
n−1∑
i=0

X

(
i

n
, ω

)
1[ i

n
, i+1

n
)(t). Vemos direto da

definição que Xn ∈ H2
0 e novamente temos Xn −−−→

n→∞
X pontualmente e em L2.
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Agora que sabemos que H2
0 é denso em H2, podemos definir para X ∈ H2 como

I(X) = limn→∞ I(Xn) (limite em L2(dP) onde Xn é uma sequência em H2
0 que

converge para X. Para que essa definição faça sentido, precisamos provar antes

que quando uma sequência Xn em H2
0 converge, I(Xn) também converge e que para

X ∈ H2 a definição de I(X) não dependa da escolha da sequência emH2
0 convergindo

para X. A demonstração desses fatos se torna bastante simples com a isometria de

Itô.

Isometria de Itô: Se X ∈ H2
0, então E[I(X)2] = E

[ˆ ∞
0

X(s, ω)2ds

]
Prova: Temos que X é da forma: X(t, ω) =

n−1∑
i=0

ai(ω)1[ti,ti+1)(t), com ai ∈ Fti .

Então E
[
I(X)2

]
= E

(n−1∑
i=0

ai(Bti+1
−Bti)

)2
. Mas pela propriedade dos incre-

mentos independentes, para i 6= j : (Bti+1
−Bti)(Btj+1

−Btj) = 0 P-quase certamente,

pois sua esperança é zero, logo E
[
aiaj(Bti+1

−Bti)(Btj+1
−Btj)

]
= 0. Então a es-

perança se reduz a E
[
I(X)2

]
= E

[
n−1∑
i=0

a2i (Bti+1
−Bti)

2

]
=

n−1∑
i=0

E
[
a2i
]

(ti+1 − ti).

Por outro lado, temos: X(s, ω)2 =
n−1∑
i=0

ai(ω)21[ti,ti+1)(t), logo E

[ˆ ∞
0

X(s, ω)2ds

]
=

n−1∑
i=0

E
[
a2i
]

(ti+1 − ti) e obtemos a igualdade.

Agora, para terminar a definição de I(X), provamos o seguinte resultado:

Proposição: Se X ∈ H2 e {Xn}n∈N ⊂ H2
0, tal que Xn −−−→

n→∞
X em L2(dP ⊗ dt).

Então I(Xn) é uma sequência convergente em L2(dP) e se {X ′n}n∈N é outra sequência

em H2
0 convergindo para X em L2(dP⊗ dt), então ‖I(Xn)− I(X ′n)‖L2(dP) −−−→n→∞

0.

Prova: Como a convergência ocorre na norma L2(dP⊗ dt), temos que {Xn}n∈N
é uma sequência Cauchy na norma L2(dP ⊗ dt), e pela isometria de Itô, temos:

‖I(Xm)− I(Xn)‖L2(dP) = ‖Xm −Xn‖L2(dP⊗dt) −−−−→m,n→∞
0, ou seja, {I(Xn)}n∈N é uma

sequência de Cauchy em L2(dP) e portanto converge nessa norma.

Agora seja {X ′n}n∈N outra sequência em H2
0 convergindo para X em L2(dP⊗dt), as-

sim: ‖Xn −X ′n‖L2(dP⊗dt) ≤ ‖Xn −X‖L2(dP⊗dt) +‖X ′n −X‖L2(dP⊗dt) −−−→n→∞
0 e usando

novamente a Isometria de Itô, conclúımos: ‖I(Xn)− I(X ′n)‖L2(dP) −−−→n→∞
0.
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A integral de Itô de um processo Xs num intervalo, por exemplo a integral de

0 a t, naturalmente é dada por I(X(t)), onde X
(t)
s (ω) = Xs1s≤t. Note que dessa

forma, para cada t constrúımos uma variável aleatória, mas estamos interessados

em um processos estocástico que engloba todas essas integrais, ou seja, tal que

Ht(ω) = I(X t(ω)). O problema é que como a integral é definida como um limite em

L2, ela só é bem definida quase certamente, logo se declaramos Ht diretamente como

Ht(ω) = I(X t(ω)), isso não estaria bem definido pois estamos tomando um conjunto

não enumerável de variáveis. Mas é posśıvel provar (ver [1],[2],[3]) que de fato existe

um martingal com respeito à filtração do movimento Browniano, cont́ınuo tal que

Ht(ω) = I(X t(ω))

Uma outra propriedade interessante da integral de Itô é que para f cont́ınua, a

integral admite uma representação como limite de somas de Riemann (ver [1]):

n∑
i=1

f(Bti−1
)(Bti −Bti−1

) −−−→
|P |→0

ˆ t

0

f(Bs)dBs em probabilidade

(como sempre P = {0 = t0 < ... < tn = t}).
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4.2 Fórmula de Itô

Agora mostramos o resultado equivalente ao teorema fundamental do cálculo

para a integral de Itô. Neste caso não temos a fórmula tradicional

ˆ t

0

f ′(Bs)dBs =

f(Bt)− f(0). Para a integral de Itô, um termo envolvendo a segunda derivada de f

também aparece, devido à variação quadrática do movimento Browniano.

Fórmula de Itô: Se f ∈ C2(R,R), então:

f(Bt)− f(0) =

ˆ t

0

f ′(Bs)dBs +
1

2

ˆ t

0

f ′′(Bs)ds

Prova: Pelos resultados anteriores, sabemos que existe uma sequência de partições

Pk = {0 = tk0 < ... < tknk
= t}, tal que:

nk∑
i=1

f ′(Btki−1
)(Btki

−Btki−1
) −−−→
k→∞

ˆ t

0

f(Bs)dBs

nk∑
i=1

f ′′(Btki−1
)(Btki

−Btki−1
)2 −−−→

k→∞

ˆ t

0

f ′′(Bs)ds

nk∑
i=1

(Btki
−Btki−1

)2 −−−→
k→∞

t

Agora lembrando da fórmula de Taylor com resto integral:

f(y) = f(x) + f ′(x)(y − x) +
f ′′(x)

2
(y − x)2 +

ˆ y

x

(y − v)(f ′′(u)− f ′′(x))dv,

o que nos dá

∣∣∣∣f(y)− f(x)− f ′(x)(y − x)− f ′′(x)

2
(y − x)2

∣∣∣∣ ≤ (y − x)2ω(δ, y) para

|x− y| ≤ δ, onde ω(δ, y) = sup
u,v∈[0,t], |u−v|≤δ

|f(u)− f(v)|.

E escrevendo f(Bt)− f(0) como soma telescópica sobre as partições Pk, temos:∣∣∣∣∣f(Bt)− f(0)−
nk∑
i=1

f ′(Btki−1
)(Btki

−Btki−1
)−

nk∑
i=1

f ′′(Btki−1
)

2
(Btki

−Btki−1
)2

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣
nk∑
i=1

f(Bti)− f(Bti−1
)− f ′(Btki−1

)(Btki
−Btki−1

)−
f ′′(Btki−1

)

2
(Btki

−Btki−1
)2

∣∣∣∣∣ ≤
nk∑
i=1

ω(|Pk|, Bti)(Btki
−Btki−1

)2 ≤ ω

(
|Pk|, sup

1≤i≤nk

|Bi|
) nk∑

i=1

(Btki
−Btki−1

)2
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Mandando k → ∞, temos que a primeira expressão converge quase certamente

para

∣∣∣∣f(Bt)− f(0)−
ˆ t

0

f ′(Bs)dBs −
1

2

ˆ t

0

f ′′(Bs)ds

∣∣∣∣. Já essa última converge para

zero, pois o somatório converge para t (variação quadrática) e o módulo converge

para zero por causa da continuidade de f e do movimento Browniano. Logo con-

clúımos que

∣∣∣∣f(Bt)− f(0)−
ˆ t

0

f ′(Bs)dBs −
1

2

ˆ t

0

f ′′(Bs)ds

∣∣∣∣ = 0, o que prova a

fórmula de Itô.

A fórmula de Itô admite extensão para dimensões maiores. Para f ∈ C2(Rd,R)

e Bt = (B1
t , ..., B

d
t ) o movimento Browniano em d dimensões, temos:

f(Bt)− f(0) =
d∑
i=1

ˆ t

0

∂

∂xi
f(Bs)dB

i
s +

1

2

d∑
i=1

∂2

∂x2i
f(Bs)ds

Ou usando a notação do gradiente e Laplaciano:

f(Bt)− f(0) =

ˆ t

0

∇f(Bs) · dBs +
1

2

ˆ t

0

∆f(Bs)ds
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5 Algumas aplicações

5.1 Problema de Dirichlet e funções harmônicas

Lembrando que uma função f : U ⊂ Rd → R é dita harmônia se seu Laplaciano é

zero, ou seja,
d∑
i=1

∂2f

∂x2i
= 0. Outras duas formulações equivalentes dessa propriedade

são:

i) Se B̄(x, r) ⊂ U : f(x) =
1

λ(B(x, r))

ˆ
B(x,r)

f(y)dy

ii) Se B̄(x, r) ⊂ U : f(x) =

ˆ
∂B(x,r)

f(y)dσx,r(y)

Onde λ é a medida de Lebesgue em Rd e σx,r é a probabilidade uniforme na esfera

∂B(x, r), mais precisamente:

Para A ∈ ∂(B(x, r)) : σx,r(A) =
λ{y ∈ B(x, r); ∃t ∈ [0, r] : x+ t(y − x) ∈ A}

λ(B(x, r))

O problema de Dirichlet é: Dado U ⊂ Rd um aberto conexo limitado e uma

função g : ∂U → R cont́ınua, achar uma função h : Ū → R cont́ınua tal que

h|∂U = g e h|U é harmônica.

Uma propriedade interessante é que a solução pode ser descrita em termos do

movimento Browniano:

Proposição: Dados U e g como no enunciado acima: Seja T = inf{t ≥ 0 : Bt /∈ U},

então h : U → R, dada por h(x) = Ex [g(BT )] é harmônica.

(Aqui Ex, significa que estamos tomando a esperança em relação ao movimento

Browniano começando em x).

Prova: A ideia da prova é ver que pela invariância por isometria, o valor do

movimento Browniano na primeira vez que ele toca um ćırculo centrado no ponto de

partida tem distribuição uniforme, o que nos permitirá usar a última caracterização

das funções harmônicas.

Mais precisamente, para x ∈ U , tome r > 0 tal que B̄(x, r) ⊂ U e defina o tempo

de parada S := inf{t ≥ 0;Bt /∈ B(x, r)} = inf{t ≥ 0;Bt ∈ ∂B(x, r)} (para o

movimento Browniano saindo de x).
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Veja que pela invariância por isometria do movimento Browniano, BS tem dis-

tribuição invariante por isometrias na esfera ∂B(x, r), mas a única distribuição com

essa propriedade é justamente σx,r. E como B(x, r) ⊂ U , temos que S < T e pela

propriedade forte de Markov, (BS+t)t≥0 é um movimento Browniano saindo de BS,

logo pela definição de h, temos que Ex [g(BT )|FS] = h(BS). Tomando esperança

dos dois lados temos então:

h(x) = Ex [Ex [g(BT )|FS]] = Ex [h(BS)] =

ˆ
∂B(x,r)

h(y)dσx,r(y)

Portanto h satisfaz a propriedade do valor médio (iii) descrita acima, logo é

harmônica.

OBS: Na proposição acima mostramos apenas que h é harmônica, mas é posśıvel

também mostrar (ver [2],[4]) que com algumas condições de regularidade no bordo

de U , temos que para x ∈ ∂U : lim
y→x,y∈U

Ey [g(BT )] = g(x), o que mostra que a função

h se extende continuamente para ∂U e coincide com g, logo h dá de fato uma solução

para o problema.

Podemos aplicar esse resultado para estudar a recorrência/transiência do movi-

mento Browniano. Considere o aberto U = {x ∈ Rd; r < ‖x‖ < R} e a função

g : ∂U → R dada por g(x) = 1∂B(0,r)(x). Seja Tr = inf{t ≥;Bt ∈ ∂B(0, r)}, TR =

inf{t ≥;Bt ∈ ∂B(0, R)} e TU = inf{t ≥;Bt ∈ ∂U}. Como ∂U = ∂B(0, r)∪∂B(0, R),

temos que TU = Tr ∧ TR e pelo resultado anterior, a solução para o problema de

Dirichlet em relação a U e g é h(x) = Ex

[
1∂B(0,r)(BTU )

]
= Px [Tr < TR].

Por outro lado, é posśıvel obter a solução expĺıcita para esse problema (ver [2],[4]),

que é:

Px [Tr < TR] =


R−|x|
R−r , se d = 1

logR−log‖x‖
logR−log r , se d = 2

R2−d−‖x‖2−d

R2−d−r2−d , se d > 3

E mandando R→∞, temos:

P= [Tr <∞]

1, se d = 1 ou 2

rd−2

‖x‖d−2 , se d > 2

23



Portanto, o movimento Browniano é recorrente em dimensões 1 e 2, e transiente em

dimensões d > 2.

5.2 Funções holomorfas

Uma outra propriedade importante relacionando funções harmônicas e o movi-

mento Browniano é que (h(Bt))t≥0 é um martingal. Dessa vez o fato que nos ajuda

a provar essa propriedade é que as funções harmônicas anulam o termo de segunda

ordem na fórmula multidimensional de Itô, o que nos deixa com:

h(Bt)− h(B0) =
d∑
i=1

ˆ t

0

∂

∂xi
h(Bv)dB

(i)
v

Logo, para s ≤ t : h(Bt) − h(Bs) =
d∑
i=1

(ˆ t

0

∂

∂xi
h(Bv)dB

(i)
v −

ˆ s

0

∂

∂xi
h(Bv)dB

(i)
v

)
.

Lembrando que a integral de Itô é um martingal com respeito à filtração do movi-

mento Browniano, temos E [h(Bt)− h(Bs)|Fs] = 0, o que prova que h(Bt) é um

martingal.

Para o movimento Browniano em duas dimensões e f uma função holomorfa,

temos algo ainda mais forte. Neste caso, é posśıvel provar que se f é holomorfa,

então (f(Bt))t≥0 é um movimento Browniano com uma mudança de tempo (ver

[2],[8]). Mais precisamente, temos que existe outro movimento Browniano B′t tal

que f(Bt) = B′ζ(t), onde ζ(t) =

ˆ t

0

|f ′(Bt)|2dt

Com essa propriedade conseguimos provar um teorema importante da Análise

complexa.

Teorema de Liouville: Se f : C→ C é holomorfa e limitada, então f é constante.

Prova: Escreva f = u+ iv. Suponha que f não é constante. Então, temos que

u ou v não é constante, suponha sem perda de generalidade que seja u. Como u é

harmônica e f é limitada, temos que u(Bt) é um martingal limitado, logo converge

quase certamente.

Por outro lado, como u não é constante podemos tomar a, b ∈ u(C) com a < b.

Tome ε tal que a + ε < b − ε e defina os abertos U1 = {z ∈ C; Re(z) < a + ε}

e U2 = {z ∈ C; Re(z) > b + ε}. Assim temos que pela recorrência do movimento

Browniano, f(Bt) vai de U1 para U2 infinitas vezes, logo u(Bt) cruza o intervalo
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(a + ε, b − ε) infinitas vezes, o que contradiz a convergência do martingal u(Bt).

Portanto, f deve ser constante.

Um corolário desse teorema é o teorema fundamental da álgebra, pois se p é

um polinômio não trivial de coeficientes complexos temos p(z) −−−→
z→∞

∞, logo se p

não tivesse ráızes, então p seria limitado por baixo e 1/p seria limitada por cima,

portanto constante.

Com uma demonstração semelhante, mostra-se também que a imagem de uma

funçao inteira não constante é densa em C e uma versão ainda mais forte desse

fato é o teorema de Picard que também pode ser demonstrado com o movimento

Browniano: Se f é uma função inteira não constante, então existe no máximo um

ponto que não está na imagem de f . Isso pode ser demonstrado estudando a variávelˆ t

0

1

Bs

dBs, para um movimento Browniano que não começa no zero (mais detalhes

podem ser encontrados em [7]).
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