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1 Introducao

O movimento Browniano (ou processo de Wiener), que além de sua riqueza
como um objeto central na teoria dos processos estocasticos, tem propriedades in-
teressantes relacionadas a andlise complexa, que estudamos neste trabalho.

Comecamos com uma revisao sobre propriedades basicas de espacos de Hilbert,
necessarias para a se¢ao seguinte, onde demonstramos a existéncia do movimento
Browniano através de uma representacao num espaco L?. Depois vemos algumas
propriedades bésicas sobre distribuicoes e (ir)regularidades nas trajetérias do movi-
mento Browniano.

Em seguida, fazemos a construcao da integral de Ito e provamos a férmula de
Ito, que é o resultdo analogo ao teorema fundamental do célculo para esta integral.

Finalmente, estudamos a relagao entre o movimento Browniano e o problema de
Dirichlet através de seu tempo de saida de conjuntos abertos, o que permite também
analisar sua recorréncia/transiéncia. E através da férmula de It6, vemos uma relagao
entre o0 movimento Browniano e fungoes holomorfas, o que torna possivel a demon-

stracao de teoremas classicos da andlise complexa com ferramentas da probabilidade.



2 Espacos de Hilbert

A construcao do movimento Browniano apresentada na proxima segao usa o fato
de que o espago de fungoes £%[0,1] é um espago de Hilbert. Por isso, nesta segao
estudamos as propriedades basicas desses espacos.

Definicao: Um espaco de Hilbert H é um espago vetorial sobre o corpo € com
produto interno (-, ) que é completo em relagdo a norma induzida por esse produto
interno.

Sabemos que num espago de dimensao finita, R™ por exemplo, se temos um

n
conjunto ortonormal de vetores wy, ws, ..., w,, entao Vv € R™: v = Z(v, W, Yw;.

i=1
Uma caracteristica boa dos espacos de Hilbert é que também é possivel obter uma
base, mas como em geral a dimensao nao ¢é finita, cada vetor pode ser representado
por uma combinacao linear infinita dos vetores da base.

Comecamos com uma desigualdade fundamental, que é valida em qualquer espaco
vetorial com produto interno (mesmo nao sendo completo).

Desigualdade de Bessel: Se ¢4, ..., ¢ sao vetores ortonormais, entao Vv € H,

temos: N
> v dn)* < ol
n=1
Prova:
N 2 N N
0<l|v— Z<U’ ¢n>¢n = <U - Z<va ¢n>¢m U= Z<Ua ¢n>¢n> =
n=1 n=1 n=1

(v,0) =2 [0, )P+ D 1w, 8n) P = l[ol* =Y (v, da)

Agora vamos a proposicao principal, que serd importante na préxima secao.
Proposigao: Se H é espago de Hilbert e (¢,)nen € um conjunto de vetores

ortonormais cujo espago gerado ¢ denso em H, entao Vv € H:

v= Z<U’ Gn)Pn
n=1



Prova:Vamos provar primeiro 3 afirmagoes.
I: A proposigao vale para todos vetor v no espago gerado por (¢,),en:

Se v estd no espaco gerado, entao ele é combinagao linear finita de alguma sub-
k

colegao de vetores de (¢, )nen, OU seja, existem ny < ... < ny tais que v = g Ci®n,; s
i=1
onde cy, ..., ¢, sao nimeros complexos. Tomando produto interno, temos que Vn:

k

k
<U7 ¢TL> = <Z Ci¢ni7 ¢n Z & (bma ¢n -
=1

=1

Cny sen € {ny, ...k}

0, caso contrario

oo

pois os ¢, sao ortonormais. Entao temos de fato que v = Z(v, On)Dn

n=1
IT: Vw € H, Z(w, On)bn € H e vale a igualdade Z(w On) P Z w, dn)|?
n=1 n=1 =1

N 2

Z<w (bn Z| w (bn por

ortonormalidade e pelo teorema de Pitagoras. E tomando N — o0 na desigualdade

Primeiro, observamos que Vw € He N > 1,

de Bessel, temos: Z [(w, ¢,)|* < ||w||®. Entéo, pela convergéncia dessa série, para

n=1
M >N >1:
M N 2 M 2 M
D (w,da)dn =Y (W, dn)a| = || D (w,udoull = D Hw,0u)F ——0
n=1 n=1 n=N-+1 n=N-+1 ’
N
Isso mostra que (Z(w, ¢n>¢n> é uma sequéncia de Cauchy, logo pela comple-
n=1 N>1

tude de H: Z(w, On)bn € H.

n=1

E para provar que Z(w,¢n Z w ¢n , basta tomar N — oo em
n=1 =1
N 2 N
> (W, ¢udnal| =D [w, b
n=1 n=1




III: A aplicagao w Z(w, ¢n)0n é continua:

n=1
o 2 o
De fato, Vw € H: Z(w,¢n>¢n = Z (w, @) < ||wl]?. Agora, se wy,wy €
n=1 n=1
H, aplicando essa desigualdade para w; — ws: Z(wl — Wa, Gp)Pn || < JJwy — wol|.
n=1

Logo, a aplicagao w Z<w, ®n)®n € Lipschitz, portanto continua.

n=1

Para terminar a proposicao, seja w € H. Existe uma sequéncia (w,,)men — W
m—ro0
onde (w,,) estd no espaco gerado por (¢, )nen, pois este é denso em H. Temos que

|wm || —— ||w]|, e por outro lado:
m—0o0

2

o o0 2 [e.e]
lwnll* = > {wms du)n| —|[D_(w,du)u|| =D [w, du)l”
n=1 n=1 n=1

Onde a primeira igualdade ¢ justificada por I, o limite por III e a 1ltima igualdade

por IL. Logo ||Jw|”® = Z |(w, @) |?, essa igualdade é conhecida como identidade

n=1
[eS)

de Parseval. Agora para provar que w = E (w, ¢p ), vemos que assim como na

n=1
demonstracao da desigualdade de Bessel, para N > 1:

N 2 N
w= (w,dnonf = Il = D[, 6u) 0
n=1 n=1

o que conclui a prova.
A partir de agora, quando tivermos uma colecao (¢,,),en ortonormal com espaco
) €
gerado denso no espago total, chamaremos essa conjunto de base (apesar das com-

binagbes lineares serem infinitas). [



Podemos obter ainda uma generalizacao da identidade de Parseval mencionada
o0

acima: (v, w) = Z<U, On)(w, ¢p,). Para provar ela, primeiro justificamos que pode-

n=1

o [e.e]
mos passar o somatorio para fora do produto interno: (Z CpUp, W) = Z(cnvn, w),
n=1 n=1
onde ¢, € C e v,,w € H.
oo
De fato, como chvn converge, temos que Z CnUn m 0. Logo, pela
n=1 n=N-+1
desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:
N o] 00
<Z Cnn, W) — Y (€U, w ' =) cnvn,w)' < D covnl [l =0
n=1 n=1 n=N-+1 n=N+1
Agora usando esse fato e a proposicao anterior temos Vv, w € H:
o o0 o o0
<’U7w> = <Z<Ua¢n>¢na Z<w ¢m gbm = Z Z ¢n ¢na w ¢m>¢m>
n=1 m=1 n=1 m=1

Por ortonormalidade, os produtos internos acima sao zero quando n # m, logo:

<U> w> = Z<<U7 ¢n>¢n7 (w, ¢n>¢n> = Z(Uv ¢n><w7 ¢n><¢m ¢n> = Z(Uv ¢n><wv ¢n>

o que conclui a demonstracao.



3 Movimento Browniano

3.1 Construcao

O movimento Browniano é um processo estocastico (By)i>o, tal que:
I) Bp=0
II) V0 <ty <..<t,:osincrementos By,,, — By, tém distribui¢do N'(0,t;41 —t;) e
sao independentes.
III) B; é continuo em ft.

Definimos as sigma-algebras F; := o(By; s < t), e (Ft)i>0, sera denotada como a
filtracao natural do movimento Browniano.

As colegbes By, ..., By, sao denominadas projecoes finito-dimensionais e a
propriedade IT implica que o movimento Browniano é um processos Gaussiano, ou
seja, suas projecoes finito-dimensionais sempre formam um vetor Gaussiano. Uma
propriedade importante da distribuicao normal é que sua média e matriz de co-
variancia determinam completamente a distribuicao e no caso do movimento Brow-
niano é bem simples calcula-las.

Dados 0 < ty < ... < t,, diretamente da propriedade II, temos: E[B,] =0 Vi e
parai < j: E [BtiBtj] =E [Bti(Bti + By, — Bti)} =E [BEJHE (B, | E [Btj — BtJ =
t;. Logo para 4, j quaisquer, temos Cov(By,, By;) = t; A t;.

Reciprocamente, se (B, ..., By, ) tem média zero e matriz de covariancia t; A t;,

entao para ¢ < j, temos t; < t;41 <t; <141, logo:

OOU(Bti+1 — Btia Btj+1 — Bt‘j) =

COU(Bt Bt — COU(BtH_U Btj) - COU(Bti, Btj+1) + COU(Bt“ Btj) =

it1) j+1)

tiv1 =t +t— 1, =0

E a partir disso, temos Var(By,,, — B;,) = Cov(By,,, — By,, By Bi) =ti1—t.

i+1 Dt

Logo o vetor gaussiano (By, — By, ..., By, — By,) tem a distribuicao descrita na

n+1
propriedade II. Portanto uma definicao equivalente do movimento Browniano é tro-
carmos a propriedade II por:

I)YVo<ty<..<ty (B, By,) é um vetor gaussiano com média (0,...,0) e

COU(Bti, Btj) = tz A tj



A ideia para construirmos o movimento Browniano primeiro no intervalo [0, 1] é
fazer uma ligagao entlre a funcao de covariancia e o produto interno natural do espaco
L0, 1] (( f,9) = / f (x)g(x)dx), e obtermos uma representacao do movimento
Browniano através (Oie um conjunto ortonormal.

Mais precisamente, observe que se (¢, )n,en ¢ uma base para L?[0,1], entao pela

1 t s
identidade de Parseval: t As = / Lo () Lpo,q(z)dr = Z/ qbn(ac)da;/ On(x)d.
0 070 0

t
Se definirmos B; = E Ln / ondx de forma que a convergéncia da soma seja uni-
n>0 0
forme, podemos provar que B; é um movimento Browniano.

De fato, vemos trivialmente que By = 0 e que como cada ¢, ¢é integravel,
t
L / ¢pdzx é continuo em t, logo por convergéncia uniforme, o limite também é
0
continuo. Falta checar somente as distribuigoes finito dimensionais. Seja 0 < ty <
. < t,, < 1. Lembramos que a funcao caracteristica de uma distribuigao normal
. . . ~ ’ . oA . 7 e . T 1 T
multivariada de dimensao m com média p e covariancia ¥ é {(y) := exp (iy" u — 5" Xy)
e que a funcao caracteristica determina a distribuicao. Logo para provar que X :=
(Xt v, Xt,,) € um vetor Gaussiano com matriz de covariancia ¥; ; = t; At;, e média

p=(0,...,0), basta mostrarmos que

e 1
Vy= o Ym) € R"E [elyX] = exp [—5 Z Yty A te
1<) k<m

. De fato, temos:

m

E [eiy'X} =FE |exp (Z iijt].)

=0

=FE |exp (ziyj Z Z, /tj ¢ndm)] =
L j=0 n>0 0
= H E [exp (z’Zn jzo Yj /0 qbndx> ]

n>0
Mas note que o termo geral deste produtorio é a funcao caracteristica da varidvel

m t;
Zn ~ N(0,1) aplicada em Zyj / dndz, que é igual a:
0

J=0

2
1 m t; 1 t; tr
exp _§<§ yj/o ¢ndx> = exp [—5 E yjyk/o ¢ndx/0 ¢ndx]
=0

0<y,k<m

10



Substituindo acima, temos:

iy-X 1 &
E [e } = Hexp 0<] k<my]y / ndx/ Opdr | =

n>0
=exp |—5 y]ykZ/ ¢ndw/ ]
L 0<] k<m n>0
1
= exp —5 Z yjyktj/\tk s
L 1<5,k<m

assim como queriamos. [
Agora para concluir a construcao do movimento Browniano, basta acharmos uma

base (U )nen tal que Z L / Ypdr converge uniformemente. De fato, a base mais
n>0
simples possivel para L?[0, 1] j resolve o problema. Definimos a sequéncia (¢, )nen

or: o(t) = ]1[07%)(1%) - ]1[%71]@) e Yp(t) = 2§¢0(2kt —r), onde n = 2F + 1 com
0 <7 < 2%, Vemos que é possivel aproximar qualquer indicadora de um intervalo
diadico usandi) a sequéncia 1, logo seu espago gerado é denso em L?[0,1]. Também
temos que / Yidr = 1 esen < m, entdo {¢, # 0} N {pm # 0} = 0 0 que nos
dad ¢ntm = O0 ou entao temos {¢, # 0} C {¢,, = 1} ou {¢n15£ 0} C {pm = —1},

o que nos da ¢,0,, = £¢,, logo em qualquer caso temos / Ondmdxr = 0, ja que
0

/ ¢ndx = 0. Portanto a sequéncia (1, )nen de fato forma uma base para L?[0, 1], e
0
ela é conhecida como os Wavelets de Haar.

Agora estudamos o comportamento assintético de Z, / Ypdx para concluir.
0
Primeiro comegamos com um limite superior para / Updx:

t t & thf’f’ . . thf’f’ )
/ Ypdr = / 224)(28s—r)ds = / 229)y(s)2 Fds =272 / Po(s)ds <272
0 0 - _

T T

Finalmente, com uma cota simples na distribuicao gaussiana e uma aplicacao do

lema de Borel-Cantelli, provaremos a seguinte propriedade da sequéncia Z,,:

3 C finita quase certamente, tal que 7, < C'v/logn Vn > 1.

11



Para t > 1, temos:

2 > 12 2 > 12 2 t2
P(|Z,| >t) = — e zdr < — re 2dxr = e 2
(12 = 1) \/27T/t o \/27T/t V2T

Podemos tomar valores de ¢t adequados de forma que a P(|Z,| > t) fique soméavel

por exemplo, fazendo ¢t = /2alogn com a > 1, temos P(|Z,| > t) < na22ﬂ

Logo, pelo lema de Borel-Cantelli, I[D(Q'Z—\/lnig > 1 infinitas vezes) = 0. Entao,
definindo C' := sup,,~ 20|

Taalogr temos as propriedades desejadas.

Aplicandos essas desigualdades, temos para N > 2:

k
2.7 /¢nda:_ZZsz+r/¢2k+rdg;<czzg 5\ /log (2F + 1) <
n>2% k>N r=

k>N r=0 0
<C) 2 22\/log2k+1 C'\/log 2 22 k+1——0
k>N k>N

O que conclui a prova de que a soma converge uniformemente e portanto
B, .= g Z, / Ypdr é um movimento Browniano. [

n>0

12



3.2 Algumas propriedades

Primeiro observamos que também existe o movimento Browniano em d > 2 di-
mensoes. Na definicao, mantemos as propriedades I e III, ou seja, ele comeca na
origem e é continuo em t e basta modificarmos a propriedade II para uma dis-
tribuicao multivariada:

I17) Para quaisquer 0 <ty < ... < t,, os vetores By, , — By, sao gaussianos com
covariancia (t;+1 — t;)Id e sdo independentes.

Ou seja, um movimento Browniano em R? é basicamente um processo cujas coor-
denadas sao d movimentos Brownianos independentes.

Temos trés propriedades importantes do movimento Browniano que seguem di-
reto da definigao:

1) Markov simples: Va € R : (Biyq — Bt)i>0 ¢ um movimento Browniano indepen-
dente de F,.

2) Invariancia por isometria: Se ¢ é uma transformacao linear que preserva distancia,
entao ¢(By);>0 ¢ um movimento Browniano

3) Invariancia por mudanca de escala: V& > 0, (3Bsz);>0 ¢ um movimento Browni-
ano.

Uma versao bem mais forte da propriedade 1, conhecida como propriedade forte
de Markov, também ¢ vélida para o movimento Browniano (ver [3],[4]).
Lembrando que 7' é um tempo de parada em relacao a uma filtracdo (Gi)i>o, se
YVt > 0: o evento {T" < t} € G;. A propriedade de Markov forte para o movi-
mento Browniano diz que se T é um tempo de parada em relacao a filtracao natural
(Fi)e>o finito quase certamente, entao (Biyr — Br)i>o ¢ um movimento Browniano
independente de Fr := {A € Fo; AN{T <t} e F, Vt>0}.

Outra propriedade relacionada a mudanca de tempo, assim como a 3 é a inversao
de tempo do movimento Browniano, que diz que B/ também é um movimento

Browniano.

13



Agora, sobre a suavidade do movimento Browniano, veremos algumas propriedades

sobre seu médulo de continuidade e sobre sua variagao. Vamos demonstrar o seguinte

resultado sobre sua variagao quadratica.

Proposicao: O movimento Browniano tem variacao quadratica finita, no sen-
tido que se P = {0 =1, < ... < t, = t}, entdo:

n

Z(Bt’ — Bt¢71)2 — tem L2

- |P|—0
=1

Prova: Veja que como (By)s>o 6 um martingal e E[B,] = s, temos que (B? — 8)>0

também é um martingal, logo:

E Y (B, =B, )" = 2By, — By, _,)*(ti — ti1) + (i — ti—1)2] =

Agora, vemos que (t; —t;_1)?> < |P|(t; — t;_1), e como By, — By, ~ N(0,t; —t;_1),
By )t
temos Vi : E [%} = «, onde o = E[N?], para N ~ N(0,1), logo este

ultimo termo é limitado por:

1P| Z(tz —tiz1)(a— 1) = [Pli(a = 1) —— 0,

|P|—0

o que nos permite concluir a convergéncia em L?.

14



A convergéncia da variagdo quadratica implica por exemplo que o movimento
Browniano tem p-variagao infinita para todo 1 < p < 2. Para mostrar isso, veja
A~ . . ~ s ’ 2 ’
que como a convergéncia da variagao quadratica é em L, ela também converge em
probabilidade, logo existe uma sequéncia de particoes P, = {0 = tf < ... < tfbk =t}
com | Py k—) 0 tal que a variagao converge quase certamente para t. Também veja
— 00
que o movimento Browniano é uniformemente continuo em [0, ¢] quase certamente,
logo para § > 0, o mddulo de continuidade w(d,t) = sup |Bs — By| é quase

5,8'<t, |s—s'|<8
certamente finito e ws §—> 0. Logo:
—0

Nk Nk

> By = By )* =) (By — By )" (By — By

2—-p
i—1 )
=1 =1

Nk

< W(‘Pk|7t)2_pZ(Bt§ - Btffl)p

i=1
Nk

Veja que mandando k — oo temos Z(Bt/_c — By )? —— t, enquanto w’,” — 0,
i k—so0 P |

- i-1 k—o0
=1

ng
logo devemos ter que Z(Btf — By )P % portanto a p-variagao ¢ infinita
quase certamente. =
Uma outra propriedade de irregularidade do movimento Browniano, além da
variacao infinita, é que ele quase certamente nao é diferenciavel em nenhum ponto.
Por outro lado temos o fato que ele é a-Holder continuo para a < 1/2 (ver [1]) e essa
propriedade da variagao quadrética finita, que tem uma versao ainda mais forte que

serd importante na proxima segao para a férmula de It6 (ver [2]): se f: Ry — R é

n t
continua, entao Z f(B:,_)(Bi, — B;,_,)? —— / f(By)ds em L.
0

5 |P|—0
=1

15



4 Integral de It6

4.1 Construcao da integral

A estratégia para construirmos a integral de Itd é semelhante a da integral de
Lebesgue. Primeiro definimos qual a classe de processos que estamos interessados em
integrar, depois definimos a integral para uma classe menor analoga a funcoes sim-
ples que provaremos ser densa na classe inicial e extenderemos a defini¢cao tomando
limites.

Como os processos estocasticos sao funcoes do tipo X : R x 2 — R, devemos
impor alguma condigao de mensurabilidade em nossas fungoes a serem integradas.
Definimos um processo ser adaptado a uma filtragdo (G;);>0 em Q2 se X¢(+) : 2 - R
é G; mensuravel V¢ > 0.

A classe dos processos a serem integrados serd entao H?, que é definida pelos
processos X : QxR — R, Fo®B(R; ) mensuraveis, tais queE/ X(s,w)*ds < o0
e que sao adaptados a (F;)i>0. Onde Fy = o(Bs;s < t) é a filtragdo natural do

movimento Browniano e Fo, = o U Fi

t>0

Consideramos inicialmente a classe H2 C H? que sdo os processos da forma
n—1

X(t,w) = Zai(w)ll[ti,tiﬂ)(t), onde 0 <ty <t; < .. <t,ea; éF,-mensuravel Vi
i=0

(essa tltima condigao é o que garante que X é adaptado).

Para essa classe H3, definimos a integral de It6, que inicialmente denotaremos por
n—1

I, como I(X)(w) := Z ai(w)(By,,, — By,), (note que dessa forma estamos definindo
i=0
uma varidvel aleatéria). Agora para extendermos a integral para H? vamos provar

que H2 é denso em H? na norma L*(dP ® dt).

16



Vamos provar o resultado desejado em 3 passos:
I) Os processos adaptados e limitados sao densos em H?
IT) Os processos adaptados limitados e continuos q.c sdo densos nos adaptados e
limitados.

IIT) H2 ¢ denso nos processos adaptados limitados e continuos q.c.

Prova de I: Seja X € H? Definimos a sequéncia limitada X,, truncando X:
Xn(t,w) := X(t,w) An. Vemos que X, é adaptados pois é o minimo entre dois
processos adaptados. Como X,, —— X pontualmente e X € L?(dP ® dt) pela

n—oo
definigao de H?, temos X,, —— X em L*(dP ® dt) por convergéncia dominada.
n—oo
Prova de 1I: Seja X adaptado e limitado. Tomamos agora nossa sequéncia X,
t
como a média de X apenas por valores "no passado”: X, (t,w) := n/ X (s,w)ds
_1

k
Vemos que cada soma de Riemann ZX ti,w)(t; —t;i—1) onde t — — =ty < t; <

. <t =t, é adaptada pois X é adaptados e em cada parcela da soma sé tomamos
t; < t, logo o limite das somas, que é X,, também é P.M. Agora para ver que X,, é

continuo, tome M > 0 tal que | X| < M, entao:

t+5+2 t+6
/ X(s,w)ds +/ X(s,w)ds
¢ t

1
n

| X (t+0,w) — Xp(t,w)| =n < 2néM — 0

6—0

Finalmente para provar a convergéncia, temos que X € L*(dP®dt), pois é limitado,

logo: n/ X(s,w)ds —— X(t,w) quase certamente, e portanto novamente por
1 n—00

n
convergéncia dominada temos a convergéncia em L? também.
Prova de III:Por tultimo, se X é adaptado continuo e limitado, basta tomarmos

X, como fungoes simples na variavel real assim como as fungoes escada que usamos
para somas de Riemann: X,(t,w) := ZX (— w) 1 H—l)(t). Vemos direto da

definicao que X,, € HZ e novamente temos X,, — X pontualmente e em L?.
n—0o0
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Agora que sabemos que H32 ¢ denso em H?, podemos definir para X € H? como
I(X) = lim, o I(X,) (limite em L?*(dP) onde X, é uma sequéncia em H2 que
converge para X. Para que essa definicao faga sentido, precisamos provar antes
que quando uma sequéncia X,, em H32 converge, I(X,) também converge e que para
X € H? adefinigao de I(X) nao dependa da escolha da sequéncia em H32 convergindo

para X. A demonstracao desses fatos se torna bastante simples com a isometria de

Ito.
Isometria de It6: Se X € Hg, entao E[] =E {/ X(s,w)? }
n—1
Prova: Temos que X é da forma: X(t,w) = a; (W) L, t0) (1), cOM a; € Fy,.
n—1 a7
Entdo E [I(X)?] = E (Z ai(By,,, — Bt)) . Mas pela propriedade dos incre-
=0

mentos independentes, para i # j : (B, , —By,)(By,,, —B:,;) = 0 P-quase certamente,

J
pois sua esperanca ¢ zero, logo E [a;a;(By,,, — By,)(By,,, — By, )} = 0. Entao a es-
n—1
> al(By,, — B,)’ Z]E (tisy — ;).
i=0

Por outro lado, temos: X(s,w) Za, Il[t“ml )t), logo [E [/ X(s,w) ds] =

=

J+1

peranca se reduz a E [[(X)’] = E

Z E [a;] (tiy1 — t;) e obtemos a igualdade.

Agora, para terminar a defini¢do de I(X), provamos o seguinte resultado:
Proposigao: Se X € H? e {X,}nen C H3, tal que X, — X em L*(dP ® dt).
Entao I(X,,) é uma sequéncia convergente em L?(dP) e se { X! },en ¢ outra sequéncia
em Hj convergindo para X em L?(dP @ dt), entao ||1(X,) — I(X})|l 12 (ap) —0.

Prova: Como a convergéncia ocorre na norma L?(dP ® dt), temos que {X,, }nen
é uma sequéncia Cauchy na norma L?(dP ® dt), e pela isometria de Ito, temos:
(X)) = LX)l 2wy = [ Xm — Xall L2 apgar e 0, ou seja, {1(Xn)nen € uma
sequéncia de Cauchy em L?(dP) e portanto converge nessa norma.

Agora seja { X! },en outra sequéncia em Hg convergindo para X em L?(dP® dt), as-
sim: {| X = X0l 2 @pary < 150 = X 2@ +1X5 = Xl 2 (gpgary ——— 0 ¢ usando

novamente a Isometria de Ito, concluimos: [1(X,) — I(X,)|| 2(qpy —— 0.
n—o0
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A integral de Ito6 de um processo X, num intervalo, por exemplo a integral de
0 a t, naturalmente é dada por I(X®), onde x0 (w) = Xsls<;. Note que dessa
forma, para cada t construimos uma variavel aleatéria, mas estamos interessados
em um processos estocastico que engloba todas essas integrais, ou seja, tal que
Hy(w) = I(X"(w)). O problema é que como a integral ¢ definida como um limite em
L?, ela s6 é bem definida quase certamente, logo se declaramos H; diretamente como
Hi(w) = I[(X*(w)), isso nao estaria bem definido pois estamos tomando um conjunto
nao enumeravel de varidveis. Mas é possivel provar (ver [1],[2],[3]) que de fato existe
um martingal com respeito a filtracao do movimento Browniano, continuo tal que
Hy(w) = I(X"(w))

Uma outra propriedade interessante da integral de It6 é que para f continua, a

integral admite uma representacao como limite de somas de Riemann (ver [1]):

|P]—0

n t
Z f(By_)(By, — By, ,) —— / f(Bs)dB; em probabilidade
i=1 0

(como sempre P = {0 =1t < ... <t, =t}).
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4.2 Foérmula de Ito

Agora mostramos o resultado equivalente ao teorema fundamental do calculo
para a integral de It6. Neste caso nao temos a férmula tradicional / 1 (Bs)dBs =
f(B:t) — f(0). Para a integral de It6, um termo envolvendo a segunda0 derivada de f
também aparece, devido a variagao quadratica do movimento Browniano.

Férmula de Ito6: Se f € C*(R,R), entdo:

1(B) =10 = [ 1BIaB+ 5 [ (B

Prova: Pelos resultados anteriores, sabemos que existe uma sequéncia de particoes

={0=1tf <..<th =t}, tal que:

;f(Btfl)(Btf_ t’“1 PN /f

// //
> e g =By [ 118

Nk

Z(Bti_e—Btk ) — 1

- i—1 k—o0
=1

Agora lembrando da férmula de Taylor com resto integral:

F) = 1) + £ @) -0+ F2 g -+ [ -0 - @),
o que nos i [1(y) ~ £(2) ~ Py —2) ~ Ly — 27| < (y — 2Vw(5.y) para

|z —y| <6, onde w(d,y) = sup |f(u) = f(v)].

u,vE[U,t], ‘ufvlgé
E escrevendo f(B;) — f(0) como soma telescépica sobre as partigoes Py, temos:

i (B )
f(Bi) — f(0) — Z f/(Btffl)(Btf - Btffl) - Z #(Btf B Bt§,1>2

o ) _ f"(By_ )
; f(By) — f(By,_,) — ['(By ) (B — By ) — —s

(Btf By )2

i—1

<

Nk s
S w(IPl Bo)(By — By ) < (|Pk| sup |B, |) S (Bi— By )

1<i<nyg i—1
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Mandando k£ — oo, temos que a primeira expressao converge quase certamente

18- 10 - | (BB, - & / By,

zero, pois o somatorio converge para t (variacdo quadratica) e o médulo converge

para J4a essa tultima converge para

para zero por causa da continuidade de f e do movimento Browniano. Logo con-

F(By) — £(0) - /0 (BB, - ! /0 "By

férmula de It0.

cluimos que = 0, o que prova a

A férmula de It6 admite extensao para dimensoes maiores. Para f € C?(R%,R)

e B, = (B}, ..., BY) o movimento Browniano em d dimensdes, temos:

d + 9
B0 =10 =3 [ 5B+ 2821‘

Ou usando a notacao do gradiente e Laplaciano:

f(B; /Vf -dBs + = /tAf(Bs)ds
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5 Algumas aplicacgoes

5.1 Problema de Dirichlet e funcoes harmonicas

Lembrando que uma funcao f : U C RY — R é dita harménia se seu Laplaciano é
d 92

Z€ero, ou seja, Z ok 0. Outras duas formulagoes equivalentes dessa propriedade
T“
i=1 g
Sa0:

_ 1
i) Se B(z,r) C U: f(a:):—/ f(y)dy
)\(B(l’, T)) B(z,r)

ii) Se B(z,r) C U: f(x) = / fy)do.,(y)

OB (z,r)
Onde A ¢ a medida de Lebesgue em R? e 0, ¢ a probabilidade uniforme na esfera

O0B(x,r), mais precisamente:

_MyeB(r); 3tel0,r]: z+tly—x) €A}

Para A € O(B(x,7)) : 04p(A) A(B(z,T))

O problema de Dirichlet é: Dado U C R? um aberto conexo limitado e uma
funcdo g : OU — R continua, achar uma funcdo h : U — R continua tal que
hlov = g e hly é harmonica.

Uma propriedade interessante é que a solucao pode ser descrita em termos do
movimento Browniano:

Proposigao: Dados U e g como no enunciado acima: Seja T = inf{t > 0: B; ¢ U},
entdo h : U — R, dada por h(z) = E, [¢(Br)] é harmonica.

(Aqui E,, significa que estamos tomando a esperanga em relagdo ao movimento
Browniano comegando em x).

Prova: A ideia da prova é ver que pela invariancia por isometria, o valor do
movimento Browniano na primeira vez que ele toca um circulo centrado no ponto de
partida tem distribuicao uniforme, o que nos permitird usar a ultima caracterizagao
das fungoes harmonicas.

Mais precisamente, para x € U, tome 7 > 0 tal que B(x,7) C U e defina o tempo
de parada S := inf{t > 0;B, ¢ B(x,r)} = inf{t > 0;B;, € 0B(x,r)} (para o

movimento Browniano saindo de x).
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Veja que pela invariancia por isometria do movimento Browniano, Bg tem dis-
tribuicdo invariante por isometrias na esfera B(x,r), mas a tnica distribuigao com
essa propriedade é justamente o, ,. E como B(z,r) C U, temos que S < T e pela
propriedade forte de Markov, (Bgt)i>0 ¢ um movimento Browniano saindo de Bg,
logo pela defini¢ao de h, temos que E, [¢(Br)|Fs] = h(Bg). Tomando esperanga

dos dois lados temos entao:

W) = Eq [E, [9(Br)| Fs]] = Eq [h(Bs)] = / o M0

Portanto h satisfaz a propriedade do valor médio (iii) descrita acima, logo é
harmonica. [

OBS: Na proposicao acima mostramos apenas que h ¢ harmonica, mas é possivel
também mostrar (ver [2],[4]) que com algumas condigoes de regularidade no bordo
de U, temos que para x € JU: yjif?w E, [9(Br)] = g(x), o que mostra que a fungao
h se extende continuamente para AU e coincide com g, logo h dé de fato uma solugao
para o problema.

Podemos aplicar esse resultado para estudar a recorréncia/transiéncia do movi-
mento Browniano. Considere o aberto U = {z € R%r < ||z]| < R} e a fungao
g : 0U — R dada por g(z) = Lyppo,)(x). Seja T, = inf{t >; B, € 0B(0,7)}, Tr =
inf{t >; B, € 9B(0,R)} e Ty = inf{t >; B; € OU}. Como 90U = 9B(0,r)UdB(0, R),
temos que Ty = T, A Tgr e pelo resultado anterior, a solugao para o problema de
Dirichlet em relacdo a U e g é h(z) = E, [Lopon (Brn,)] = P [T} < Tg).

Por outro lado, é possivel obter a solugao explicita para esse problema (ver [2],[4]),

que é:
;.
R—|z| —
=, sed =
IP:B[TT<TR]: M sed=2
og R—logr

e
TR—d_2=d > se d >3

\

E mandando R — oo, temos:

1, sed=1ou?2
P_ [T, < ]

—d:, se d> 2

rd-
llzll
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Portanto, o movimento Browniano é recorrente em dimensoes 1 e 2, e transiente em

dimensoes d > 2.

5.2 Funcgoes holomorfas

Uma outra propriedade importante relacionando fungoes harmonicas e o movi-
mento Browniano é que (h(Bi));>0 ¢ um martingal. Dessa vez o fato que nos ajuda
a provar essa propriedade é que as fungoes harmonicas anulam o termo de segunda

ordem na férmula multidimensional de It6, o que nos deixa com:

d t
0 4
(B = 1B = Y [ (BB
i=1 '

d t s
0 . 0 .
: _ _ (i) _ (i)
Logo, para s < ¢ : h(B,) — h(B,) = ;:1 (/O 5. (BB /0 5. BB )
Lembrando que a integral de It6 é um martingal com respeito a filtracao do movi-

mento Browniano, temos E [h(B;) — h(B;s)|Fs] = 0, o que prova que h(B;) é um
martingal.

Para o movimento Browniano em duas dimensoes e f uma funcao holomorfa,
temos algo ainda mais forte. Neste caso, é possivel provar que se f é holomorfa,
entdo (f(B¢))i>0 ¢ um movimento Browniano com uma mudanga de tempo (ver
[2],[8]). Mais precisamente, temots que existe outro movimento Browniano Bj tal
ave f(B) = Bl onde ¢(t) = [ 17(Ba

Com essa propriedade conseguimos provar um teorema importante da Anélise
complexa.

Teorema de Liouville: Se f : C — C é holomorfa e limitada, entao f é constante.

Prova: Escreva f = u + iv. Suponha que f nao é constante. Entao, temos que
u ou v nao é constante, suponha sem perda de generalidade que seja u. Como u é
harménica e f é limitada, temos que u(B;) é um martingal limitado, logo converge
quase certamente.

Por outro lado, como u nao é constante podemos tomar a,b € u(C) com a < b.
Tome € tal que a + ¢ < b — € e defina os abertos U; = {z € C; Re(z) < a + €}
e Uy ={z € C; Re(z) > b+ €}. Assim temos que pela recorréncia do movimento

Browniano, f(B;) vai de U; para U, infinitas vezes, logo u(B;) cruza o intervalo
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(a + €,b — €) infinitas vezes, o que contradiz a convergéncia do martingal u(B;).
Portanto, f deve ser constante.

Um corolario desse teorema é o teorema fundamental da algebra, pois se p é

um polinomio nao trivial de coeficientes complexos temos p(z) % logo se p
4 oo

nao tivesse raizes, entao p seria limitado por baixo e 1/p seria limitada por cima,

portanto constante.

Com uma demonstragao semelhante, mostra-se também que a imagem de uma
funcao inteira nao constante é densa em C e uma versao ainda mais forte desse
fato é o teorema de Picard que também pode ser demonstrado com o movimento
Browniano: Se f é uma funcao inteira nao constante, entao existe no maximo um
ponto que nao estd na imagem de f. Isso pode ser demonstrado estudando a variavel

b1
/ gst, para um movimento Browniano que ndo comega no zero (mais detalhes
0 S

podem ser encontrados em [7]).
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