Gabriel Hidequi Erbano

Andlise de Séries de Tempo Financeiras
Uma Aplicacao da Teoria do Caos em

Financas Empiricas

Sao Paulo, Sao Paulo

2004



Gabriel Hidequi Erbano

Andlise de Séries de Tempo Financeiras
Uma Aplicacao da Teoria do Caos em

Financas Empiricas

Através do uso de técnicas originalmente em-
pregadas pela Fisica, busca-se identificar car-
acteristicas de comportamente determinis-
tico em séries de tempo financeiras.

Orientador:

Prof. Dr. William Eid Jr.

ESCOLA DE ADMINISTRAGAO DE EMPRESAS DE SAO PAULO
FUNDACAO GETULIO VARGAS

Sao Paulo, Sao Paulo

2004



Dissertacao de Mestrado sob o titulo Andlise de Séries de Tempo Financeiras — Uma
Aplicacao da Teoria do Caos em Financas Empiricas, defendida por Gabriel Hidequi
Erbano e aprovada em 15 de dezembro de 2004, em Sao Paulo, Estado de Sao Paulo, pela

banca examinadora constituida pelos doutores:

Prof. Dr. William Eid Jr.
Orientador

Prof. Dr. Abraao Laredo Sicsu
Fundacao Getilio Vargas

Prof. Dr. Rogério Rosenfeld
Universidade do Estado de Sao Paulo



Dedico esta dissertacao a minha mae,
cujo exemplo de honestidade, simplicidade e
trabalho tem sido uma constante presenca

na minha vida.



Agradecimentos

Dedico meus sinceros agradecimentos para:
— o professor doutor William Eid Jr., pelo seu apoio e encorajamento;
— o professor doutor Ricardo Rochman, pela sugestao do tema;

—ao Centro de Estudos em Financas da Fundagao Getulio Vargas pelo apoio financeiro

e académico.



"O Algoritmo Feynman de Solugcdao de Problemas:
1. escreva o problema;

1. pense muito sobre ele;

1. escreva a solucdo.”

Murray Gell-mann



Resumo

A dissertacao tem como principal objetivo a busca de evidéncias da existéncia de um
componente deterministico no comportamento dos precos de certas agoes negociadas na
Bolsa de Valores de Sao Paulo (BOVESPA) e em indices amplos do mercado, tais como
o Ibovespa e IBX e, como conseqiiéncia, determinar se a Hipotese de Mercado Eficiente
¢ valida para o mercado financeiro brasileiro. Um objetivo secundario é mostrar a apli-
cabilidade de técnicas interdisciplinares ao estudo de financas empiricas, técnicas essas
que, desde sua incepcao, ja levam em consideragao o fato de que os dados estudados nao
atendem ao requisito de normalidade e que as observacoes nao sao independentes entre
si. Essa aplicabilidade j& é largamente demonstrada em inimeros estudos internacionais
e diversas publicagoes no Brasil. Porém, o presente trabalho tentara aplicar uma estru-
tura analitica mais flexivel e computacionalmente mais eficiente, utilizando ferramentas
trazidas do campo da Teoria da Informacao e avancos relativamente recentes da éarea.



Abstract

The present work has as the main objective to search evidence towards the existence of
a deterministic chaotic component in the behavior of the prices of certain stocks negotiated
in the Sdo Paulo Stock Exchange (BOVESPA) and important market indexes, as the
Ibovespa and the IBX and, as a consequence, to verify the validity of the Efficient Market
Hypothesis for the Brazilian financial market. A secondary objective is to show the
viability of interdisciplinary techniques to the study of empirical financial data. Since
their inception, those techniques were developed considering the fact that the studied
series would not be compliant to the normality and independece assumptions. Even as
the secondary objective is already met by a large number of academic literature, including
some important Brazilian papers, the present work will try to apply a more up-to-date
and efficient analytical structure, using tools brougth from the field of Information Theory
and relatively recent published results.
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1 Objetivos e Justificativas

A dissertacao tem como principal objetivo a busca de evidéncias da existéncia de um
componente deterministico no comportamento dos precos de certas agoes negociadas na
Bolsa de Valores de Sao Paulo (BOVESPA) e em indices amplos do mercado, tais como
o Ibovespa e IBX e, como conseqiiéncia, determinar se a Hipotese de Mercado Eficiente é

valida para o mercado acionario brasileiro.

E necessaria uma rapida apresentacio da Hipotese de Mercado Eficiente (HME), in-
troduzida por Fama (1965) para que a discussao tenha continuidade. Ela afirma, de forma

simplificada que:

e Movimentos sucessivos nos precos de um ativo sao estatisticamente independentes,
ou seja, o preco de uma agao hoje, por exemplo, nao influenciara o seu preco amanha.
Outra forma de se colocar essa premissa é afirmar que os retornos de um ativo sao

normalmente distribuidos.

e Em um mercado eficiente, todas as informagoes disponiveis sao instantaneamente

incorporadas ao preco da acao. De acordo com Fama, trés "versoes'"possiveis da

HME, dependendo de quao restrita é essa condicao:
— Hipotese fraca: toda informacao disponivel ao ptablico é contabilizada no preco
da acao.

— Hipotese semi-forte: toda informacao disponivel ao piblico e insiders da em-

presa ja se encontra no preco da acao.

— Hipotese forte: toda informagao disponivel ao publico e insiders, além de in-
formacoes desconhecidas a ambos, é instantaneamente incorporada no preco

da acao.

Além disso, um sistema que apresente um componente deterministico é caracterizado
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de forma que, em uma série de tempo z;, existe uma funcao deterministica f tal que

2y = f(Ti1, T2, Ti—3, ..., €11, €1-2,€1_3) + €, (1.1)

onde e; sao erros observados com média zero, mas nao necessariamente independentes e

identicamente distribuidos (i.i.d.) distribuidos.

Ora, um sistema que apresente um componente deterministico, por exemplo, se as-
sumirmos o preco de uma acao, terd como principal caracteristica o fato de que seu prego
hoje influenciara o seu comportamento futuro, mesmo que tal relacao encontre-se "mas-
carada'por sinais estocasticos. A existéncia dessa dependéncia é uma clara violacao da

HME, tal como apresentada por Fama.

Assim, uma maneira potencial de determinar a existéncia de evidéncias da eficiéncia
de um mercado é seria através da identificacao de possiveis componentes deterministicos
no seu comportamento. Tradicionalmente, isso é feito através da aplicacao de técnicas
economeétricas tais como a analise de rescalonamento ou R/S, como inicialmente realizado
por Lo (1991) e replicado por Lima e Xiao (2004), a analise da fungao de autocorrelagao
de uma série, ou ainda, através do uso de modelos estocasticos lineares, como apresen-
tado por Leal e Ribeiro (2000), Cavalcanti (2003). Porém, o problema de dependéncia
de observacoes passadas ja é objeto de estudo ha muito tempo na anéalise de sistemas
dindmicos nao-lineares, com técnicas particularmente desenvolvidas a partir da teoria do
caos, geralmente originadas para a resolucao de problemas da Fisica, técnicas essas que

serao utilizadas neste trabalho.

J4 foi mencionado que a HME assume como uma das suas hipoteses mais fundamen-
tais sua dependéncia da distribuicao normal dos retornos dos ativos, ou seja, os eventos
medidos sao independentes, nao influenciando uns aos outros e com a mesma probabil-
idade de ocorréncia. Essa premissa de independéncia, ou normalidade dos retornos, é
extremamente importamente no estudo académico de financas, uma vez que ela permite

a aplicagao de um vasto arsenal estatistico sobre os problemas estudados.

Inicialmente, essa premissa era considerada como algo extremamente solido, tanto
em termos tedricos como empiricos. Tanto que diversos autores importantes chegaram a

declarar que

"...ndo hé evidéncia de dependéncias significativas®, tanto de um ponto
de vista de investimento ou estatisco. (FAMA, 1965)

!Fama detectou evidéncias de uma autocorrelacio de primeira ordem de cerca de apenas 0,03 em seu
artigo de 1965.
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ou ainda:

"...nao ha outra proposicao em toda a Economia que possua tamanha
evidéncia empirica a seu favor quanto a Hipotese de Mercados Eficientes.
(JENSEN, 1978, p. 96)"

Porém, Fama (1970) ja comega a acumular resultados contrarios a hipotese de inde-
pendéncia dos retornos e, a partir do trabalho de Jensen, a quantidade de evidéncias con-
trarias publicadas por diversos trabalhos, destacando-se os de Watts (1978), Ball (1978),
Keim e Staumbaugh (1986), French e Roll (1986), Lo e MacKinlay (1988), Fama e French
(1988), Lo e MacKinlay (1990), Fama (1991) mostrou a necessidade inadiavel de uma
ampla revisao dessa premissa. Minardi (2002), procurou e encontrou, evidéncias nesse

sentido no mercado brasileiro.

Como o mercado financeiro nao atende a essa restricio de normalidade — problema
muito provavelmente identificado inicialmente por Mandelbrot (1963b, 1963a), Fama
(1965), mas s6 notadamente popularizado pelo artigo de Lo e MacKinlay (1988) — foram
desenvolvidos diversos ajustes que criam estruturas estatisticas que, mesmo nao sendo
normais e independentes, sao proximas o bastante para permitir o uso do ferramental
estatistico tradicional, mesmo que com algumas adaptacoes. Mas essa logica, aliada ao
fato de que a anélise estatistica dos mercado veio antes do surgimento da HME, tem nos
levado a um processo de racionalizacao que tenta justificar o uso de técnicas estatisticas
em um ambiente improprio, mas que tem sido tao usadas nos iltimos 30 anos de pesquisa
académica que elas se tornaram quase um vicio, sendo cada vez mais dificil deixé-las de

lado.

Combinado a esse problema, ainda temos a relativamente recente atencao dada as
distribuigoes estaveis, desenvolvidas por Lévy (1925), que tém consistentemente demon-
strado uma melhor capacidade de descricao do comportamento dos retornos dos precos
de agoes Leal e Ribeiro (2000), Romanovsky (2000), Mantegna e Stanley (1994), Gopikr-
ishnan et al. (1999), Viswanathan et al. (2002), Cavalcanti (2003), uma vez que elas
apresentam as conhecidas "caudas gordas"empiricamente observadas, ou seja, uma cur-
tose mais proxima a realidade. O problema da freqiiéncia excessiva de eventos extremos,
uma critica bastante comum & aplicagao de distribuicoes estaveis, também foi resolvida
Mantegna e Stanley (1994), o que torna ainda mais visivel a ndo-normalidade das séries

de tempo financeiras.

Temos entao um objetivo secundario, que é mostrar a aplicabilidade de técnicas in-

terdisciplinares ao estudo de financas empiricas, técnicas essas que, desde sua incepcao,



1 Objetivos e Justificativas 13

j& levam em consideragao o fato de que os dados estudados nao atendem ao requisito
de normalidade e que seus eventos nao sao independentes entre si. Essa aplicabilidade
ja é largamente demonstrada em intiimeros estudos internacionais Scheinkman e Lebaron
(1989), Hsieh (1991), Lebaron (1994), Abhyankar, Copeland e Wong (1995), Mantegna e
Stanley (1995), Schittenkopf, Dorffner e Dockner (2001), Garrett e Taylor (2001) e diver-
sas publica¢oes no Brasil Brundo (1998), Francisco, Paiva e Rosenfeld (2002), Cavalcanti
(2003) . Porém, em um artigo recentemente publicado, Small e Tse (2003) mostraram
que, na maioria dos estudos, tal andlise é feita de forma arbitrariamente rigida, no sentido
de que apenas duas classificacoes eram possiveis as séries analisadas: ou a série apresen-
tava comportamento cadtico, ou nao. Mas, como é sabido da experiéncia empirica em
Financas e Economia, séries de tempo financeiras apresentam, simultaneamente, compo-
nentes estocasticos (aleatorios) e caodticos (deterministicos). Dessa forma, esse trabalho
tentarad introduzir uma estrutura de analise mais flexivel e com técnicas um pouco mais

atualizadas do que artigos ja publicados até o momento no Brasil.

Por exemplo, Brundo (1998) descreveu a aplicagdo de uma das estatisticas de uso
mais amplo na deteccao de comportamento nao-linear, a estatisca BDS, introduzida por
Brock et al. (1995), que tem como objetivo verificar se as observagoes analisadas tém como
processo gerador um sistema cadtico. Tal estatistica representa um teste rigoroso para
caos deterministico, porém, nao se sabia na data de publicacao do trabalho, os efeitos da

aplicacao de filtros lineares sobre essa estatistica. Esses efeitos serao discutidos na secao
(2.1).

Outros autores brasileiros, notadamente Francisco, Paiva e Rosenfeld (2002), Rochman
(2002), também ja aplicaram técnicas originadas da Fisica sobre séries temporais economi-
cas e financeiras, mostrando que o uso do ferramental proveniente do caos deterministico
pode ser facilmente aplicado aos dados brasileiros com resultados dignos de maior estudo

e aprofundamento.

Em termos de similaridade, a metodologia usada por Francisco, Paiva e Rosenfeld
(2002) se aproxima do presente trabalho no que se refere a reconstrugdo do espago de
fase, mas com diferencas importantes. Primeiro, calculamos a defasagem de tempo para a
reconstrucao dos espacos de fase utilizando o método da informacao mitua média sugerido
por Abarbanel (1995), ao invés de assumirmos 7' = 1. Segundo, definimos o nimero de
dimensoes necessarias ao desdobramento do atrator através do método de falsos vizinhos,
desenvolvido por Kennel, R. e Abarbanel (1992). Finalmente, o calculo do expoente de

Lyapunov sera feito através do algoritmo desenvolvido por Rosenstein, Collins e Luca
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(1993), Kantz (1994) que, ao contrario daquele originalmente proposto por Wolf et al.
(1985) e empregado por Francisco, Paiva e Rosenfeld (2002), ndo assume a presenca de

determinismo na série.

1.1 Conceitos Fundamentais da Teoria do Caos

Para um melhor entendimento do trabalho, tentaremos apresentar de maneira intu-
itiva e, conseqiientemente, um tanto informal alguns conceitos fundamentais da Teoria do
Caos. Uma vez que o presente trabalho tem como foco séries de tempo financeiros, evitare-
mos discussoes detalhadas dos conceitos matematicos envolvidos, focando a discussao nos

passos mais importantes e conseqiiéncias das mesmas ao trabalho.

1.1.1 Caos e Comportamento Cadtico

Formalmente, nao hé defini¢cao para o termo caos, porém, diversos autores, tais como
Strogatz (1994), Abarbanel (1995), Kantz e Schreiber (2004) mencionam trés caracteris-

ticas que acabam compondo a seguinte defini¢ao:

Caos ¢ o comportamento aperiodico de longo prazo em um sistema deterministico que

exibe sensibilidade as condicoes iniciais.

i A expressao comportamento aperiodico de longo prazo refere-se as trajetoérias que nao
convergem a pontos fixos, orbitas perioédicas ou quase-periddicas quanto t — oo.
Nao seria exagerado afirmar que tais trajetorias ocorreriam com uma probabilidade

diferente de zero, dadas condicoes iniciais aleatorias.

ii O termo deterministico diz respeito ao fato de que o sistema nao é alimentado com
dados ou parametros aleatorios, ou seja, "ruidos". O comportamento irregular origina-

se da nao-linearidade intrinseca ao proprio sistema.

iii A sensibilidade as condicoes iniciais significa que trajetorias inicialmente préximas

umas das outras se afastam de acordo com taxas exponenciais.

1.1.2 Atratores Estranhos

Outro conceito fundamental ao trabalho é o do atrator, que também nao possui uma

definicao formal, sendo o conceito em si repleto de sutilezas que dificultam uma explicacao
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simples. Assim, enquanto a seguinte definicao, dada por Strogatz (1994) e complementada
por Sprott (2003) possa ser considerada um tanto informal, ela contém as principais

caracteristicas de um atrator. Seja um conjunto fechado A com as seguintes propriedades:
i A éum conjunto invariante: qualquer trajetoria x(t) que comece em A, permanecera
em A indefinidamente.

ii A atrai um conjunto aberto de condigoes iniciais, ou seja, existe um conjunto aberto
U contendo A tal que se x(0) € U, entdo a distancia de x(t) para A tendera a 0
quanto t — oo. Assim, A atrairad todas as trajetorias que comecem suficientemente

perto dele.
iii A & ménimo: nao ha nenhum subconjunto de A que satisfaca as condigoes (i) e (ii),
ou seja, ele é ergddico.
Além dessas caracteristicas basicas, um atrator estranho exibe condicoes adicionais
i Ele é um fractal, objetos geométricos com estruturas auto-similares em qualquer escala
de tamanho e, geralmente, com dimensoes nao-inteiras.

ii Normalmente, ele sera cadtico, apresentando sensibilidade as condicoes iniciais.
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2 Hipoteses e Metodologia

Ao contrario do que tem sido feito em termos de identificacdo de comportamento
cadtico deterministico em séries de tempo financeiras, como foi mencionado na secao
anterior, a dissertacao verificara a validade de uma hipdtese mais abrangente e, assim,
mais flexivel e compativel com a realidade observada na andlise desse tipo de série de

tempo.

Hipdtese 1: Nao hd evidéncia de existéncia de um componente deterministico na

série de tempo analisada.

Assim, classificamos o comportamento de uma série de tempo como contendo um
componente deterministico ou nao. E importante notar que tal hipotese nao leva em
consideracao a existéncia ou nao de componentes nao-lineares na série, fato comum quando

tratamos do caso de séries temporais financeiras.

Com isso, havendo evidéncias de componentes deterministicos na série, segue como
conseqiiéncia natural a conclusao de que o preco do ativo hoje mantém algum tipo de
relacao com seu comportamento passado. Caso existam indicagoes nesse sentido, teremos
um forte indicio de que aquele ativo em particular nao seria compativel com, nem ao

menos, a versao "fraca"da HME.

A verificacdo dessa hipotese sera feita através do uso de técnicas originadas do estudo

de sistemas dinamicos nao-lineares e que, apesar de todas elas poderem ser utilizadas
d idéncias' d Ot 1 delas fi ifi

para detectar evidéncias™ de comportamento cadtico, algumas delas foram especificamente

desenvolvidos para testar a nao-linearidade de uma série, condi¢ao necessaria (mas nao

suficiente) para o caos.

O primeiro (e talvez, o mais importante) passo no trabalho consiste na reconstrucao

do espaco de fase para que entao possamos estudar a dindmica das séries. Uma descricao

Ino caso de séries temporais financeiras, freqiientemente é impossivel afirmar com certeza a existéncia
de um componente deterministico
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detalhada dos conceitos e técnicas envolvidas é dado no capitulo 3. Aqui basta dizer
que, fundamental para essa tarefa é o teorema de embedding, atribuido a Takens (1981)
e que garante a transicido de observacoes escalares s(k) = s(to + k7s) a um espago de fase
multivariado. Para a aplicacao desse teorema, ¢ necessaria a determinacao adequada de

dois parametros, o lag de tempo (7) e o nimero de dimensées (d).

Uma vez feito isso, passamos a busca de evidéncias de comportamento deterministico
nas séries. Isso sera realizado através do calculo de valores que nos quantifiquem certas
propriedades, mais especificamente a dimensao de correlagao e os expoentes de Lyapunov,
escolhidas por dependenderem significativamente dos procedimentos de mensuragao, sis-

tema de coordenadas escolhido etc., sendo quantidades invariantes.

Como se tornou necessaria a implementacao de grande parte dos algoritmos usados
no presente, a fim de testar sua validade e introduzir os conceitos usados, inicialmente
serao utilizados como dados de anilise as observacoes do componente z(t) do modelo
de Lorenz, descrito pelo sistema de equagoes (3.9), sendo o mesmo um sistema cadtico
com caracteristicas extensivamente estudadas e freqiientemente usado como referéncia no

estudo de aplicacoes de novas técnicas nao-lineares.

Assim, apés a apresentacao teoérica e validacao dos algoritmos, o capitulo 5 serd ded-
icado exclusivamente a analise dos dados empiricos com o uso desse ferramental, per-
mitindo um estudo mais aprofundado das vantagens e problemas especificos relacionados

a0 seu uso as séries temporais financeiras.

2.1 Dados

As séries temporais analisadas no trabalho foram escolhidas pela sua representativi-
dade no mercado financeiro brasileiro, assim como pelas suas caracteristicas de liquidez (o
que nos possibilita uma maior quantidade de observagoes) e freqiiéncia. Dentro do periodo
compreendido entre marco de 1994 e julho de 2004 foram coletadas as séries diarias corre-
spondentes ao indice Ibovespa e IBrX, o cAmbio real-dolar (PTAX), assim como os pregos
das agbes da Petrobras PN (PETR4) e Embratel Participa¢oes PN (EBTP4).

Todas as séries contém os valores de fechamento dos ativos, sendo obtidas a partir
da base de dados Economética, tendo sua consisténcia verificada para eventuais erros da
base. A partir delas, foram calculados os retornos diarios, sobre os quais as analises foram

realizadas, dados por
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(PtH)
ry =log | — | .
Dt

onde p;y1 e p; correspondem aos precos do ativo nas datas ¢ + 1 e ¢, respectivamente.

(2.1)

Tabela 2.1. Descrigao resumida das séries de tempo analisadas.

Série Simbolo | Primeira Data | Ultima Data | Observacdes
Ibovespa IBOV 03/01/1994 15/10/2004 2.634
IBrX-50 IBRX 30/12/1997 15/10/2004 1.684
Cambio Real-Délar PTAX 01/04/1999 15/10/2004 1.369
Petrobras PN PETR4 | 01/03/1994 15/10/2004 2.629
Embratel Participacoes PN | EBTP4 | 21/09/1998 | 15/10/2004 1.506

O ntamero de observagoes de cada série é mostrado na tabela (2.1). Vale notar que,

na pratica, teremos n — 1 observacoes disponiveis devido ao calculo dos retornos diarios.
Podemos observar graficamente a evolugao dos precos desses ativos a seguir:

Como Scheinkman e Lebaron (1989) chamam a atencao para o fato de que dados
diarios de precos de ativos financeiros sao sensiveis a fendmenos de mercado, tais como
efeitos de fim de semana, por exemplo, sendo assim, mais ruidosos. Diante disso, eles
recomendam o uso de dados semanais, mas, diante do nimero bastante limitado de ob-
servagoes, seguiremos a linha de Brundo (1998), que utiliza séries diarias devido & mesma

limitacao.

E importante notar que, ao contrario do tradicionalmente feito na literatura estatistica
e econdmica, como aplicado, por exemplo, por Brundo (1998) e por Rochman (2002), ndo
aplicaremos filtros lineares sobre os dados da forma como normalmente isso é feito, ou

seja, aplicando-se o branqueamento total da série.

O uso desses filtros deve-se ao fato, bastante conhecido, de que correlagoes lineares
simples podem levar algoritmos de calculo de quantidades invariantes (tais como a di-
mensao fractal e os expoentes de Lyapunov) a resultados espirios e, assim, pelo menos
teoricamente, o seu uso evitaria esse tipo de problema, tornando a série espectralmente
mais plana ao mesmo tempo em que as estruturas deterministicas de um processo ca6tico
subjacente permaneceriam inalteradas. Porém, na pratica, isso freqiientemente nao ocorre
e, como demonstrado por Theiler et al. (1992), Theiler e Eubank (1993), Sauer e Yorker
(1993), esse processo tem o potencial de degradar seriamente as estatisticas BDS, McLeod-

Li e, muito provavelmente, a dimensao de correlacao quando utilizado indiscriminada-
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mente.

(...) [particularmente| o uso de filtros lineares relacionados ao processo
de branqueamento raramente é 6timo e, usualmente, degrada a qualidade
dos dados. (...) [em alguns casos| a filtragem linear é vantajosa, mas
um branqueamento completo nao é recomendado. (THEILER, 1993, p.
6).

O processo em si é bastante simples. Dada uma série temporal x;, sabemos que o

melhor previsor linear z; é dado pelo modelo

q
Ty =ag+ Z ApTi—k (2.2)
k=1

e que os seus residuos e; = x; — Iy, ou seja, aquilo que nao foi capturado pelo modelo

é dado por

€t = Ty —

q
ag + Z akxtk] s (23)
k=1

onde ¢ é a ordem do modelo e os coeficiente a; sao obtidos por minimos quadrados.

Uma amostra bastante simples do efeito da aplicacao de um filtro linear é dado por
Theiler e Eubank (1993) e reproduzido aqui. Utilizando o componente x(t) de um mapa,
de Hénon e passando seus valores por um filtro de ordem ¢ = 6, escolhido com base
no critério de informacgao de Akaike (AIC). Fica evidente pelas Figuras (2) e (3) que o
atrator é completamente distorcido pela aplicacao do filtro, escondendo consideravelmente

seu determinismo.

E importante discorrer rapidamente sobre os efeitos da aplicacao de filtros lineares
especificamente sobre a estatistica BDS. A filtragem fornece uma solucao simples para
se testar a nao-linearidade de uma série temporal. Ora, como os residuos de uma série
filtrada nao terao correlacoes lineares, entao quaisquer correlacao encontradas neles de-
verao ter origem nao-linear. Diante disso, a estatistica BDS é equivalente a um teste
de independéncia dos residuos. Mas, Theiler e Eubank (1993) mostra que testes cujo
primeiro passo consiste nessa filtragem apresentarao um desempenho degradado quando
os dados sao cadticos, sugerindo sua aplicagao sobre os dados originais e comparada contra

conjuntos de surrogates apropriados.

Porém, o uso adequado de filtros lineares ainda pode ser uma ferramenta valiosa no
caso de séries temporais financeiras, uma vez que esse tipo de dado contém uma quantidade
significativa de correlagoes lineares. O ponto a ser lembrado estd no fato de que ndo se

deve utilizar critérios lineares, tais como o AIC ou Schwartz, para determinar a ordem
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do filtro, sendo necessario testar diversos valores para ¢ verificando seu efeito sobre as

estatisticas discriminantes, aqui no caso, correspondendo a dimensao de correlagao.
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3 Reconstrucao do espaco de fase

O objetivo deste capitulo é apresentar as metodologias utilizadas na reconstrucao
do espaco onde a dinamica estudada se desenvolve. Iniciamos a discussao com aspectos
gerais envolvidos e, em seguida, uma anélise detalhada dos passos seguidos e dos resultados

esperados e obtidos nessa etapa.

O primeiro passo ao buscarmos evidéncias de comportamento deterministico em séries
temporais financeiras é reconstruir a dinamica do sistema que a originou. Porém, como
capturar o comportamento de todo um sistema tendo a nossa disposicao apenas um vetor
composto por quantidades escalares? O teorema que nos garante a possibilidade de tal
andlise, ou seja, que nos permite a transicao de um conjunto de observacoes escalares
para um espago de fase multivariado é atribuido a Takens (1981), sendo conhecido como
teorema de imersdo. Suponha um sistema dindmico x(n) — (x(n)) = x(n + 1), onde
o espaco de fase x(t) é multidimensional. Se formos capazes de observar uma unica
quantidade escalar h(-) de alguma fun¢ao vetor das variaveis dinamicas g(x(n)), entao a
estrutura geométrica da dinamica multivariada pode ser desdobrada a partir desse con-
junto h(g(xz(n))) de medidas esclares em um novo espago, criado com novos vetores, cujos

componentes consistem de h(-) aplicado a poténcias de g(x(n)). Assim, esses vetores

y(n) = [h(x(n)), h(g" (x(n))), M(g"™ (x(n))), -, h(g"** (x(n)))], (3.1)

dentro de um espaco euclidiano com suficientes d dimensoes, recriarao a maioria das
propriedades do sinal multivariado desconhecido x(n) no novo espaco vetorial y(n), partic-
ularmente, Takens (1981) nos garante que a seqiiéncia dos pontos y(n) — y(n+1), ou seja,
a evolucao do sistema no tempo, é a mesma da dindmica desconhecida x(n) — x(n + 1).
Uma conseqiiéncia critica desse fato é a de que a dimensao do espaco original nao precisa

ser necessariamente a mesma do espaco de fase reconstruido.
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Com isso, fazendo a funcdo escalar h(-) como sendo a variavel escalar observada s(n)
h(x(n)) = s(n), (3.2)

e escolhendo para a funcdo geral g(x) a operagao que leva algum vetor inicial x para
algum tempo defasado 75 posterior, de tal maneira que a Tj-enésima poténcia de g(x)
torna-se

gl (x(n)) = x(n + T) = x(to + (n + Ti)7s), (3.3)

entao os componentes de y(n) assumem a forma
y(n) =[s(n),s(n+T11),s(n+T3),...,s(n+ Ty_1)]. (3.4)

Abarbanel (1995) simplifica ainda mais a implementac¢do do teorema, sugerindo como
escolha para T, = kT, ou seja, que as defasagens sejam qualquer inteiro multiplo de um

valor T, fazendo com que os vetores y(n) tornem-se

y(n)=I[s(n),s(n+7T),s(n+27),...,s(n+T(d—1))]. (3.5)

Esse novo espaco é relacionado ao espago original de x(n) através de transformagoes
continuas e diferenciaveis. De fato, o objeto geométrico (o atrator, utilizando os termos
de sistemas dinamicos) formado pelos vetores f(n) é praticamente equivalente ao atrator
do espaco original se, como ja mencionado, d for grande o bastante. Mais precisamente,
o teorema de imersao menciona que, caso a dinamica se encontre em um conjunto de dy4
dimensdes (onde d4 pode ser fracional), entao escolher a dimensao inteira d do espago des-
dobrado, onde d > 2d,4, serd suficente para remover quaisquer ambigiiidades resultantes
da projegao das observagoes sobre h(-) ou s(n). Ainda, pode ser possivel determinar uma

dimensao necessdria, menor que a suficiente d > 2d 4.

Tal discussao em torno do niimero de dimensoes necessarias para se desdobrar o atrator
é fundamental & aplicacao prética do ferramental aqui apresentado a séries temporais
financeiras devido a existéncia de "ruidos"na série. Definimos ruido como seqiiéncias de
numeros aleatérios e que possuem um nimero infinito de dimensoes, ou seja, uma série
contendo ruidos sempre podera ser desdobrada numa dimensao superior aquela necessaria
a observacao da dinamica nela contida. Com isso, dependendo da técnica usada, a escolha
de um namero excessivamente grande de d dimensoes acrescenta redundéancia (no caso de
séries nao contaminadas por ruidos), além de afetar negativamente o desempenho de

diversos algoritmos, tais como os expoentes de Lyapunov.
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3.1 Determinando a defasagem

Apesar do teorema de imersao Takens (1981) nos fornecer o ferramental bésico para
a reconstrucao do espaco de fase, ele nao mencionada nada a respeito da escolha da
defasagem de tempo T a ser usando no processo. Diante dessa omissao e da inexisténcia
de qualquer teorema que nos forne¢a um embasamento para essa escolha, Abarbanel (1995)
discute extensivamente o problema, permitindo a elaboracao de uma "lista"de requisitos

que T deve atender:

i Ele deve ser algum miiltiplo do tempo de amostragem 7,, uma vez que temos dados

apenas nesses tempos.

ii Se a defasagem for muito curta, as coordenadas s(n) e s(n+1T) que desejamos usar no
vetor reconstruido yn nao serao suficientemente independentes, ou seja, nao havera
passado tempo suficiente entre as observacoes para que o sistema tenha evoluido o

suficiente para que novas informacoes a respeito da sua dinamica possam ser obtidas.

iii Da mesma forma, se T for excessivamente longo, s(n) e s(n+ 1) parecerao completa-
mente aleatorias em relacao uma a outra devido a instabilidade intrinseca dos sistemas

caoticos.

Com essa lista em maos, percebe-se que a metodologia para se chegar & melhor escolha
para T pode ser baseada em um aspecto fundamental do proprio caos: sua capacidade de

gerar informacao.

Suponha que tenhamos uma resolugao fixa e finita em nosso espaco de fase, sendo
impossivel distinguir dois pontos x'(¢) e x*(t), localizados dentro de uma bola de tamanho
R no momento ¢t. Em algum tempo posterior ¢’ a distancia entre esses pontos cresceu para
|x!(t) — x2(t')] ~ |x'(t) — x*(t)| exp[A|t’ — t]]; A > 0. Se essa distancia for maior que R,
entao seremos capazes de distinguir entre as orbitas x'(¢') e x*(t'), de maneira que a
instabilidade do sistema revelou uma informacao sobre o espaco de fase que nao estava
disponivel anteriormente ao nos permitir observar a existéncia de duas 6rbitas onde antes

acreditavamos haver apenas uma.

Essa capacidade de geracao de informacao é fundamental na andlise de sistemas
dinamicos nao-lineares pois, caso o sistema fosse linear e estavel globalmente, todos os A
do exemplo anterior seriam nulos ou negativos, sem haver a producao de qualquer tipo de

informacao.
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Em um sistema nao-linear com d graus de liberdade, haverao d expoentes como \; >
A2, ..., > Ag, sendo que a sua soma serd negativa e pelo menos um deles serd positivo.
Por um lado, esse expoente positivo promove o afastamento exponencial das trajetorias.
Porém, ao mesmo tempo, a soma dos expoentes é negativa, ou seja, as trajetorias no
atrator permanecerao confinadas a uma regiao do espaco de fase. Essa interacao entre

afastamento e confinamento da trajetoria é que origina a dinadmica cadtica de um sistema.

3.1.1 Expansao e Contracao do Atrator

Intuitivamente, a resposta a essa aparente contradicao — como trajetorias podem se
afastar e ainda assim permanecerem dentro de uma regiao compacta? — foi dada por

Hénon (1976) e Rossler (1976), através dos conceitos de expansdo e contracio.

Por exemplo, se tomarmos um retangulo abed como um conjunto de condigoes iniciais,
um atrator estranho surgird quando a trajetoria contrair o retangulo em algumas direcoes
(ou seja, o efeito da dissipacao) e estica-lo em outras (o afastamento exponencial das
condigbes iniciais). Porém, essa expansao nao pode continuar indefinidamente pois, para
que o retangulo permanega dentro da regiao compacta do espaco de fase, ele deve ser

dobrado sobre si mesmo.

Assim, o retangulo abed é achatado, expandido e contraido numa ferradural o/, b, ¢, d',
como mostrado em S;. Se repetirmos o processo, S; se transformara em S, e assim
sucessivamente. Assim, o conjunto S, consistird em um nimero infinito de camadas
separadas por distancias de diversos tamanhos que, se for feita uma seccao transversal
do mesmo, chegaremos a uma representagao da estrutura fractal do atrator, conseqiiéncia

das expansoes e contragoes que geraram S..

3.1.2 Informacao mutua média

O conceito de informacao mutua — introduzindo por Shannon (1948) — entre duas
medidas a; e b; sorteadas de conjuntos de possiveis medidas A e B refere-se & quantidade
de informacao que pode ser aprendida a partir de a; sobre a medida de b;. Em termos

binarios, isso seria

PAB(CLi,bj)
082 {PA(%)PB(@)} ’ (36)

onde P4p(a,b) é a densidade da probabilidade conjunta para medidas A e B que resultam

nos valores a e b. P4(a) e Pg(b) sdo as densidades das probabilidades individuais para

1Sem relagao a ferradura de Smale



3.1 Determinando a defasagem 27

as medidas de A e B. Assim, se a medida de um valor de A que resulta em a; for com-
pletamente independente da medida de B que resultou em b;, entdo P4p(a,b) se tornard
P4(a)Pp(b) e a quantidade de informagao entre as medidas, ou seja, a informagao mutua,
serd zero. A meédia de todas as medidas dessa estatistica informacional é a informacao
mutua média entre as medidas A e B e é dada por

[ Pap(a;, b;) } |

Lap = ZPAB(aivbj) log, Pa(a;)Ps(b;)
i j

a;,b;

(3.7)

Com essa quantidade, podemos estabelecer um critério para determinar a dependéncia
mutua entre medidas s(t) tiradas em um tempo t e medidas s(t +7") em um tempo t+ 7.
Se assumirmos as observagoes s(n) como sendo o conjunto de medidas A e os valores de
s(n 4+ T) como sendo as medidas B, entdao a informac¢do mutua média entre esses dois
conjuntos sera

P(s(n),s(n+1T))
P(s(n))P(s(n+1T)) ]

I(T)= Y P(s(n),s(n+T))log, (3.8)
)

s(n),s(n+T
De acordo com Fraser e Swinney (1986), a funcao I(7") pode ser usada como uma espécie
de fungao de autocorrelagdo nao-linear para determinarmos quando os valores de s(n) e
s(n+1T') sdo suficientemente independentes entre si para serem tteis como coordenadas em
um vetor defasado no tempo, mas nao tao independentes a ponto de nao terem nenhum
tipo de relacao entre si. A sugestao dada por Fraser e Swinney (1986), Abarbanel (1995) é
a de tomarmos como 7' o primeiro minimo de I(7T) e utiliza-lo na reconstrugao do espago

de fase.

Como um exemplo da aplicacao do conceito da informacao mitua média, utilizaremos
o sistema de equagoes desenvolvido por LORENZ (1963) e que serviu como referéncia na
verificacao da validade dos algoritmos escritos para a realizacao do trabalho, baseados

particularmente em Abarbanel (1995). As equagoes que compoem o sistema sao

T = o(y—x)
y = —xz4+rr—y (3.9)

z = xy—bz.

Para a geracao dos dados, foram utilizados como parametros os valores 0 = 16, b =4 e
r = 45,92 e um algoritmo de Runge-Kutta de quarta ordem com intervalos de 7, = 0,01.
Como podemos notar na Figura (4), o modelo de Lorenz nos oferece um dos sistemas

caOticos mais familiares e utilizados no teste de novas técnicas de analise nao-linear.
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Figura 6: Espectrograma do componente z(t) do modelo de Lorenz.

A figura (5) isola a série temporal correspondendo ao componente x(t) do modelo de
Lorenz. Os parametros fornecidos ao modelo geram um comportamento nao-periédico e
cadtico, com um atrator de dimensao d, ~ 2,06. Sobre essa série é que serao testados os
algoritmos do presente trabalho, uma vez que suas caracteristicas sao bastante conheci-
das, permitindo um teste com resultados conhecidos de antemao, antes de aplicarmos as
técnicas sobre dados reais, sujeitos a diversos problemas potenciais e que complicariam

consideravelmnete a verificacao da validade dos algoritmos.

De forma extremamente ilustrativa, podemos aproveitar a seqiiéncia de analise usada
em Abarbanel (1995), onde o autor aplica duas técnicas bastante usadas na analise tradi-
cional: o espectrograma e a funcao de autocorrelacao. Como podemos observar pelas
figuras (6) e (7), nada podemos aprender de relevante, uma vez que espectro do sinal
x(t) é praticamente "branco"e, por outro lado, a func¢ao de autocorrela¢do nos indica um

T ~ 30, ou seja, seu primeiro zero.

Finalmente, calculamos a informac¢ao miatua média I(7T') para diversas defasagens de
tempo, o que resulta na curva mostrada a Figura (8), onde podemos notar facilmente que
o primeiro minimo do grafico ocorre em T = 10, valor esse utilizado na reconstrucao do

espaco de fase.

E interessante observar que o fato de que freqiientemente s6 podemos estimar uma

regiao onde o minimo do grafico de I(T") se encontra nao é considerado como um problema,
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Figura 9: O efeito de diferentes defasagens de tempo sobre o atrator reconstruido a partir
do componente z(t) do modelo de Lorenz.

uma vez que essa metodologia varia de forma elegante em torno do primeiro minimo real
de I(T), como é facil notar na Figura (9). Nela, podemos observar que existe poucas
diferencas nos atratores reconstruidos para T'=8, T' =10 e T' = 12. Porém, ¢ instrutivo
também perceber a mudanca sofrida pelo atrator quando utilizamos o T indicado pela

funcao de autocorrelacao.

3.2 Determinando a dimensao do espaco de fase

Uma vez definida a defasagem de tempo T para o espago de fase reconstruido, pas-
samos ao problema da determinagao da dimensao global, ou seja, o nimero de coordenadas
inteiras necessarias para desdobrar as 6rbitas do atrator, que originalmente se desenvolveu
em um espaco dimensional superior e, devido a projecao do mesmo em um espago com
menos coordenadas, fez com que o mesmo se dobrasse sobre ele mesmo. A menor dimensao
que desdobra o atrator de forma que nenhuma dessas sobreposicoes ocorra ¢ denominada

dimensao de imersao dg, onde dg é um valor inteiro.
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Um ponto importante deve ser feito sobre a dimensao global de imersao dg: para duas
quantidades observadas sa(n) e sg(n) medidas do mesmo sistema, nada garante que a
dimensao global dg serd a mesma para as duas, uma vez que cada observagao gerara uma
diferente combinacao nao-linear das varidveis da dinamica original, podendo gerar um

mapeamento diferente do espaco original x(n) em um espaco reconstruido na dimensao

dp.

O teorema de imersao afirma que, se a dimensao do atrator definido pelas orbitas
for igual a d4, entdao a condicao suficiente para desdobra-lo com certeza em um espaco
de dimensao dg serd dg > 2d4. Por exemplo, sabe-se que para o modelo de Lorenz,
dy =~ 2,006, o que nos indica, de acordo com o teorema de imersao, que alguma dimensao
dg, onde dg < 5, serd suficiente para desdobrar o atrator de Lorenz que temos usado

como exemplo antes de aplicarmos o ferramental sobre dados reais.

3.2.1 O problema dos falsos vizinhos

Utilizaremos aqui a técnica de falsos vizinhos globais para determinarmos qual dimen-
sao utilizar na reconstrucao do espaco de fase. Tal técnica, além de computacionalmente
simples e rapida, tem a grande vantagem de, na presenca de dados com contaminacao
de alta dimensao, ou seja, caracteristicas que esperariamos de ruidos, falha de forma

"graciosa", nao eliminando sua utilidade qualitativa.

O conceito de falsos vizinhos, introduzido por Kennel, R. e Abarbanel (1992) e mais
tarde aperfeicoado por Kantz, Hegger e Schreiber (1999) tem como idéia basica buscar
por pontos que sao vizinhos no espaco reconstruido, mas que nao deveriam ser, devido as

diferencas nas suas evolugoes.

Ao analisarmos os mesmos dados em uma dimensao inferior d < dy estamos efeti-
vamente eliminando eixos do sistema de coordenadas do espaco onde a dinamica se de-
senvolve, um processo denominado projecao. Dessa forma, os pontos cujas coordenadas
sao completamente diferentes, mas que foram eliminadas pela projecao, podem se tornar

falsos vizinhos no espaco d dimensional.

Suponha o espaco de fase reconstruido na dimensao d e defasagem de tempo T

y(k) = [s(k), s(k +T),...,s(k+ (d— 1)T)]. (3.10)



3.2 Determinando a dimensdo do espago de fase 33

Seja o vizinho mais proximo de y (k) no espaco de fase o vetor
YV () = [V (), SV (£ T), ., sV (ko (d — T, (3.11)

onde k mantém uma pequena semelhanca em relacdo ao k do vetor y(k). Assim, se
o vetor yVN (k) for realmente um vizinho de y(k), entao isso ocorreu devido & propria
dinamica do sistema. Caso contrario, se o vetor yV¥ (k) chegou a vizinhanga de y(k)
por projecao, uma vez que a dimensao corrente d nao foi capaz de desdobrar o atrator,
entao espera-se que, uma vez nos dirigindo a dimensao seguinte d 4+ 1, moveremos este
falso vizinho para fora das redondezas de y(k). Se repetirmos esse procedimento para
cada ponto y(k) e buscando qual dimensao é necesséaria para removermos todos os falsos

vizinhos, chegaremos a dg onde o atrator é desdobrado.

Kennel, R. e Abarbanel (1992) desenvolveu uma metodologia relativamente simples
para determinarmos quando um ponto y(k) e seu vizinho proximo yV¥ (k) como vistos na
dimensao d encontram-se préoximos ou distantes entre si na dimensao d + 1. Se compara-
rmos a distancia entre os vetores y(k) e y¥¥ (k) na dimensao d com a distancia entre os

mesmos vetores na dimensao d+ 1, podemos distingiiir um vizinho falso de um verdadeiro.

Se partirmos da dimensao d para d + 1, os componentes adicionais dos vetores y(k) e
y "N (k) serdo simplesmente s(k+dT) e sV (k+dT'), respectivamente. Basta compararmos
|s(k+dT)—s¥N(k+dT)| com a distancia euclidiana |y (k) —y~" (k)| entre os vizinhos mais
proximos na dimensao d. Se a distancia adicional em d+ 1 for grande quando comparada

a distancia em d, teremos um falso vizinho.
Seja o quadrado da distancia euclidiana entre os pontos na dimensao d

Ry(k)* = [s(k+ (m — )T) = s"N(k + (m — )T, (3.12)

m=1

e na dimensao d + 1

Ry (k)* = ) [s(k+ (m—1)T) = s"V(k+ (m — )T, (3.13)
= Ry(k)*+ |s(k +dT) — s"N(k +dT)|>. (3.14)

Temos que a distancia entre dois pontos na dimensao d+1 relativa a distancia na dimensao

d ¢ igual a

RaE 0 ' (3.15)

Se essa quantidade for maior que um certo valor, entao teremos um falso vizinho. Esse

\/ 2, (k) = Ra(k)> _ [s(k +dT) — s" (k + dT)|
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Figura 10: Propor¢ao de falsos vizinhos para o componente z(¢) do atrator de Lorenz
para T = 10 e diversas dimensoes.

valor r deve ser grande o bastante para permitir o afastamento exponencial caracteris-
tica do caos deterministico. Abarbanel (1995) sugere r = 15. No caso mais especifico
de dados originados de séries de tempo financeiras, onde temos um conjunto de dados
pequeno e, muito provavelmente, imerso em uma alta dimensao, diante disso, assumimos
a recomendagdo de Kennel, R. e Abarbanel (1992) que diz que devemos considerar

|s(k +dT) — s"N(k +dT)|

o

> A (3.16)

como sendo um falso vizinho e onde ¢ é o desvio-padrao dos dados. Abarbanel (1995)
sugere A = 2. Assim, um vizinho sera considerado falso se tanto as equagoes (3.15) como
(3.16) forem satisfeitas. E importante notar que ambos os valores recomendados para 7 e

para A nao sao criticos.

Aplicando a técnica de falsos vizinhos sobre o componentes z(t) do atrator de Lorenz,
vemos na Figura (10) que, para uma defasagem T' = 10, obtida pela informagao miutua
média, o percentual de falsos vizinhos cai a zero para dg = 3, indicando o niimero de

dimensodes para desdobrar o atrator a partir dos dados de x(t).
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4 Classificando o Sistema Dindmico

Uma vez que o espaco de fase tenha sido reconstruido, passamos & parte seguinte
da anélise, ou seja, a classificacdo do sistema dinamico. Preferencialmente, utilizamos
medidas que nao variam de acordo com a evolugao do sistema, sendo independentes do
sistema de coordenadas onde o atrator é observado. Em outras palavras, elas nao sao

sensiveis as condicoes iniciais ou a mudancas no sistema de coordenadas usado.

[sso sera feito através de duas técnicas distintas, largamente usadas para esse fim:
dimensoes fractais e expoentes de Lyapunov. A primeira é caracteristica da figura ge-
ométrica do atrator e nos diz como os seus pontos se distribuem no espaco dg. Como
j& vimos na secao (1.1.1), uma caracteristica tipica de atratores estranhos sao dimensoes
com valores nao-inteiros, ou seja, dimensoes fractais. Por outro lado, os expoentes de Lya-
punov nos dizem como as 6rbitas em um atrator se distanciam sob a evolucao do sistema
dinamico, sendo que um expoente méximo positivo de Lyapunov é uma forte evidéncia

de comportamento deterministico.

Vale notar que essas duas quantidades sao apenas dois exemplos de um vasto conjunto
de alternativas possiveis, sendo escolhidas devido ao fato de que eles apresentam resultados

relativamente confidveis para dados empiricos.

4.1 Dimensoes Fractais
Através do teorema ergodico de Eckmann e Ruelle (1985), podemos ver as medidas

invariantes como estatisticas caracteristicas de um sistema deterministico. Assim, usando

a distribuicdo natural dos pontos de um atrator em um espaco R¢, dada por

p(x) = lim % S ol — y()), (4.1)

podemos definir estatisticas onde p(x) funcione como uma funcao densidade de prob-
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abilidade, uma vez que a fracao de pontos dentro de um volume V no espaco de fase é

igual a

/ d?ap(x) (4.2)
v

Citando Eckmann e Ruelle (1985), como esta ¢ a tnica medida invariante associada
a dinamicas instaveis, ela também serd aquela capz de suportar experimentos com dados
empiricos. Também podemos ver que qualquer funcao f(x) no espago de fase pode ser
usada para se definir uma quantidade invariante para a dinamica y(k) — F(y(k)) =

y(k +1). Se integrarmos a fungao com p(x)

L
= ¥ ; fly(k))
= O AF (1) (13)
k=1
(4.4)
onde
F(x) = F(F(x)) (45)
¢ a k-ésima iteragao da dinamica x — F(x), ou seja, assim, F%(x) = x.
Com isso, se avaliarmos a média de f(F(x)), chegaremos a
[ s (B 60) = 7+ L LFG Y+ 1) = Fy(1) (16)

onde, para um N suficientemente grande, tornar-se-a apenas f, demonstrando de

forma simples a propriedade da invariancia.

A fungao f(x) de maior interesse sera aquela que nos diga como o nimero de pontos

dentro de uma bola de raio r evolui a medida que 7 tende a zero. Como o volume ocupado
fera de radi di ao d evolui 4 pod i

por uma esfera de radio r na dimensao d evolui como r¢, podemos esperar que o nimero

de pontos n(x,r) dentro de r em x evolua como
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n(x,r) ~ ri®, (4.7)

para um r pequeno o bastante para que haja um ntmero suficiente de pontos dentro
da esfera, mas nao grande o bastante de forma que r = R4, ou seja, onde ela contenha

todo o atrator. Assim, teremos um r tal que

0< — < 1. 4.8
<<RA<< (4.8)

Caso o atrator fosse um objeto geométrico regular, seria perfeitamente razoével esperar
que d(x) = D para todo x. Porém, em um atrator estranho, ndo podemos assumir
que chegariamos ao mesmo valor D para qualquer X, uma vez que 0 mesmo nao ¢ um
objeto regular e, diante disso, poderiamos dizer que d(x) é uma dimensao local, que sob a
dindmica x — F(x) mudaria para cada x. Assim, para que possamos identificar dimensoes
diante dessa propriedade dos atratores estranhos, precisamos observar o niimero de pontos

y(k) dentro de uma esfera ao redor de algum ponto x no espaco de fase. Isso é feito como

! o 60— Iy (k) —x]) (4.9)

onde 0(u) é a fungao Heaviside

O(u) = 1lseu>0,
= 0seu<0. (4.10)

Como a densidade dos pontos em um atrator nao precisa ser uniforme, os momen-
tos de qualquer fungao f(x) avaliados pela densidade natural p(x) mostrara diferentes

caracteristicas da distribuicao dos pontos.

Fazendo f(x) = n(x, )Y e definindo a funcio C(g,r) como sendo a média de f(x)

em relagao ao atrator, ponderada pela densidade natural p(x):

Clg,r) = / dzp(x)n(x, )@,



4.1 Dimensées Fractais 38

= RS-y )| (111)

Para uma quantidade infinita de dados (N — o0) e um r suficientemente pequeno,

assume-se que a fungao C'(q,r) comporte-se como

Cl(q,r) ~ rla=HDa (4.12)

A fungdo (4.11) é conhecida como sendo a func¢do de correlagdo do atrator, sendo
inicialmente utilizada por Grassberger e Procaccia (1983) para caracterizar atratores sob

o caso de ¢ = 2, uma vez que sua avaliacao ¢ a mais simples em termos numéricos.

A dimensao D, ¢é definida pelo limite

lim log|C(q,7)]

Do = I (g~ 1) loglr]”

(4.13)

q =

Voltando-nos especificamente para o trabalho de Grassberger e Procaccia (1983),

fazendo ¢ = 2, a equagao (4.11) torna-se

CRr) = frar= 2 2 O = ly(m) = y(h)) (114

k=1 n=k+1
que é conhecida como somatorio de correlacao.

Pelas equagoes (4.1) e (4.13) fica facil notar que, na pratica, temos dois problemas
sérios. Primeiro, a equagao (4.1) assume uma quantidade infinita de dados, algo que, no
caso de séries de tempo financeiras, obviamente nao é verdade. Segundo, as possibilidades

de escolhas para r sao limitadas pelos proprio dados.

Diversos trabalhos atacam esses problemas, notadamente Theiler (1990), Ruelle (1990).
Quanto ao primeiro ponto, uma regra simples expressa por Theiler (1990) diz que sdo
necessarios pelo menos 10°2/2 observacoes para uma estimativa confiavel de Dy. Como ja
foi mostrado pela Tabela (?7), tal recomendacgao nao podera ser atendida, o que coloca
em duavida a veracidade completa dos resultados aqui apresentados. Para mitigar parte

desse problema, também serd calculado o expoente maximo de Lyapunov para as séries.

Ja a escolha de r seguird a recomendagao de Kantz e Schreiber (2004), que sugerem

que r seja igual a metade da amplitude do erro médio quadratico da série.
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4.1.1 Correlacoes temporais e graficos de separagao espacgo-temporal

E fato comumente conhecido da econometria de séries temporais financeiras a existén-
cia de correlacoes temporais entre as observacoes e tem impacto direto na avaliacao da

validade dos resultados obtidos.

J4 foi mencionado que o somatorio de correlagao é uma estimativa de uma quantidade
abstrata: a integral de correlagao. Essa estimativa serd nao-viesada se, e somente se, a
amostra usada nao apresentar correlacoes entre os pontos no espaco de fase m-dimensional.
Mas, se a violagao a essa premissa for fraca, o seu impacto pode ser ignorado. Porém, no
caso onde as correlagbes sejam significativas (como em séries temporais financeiras, por
exemplo), isso invalida completamente os valores calculados para a dimensdo fractal do

atrator.

Felizmente, esse problema ¢ de solucao relativamente simples. Uma vez que saibamos
o periodo de tempo dentro do qual as observacoes sao correlacionadas, basta rejeitar os
pares temporalmente proximos. Ja levando em consideragao esse problema, Theiler (1986)

adaptou a equagao bésica (4.14), tornando-a

Cen = o L X =y —y®l). (@15)

k=1 n=k+14+mmin

E preciso entdo definir uma forma de se detectar essas correlacoes temporais e estimar
um valor para ela. Provenzale et al. (1992) resolveu esse problema através do uso de
grificos de separacao espago-temporal, cuja idéia ¢ a seguinte: na presenca de correlacoes
temporais, a probabilidade de que um dado par de pontos tenha entre si uma distancia
inferior a r depende tanto do proprio r como também do tempo passado entre as duas
observagoes. Essa dependéncia pode ser detectada gerando-se um grafico do nimero de
pares como uma funcao dessas duas variaveis, o tempo passado At e a distancia espacial

r.

O grafico de separacao espaco-temporal nos dird quantos pares devem ser excluidos.
Através de uma rapida inspecao visual, podemos perceber que ocorrerao correlacoes tem-

porais enquanto as curcas nao saturarem.

No exemplo apresentado na figura (11), reproduzida a partir de um conjunto de dados
experimentais apresentado por Kantz e Schreiber (2004), podemos identificar claramente

a existéncia de uma oscilacao constante. A partir do grafico, podemos entao definir que
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Figura 11: Grafico de separacao espaco-temporal de dados de um fluxo de Taylor-Couette.

para intervalos de tempo inferiores a At ~ 15

4.2 Expoentes de Lyapunov

A imprevisibilidade dos sistemas cadticos ¢ uma conseqiiéncia direta da sua sensibil-
idade as condicoes iniciais, ou seja, qualquer desvio, por menor que seja, nas condicoes
iniciais, torna-se ezponencialmente maior a medida que o tempo passa. Um exemplo
dessa caracteristica fundamental pode ser visto na Figura (12), que representa o compo-
nente z(t) do atrator de Lorentz para dois conjuntos sensivelmente diferentes de condicoes
iniciais.

A medida dessa divergéncia exponencial é caracteristica do sistema gerador dos dados
analisados e serve como uma medida de caos. Mesmo existindo tantos expoentes de
Lyapunov quanto houverem dimensoes do espaco de fase, estudaremos apenas o mais
importante deles para nosso objetivo, ou seja, o expoente mdrimo X\, que nos servira como

indicador da taxa de divergéncia entre trajetorias inicialmente proximas.

Suponha dois pontos inicialmente proximos do componente x(t) do atrator de Lorentz:

o e xog + AXy. Apds uma iteracao, os pontos estarao separados por

Az = f(xo+ Awg) — f(x0) = Azof'(x0) (4.16)
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Figura 12: Duas séries correspondendo ao componente z(t) do atrator de Lorentz com
condicoes iniciais sensivelmente diferentes.
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Se definirmos o expoente de Lyapunov local A em 4 tal que e* = |Ax;/Axg|, ou seja,

X = log | Az, / Ao| ~ log| ' (o)| (4.17)

Se A for positivo, teremos uma divergéncia exponencial de trajetorias inicialmente
proximas, um forte indicador para caos. Também podemos encontrar expoentes de Lya-
punov negativos, indicando a existéncia de um ponto fixo estével, ou ainda, expoentes
iguais a zero, onde duas trajetorias se afastam ou se aproximam de forma mais lenta
que exponencial. Finalmente, se o sistema for caracterizado por ruido aleatério, entao o

expoente maximo serad infinito.

Tabela 4.1. Dinamicas possiveis e expoentes correspondentes.

Tipo de dinamica Expoente maximo de Lyapunov

ponto fixo estavel A <0

ciclo estével A=0
caos 0< A< @
ruido A =00

Assim, uma vez que um expoente méximo de Lyapunov positivo pode ser consider-
ado como uma forte evidéncia de comportamento cadtico, torna-se bastante interessante

calcular seu valor para as séries de tempo analisadas.

O algoritmo utilizado no presente trabalho foi desenvolvido por Kantz (1994) e testa
diretamente a divergéncia exponencial de trajetérias inicialmente proximas, ao contrario
do algoritmo inicialmente apresentado por Wolf et al. (1985), que apenas assumia a ex-

isténcia desse comportamento, o que pode levar a resultados completamente incorretos.

Como ja mencionado, dados empiricos sao inevitavelmente contaminados por ruidos.
Porém, sua influéncia pode ser bastante reduzida através da aplicacdo de técnicas de
reducao de ruidos, cuja aplicagao serd discutida detalhadamente durante a analise das
séries de tempo, uma vez que técnicas diferentes foram aplicadas, dependendo da série

analisada.

O algoritmo de Kantz, implementado no pacote TISEAN, calcula o crescimento ex-

ponencial médio das distancias da seguinte forma:

1. Escolha um ponto s,, da série de tempo no espaco de fase e determine todos os

pontos vizinhos a ele dentro de uma distancia inferior a r.
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2. Calcule a média das distancias de todos os vizinhos em relagao a trajetéria como
sendo fungao do tempo relativo. O logaritmo da distancia média no tempo An é
considerado como sendo a taxa de expansdo dentro do periodo de tempo An (mais
o logaritmo da distancia inicial) contendo todas as flutuagoes devidas a projecao e

A din&dmica do sistema.

3. Repetindo os passos anteriores para diversos valores de ng, as flutuagoes das taxas

de expansao convergirao a uma média.

Assim, calcula-se:

1 1

S(An) ==Y "In|o—— D [snpran — Sutanl (4.18)
N Usul ,

no=1

onde os pontos de referéncia s,,, sdo os vetores das séries, U(s,,) ¢ a vizinhanga de s,
com diametro r. Vale notar que, da mesma forma que calculamos a proporcao de falsos
vizinhos para cada ponto na trajetéria do sistema, r deve ser a menor possivel, porém
também devera ser grande o bastante de forma que todo ponto tenha pelo menos alguns

vizinhos.

4.3 Entropia

A entropia é uma quantidade termodinamica que descreve a desordem existente den-
tro de um sistema, ou seja, ela também pode ser usada para caracterizar a quantidade
de informacao de um sistema, exatamente o objeto de estudo do campo da teoria da

informacao, desenvolvido inicialmente por Shannon (1948).

A teoria da informacgao oferece um ponto de vista alternativo a andlise de séries tem-
porais. Se tomarmos cada observacao como uma fonte de informacao, uma seqiiéncia
delas pode ser entao considerada como uma mensagem sendo transmitida e, se esses
ntmeros tiverem algum tipo de distribui¢ao de probabilidade e as transi¢oes entre difer-
entes niumeros ou padroes ocorrerem de acordo com probabilidades bem definidas, entao
podemos identificar a quantidade de informacoes que se pode projetar sobre o futuro em

relacao ao que ja se conhece.

Por exemplo, em um sistema periédico, tudo o que é preciso para se saber o que

aconcerd no futuro é apenas uma tnica observacao do seu ciclo. Porém, se utilizarmos a
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saida de um gerador de nameros aleatérios dentro de um intervalo [0, 1], nao é possivel
prever o proximo resultado, mesmo se tivermos a nossa disposi¢ao uma quantidade infinita

de observacoes passadas.

4.3.1 A Entropia de Kolmogorov-Sinai e a Entropia de Correlagao

Seja uma particao P, das observacoes, sendo intervalos I;. Seja também p; ;, .
a probabilidade conjunta de que em um periodo de tempo arbitrario n a observacao se
encontre dentro do intervalo [;;, em um tempo n + 1 ela se encontre no intervalo I;, e

assim por diante. Entao, podemos definir entropias de blocos de tamanho m como

1
Hq(m7 PT) = 1 _ q 1n Z pgl,’l:Q,...,im (419)

11,8250 ,%m

Assim, as entropias de ordem-¢ serao:

1
hy =sup lim —H,(m,P,, (4.20)
P m—oo 1,
onde
he(m,P,) = Hy(m +1,P,) — H,(m, P,). (4.21)

Mesmo que no senso mais restrito do conceito da entropia de Kolmogorov-Sinai, apenas h,
poderia ser denominada como tal, todas as entropias de ordem-q também seriam entropias

no sentido de K-S.

Porém, na pratica, é dificil extrair a entropia a partir de séries de tempo, uma vez que
freqlientemente é impossivel obter o supremo para todas as particoes possiveis, da mesma
forma que nao podemos utilizar valores de r arbitrariamente pequenos, fazendo com que

o limite m — oo torne-se o principal problema.

Uma implementacao possivel da definicao de entropia de K-S utiliza o conceito de
contagem de caizas. Se os dados forem escalonados ao intervalo de unidades, o espaco de
fase sera coberto por 1/r intervalos iguais de tamanho 7, permitindo que se determine as

probabilidades conjutnas p;, . bastando-se contar o nimero n;, ;. de segmentos da

cstm

série de tempo que se encontrem na seqiiéncia de intervalos I; ..., [

tm*

Assim, podemos determinar h, através do grafico gerado a partir de

Cy(m,r)

hq(m,r) = Hq(m + 1,T) — Hq(m,T) = hl m,

(4.22)
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contra m para diversos r e contra r para diversos m.

Na préatica, utilizamos os somatorios de correlagao Cy(m, ) para o calculo de hy.
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5 Analise das Séries

Apresentamos agora os resultados das anélises realizadas sobre cada uma das séries

de tempo introduzidas na secao 2.1.

Para todas as séries foi utilizada a mesma seqiiéncia bésica de estudo, com as devidas

adaptagoes feitas de acordo com as necessidades apresentadas caso-a-caso:

1. Definir os parametros para a reconstrucao do espaco de fase.

2. Verica-se, através do grafico de separacao espacgo-temporal, a existéncia de corre-
lagoes temporais significativas e, em caso positivo, corrige-se os passos seguintes

para que essa caracteristica seja considerada.

3. Calcula-se a entropia da série para se verificar evidéncias de comportamento deter-

ministico.

4. Caso existam evidéncias de comportamento cadtico, calcula-se o expoente méximo
de Lyapunov, que determina ainda mais fortemente a evidéncia de um atrator es-

tranho na série.

5. Finalmente, calcula-se a integral de correlacao da série a fim de se estimar a dimensao

fractal desse atrator.

A adaptacao mais comumente realizada a metodologia, dada uma caracteristica co-
mum a todas as séries analisadas, é a filtragem de ruido. Como nao conhecemos a natureza
exata desses ruidos, foi preciso assumir que os mesmos sao dindmicos, ou seja, a quanti-
dade de ruido varia de uma observacao a outra, sendo aplicado nesse caso o esquema de

reducao de ruidos via projecao local, explicado a seguir.
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Figura 13: Retornos do Ibovespa entre janeiro de 1994 e outubro de 2004.

5.1 Ibovespa

A primeira série analisada corresponde aos retornos diarios do indice Ibovespa (IBOV),
extraido a partir da base de dados Economaética, entre as datas de 03/01/1994 e 15/10,/2004,

correspondendo a 2.634 observacoes.

Como ja explicado, o primeiro passo na analise é determinar os parametros de imer-
sao no espaco de fase. Assim, aplicamos os testes de informacao mitua média e falsos
vizinhos para determinar a defasagem de tempo T'e o nimero de dimensoes m adequados,

respectivamente.

Podemos observar pelas figuras (14) e (15), que o primeiro minimo da funcao I(7")
nos indica uma defasagem 7' = 5 e uma dimensao de m = 9. A alta dimensionalidade
observada pode ser resultado de correlacoes temporais mas, como podemos notar pela
figura (16), ndo ha evidéncia de tal caracteristica, uma vez que ha saturacao das curvas
logo no inicio do grafico. Assim, apenas a titulo de verificagdo, na figura (15) o calculo de
falsos vizinhos foi feito para diversos possiveis valores para a janela de Theiler, parametro
que indica quais os pares de observacoes que devem ser ignorados devido & correlacao

temporal e, como podemos ver, nao h& nenhuma variacao nos resultados.

O parametro de imersao dimensional m = 9, quando considerado em conjunto com a
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Figura 16: Gréfico de separacao espaco-temporal para a série de retornos do Ibovespa.

existéncia de ruidos em séries de tempo financeiras, indica a necessidade da aplicacao de

alguma técnica para reducao de ruidos.

Como mencionado, devido ao fato de que o ruido varia dinamicamente em séries de
tempo financeiras, isso exige a aplicacdo do esquema de reducao de ruidos via projecao
local, que tem como principal premissa a hipotese de que os dados observados sao com-
postos pela saida um sistema dindmico de baixa dimensionalidade (m < 5) e de um ruido
aleatorio ou de alta dimensionalidade. Isso significa que, em um espacgo de imersao arbi-
trariamente alto, a parte deterministica dos dados se encontraria em uma variedade de
baixa dimensionalidade, onde o ruido faz com que essas observagoes sejam espalhadas para
fora dessa variedade. Assim, o objetivo da reducao de ruidos nao-lineares via projecao
local é tentar identificar essa variedade e projetar os dados sobre ela. Os procedimentos
aplicados aqui foram propostos por Grassberger et al. (1993) e implementados por Kantz,

Hegger e Schreiber (1999).

Assim, aplicando-se a reducao de ruidos, temos como resultado para a aplicagdo dos
falsos vizinhos a reducao do nimero de dimensoes necessarias para a reconstrucao do
espaco de fase e o desdobramento do atrator. Enquanto poderiamos aplicar diversas
iteracoes do processo sobre os dados, foi observado que apenas uma tnica iteracao é
suficiente, sendo as demais redundantes. Como pode ser observado na figura (17), o novo

m passa a ser m = D.
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Figura 17: Falsos vizinhos para a série do Ibovespa filtrada através do esquema de projecao
local.

Temos entao como parametros para reconstrucao do espaco de fase, T'=5e m = 5.
Utilizando-os para o calculo das entropia de correlacdo, chegamos a figura (18). Podemos
notar que nao ha plato estavel para o calculo da entropia de Kolmogorov-Sinai, implicando
na existéncia de um comportamento praticamente estocastico, o que confirma a sua im-
previsibilidade e, conseqiientemente, a sua conformidade com a Hipodtese de Mercados

Eficientes.

Como nao temos evidéncias de comportamento deterministico, nao ha razao para se
tentar determinar a dimensionalidade de um atrator estranho para a série, uma vez que
0 mesmo nao existird. Tal resultado confirma os trabalhos de Brundo (1998)" e Rochman

(2002) para o Ibovespa.

5.2 1IBrX-50

Outro indice bastante usado e cuja série é analisada a seguir é o IBrX-50 (IBRX),
cuja composicao é bastante semelhante ao Ibovespa, mas com uma diferenca fundamental:
sua carteira teorica é montada de tal forma que sempre contera 50 agoes, ao contrario do

Ibovespa, onde o niimero de agoes varia de forma que ela corresponda a acoes responsaveis

! Apenas como uma confirmacio adicional dos resultados, o autor realizou o teste BDS sobre os dados
filtrados e chegou aos mesmos resultados que Brundo para o Ibovespa.
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Figura 18: Entropia de correlagao para o Ibovespa.

por 80% da liquidez do mercado.

A série do IBrX-50 analisada corresponde aos retornos diarios do periodo entre 30/12/1997

e 15/10/2004, contendo 1.683 observagoes, como pode ser observado na figura (19).

O principal motivo da escolha desse indice é tentar encontrar evidéncias que con-
firmem ou nao a conjectura feita por Rochman (2002) de que o indice Ibovespa, apesar de
apresentar caracteristicas de comportamento nao-linear, nao apresenta comportamento
caotico deterministico devido a sua composicao. Ao selecionar o IBrX-50, um indice
com composicao diferente do Ibovespa, esperamos encontrar evidéncias que nos ajudem

a confirmar ou nao essa afirmacao.

Como na secao anterior, determinamos inicialmente os parametros de imersao 7T e
m. Verificando as figuras (20) e (21) temos 7' = 2 e m = 7. Da mesma forma que o
indice Ibovespa, temos uma alta dimensionalidade do possivel atrator estranho embutido

no sistema.

Procedemos entao de forma semelhante, ou seja, primeiro determinamos se essa alta
dimensionalidade é resultado de correlacoes temporais na série através da inspecao do
grafico de separagao espago-temporal e, caso nao seja o caso, assumimos a existéncia de
ruidos aleatoérios ou de alta dimensionalidade na série, aplicando o esquema de reducao

de ruidos via projecao local.
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Figura 22: Gréfico de separacao espaco-temporal para o IBrX-50.
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Figura 23: Falsos vizinhos para a série filtrada do IBrX-50 via projecao local.

Vemos pela figura (22) que ndo ha correlagdo temporal aparente. Assim, assumindo
as mesmas hipoteses da se¢ao anteior em relacao a presenca de ruidos na série, aplicamos
a reducao de ruidos. Temos entao o novo calculo para os falsos vizinhos sobre os dados
filtrados na figura (23). Podemos notar que, mesmo apos a filtragem, temos potencial-
mente um atrator de alta dimensionalidade, o que poe em duvida qualquer afirmacao que
poderiamos realizar sobre estimativas da dimensionalidade do mesmo, assim como seus

expoentes de Lyapunov.

Verificamos entao a entropia de correlacao do mesmo a fim de determinarmos se existe
um comportamento estocastico da série, uma possivel explicagao para os resultados obti-
dos até agora. Da mesma maneira que o Ibovespa, o indice IBrX-50 apresenta evidéncias
de conformidade com a Hipotese de Mercados Eficientes, uma vez que nao ha plato estavel

no grafico de entropia a figura (24), impossibilitando a quantificacio da mesma.

Temos entao evidéncias de que a inexisténcia de comportamento caotico no Ibovespa
pode nao depender da sua composicao, uma vez que os resultados obtidos na anéalise do

IBrx-50 sao qualitativamente idénticos com aqueles obtidos no Ibovespa.
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5.3 Petrobras PN

Analisamos agora a série de retornos diarios da a¢do Petrobras PN (PETR4) entre o
periodo de 01/03/1994 a 15/10/2004, correspondendo a 2.660 observagoes e representada
a figura (25).

Através do célculo da informacao mutua média e da proporc¢ao de falsos vizinhos, cheg-
amos as figuras (26) e (27), onde temos como parametros para a reconstrugao do espago

de fase T'= 4 e m = 6, apresentando novamente o problema de alta dimensionalidade.

Verificando a existéncia de correlacoes temporais através do grafico de separacao
espago-temporal a figura (28), vemos que nao ha correlacoes significativas entre pares.
Da mesma forma que o procedimento feito sobre os indices Ibovespa e IBrX-50, aplicamos
a reducao de ruidos via projecao local e, de acordo com o resultado, que pode ser observado
na figura (29), vemos que a hipotese de contaminagao de ruidos de alta dimensionalidade

na série nao pode ser considerada como correta.

Finalmente, calculando-se a entropia da série de retornos, vemos que, da mesma forma
que as séries ja estudadas, h& evidéncias de que a acao atende a Hipotese de Mercados

Eficientes, uma vez que nao ha platd estavel no grafico.
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PN (PETRA4).
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Figura 28: Grafico de separagao espaco-temporal para os retornos diarios da agao Petro-
bras PN (PETRA4).
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Figura 29: Falsoso vizinhos para a série filtrada dos retornos diarios da acao Petrobrés
PN (PETRA4).

10 T T T

01

0.01 -

0.001 |

0.0001 . . N | . A
0.0001 0.001 0.01 0.1 1

r

Figura 30: Célculo da entropia de correlagoes para os retornos diarios da agao Petrobrés
PN (PETRA4).
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Figura 31: Retornos diarios da agao Embratel Participagoes PN (EBTP4).

5.4 Embratel Participacoes PN

A série de retornos diarios das agoes Embratel Participagoes PN (EBTP4) correspon-
dem ao periodo entre 21/09/1998 e 15/10/2004, totalizando 1.506 observagoes.

Seguindo a metodologia utilizada até o momento, definimos os parametros de recon-
strugdo do espago de fase como T = 2 e m = 6, como podemos observar nas figuras (32)

e (33), respectivamente.

Diante da alta dimensionalidade do atrator, assumimos a existéncia de ruidos de alta
dimensao acoplados ao sinal e aplicamos a redugao de ruidos sobre a série e recalculamos
novamente os falsos vizinhos. Como notamos a figura (34), a dimensao do atrator é

reduzida para m = 5, viabilizando a continuacao da anélise.

A seguir, calculamos a entropia de correlacao da série, de forma a verificar se é pos-
sivel calcular a integral de correlagao e determinar a dimensao fractal do atrator. Como
vemos na figura (35), ndo é possivel estabelecer um platd estavel no grafico, indicando um

comportamento estocastico ou muito préximo a ele.

Assim, podemos afirmar que a acao atende a versao "fraca"da Hipotese de Mercados
Eficientes, ou seja, nao ha informacao suficiente nas observacoes passadas para que se

possa projetar seu comportamento futuro.
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Figura 32: Informacao mutua média para a série de retornos diarios da acao Embratel
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Figura 33: Falsos vizinhos para a série de retornos diarios da agao Embratel Participacoes
PN (EBTP4).
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Figura 35: Entropia de correlagao da série de retornos diarios da acao Embratel Partici-
pagoes PN (EBTP4).
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5.5 Cambio Real-Doélar

A altima série estudada sdo os retornos do cambio real-délar observado entre 01,/04/1999
e 15/10/2004, totalizando 1.369 observagoes.

Pelo calculo da informacao mutua média e falsos vizinhos chegamos a um 7' = 4 e

m = 7, como observado nas figuras (37) e (38), respectivamente.

Novamente, diante da alta dimensao do atrator e da hipodtese de que a série esta
contaminada por ruidos de alta dimensionalidade, aplicamos a reducao de ruidos via
projecao local e calculamos novamente a dimensao do atrator via falsos vizinhos. Pelo
grafico resultante na figura (39) vemos que m = 5. Porém, essa medida nao converge
naturalmente para esse valor, uma vez que para m > 5 simplesmente ndao haviam pares

suficientes para serem contados, o que poe em cheque a veracidade dessa quantidade.

Assumindo que a estimativa de m = 5 é confidvel, calculamos a entropia de correlagoes
para a série, como a figura (40), ndo hé plato estavel para o célculo da mesma, indicando
evidéncias de estocasticidade dos retornos e, conseqiientemente, sua conformidade com a

versao "fraca"da Hipotese de Mercados Eficientes.
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6 Conclusao

Como visto no trabalho, a aplicabilidade de técnicas inter-disciplinares advindas da
Fisica podem ser um ferramental extremamente 1til e intuitivo no estudo de Financas
Empiricas, uma vez que seus resultados sao relativamente simples de serem interpretados
e os resultados obtidos através delas correspondem aqueles observados através do uso de

técnicas econométricas tradicionais, se nao ainda mais precisos que estes.

Também vimos que a Teoria do Caos, ao apresentar o conceito de comportamento
cadtico deterministico, permite que se faca um paralelo entre a Fisica e as Financas,
uma vez que sistemas cadticos apresentam um certo grau de previsibilidade e assim, se
formos capazes de detectar evidéncias desse tipo de comportamento em séries financeiras,
podemos ter em maos evidéncias de nao-conformidade de um ativo em relacao a versao
"fraca"da Hipotese de Mercados Eficientes, ou seja, que seriamos capazes de prever seu

comportamento futuro observando dados passados.

Assim, aplicando essas técnicas sobre diversas séries de tempo financeiras, pudemos
mostrar que, ao menos para elas, a Hipotese de Mercados Eficientes é valida em sua
versao "fraca'", ou seja, nao é possivel, com base na observacao de dados passados, prever
seu comportamento futuro. Porém, como também foi mencionado na analise, é preciso
que se faca uma importante salvaguarda em relacao a esses resultados e aqueles obtidos
em outros trabalhos, principalmente aqueles que se utilizam do teste de nao-linearidade
BDS e expoentes de Lyapunov como evidéncias de comportamento cadtico: apesar desses
trabalhos detectarem evidéncias de nao-linearidade e determinismo — duas assinaturas de
sistemas cadticos — eles nao fazem mencao direta quanto a dimensionalidade do atrator
estudado ou quanto ao problema de ruidos aleatorios ou de alta dimensionalidade frente ao
problema de "branqueamento"preliminar dos dados, que pode levar a resultados espirios

quando o objetivo da analise é a deteccao de caos.

Quanto a possiveis extensoes do presente trabalho, a possibilidade de aplicacao de

técnicas de separacao de sinais através de mapas polinomiais locais, como apresentado
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por Kostelich e Yorke (1990) representaria a oportunidade de verificar com maior rigor,

mesmo que para isso a complexidade da analise cresca consideravelmente.

Outra possibilidade consiste no célculo da entropia aprozimada, um conceito relativa-
mente recente, desenvolvido por Pincus (1991) e aplicado principalmente em problemas
de biologia quantitativa, como feito por Pincus (1994). A entropia aproximada mede a
probabilidade de que um determinado padrao nao se repita, apresentando estimativas
bastante confidveis mesmo para conjuntos de dados pequenos, com pelo menos 1.000 ob-
servacoes. Algumas adaptacoes sao necessarias para sua aplicacdo em séries financeiras,
principalmente no que diz respeito ao "comprimento"dos padroes observados, mas de

solucao relativamente simples.
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7 Glossdrio

Atrator. O conjunto de pontos no espago de fase visitado pela solucao de uma equacao
de evolugao muito tempo depois que todos os transientes se extingiiiram. Um atrator pode
ter uma dimensao inteira — um atrator regular — ou uma dimensao fracional — um atrator

estranho.

Caos. Evolucao deterministica de um sistema nao-linear que se encontra entre o
comportamento regular e estocastico (ruido). Este tipo de dinamica é levemente previsivel,
nao-periddica e cujas Orbitas variam de forma exponencialmente rapida em resposta a

mudancas nas condicoes iniciais.

Dimensao de imersao. E a dimensao do espaco de fase necessaria para o desdobra-
mento do atrator de um sistema nao-linear a partir de observacoes de sinais escalares da

fonte. Esta é uma dimensao inteira.

Dimensao fractal. E a dimensao de um conjunto infinito de pontos associada a
maneira que a densidade desses pontos se escalona. Valores fracionais para as dimensoes

sao tipicos para atratores estranhos de sistemas nao-lineares.

Espaco de fase/estado. Sistemas nao-lineares sao descritos pro vetores multi-
dimensionais definidos por tempos continuos ou discretos. O espaco onde esses vetores se
encontram é denominado espaco de estado ou de fase. A dimensao do espaco de fase é

inteira.

Expoentes de Lyapunov. A taxa com que érbitas inicialmente proximas divergem
umas das outras ap0s pequenas perturbacoes quando a evolucao de um sistema nao-linear
é caotica. Existem M expoentes para um fluxo com M dimensoes. Para um sistema

dissipativo, a soma desses expoentes é negativa.
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Falsos vizinhos. Os falsos vizinhos em um atrator que podem ter se encontrado
proximos uns dos outros por efeito de projecao, pois o atrator estd sendo visto em uma

dimensao muito baixa para que se possa desdobra-lo completamente.

Informacgao matua média. A quantidade de informacao que pode-se aprender sobre
uma observacao analisando-se outra em média sobre todas as observagoes. Esta ¢
uma estatistica desenvolvida por Shannon (1948) no campo de teoria da informagao que

descreve sistemas cadticos nao-lineares como se eles fossem fontes de informacao.
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