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RESUMO

Ha forte evidéncia que os retornos das séries financeiras apresentam caudas mais
pesadas que as da distribuigdo normal, principalmente em mercados emergentes.
No entanto, muitos modelos de risco utilizados pelas instituicdes financeiras
baseiam-se em normalidade condicional ou ndo condicional, reduzindo a acuracia

das estimativas.

Os recentes avangos na Teoria de Valores Extremos permitem sua aplicagdo na
modelagem de risco, como por exemplo, na estimagcdo do Valor em Risco e do

requerimento de capital.

Este trabalho verifica a adequagao de um procedimento proposto por McNeil e Frey
[1999] para estimacdo do Valor em Risco e consequente requerimento de capital as
principais séries financeiras de retornos do Brasil. Tal procedimento semi-
paramétrico combina um modelo GARCH ajustado por pseudo maxima
verossimilhanga para estimagédo da volatilidade corrente com a Teoria de Valores
Extremos para estimacdo das caudas da distribuicdo das inovagcdes do modelo
GARCH.

O procedimento foi comparado através de backtestings com outros métodos mais
comuns de estimacdo de VaR que desconsideram caudas pesadas das inovacdes

ou a natureza estocastica da volatilidade.

Concluiu-se que o procedimento proposto por McNeil e Frey [1999] mostrou
melhores resultados, principalmente para eventos relacionados a movimentos

negativos nos mercados’.

Futuros trabalhos consistirao no estudo de uma abordagem multivariada de grandes
dimensdes para estimacdo de VaR e requerimento de capital para carteiras de

investimentos.

Palavras-chave: Requerimentos de Capital, Valor em Risco, Teoria de Valores
Extremos, Modelo GARCH.

' Quedas de precos de acdes, altas das taxas de juros e desvalorizagdo da moeda nacional.



ABSTRACT

There is a strong evidence that financial return series are heavy-tailed, mostly in
emerging markets. However, most of the risk models used by financial institutions are
based in conditional or non-conditional normality, which reduces the accuracy of the

estimates.

The recent advances in Extreme Value Theory permit its application to risk

measuring, such as Value at Risk and capital adequacy estimates.

This work verifies the adequacy of a procedure proposed by McNeil and Frey [1999]
to VaR and consequent capital requirement estimates for the main financial return
series in Brazil. This semi parametric procedure combines a pseudo-maximum-
likelihood fitting GARCH model to estimate the current volatility and the Extreme
Value Theory (EVT) to estimate the tails of the innovations distribution of the GARCH

model.

Using backtestings the procedure was compared to other common methods of VaR
estimation that disregard heavy tails of the innovations or the stochastic nature of the

volatility.

The procedure proposed by McNeil and Frey [1999] showed better results, mostly for

negative events in the financial market?.

Further works will consist of studying a high dimensional multivariate approach to

estimate VaR and capital requirements for portfolios of investment instruments.

Keywords: Capital Requirements, Value at Risk, Extreme Value Theory, GARCH

model.

2 Stock prices fall, yields increase and local currency devaluation.
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1.  INTRODUGAO

1.1. INTRODUCAO

As metodologias tradicionais de gerenciamento de riscos de mercado costumam
supor normalidade condicional ou ndao condicional dos retornos de séries financeiras.
No entanto, ha fortes evidéncias na literatura indicando que as distribuicbes desses
retornos apresentam, em geral, caudas mais pesadas que a de uma distribuicdo
normal. Os recentes avangos na Teoria de Valores Extremos e suas aplicagdes a
finangas permitem uma sofisticagdo ao gerenciamento de risco pela possibilidade de
introduzir modelos estatisticos paramétricos, especificamente desenvolvidos para as

partes extremas das distribui¢des.

Este trabalho pretende examinar a adequagdo de um método univariado hibrido
proposto por McNeil e Frey [1999] no contexto das séries de retornos dos principais
instrumentos do mercado financeiro brasileiro. O método trata de um VaR
condicional semi-paramétrico que consiste na modelagem da média e da volatilidade
da série por um modelo auto regressivo e de varidncia condicional, cujas inovagdes
sdo ajustadas por uma distribuicdo histérica para o centro da distribuicdo e uma

distribuicdo generalizada de Pareto para as caudas.

O modelo acima foi aplicado as séries de taxa de cAmbio comercial US$ / R$, indice
Bovespa e taxas de juros em Reais (chamadas Pré-fixadas) e em dodlares

(chamadas de cupom cambial) desde 1999 a 2006.

O modelo foi comparado com outros modelos de VaR que utilizam distribuicdo
Gaussiana: um condicional e outro ndo condicional paramétrico. O modelo proposto
apresentou resultados excepcionais, principalmente para as caudas inferiores das

distribui¢des.
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1.2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A teoria de valores extremos originou-se principalmente da necessidade de
astronomos utilizarem ou rejeitarem outliers em suas observagdes (ver Kotz e
Nadarajah, 2000).

O conceito de distribuicdo de valores maximos foi introduzido por Bortkiewicz, em
1922, em artigo que tratava da distribuicdo do tamanho do intervalo entre maximos e
minimos a partir de uma amostra randémica da distribuicdo normal. Neste artigo

concluiu-se que a distribuicdo de Poisson ajustava-se bem a eventos raros®.

Em seguida, a publicagdo mais relevante foi um artigo de Fréchet [1927] que
introduziu a distribuicdo assintética do maximo de uma amostra, identificando-a
como sendo uma possivel distribuicao limite para estatisticas de ordem extrema. No
ano seguinte, Fisher e Tippett [1928] mostraram que as distribuicdes do maximo
poderiam somente pertencer a 3 tipos: Gumbel, Fréchet e Weibull. Von Mises [1936]
apresentou as condi¢des suficientes para convergéncia fraca das estatisticas de
ordem extrema para cada uma das trés distribui¢cdes limites propostas anteriormente
por Fisher e Tippett. Em 1943, Gnedenko introduziu a distribuicdo generalizada de
valores extremos e apresentou uma rigorosa fundamentagédo a Teoria de Valores
Extremos, fornecendo as condicdes necessarias e suficientes para a convergéncia

fraca em distribuicdo das estatisticas de ordem extrema.

Os resultados tedricos acima foram seguidos por varios estudos relacionados as
aplicagdes praticas das estatisticas de valores extremos nas décadas de 1930 e
1940. Tais aplicagdes extendiam-se por uma variedade de areas relacionadas a
fendbmenos naturais como poluicdo do ar, hidrologia, resisténcia dos materiais,
emissoes radioativas e analises pluviométricas. Dentre esses estudos destaca-se a
contribuicdo de Gumbel [1941] ao chamar a atencao para a possivel aplicagcao da
teoria de valores extremos a certas distribuicbes que antes eram tratadas
empiricamente. O primeiro caso envolvia fenbmenos meteoroldgicos nos Estados

Unidos da América (precipitagcbes maximas, indices pluviométricos, inundagdes).
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A aplicagdo de TVE em finangas também tem sido estudada por diversos autores
mais recentemente, apesar da possibilidade de existéncia de caudas pesadas nos

retornos de séries financeiras ter sido levantada ja em 1963 por Mandelbrot.

Em 1996, Longin mostrou empiricamente que os retornos do indice que engloba as
acdes mais negociadas na Bolsa de Nova lorque (New York Stock Exchange) para o

periodo de 1885 a 1990 obedeciam a uma distribuicdo de Fréchet.

Danielsson e de Vries [1997] propuseram uma aplicacdo da TVE ao VaR. Os autores
propuseram um meétodo semi-paramétrico para calculo de VaR, que modela
parametricamente os eventos nas caudas da distribuicdo, enquanto que os eventos
normais sao modelados pela distribuicdo histérica. Em seus estudos, desenvolveram
estimadores tanto para VaRs diarios quanto para multi-periodos e demonstraram
que para uma amostra de retornos de acdes americanas, os métodos paramétricos
condicionais subestimam o VaR e, consequentemente, o risco para 0s casos
extremos. Eles concluiram que o modelo semi-paramétrico gerou melhores
resultados que o método condicional de variancia-covariancia e que o método néao-
paramétrico de simulacdo histérica. Eles recomendaram o uso de VaR néo
condicional ao invés de modelos condicionais baseados em processos GARCH.
Uma das razdes para tal recomendacao reside no fato da dificuldade de obtengao

das estimacdes de VaR para multi-periodos®.

Além disso, propuseram duas abordagens simplificadas para a estimacdo de VaR

para o caso multivariado (portfélio de ativos):
i) Post-fitting

Aplicam-se os pesos da carteira atual para os retornos histéricos observados para os
ativos que a compde. Isso gera uma unica série de retornos (como no caso da

simulagao histoérica) que pode ser tratada como um caso univariado.

Depois, é necessario ajustar a distribuicdo das caudas da distribuicdo empirica

obtida para a carteira.

® Bortkiewicz utilizou, como base de dados, as mortes de oficiais da cavalaria Prussiana em acidentes
com seus cavalos entre os anos de 1875 e 1894.

A hipétese de normalidade permite o uso do famoso e pratico método da “raiz quadrada do tempo”
implementado em RiskMetrics, ou seja, para obter-se a volatilidade para um periodo de n dias,
multiplica-se a volatilidade de 1 dia pela raiz quadrada de n.
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A grande desvantagem desse modelo € assumir que a matriz de correlagdo dos

retornos dos ativos é constante ao longo de todo o periodo da amostra.
ii) Pre-sampling

Substituem-se os valores extremos por valores da distribuicdo das caudas ajustadas
de forma independente para cada ativo da carteira. Depois, os retornos sao
reescalonados realizando-se uma decomposicdo de Cholesky da matriz de retornos

das séries:

Seja Z; a matriz de covariancia dos retornos dos m ativos componentes da carteira
para determinado periodo. Defini-se a matriz Ly como proveniente de uma fatoracao
de Cholesky tal que LiL{= Z:.

Supde-se também R{* uma matriz m x n de retornos simulados, obtidos do
procedimento que une a distribuigdo empirica (retornos normais) e a cauda

parametrizada por EVT (retornos extremos).

Se a matriz de covariancia de R¢* for dada por Q, pode-se definir M como M; My =
QO

Para obter os retornos simulados R:; com matriz de covariancias 2: , basta
reescalonar Ri* da forma : Ry = LiM{'R¢*. Os retornos da carteira sdo finalmente
obtidos ao aplicar-se o vetor de pesos w (m x 1) na matriz de retornos gerados:

Rearteira = R"'W

Em 1998, McNeil estimou quantis nas caudas das distribuicdes de retornos de séries
financeiras baseando-se no modelo de block-maxima. Concluiu que a abordagem de
block-maxima requer uma quantidade de dados muito grande para se obter melhor
precisdo, ja que grande parte das observagcées acaba sendo desprezada. No
entanto, tal procedimento contorna o problema de aglomerados (clusters) de

retornos.
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Embrechts, Resnick e Samorodnitsky (1998a) defenderam o uso de uma estimagao
parameétrica baseada num resultado limite para a distribuicdo do excesso além de

um limiar alto.

O modelo aplicado ao presente trabalho baseia-se, principalmente, no estudo de
McNeil e Frey [1999]. Eles propéem um método de estimagao de VaR modelando a
cauda de uma distribuicdo condicional de uma série de retornos heterocedastica’.
Tal abordagem combina a adequagdo de um modelo GARCH para estimar a
estrutura de volatilidade e a teoria de valores extremos para estimar as caudas dos
disturbios desse modelo GARCH.

O procedimento € iniciado com o ajuste de um modelo GARCH a série de retornos
através de uma estimagao de pseudo-maxima verossimilhanga. A partir dos retornos
padronizados desse modelo, utilizaram a simulacdo historica para o centro da

distribuicao e ajustaram uma distribuicdo de valores extremos as caudas.

A partir dai, estimaram VaR e perda esperada para algumas séries e, através de
backtestings, concluiram que tal proposta gerava melhores resultados que os

modelos GARCH com disturbios gaussianos e VaR com EVT n&o condicional.

Ao final, adotaram um modelo hibrido de bootstrapping e simulagdo de Monte Carlo
para a estimacdo de quantis de retornos para horizontes maiores que 1 dia,
concluindo que tal método oferecia melhor performance que o método simplificado

de “raiz quadrada do tempo”.

Brooks, Clare e Persand (2000), com o intuito de calcular o requerimento minimo de
capital para risco de mercado, utilizaram uma abordagem semi-paramétrica, com as
caudas sendo modeladas pela Distribuicdo Generalizada de Pareto e os retornos

“‘normais”, através de distribuicado empirica.

Eles compararam os resultados dessa abordagem com os resultados calculados por

uma densidade ndo condicional e uma densidade condicional (GARCH(1,1)).

® Com o intuito de tratar os casos de correlagéo serial e diferentes variancias ao longo da série.
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Nesse estudo, utilizaram as séries de precos de contratos futuros de taxa de juros
em Libras esterlinas, contrato futuro de GILT (titulos publicos ingleses indexados a

inflagdo) e contrato futuro de indice FTSE-100.

A distribuicido de EVT por eles adotada nesse paper foi a Distribuicdo Generalizada

de Pareto.

Analisaram as probabilidades de ocorréncia dos maiores e menores eventos de cada
uma das séries e concluiram que as probabilidades previstas pelo procedimento de
valores extremos e os valores previstos pela distribuicdo empirica eram muito
similares. Por outro lado, o modelo GARCH (1,1) tem desempenho ruim na
modelagem dos eventos das caudas, se comparado com a abordagem de valores

extremos.

Em seguida, utilizaram a metodologia de jackknife-after-bootstrap (EFRON &
TIBSHIRANI, 1993) para calcular os intervalos de confianga para a estimativa de
requerimento minimo de capital para risco. A partir dai, compararam os retornos
efetivos diarios dos 3 contratos futuros com as previsdes de requerimento de capital

diarias.

A medida de desempenho dos modelos €, portanto, a contagem do numero de
vezes que o requerimento de capital prevé um valor menor que a perda efetiva dia

para todo o periodo da amostra.

Além disso, eles realizaram também um teste fora da amostra, utilizando o mesmo

critério descrito acima.
Por fim, concluem que:

- 0 modelo GARCH (1,1) estima sempre um requerimento de capital maior que o

modelo de densidade nao-condicional;

- 0s requerimentos de capital calculados pelos trés modelos foram violados, em
geral, menos do que o grau de confianga nominal de 5% adotado, portanto, os trés

mostraram-se adequados;
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- no entanto, analisando mais profundamente, quanto menor o niumero de violagdes,
mais rigoroso € o modelo, ou seja, maior a penalizagdo imposta a instituicao
financeira, de forma desnecessaria. Nesse aspecto, o modelo de EVT mostrou-se
com numero de violagdbes um pouco maior que os demais e mais proximas do

intervalo de 5%, impondo, portanto, menor penalizagao as instituicoes.

Hoje ha diversas publicagbes sobre a TVE e suas aplicagdes, dentre elas, cabe
mencionar Leadbetter, Lindgren e Rootzén [1983], Galambos [1987], Embrechts,
Klippelberg e Mikosch [1997], Kotz e Nadarajah [2000] e McNeil, Frey e Embrechts
[2005]. No Brasil, destacam-se o livro de Mendes [2004], no qual grande parte da
apresentacdo da teoria desse trabalho € baseada, e os artigos de Pinto e Valls
Pereira [2006] e Souza e Silva [1999].

1.3. DESCRICAO DO TRABALHO

Este trabalho pretende demonstrar a eficacia da aplicacdo da Teoria Univariada de
Valores Extremos na mensuragao do risco de séries financeiras brasileiras. A
intencéo € testar a proposta de uma modelagem hibrida de VaR condicional semi-
paramétrico, cujo centro da distribuigdo é modelado através da distribuicdo empirica
e as caudas sao ajustadas para uma Distribuicdo Generalizada de Pareto. Os
resultados do modelo serdo comparados com os de outros modelos como: VaR
condicional com distribuigdo Normal e VaR paramétrico com distribuicdo Normal. A
partir do calculo desse modelo de VaR, propde-se a estimacado do requerimento de

capital, de acordo com as recomendacdes do BIS.

Para isso serao utilizadas séries de retornos da taxa de cambio Reais por Dodlar
americano do mercado a vista, do indice da Bolsa de Valores de Sao Paulo
(Ibovespa) e das taxas de juros locais em Reais (“Pré”) e em Ddélares (“Cupom
Cambial’).
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O presente trabalho esta organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2 é explicada
a Teoria de Valores Extremos. Nas duas primeiras partes desse capitulo, apés uma
introdugdo genérica da TVE, aprofundam-se as explicagdes das duas diferentes
classes de distribuicbes de extremos e suas aplicacdes: Distribuicbes Generalizadas
de Extremo e Distribuicdes Generalizadas de Pareto, respectivamente. Na ultima

parte, aborda-se a aplicagao dessas teorias ao calculo de VaR.

No Capitulo 3, discute-se o conceito de Exigéncia de Capital e relata-se sua historia
tanto internacional quanto no Brasil. A ultima parte desse capitulo trata da aplicagao

de TVE para Exigéncia de Capital.

No Capitulo 4 sao realizados os estudos de casos das séries brasileiras. Na primeira
parte ha uma descrigdo das séries utilizadas, na segunda, explica-se o procedimento

utilizado e na terceira, a modelagem estatistica.

Por fim, no Capitulo 5 os resultados dos estudos de casos sdo apresentados.
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2. VALOR EM RiIsco comMm TEORIA DE VALORES EXTREMOS

2.1. TEORIA DE VALORES EXTREMOS (TVE)

A teoria probabilistica de valores extremos lida com o comportamento estocastico
dos maximos e minimos de variaveis randdmicas independentemente e

identicamente distribuidas.

O interesse deste trabalho € modelar as partes extremas das caudas da distribuicdo
de uma variavel X, que nesse caso, representa uma seérie de retornos diarios de
cada ativo. Alternativamente, X poderia ter uma variedade de interpretagdes tais
como perdas de risco operacional, sinistros de seguros e perdas numa carteira de
crédito durante um intervalo de tempo. Além disso, X pode representar tanto

retornos de um unico ativo financeiro quanto de uma carteira de ativos.
A Teoria de Valores Extremos engloba basicamente duas classes de distribuigdes:

- Classes de Distribuicoes de Valores Extremos Generalizada (GEV): que

incluem as distribuicdes de Gumbel, Fréchet e Weibull.

- Classes de Distribuicbes Generalizadas de Pareto (GPD): que incluem

distribuicbes como Beta, Exponencial e Pareto.

A GEV descreve a distribuicdo limite do maximo, enquanto a GPD descreve a
distribuicdo limite dos excessos além de um limiar. Dessa forma, ha duas

abordagens principais na modelagem de distribuicbes de Valores Extremos:

- Block Maxima (Maximos coletados em Blocos): que consiste em analisar o
conjunto de valores maximos (ou minimos) coletados em blocos de observagdes. A

esse método associam-se as distribuicdes GEV.

- Picks Over Threshold (POT): que consiste em ajustar uma distribuicdo de
probabilidades aos valores que excedem determinado limiar. Em geral, associam-se

as distribui¢gdes GPD.
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O método de Block Maxima tem sido criticado (ver McNeil [1998]) por desperdicar
muitos dados, ja que apenas as observagdes maximas de cada um dos blocos sao
retidas para analise. O método POT, por outro lado, utiliza todos os dados que

excedem determinado limiar alto.

Por esta razao, neste trabalho serdo apresentadas as duas abordagens, mas a

modelagem proposta sera baseada em POT.

211 GEV

Sejam X1, Xz, X3, .. variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas®

(iid) com fungao de distribuigdo Fx : X ~ Fx.
Define-se xgx 0 limite superior do suporte da distribuigao Fx:
X =supix e R:Fy(x) <1}

Como a abordagem classica da Teoria de Valores Extremos consiste em
caracterizar as caudas da distribuicdo de Fx a partir da distribuicdo do maximo,

define-se:

M, =max(X,,X,,... X, )
como o maximo de um conjunto de n variaveis aleatoérias iid.
A funcgao de distribuicdo do maximo’ é dada por:

F,, (x)=Primax(X,,...X,)<x}=(PriX <xf)' =F{(x) , parax € Ren € N,

®Tal hipotese sera relaxada no Capitulo 4 quando for considerada a modelagem da dependéncia
temporal e heterocedasticidade através do VaR Condicional.
A distribuicdo do minimo € obtida pela relagéo Min (X4, ..., X;) = - Max(-X4, ..., -Xp).
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O Teorema de Fischer-Tippet [1928] fornece o resultado de convergéncia fraca para

a distribuicado do maximo padronizado.

Supondo Xn uma sequéncia de variaveis aleatorias iid. Se existem constantes de

padronizagao ¢, > 0 e d, €R, e alguma distribuicdo ndo-degenerada H tal que:

onde —%— representa convergéncia em distribuicdo, entdo H pertence a uma das

trés fungdes de distribuicao:
Gumbel : H,(x)= exp(— e”‘),Vx eR

0, x<0

exp(—x’“), x>0 >0

Fréchet : Hl,a(x):{

Weibull : Hz,a(x)z{ lexp[—(—x)‘ l xig <0
) X
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Figura 1 — Gréfico das Distribuicdes GEV: Weibull, Fréchet e Gumbel

Jenkinson [1955] definiu uma familia paramétrica que representa as trés

distribuicbes acima descritas e dessa forma facilita a identificacdo da correta



22

distribuicdo do extremo de uma determinada amostra. Tal familia € conhecida como

Distribuicdo Generalizada do Valor Extremo (GEV) e definida como H¢ .

Primeiramente, define-se Hs como:

H§(X)={ oxpl-(1+ &) ] 505 20 onde 1+ & > 0

expl-exp(-x)] ses=0

E possivel ainda substituir-se x na expressdo acima pela transformacédo de escala

X—p
O

com y€ R e o0 >0, produzindo-se a distribuigao:

GEV : H{;’U‘ﬂ(x)_exp{—[foﬂj%}

o

Para o caso limite do indice de cauda ¢ — 0, He¢(x) corresponde a distribuicéo
Gumbel, quando ¢ < 0, He(x) corresponde a distribuicdo Weibull e quando ¢ > 0, He(x)

corresponde a distribuicao Fréchet.

£=0 £<0 £>0

Gumbel Weibull Fréchet

21.2 GPD

Sera apresentada neste capitulo a Distribuicdo Generalizada de Pareto e
demonstrado que se X for uma variavel aleatéria com funcao distribuicdo Fx €
DMA(H¢) entédo o excesso de X além de um limiar u (X — u) padronizado, segue a
GPD.
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Sejam X4, Xy, ..., Xy variaveis aleatérias iid com funcdo de distribuicdo Fx &€
DMA(H¢) para ¢ € R. Seja também xgx o limite superior da distribuicdo Fx e Xo um
ponto (finito ou infinito) da extrema direita da cauda da distribuicao F. Predefine-se
um limiar alto u como sendo um suporte de X proximo de Xxgx. Denominam-se
excedentes os valores de X tais que X; > u. Denominam-se também N, como sendo

o nimero de excedentes do limiaru e Y1, Yo, ..., Ynu OS valores X;—u = 0.

100 - » u =100

Figura 2 — Representagao Grafica do procedimento Picks Over Threshold.

A distribuigao condicional do excesso Y = X — u, representada por F, é dada por:

F.(y)=P{Y <y|Xu}=P{X-u<y|X>u}= FX(u;y)(;)FX(u) , y=>0
Como Fu(y)=P{X -u >y|X>u}:F%(XL(Z)y), entdo Fx(u+y)=Fu(y)Fx(u).

Analogamente a distribuicdo GEV, que descreve a distribuicdo limite do maximo
padronizado, a distribuicdo de Pareto Generalizada (GPD) descreve a distribuicao

limite dos excessos além de um limiar alto.

O Teorema de Pickands—Balkema—deHaan® (Balkema & de Haan 1974, Pickands
1975 apud McNeil 1997), assim como o Teorema de Fisher-Tippett em relagéo as

distribuicbes dos Maximos, postula que a distribuigdo dos excessos das observagdes

® BALKEMA, A. & de HAAN, L. (1974), “Residual life time at great age”, Annals of Probability 2, 792-
804 e PICKANDS, J. (1975), “Statistical inference using extreme order statistics”, The Annals of
Statistics 3, 119-131.
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além de um determinado limiar alto, pode ser aproximada por uma GPD. Ou seja,
quando u tende a xp, a distribuicdo tende a uma GPD, desde que a distribuicdo F

satisfaga o teorema de Fisher-Tippett.

Formalmente:

lim sup ‘Fu (X)— Gg,a(u)(X)‘ =0 ,seesomentese FE DMA(Hg).

U—=Xo g<x<xo-u

Teorema Pickands—Balkema—deHaan: Fx € DMA(H¢) se e somente se, existir uma

funcao a(.) positiva e mensuravel tal que para 1 + ¢x > 0 tem-se:

Fx(u+xa(u)) _ {(1 +&x) se &#0

lim — :
wxee F(u) e se £=0

Reescrevendo-se a expressdo acima, tém-se que a distribuicdo limite para os

excessos acima do limiar u (ajustados por um fator de escala a(u)) é:

_ -V
lim P{X “>x|X>u}= (1+ &) sec#0
U—Xgy a(u) e se r§ =0

A expressdao acima da uma aproximagao para a distribuicdo dos excessos,

apropriadamente reduzidos por um fator de escala, acima do limiar u.
Considere-se, agora, a distribuigdo padrdao Generalizada de Pareto, cuja funcéo

distribuicdo G¢ € dada por:

7%
G.(y)= 1—(1_+§y) g $e5#0 ondey=0se&é=20e02y=-1/Ese&<0.
1-e”, seé=0

A densidade de Gt é, por sua vez, é dada por :
G.(y)=(1+&) ™) para0<yse§20e0=<y< 1/ se<0.

Tem-se entdo que a GPD adequa-se a modelagem dos excessos além de um limiar

alto pelo fato de a distribuicio Fx de X pertencer ao dominio de atragao da GEV.
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E possivel substituir-se y por uma transformacéo de locacdo e escala (y — 8) / B,

para 0€R e B > 0, obtendo-se a familia Ge¢pgs. Dentro da classe Gegs , a

distribuigdo de maior interesse nas aplicagdes praticas € a Ge¢pgo para g = 0.

Assim, reescrevendo-se a distribuigdo GPD para o caso G¢po , tem-se:

1-(1+& 1 B)"s sef#0
Gf‘ﬂ(y):{%ey’ﬁ se&=0

Assim como no caso da GEV, a GPD contém trés casos especiais ou classes de

distribuicées padrées (B=1,06=0,a=1/¢):

i) Tipo | — Exponencial: distribuigdes cujas caudas decaem

exponencialmente (como a Normal) quando ¢ = 0.

0 sey <0
1-e” sey>0

Go()’):{

i) Tipo Il — Pareto: distribuigcdes cujas caudas decaem como um polinébmio

(como por exemplo, t-Student), quando ¢ > 0.

0 se y<1
G,(y)= »
1-y ™™ sey>1
i) Tipo Il — Beta: distribuicdes cujas caudas séo finitas, quando € <0 .
0 sey < -1
G, (y)=41-(-y)" se-1<y <0
1 y>0

A GPD pode ser ajustada aos dados de excessos de um limiar, através de uma
variedade de procedimentos ja propostos na literatura, sendo os mais comuns:

Maxima Verossimilhanga e Probability-Weighted Moments (PWM, ver Greenwood et
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al. [1979]). Para uma comparacao entre os méritos relativos dos dois métodos,

sugere-se a consulta a Hosking e Wallis [1987].

O método mais utilizado e mais facil de ser implementado ¢ o de Maxima

Verossimilhanga, que gera estimadores com boas propriedades para GPD.

Escrevendo G¢g para a densidade da GPD, a log-verossimilhanca pode ser

calculada como:

1\ Y,
INL(E, B U Y, Yy )= =Ny In B= | 14+ — D In 1+ &L |,
’ = p
e deve ser maximizada sujeita a B >0 e 1 + ¢Yj/B > O para todo j. A resolugéo é
obtida numericamente.

Hosking e Wallis [1987] demonstraram que, para ¢ > -0,5 (que é o caso de todas as
aplicagdes com caudas pesadas), os estimadores de maxima verossimilhanga (f,,@)

sdo assintética e conjuntamente normais:

~

NJ/2[§—§,§—1J—“>N2(O,M‘1), N, — o,

onde

146 1
M1:(1+§)( f 2}’

e onde Nx(a,A) significa a distribuicdo normal bivariada com média a € R?.

2.2. APLICACAO EM VALOR EM RISCO
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De acordo com a definicao de VaR encontrada em Jorion [2001]:

“O VaR sintetiza a maior (ou pior) perda esperada dentro de determinados periodo

de tempo e intervalo de confianga”.

Em termos probabilisticos o VaR é definido como o percentil (1 — a) da distribuicdo
de retornos dos pregos dos ativos sobre um horizonte de tempo estipulado. Ou seja,
dado um nivel de confianga a, o VaR é o menor numero v tal que a probabilidade de

que uma perda V exceda v nao seja maior que (1 — a):
VaR, =inflv e R:P(V >v)<1-af=infly e R:F,(v)>a}, ac(0])

De forma genérica, o VaR pode ser derivado da distribuicdo de probabilidade do
valor futuro® da carteira f(v). A determinado nivel de confianca a deseja-se descobrir
a pior realizagao possivel V*, tal que a probabilidade de se exceder esse valor seja

a:
a = [f(v)dv.
J.

Ou, analogamente, a probabilidade p = 1- a de um valor ser menor que V* pode ser
escrita como:
Vr
1—a = [f(v)dv =P <V")=p

Conforme Jorion [2001], o calculo do VaR pode ser simplificado de forma
consideravel adotando-se uma abordagem10 parameétrica, na qual se supde que a
distribuicdo pertence a uma determinada familia, como por exemplo a Normal.
Nesse caso, o VaR pode ser facilmente derivado do desvio padrdo da carteira,

utilizando-se um fator multiplicativo que depende do nivel de confianga adotado:

VaR, = u+o ¢ '(a),

® Para um horizonte determinado.
% Outras abordagens comuns seriam as leituras de um quantil da distribuicdo empirica (chamada de
simulagao histdrica) ou de uma distribuigdo simulada (chamada de simulagéo de Monte Carlo).
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onde ® denota a fungdo distribuicdo de probabilidade Normal padronizada e ®'(a) é

o quantil a de ®. A prova desse resultado pode ser encontrada em McNei, Frey e
Embrechts [2005].

Resultado similar ao acima pode ser obtido por qualquer familia de distribuicdo com
parametros de locacdo e escala definidos. No presente trabalho sera utilizada a

familia de distribuicdes generalizadas de Pareto.
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3. EXIGENCIA DE CAPITAL

3.1. INTRODUCAO

Entende-se por exigéncia de capital para risco de mercado a quantidade minima de
capital que uma instituicdo deve manter como um colchdo para absorver perdas
inesperadas em seu portfélio advindas de oscilagbes de pregos dos instrumentos. A
exigéncia de capital € imposta pelo 6rgao regulador do sistema financeiro que deve

zelar pela solvéncia da institui¢ao.

O grande marco na regulamentagédo financeira dos bancos foi a conclusdo do
Acordo da Basiléia em 15 de julho de 1988 pelos bancos centrais dos paises

membros do G-10"", sob o patrocinio do BIS (Bank for International Settlements).

O principal objetivo do acordo de Basiléia foi fortalecer a estabilidade do sistema
financeiro através da orientacdo sobre a manutencao de um capital minimo por parte

dos bancos, com o objetivo de reduzir os riscos de insolvéncia.

O presente trabalho visa aprofundar as discussdes sobre a parcela desse capital
associada ao risco de mercado dos ativos presentes nas carteiras das instituicbes

financeiras no Brasil.

O Comité de Supervisdo Bancaria de Basiléia publicou, em janeiro de 1996, uma
alteragcdo ao seu Acordo de Capital propondo duas abordagens para calcular a

reserva de capital para cobertura de riscos de mercado:
- abordagem padronizada
- modelos internos

O Comité propds também uma série de critérios qualitativos e quantitativos que
deveriam ser seguidos pelos bancos que optassem pelo uso de modelos

proprietarios.

1 Bélgica, Canada, Franga, Alemanha, Italia, Japao, Holanda, Suécia, Suica, Reino Unido e Estados
Unidos.
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A ferramenta especificada nessa publicacdo para medida de risco de mercado foi o
VaR. Os bancos poderiam, assim, utilizar seus modelos internos de estimacgao de

VaR como base de calculo do requerimento de capital.

A abordagem padronizada definia percentuais a serem aplicados sobre os diferentes
tipos de exposigcbes a taxas de juros, agcées ou cambio. A reserva de capital era

entdo calculada pela soma das ponderagdes de cada exposigao.

Com relagao a adogao de modelos internos, o Comité definiu padrées quantitativos e
qualitativos que deveriam ser seguidos pelas instituicdes financeiras para administrar
seus riscos de mercado. Assim, as seguintes diretrizes foram determinadas para

cada tipo de risco:
a) Taxas de Juros

Os bancos devem definir fatores de risco correspondentes as taxas de juros em
cada uma das moedas em que detém exposi¢cdes. Além disso, os sistemas de risco
devem ser capazes de capturar as diferentes volatilidades para cada vencimento ao
longo das curvas de taxas de juros. Ou seja, devem tratar cada um desses

vencimentos como um fator de risco diferente.

O risco associado a diferenca entre taxas de juros de swaps'? e titulos publicos

(chamado de spread risk) deve também ser incorporado.
b) Taxas de Cambio

O sistema deve considerar cada uma das moedas a que a instituicao esta exposta

como um fator de risco exclusivo.
c) Agdes

Para capturar corretamente os riscos de posicoes em acodes, as instituicbes devem

considerar:

12 De acordo com a definicdo dada por Hull [1995], Swaps sdo acordos privados entre duas partes
para a troca futura de fluxos de caixa, respeitando uma férmula preestabelecida.
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i) ao menos um modelo simplificado que defina um fator de risco para cada mercado
de acdes e as posicdes em cada uma das agdes individuais ou setores, podem ser

expressos como beta-equivalentes'® em relacdo ao indice de mercado.

i) uma abordagem intermediaria, que consiste em definir fatores de risco diferentes
para cada setor (por exemplo, telecomunicagdes, financeiro, energia, siderurgia,
entre outros) e entdo considerar as posi¢cdes em cada acao individual como beta-

equivalentes em relacado a cada indice setorial.

iii) uma abordagem mais sofisticada e extensa que atribua um fator de risco

especifico para cada acéao individualmente.

A escolha entre os trés modelos acima (mais simples, intermediario e mais

sofisticado) deveria levar em consideragao a natureza dos riscos de cada instituigao.

De acordo com a abordagem baseada em modelos internos, o requerimento de
capital deve ser computado multiplicando-se o VaR por um fator que varia de 3 a 4,

dependendo da acuracia do modelo nos periodos anteriores.

O calculo do VaR utilizado para requerimento de capital, segundo os reguladores,
deve levar em conta um horizonte de 10 dias e nivel de confianca de 99%,

utilizando-se pelo menos um ano de base de dados histdricos.

Assim, segundo o Comité de Basiléia, para bancos que optam pela utilizacdo da
abordagem de modelo interno para calculo de capital regulatorio para risco de

mercado, a férmula é:
k 8 ,
RC'(MR) = max{VaRé'_;% ' 50 > VaR(f)_gl;m} +Copn |
i=1

onde

VaR| corresponde ao VaR a 99% de confianga para um horizonte de 10 dias,

calculado para data t;

¥ Uma posicao beta-equivalente é calculada a partir de um modelo de mercado de retorno de ativos
(como o modelo de CAPM), regredindo-se os retornos de uma agao individual (ou indice setorial) em
relacdo ao indice de mercado e a taxa de juros livre de risco.
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3 < k = 4 representa um fator multiplicador que é uma funcdo da qualidade do

modelo interno de risco da instituigao;

Csr € um componente de risco especifico.

Seguindo as diretrizes do acordo de 1988, o Banco Central do Brasil publicou, em
1994, a Resolugdo 2.099 que estabeleceu, em seu Anexo IV, que as instituicbes
financeiras e demais instituicbes autorizadas a funcionar pelo Banco Central do
Brasil, deveriam manter capital (PLA - Patrimonio Liquido Ajustado, depois alterado
para PR — Patrimbnio de Referéncia) compativel com o grau de risco da estrutura de
seus ativos. Dessa forma, deveriam constituir Patriménio Liquido Exigido (PLE) de

pelo menos 8% de seus ativos ponderados pelo risco.
PLE = 0,08 x (Apr)
Onde APr — ativos ponderados pelo risco

Posteriormente, foram publicados diversos outros normativos que complementaram
o calculo do PLE, alterando as ponderacdes ou adicionando outros componentes de

risco.

A Resolugao 2139 foi publicada em dezembro de 1994 e incorpora um componente
a expressao do PLE, relacionado ao risco de operagdes de swap. O novo PLE

passou a ser.
PLE =008 x(Apr)+015x (> RCD,)

Onde RCD - risco de crédito das operacgdes de swap.

Até esse momento, os fatores APr e RCD cobriam apenas o componente de risco de
crédito, sendo o primeiro associado ao risco corrente e o segundo (aplicado a
derivativos, particularmente a swaps) associado ao risco futuro (representando o

add-on de Basiléia ou potential future exposure).

Em junho de 1997 a Resolugéo 2399 alterou dois fatores da expresséo anterior:

modifica o fator aplicavel ao risco de crédito das operagdes de “swap” (Sw) de 0,15
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para 0,16 e passa de 0,08 para 0,10 o fator aplicado sobre os ativos ponderados

pelos fatores de risco (APr).

Esta mesma Resolugéo insere uma nova sistematica para o calculo do RCDi (risco
de crédito da i-ésima operacado de “swap”). Novamente, em novembro de 1997
esses dois fatores sdao modificados pela Circular 2.784, a qual estabeleceu a

seguinte expressao para o calculo do PLE:

PLE =0,11x (Apr)+020x(3." RCD,)

Apenas em maio de 1999, com a Resolugdo 2.606 foi incorporado o primeiro
componente relacionado ao risco de mercado: a exposicado em ouro e operagoes

referenciadas em cambio.

PLE = 0,11x (Apr)+020x (3" RCD;)+050xmax|[>"" [Apre;|-0,20x PLAo|

Onde Z;|Aprc,-| representa o somatdrio dos valores absolutos das posi¢des
liquidas em ouro e em cada uma das moedas.

A Resolugao 2.692, publicada em fevereiro de 2000, adicionou outro componente
relacionado ao risco de mercado ao requerimento de capital minimo: a parcela de
capital necessaria para a cobertura de riscos decorrentes de operacdes pré-fixadas

denominadas em reais. Para o calculo dessa parcela de capital, utilizou-se um

critério mais sofisticado, baseado no VaR das operacgoes :
_ M t 60 Padrao Padréo
ECJurosPre =max EX Zi:1 VaRt—i ’VaRt—1

Onde:

Mt representa o multiplicador para o dia t, divulgado diariamente pelo Banco Central
do Brasil, compreendido entre 1 e 3 e calculado através de uma fungao inversa da

volatilidade.

VaR representa o Valor em Risco das operagoes pré-fixadas denominadas em reais.
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Em fevereiro de 2000, a Resolucédo 2.692 altera definitivamente o calculo do PLE

como mostra a expressao abaixo, que prevalece até o presente:

PLE = 0,11x(Apr)+0,20x (3" RCD,)+050xmax|[>."|Aprc,|-020xPLA o]+ 3" EC,

O calculo da parcela Aprc que corresponde ao risco de mercado relacionado as
exposigdes em moedas estrangeiras e ouro é extremamente penalizante as

instituicdes financeiras, uma vez que nao leva em conta nenhum critério estatistico.

Por outro lado, o calculo da EC, que corresponde ao risco de mercado das
operacoes pré-fixadas denominadas em Reais, baseia-se em um modelo de VaR
condicional, que leva em conta o comportamento estocastico da volatilidade. No
entanto, assume que os residuos do modelo de volatilidade condicional seguem uma
distribuicdo normal, o que representa um pressuposto incorreto, conforme conclusao

dos testes de normalidade dos residuos feitos no Capitulo 5.

Outra deficiéncia do modelo atual de requerimento de capital para risco de mercado
€ que nao considera demais fatores de riscos a que estao sujeitas a maior parte das
instituicdes financeiras como, por exemplo, cupom cambial, cupons de inflagdo'™,

acdes e mercadorias™.

Por fim, o modelo atual ndo considera nenhum tipo de correlagdo ou dependéncia
entre as diferentes parcelas de capital, ja que o PLE é calculado pela soma algébrica

de todas as parcelas.

3.2. TVE PARA EXIGENCIA DE CAPITAL

O interesse entdo se volta ao computo do VaR com 99% de confianga para um
periodo de 10 dias, conforme requerimento do BIS, a partir de um modelo ajustado a

retornos diarios.

' Taxas de Juros reais relacionadas aos titulos e derivativos indexados ao IPCA ou IGP-M.
'° Exceto ouro que ja é considerado na parcela Aprc.



35

Para conversao do VaR calculado com base em retornos diarios independentes e
identicamente distribuidos para o VaR representativo de um periodo maior, no caso

10 dias, é necessario multiplica-lo pela raiz de 10.
Considerando X1, X2,... retornos diarios independentes e identicamente distribuidos.

Sabe-se que E(X1 + X2) = E(X1) + E(X2) e V (X1 + X2) = V(X1) + V(X2) +

2Cov(X1,X2), onde E representa esperanca e V representa Variancia.

Se os retornos sao independentes, tem-se que Cov(X1,X2) = 0, e se sado distribuidos
de forma idéntica, tem-se : E(X1) = E(X2) = E(X) e V(X1) = V(X2) = V(X).

Assim, E(X1 + X2) = 2E(X) e V(X1 + X2) = 2V(R).
E, portanto, (X1 + X2) = v25(X).

A regra acima pressupde uma distribuicdo Normal. Conforme sera mostrado no
Capitulo 4.3, a pressuposigao de retornos auto-regressivos com distribuigcdes
diferentes da Normal, implica na proposi¢gdo de uma regra alternativa para computo

do VaR multi-periodos.

Outro aspecto relacionado a transformagdo do VaR em exigéncia de capital,
segundo o Comité de Basiléia, diz respeito ao fator multiplicador 3 < k < 4

determinado como funcéo da qualidade do modelo interno adotado pela institui¢ao.

A escolha de k é justificada na desigualdade de Chebyshev'® (Stahl[1997] apud
Jorion [2001]). Para qualquer variavel aleatéria x de variancia finita e conhecida o’ a

probabilidade de obtencdo de uma observacgao fora de um intervalo especifico é:

PQx—y| >ra)s %2, para qualquer r >0,r eR.

Supondo-se que a distribuicdo seja simétrica e tomando-se os retornos negativos,

tem-se:

P(Jx—,u| > —ra)s %rz .

'® STAHL, G. (1997). “Three Cheers”. Risk, 10 October, p. 67-69.
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Fixando-se a probabilidade em 1% (nivel de significaAncia correspondente ao grau de
confianga de 99%), tém-se r(99%) = 7,071. O VAR maximo €&, portanto:

VAR, . =r(99%)c

A desigualdade de Chebyshev vale para variaveis randémicas de qualquer tipo de

distribuicao, e pode-se calcular r apenas com conhecimento da média e variancia.

Supondo-se um modelo de VaR que utiliza uma distribuicdo Normal, calcula-se o
VaR(99%) multiplicando-se o quantil da distribuicdo Normal padrao pela volatilidade,

obtendo-se:
VAR, =2330

Caso a verdadeira distribuicdo nado seja especificada corretamente, o fator de
correcao sera:
VaR 70710

K =~ max =303
VaR, 233c

Justificando o fator multiplicador adotado pelo Comité de Basiléia.

Para o caso de instituigdes cujos modelos de risco incorporem distribuigbes com
caudas pesadas, o quantil sera superior ao quantil da distribuicdo Normal, portanto,

o fator multiplicador deveria ser recalibrado para baixo.
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4. EsTuDO DE CASOS

4.1. BASE DE DADOS DE MERCADO

Foram analisadas as séries histéricas de retornos logaritmicos diarios dos seguintes

ativos financeiros (fatores de riscos):

1) Cotagcdo de fechamento US$ / R$ do mercado de cambio a vista, obtida pelo

terminal Bloomberg e através de corretoras.

2) PUs (precos unitarios) referentes as taxas de Juros Locais em Reais (“Pré”),
correspondentes aos vencimentos padronizados de 1 més (P1MP), 6 meses
(P6MP), 1 ano (P1YP), 2 anos (P2YP) obtidos através de interpolagcédo (flat

forward’”) dos PUs dos contratos de DI futuros negociados na BM&F.

3) PUs (precos unitarios) referentes as taxas de Juros Locais em Dolares (“Cupom
Limpo”) correspondentes aos vencimentos padronizados de 1 més (C1MP), 6 meses
(C6MP), 1 ano (C1YP), 2 anos (C2YP) obtidos através de transformacao das taxas
dos contratos de FRC negociados na BM&F em taxas spot e interpolacao (flat

forward) dos respectivos PUs.

4) indice Bovespa de fechamento.

Todas as séries utilizadas partem do dia 1° de margco de 1999, apés a mudancga de

regime cambial.

v Tipo de interpolacdo que assume que a taxa de juros a termo, implicita entre dois prazos, é
constante durante esse intervalo.
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Os graficos das Figuras 3, 4 e 5 mostram as evolugdes dos precos e retornos de

cada uma das séries descritas acima.

US$ / R$ A vista IBOVESPA
4.00
17.0% 40,000 A 20.0%
350 30,000 +
3.00 12.0% 5.0%
20,000 +
2.50 10.0%
70%| | 10,000
2.00 0 50%
1.50 2.0%
0.0%
100 -10,000
-3.0% 9
0.50 Prego -20,000 - Prego -5.0%
Retorno Logaritmico RetornoLogaritmico
0.00 -8.0% |- 00 -10.0%
Figura 3 — Gréficos de pregos e retornos da Taxa de Cambio US$/R$ e indice Bovespa.
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Figura 4 — Graficos de pregos e retornos dos PUs de Juros “Pré” de 1 més (1M), 6 meses (6M), 1 ano (1Y) e 2 anos (2Y).
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Figura 5 — Graficos de precos e retornos dos PUs de “Cupom Cambial Limpo” de 1 més (1M), 6 meses (6M), 1 ano (1Y) e 2

anos (2Y).
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As figuras abaixo mostram as estatisticas descritivas e histogramas de cada uma

das séries.

Os valores mostram que todas as séries apresentam niveis de curtose

excessivamente altos se comparados com a distribuicdo normal, que tem curtose

igual a 3.

O teste de Jarque Bera'®

analisadas.

'8 VVer Anexos.

rejeitou a hipotese de normalidade para todas as séries
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Figura 6 - Histogramas das séries de Taxa de Cambio US$/R$ (DOLP) e indice Bovespa (IBP).
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Figura 7 - Histogramas das séries de Juros “Pré” de 1M (P1MP), 6M (P6MP), 1Y (P1YP) e 2Y (P2YP).
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Figura 8 - Histogramas das séries de Juros de Cupom Cambial de 1M (C1MP), 6M (C6MP), 1Y (C1YP) e 2Y (C2YP).

4.2. DESCRICAO DO PROCEDIMENTO

Utilizou-se uma janela mével de dados histéricos de 750 dias uteis, ja que o BIS
recomenda um minimo de 250 dias para estimagdo do VaR e a modelagem de
extremos requer uma quantidade maior de dados'®. Por uma questdo de
processamento computacional, os parametros dos modelos foram re-estimados a

cada 50 dias, mantendo-os constantes durante esse intervalo®°.

Primeiramente, realiza-se a anadlise estatistica descritiva das diversas séries
utilizadas no estudo, assim como o teste de Jarque-Bera para rejeitar (ou ndo) a
normalidade dos retornos das séries. Isso € necessario, ja que o modelo a ser
proposto pressupde a existéncia de caudas pesadas nos retornos dos ativos
financeiros. O modelo sera mais adequado quanto maior for a curtose da

distribuicéo.

O préximo passo € verificar as dependéncias temporais das séries, através dos
graficos das auto-correlagbes estimadas para as observagdes. Os correlogramas,

em geral, mostram dependéncia temporal para todas as séries.

Em seguida, ajusta-se um modelo auto-regressivo para capturar a dependéncia na
média e um modelo GARCH (Engle [1982], Bollerslev [1986]) para capturar a
dependéncia na variancia através de estimacgdes de quasi-maxima verossimilhanga.
Nesse estudo, optou-se por seguir a risca a proposicdo mais parcimoniosa de
McNeil e Frey [1999], ou seja, um modelo AR(1) para a média e GARCH(1,1) para a

dependéncia no segundo momento. No entanto, outros modelos mais complexos

9 A variancia da estimagao cai com o0 aumento do tamanho da amostra.
% Tal procedimento simplificado ja foi também adotado por Souza [1999] e Pinto e Valls.
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poderiam ser igualmente utilizados. Testou-se a adicdo de outros /ags, mas os
testes de Akaike e Schwarz nao evidenciaram melhora substancial a ponto de se

optar por um modelo mais complexo.

Calcula-se os residuos padronizados do ajuste AR(1) + GARCH(1,1) aos quais sera

ajustada uma GPD.

O préximo passo é gerar graficos QQ-Plots desses residuos versus a distribuicao
normal para confirmar a suposi¢ao de que a normalidade condicional n&o é realistica
e que a distribuicdo das inovacdes do processo apresenta caudas pesadas

(leptocurticas).

A partir dai, a questdo que surge € a partir de que ponto u da distribuicdo dos
residuos, a regido ja pode ser considerada como cauda, ou seja, pode-se utilizar as

hipoteses assintoticas da teoria de valores extremos.

A escolha de u alto reduz o viés, enquanto que k (numero de eventos acima do
limiar) alto reduz a variancia das estimacdes dos parametros. A medida que se
aumenta o valor de k, avanga-se ao centro da distribuicdo, saindo do verdadeiro foco
de atencao representado pelas caudas e aumenta-se o viés. Por outro lado, quando
se diminui o numero k, poucas observagdes sao incorporadas a estimagao e corre-

se o risco de produzir um estimador com elevada variancia.

Muitos estudos utilizam o 95% percentil da distribuicdo como ponto de partida, mas

nao existem, até o momento, estudos conclusivos sobre a melhor opgao de escolha.

E importante mencionar que Danielsson e de Vries [1997] operacionalizaram um
método de definicdo do ponto de corte baseado num procedimento de Bootstrap
desenvolvido por Hall [1990]. Tal método ja foi implementado no Brasil por Pinto e
Valls [2006].

No presente trabalho optou-se por outro método sugerido por Embrechts et alii
[1997] que consiste em tragar o grafico conhecido como Hill-plot e procurar a regiao
mais proxima das caudas onde o valor do indice de caudas estimado estabilize-se.
Segundo Drees, de Haan e Resnick, tal método além de ser um dos mais populares
e de facil aplicagao pratica, deve ser adotado quando os dados aproximarem-se de

uma distribuicdo de Pareto. Mesmo método também foi escolhido por Souza [1999].
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Utilizou-se um numero fixo de dados para representar a cauda igual a N = k sendo k
> n(1 - q), de forma que o quantil adotado seja sempre maior que o limiar. O que na
pratica representa um limiar variavel para a estatistica de (k+1) ordem. Analisando-
se os graficos de Hill-Plot, observa-se que para todas as séries, a regido de
estabilizagdo do indice de caudas inicia-se por volta de 100, mas como k = 100
representa 13% das observagdes, optou-se pela parcimbnia e adotou-se um limiar

correspondente a k = 50 (n = 749).

Os residuos séo entdo ajustados a uma Distribuicdo Generalizada de Pareto para as
caudas (valores acima do limiar) e uma distribuicdo empirica para a parte central dos
dados. Duas técnicas foram utilizadas para estimagao: Maxima Verossimilhanga e
Probability Weighted Moments . Apesar de nas ultimas décadas ter sido amplamente
utilizada, principalmente por sua simplicidade, a técnica de maxima verossimilhanca
€ limitada para a estimacgéo de parametros de distribuicdes de valores extremos por
gerar estimadores viesados na média, particularmente para amostras pequenas. No
entanto, Koch [1991] mostrou que tal viés nao influencia significativamente a
magnitude dos parametros e que a técnica de maxima verossimilhanca € um método
eficiente de estimacao dos parametros das distribuicdes de extremos. No presente
trabalho nao se verificou diferenca substancial nas estimacdes produzidas pelas

duas técnicas, ndo se alterando o resultado final.

Apods a estimagéo, calcula-se o Valor em Risco a partir da volatilidade estimada pelo

modelo GARCH e o quantil associado estimado.

A maneira mais usual para se verificar a eficacia das estimativas de VaR ¢é através
de procedimento de back-testing, que consiste em comparar o numero de vezes que
o retorno previsto pelo VaR é excedido pelo retorno efetivo (outliers) com o numero

esperado para determinado a.

4.3. MODELAGEM

Assume-se que os retornos diarios (X4, Xz, ..., Xn) representam realizagbes de um
processo estocastico estritamente estacionario, onde a média e a variancia variem

no tempo conforme:

X =u+0Z,,
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E que as inovagdes Z; sejam variaveis aleatérias iid com distribuicdo F, média zero e
variancia unitaria. Seja FX a distribuicdo de X; e FX+1 a distribuicdo preditiva um

passo a frente.

Conforme a proposi¢cao de McNeil e Frey [1999], modela-se a média e a volatilidade

condicional com os modelos AR(1) e GARCH(1,1), respectivamente.
Formalmente:
X=X +¢

Onde as inovagdes & seguem um modelo GARCH(1,1). A volatilidade ao quadrado é

dada por:

of =o+ael, + ol

Os estimadores convencionais de maxima verossimilhanga ndo conseguem lidar
com observacgdes atipicas. No entanto, existem na literatura algumas propostas para
estimagao robusta como os M-estimadores (Huber[1981]) e CM-estimadores
(Mendes e Duarte [2004] e Kent e Tyler [1991]). A intuicdo por tras desses
estimadores é que nao assumem nenhuma distribuicdo especifica para as

inovacoes.

O estimador utilizado nesse trabalho foi o de pseudo (ou quasi) maxima
verossimilhanga, considerado robusto ja que produz estimagbes consistentes dos
parametros mesmo que a distribuicdo seja incorretamente especificada. Mais
detalhes sobre esse estimador podem ser obtidos em Gourioux, Monfort, e Trognon
[1984].

Apods a estimacédo do modelo, calculam-se os residuos padronizados:

AN A

(Z 7 )_ Xt_pi1 = Hi_pi Xy — Hy
t-n+1r =%t ) — N yuuny ~ 5
O t-n+1 ot

A seguir, assume-se que os residuos excedentes seguem uma distribuicdo de

Pareto (GPD) com fungéo igual a:



45

1-(1+ &1 B)"s sef#0
Ze )= {1—ey'ﬁ sef=0"

onde>0,ey=20quando{=20e 0=y =2=-p/¢quando ¢ <O.

A escolha dessa distribuicdo € motivada por um resultado limite em EVT.
Considerando uma fdp F e a correspondente distribuicdo de excessos acima de um

limiar u dada por:

F(y +u)-F(u)
1- F(u)

F.(y)=P{X-u<y|X>u}=

u

Para 0 <y < xg— u, onde xo € o ponto final a direita de F.

A partir dos residuos ajusta-se a GPD por maxima verossimilhanga utilizando o

estimador:

roen)-Kfrer)

Usando-se a inversa F,' obtém-se um estimador do quantil:

-

z :u+£ -1

N
e
S X|R

Onde z4 € o (1-a) quantil da distribuicao Z:.

Com base no quantil z, calcula-se a medida de risco VaR:

VaR, = t4 + 0142,
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No entanto, o VaR acima calculado prevé a perda esperada para 1 dia, mas a
exigéncia de capital deve ser calculada para um horizonte de 10 dias, segundo

recomendacgao do BIS.

A seguir demonstra-se a modelagem para obtencdo da estimagdo do VaR para

multi-periodos, a partir de uma série de retornos diarios.

Ajusta-se a série de retornos conforme o procedimento descrito anteriormente aos
modelos AR(1) e GARCH(1,1) e obtém-se os residuos. A partir dos residuos,

ajustam-se as duas caudas (inferior e superior) a fungao GPD.

A partir dai, simula-se o disturbio dessa distribuicdo por uma combinagdo de
bootstrap e simulacdo da GPD de acordo com o algoritmo abaixo proposto por

Danielsson e de Vries [1997].
i) Seleciona-se randomicamente um residuo da série de residuos.

ii) Se o residuo exceder o limiar maximo z,,, , retorna-se z, ,+ y1, onde y1 é

obtido a partir da distribuigio do excesso superior GPD(£(", BV).

iii) Se o residuo for menor que o limiar minimo 2z, ,,, retorna-se z, _,, - y2, onde y2 &

obtido a partir da distribuicdo do excesso inferior GPD(&\?, B?).

iv) Caso contrario retorna-se o proprio residuo.

V) Repde-se o residuo na série e repete-se o procedimento a partir de i.

O algoritmo acima gera pontos da distribui¢ao:

2
n B

-1
— /5(2)
k1 2) ‘Z Z(n-k)‘ *
RN I P sez<z,

. 1.
F,(z)= ;21{2’_9} S€ Z, 1) SZ<Z ,
i=1

7(1)
1 k 1 ) Z_Z(k+1) Sk
- +& —— SeZ>2Z,.,

B
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Que aproxima F,(z) para n grande.

Usando a distribuicdo acima que representa o disturbio e o modelo GARCH
estimado, simula-se 10,000 trajetérias de retornos para o periodo desejado (Xi+1,

Xt+2,---, Xt+k) € @ SOMa cumulativa correspondente dessas realizagoes.

O obijetivo final é definir por qual fator deve-se multiplicar uma estimac¢éo condicional

do retorno de um dia para se obter a estimagao condicional para o retorno de k dias.

Ou seja, necessita-se calcular a razdo x(k)/ x, para k>1.

Para o caso de Xi serem iid, ja estdo disponiveis resultados tedricos sobre o fator de
escala que transforma estimacgao de retorno de um dia em estimagao de retorno de k

dias.

a 1
Para o caso de distribuicbes estritamente estaveis, onde X, + X, +...+ X, =k* X,

1
para ae(O,Z], tem-se que x,(k)/x,=k“. O caso especial em que a = 2,

corresponde a famosa regra da “raiz quadrada do tempo” implementada em
RiskMetrics.

Para os casos de distribuicbes com caudas pesadas, Feller [1971] demonstrou que
0S riscos sdo, para uma aproximacgao de primeira ordem, linearmente aditivos. Ou

em termos probabilisticos, a aproximacédo para o risco do retorno de um unico

periodo €& dada por PHX|>x]zax"f, quando x € grande enquanto que a

aproximacdo para o risco do retorno de k periodos ¢é definido como

P[X,+ X, +..+ X, > x|~ Kax™*.
Isso implica no seguinte fator aproximado para grandes percentis: x,(k)/ x, ~ k<.

Partindo desses resultados tedricos para séries ndo condicionais, McNeil e Frey

[1999] sugeriram que, para o modelo proposto, o fator xf,(k)/xf7 também poderia ser
aproximado por uma fungéo poténcia: x,(k)/x, ~ k*, para um k pequeno. No

entanto, espera-se que A; dependa do nivel da volatilidade inicial o; em relagao a
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média de longo prazo da volatilidade. Ou seja, para modelos estacionarios com
estrutura de volatilidade estocastica (no caso GARCH com a4 + 3 < 1), espera-se
que quando o; for alta (baixa) a volatilidade futura sera, em média mais baixa (alta)

que ot.



5. CONCLUSAO

5.1.

RESULTADOS DOS ESTUDOS DE CASOS
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A analise grafica dos QQPlots*' dos residuos padronizados demonstra claramente

que as distribuicdes sao leptocurticas, uma vez que as curvas inclinam para cima do

lado esquerdo do grafico e para baixo do lado direito. A série de residuos que mais

se aproximou de uma Normal foi a de Ibovespa (Ver Figura 5 — RESID_IBP).
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Figura 9 - QQ Plots dos Residuos Padronizados do modelo AR(1) + GARCH(1,1) das séries de Taxas Pré-Fixadas de 1 més
(RESID_P1MP), 6 meses (RESID_P6MP), 1 ano (RESID_P1YP) e 2 anos (RESID_P2YP).

! Ver explicagao sobre Grafico Quantil-Quantil (QQPIot) nos Anexos.
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De acordo com a verificagao grafica, em todas as séries o estimador de Hill parece

estabilizar-se para valores de k inferiores a 200. O limiar foi escolhido para todos os

casos de forma que seja excedido por 50 observagdes (k = 50).
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Figura 13 — Hill Plot P6M — Max (esq.) e P6M — Min (dir.)
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O modelo proposto, de forma geral, mostrou resultados superiores ao modelo

GARCH+Normal e Normal Nao-Condicional para as séries analisadas.

Para as séries de taxas de juros, os resultados de backtestings evidenciaram uma
clara assimetria das caudas. Para a cauda inferior (minimos), o modelo proposto
GARCH+GPD produz menor numero de outliers e mais proximos ao esperado que o

modelo GARCH+Normal para todas as séries.

No entanto, para a cauda superior, os resultados ndo foram tao satisfatérios. Para as
séries de taxas pré-fixadas os resultados foram muito similares para ambos os
modelos, apresentando outliers abaixo do esperado (superestimando o risco). No
entanto, os resultados para as séries de cupom cambial foram distintos para curto e
meédio prazo. Os numeros de oultliers para as séries de 1M e 6M foram menores para
o modelo GARCH+GPD, mas para as séries de 1Y e 2Y foram menores para o
modelo GARCH+Normal.

Constatou-se, portanto, que movimentos adversos extremos com maior
probabilidade de ocorréncia que a prevista pela distribuicdo gaussiana acontecem
principalmente na cauda inferior, ou seja, representando retornos negativos. Como a
modelagem de taxas de juros baseia-se em PUs (pregos unitarios), conclui-se que
tais movimentos adversos estdo relacionados a momentos de crises ou reacgdes

negativas no mercado financeiro que levaram a alta das taxas de juros.

Analogamente, os resultados para a série de Dolar mostram que o modelo
GARCH+GPD mostrou-se muito superior aos demais para a cauda direita, que

representa movimentos de desvalorizagao cambial do Real.

O modelo GARCH+GPD apresentou piores resultados para a série de Ibovespa,
possivelmente pelo fato de seus residuos aproximarem-se da Normal (ver grafico
QQ-Plot), além de a propria série original apresentar o menor indice de curtose entre

todas analisadas.



Backtesting

Maximos, alpha = 99%

N° Outliers Outliers Verificados _
Dias Esperados | GARCH+GPD | GARCH +Normal |  Rorma Mao
N° % N° % N° % N° %

Dol Comercial 1901 19.0 1.00% 16 0.84% 27 1.42% 49 2.58%
Ibovespa 1901 19.0 1.00% 11 0.58% 14 0.74% 14 0.74%
PRE 1MES 1901 19.0 1.00% 14 0.74% 15 0.79% 5 0.26%
PRE 6MESES 1901 19.0 1.00% 14 0.74% 16 0.84% 10 0.53%
PRE 1ANO 1901 19.0 1.00% 15 0.79% 14 0.74% 15 0.79%
PRE 2ANOS 1901 19.0 1.00% 14 0.74% 13 0.68% 14 0.74%
CPN 1MES 1761 17.6 1.00% 14 0.80% 24 1.36% 9 0.00%
CPN 6MESES 1761 17.6 1.00% 9 0.51% 11 0.62% 22 0.00%
CPN 1ANO 1761 17.6 1.00% 18 1.02% 12 0.68% 27 0.00%
CPN 2ANOS 1761 17.6 1.00% 14 0.80% 8 0.45% 25 0.00%

Teste de Razao de Verossimilhanga (LR) - Maximos

GARCH + GPD GARCH + Normal Normal Né&o
Condicional
Teste LR | P-value | Teste LR | P-value [ Teste LR | P-value

Dol Comercial 0.51 47.6% 3.00 8.3% 33.29 0.0%

Ibovespa 4.02 4.5% 1.47 22.6% 1.47 22.6%

PRE 1MES 1.47 22.6% 0.92 33.7% 14.77 0.0%

PRE 6MESES 1.47 22.6% 0.51 47.6% 5.22 2.2%

PRE 1ANO 0.92 33.7% 1.47 22.6% 0.92 33.7%

PRE 2ANOS 1.47 22.6% 2.16 14.2% 1.47 22.6%

CPN 1MES 0.80 37.0% 2.10 14.7% 5.18 2.3%

CPN 6MESES 5.18 2.3% 2.89 8.9% 1.02 31.1%

CPN 1ANO 0.01 92.6% 2.03 15.4% 4.35 3.7%

CPN 2ANOS 0.80 37.0% 6.65 1.0% 2.77 9.6%
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Backtesting

Minimos, alpha = 99%

N° Outliers Outliers Verificados R
Dias Esperados GARCH + GPD GARCH + Normal Condicional
N° % N° % N° % N° %
Dol Comercial 1901 19.0 1.00% 18 0.95% 20 1.05% 34 1.79%
Ibovespa 1901 19.0 1.00% 13 0.68% 19 1.00% 14 0.74%
PRE 1MES 1901 19.0 1.00% 18 0.95% 31 1.63% 5 0.26%
PRE 6MESES 1901 19.0 1.00% 18 0.95% 27 1.42% 15 0.79%
PRE 1ANO 1901 19.0 1.00% 16 0.84% 23 1.21% 21 1.10%
PRE 2ANOS 1901 19.0 1.00% 15 0.79% 28 1.47% 23 1.21%
CPN 1MES 1761 17.6 1.00% 15 0.85% 23 1.31% 10 0.00%
CPN 6MESES 1761 17.6 1.00% 12 0.68% 23 1.31% 30 0.00%
CPN 1ANO 1761 17.6 1.00% 17 0.97% 23 1.31% 40 0.00%
CPN 2ANOS 1761 17.6 1.00% 12 0.68% 25 1.42% 38 0.00%
Teste de Razéo de Verossimilhanga (LR) - Minimos
GARCH + GPD GARCH + Normal gg:gzg‘:;
Teste LR | P-value | Teste LR | P-value [ Teste LR | P-value
Dol Comercial 0.06 81.4% 0.05 82.1% 9.67 0.2%
Ibovespa 2.16 14.2% 0.00 99.8% 1.47 22.6%
PRE 1MES 0.06 81.4% 6.42 1.1% 14.77 0.0%
PRE 6MESES 0.06 81.4% 3.00 8.3% 0.92 33.7%
PRE 1ANO 0.51 47.6% 0.79 37.3% 0.20 65.2%
PRE 2ANOS 0.92 33.7% 3.75 5.3% 0.79 37.3%
CPN 1MES 0.41 52.1% 1.52 21.8% 3.94 4.7%
CPN 6MESES 2.03 15.4% 1.52 21.8% 7.27 0.7%
CPN 1ANO 0.02 88.3% 1.52 21.8% 21.14 0.0%
CPN 2ANOS 2.03 15.4% 2.77 9.6% 17.91 0.0%
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Para calculo da exigéncia de capital, necessita-se obter a estimagao do VaR para 10

dias. Utilizando-se o procedimento combinado de bootstrap e simulagcdo de Monte

Carlo descrito no capitulo anterior, chega-se as seguintes estimagbes para o

parametro A'° para cada uma das séries:
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Baixa Media Alta
Max Min Max Min Max Min
pim 0.56 0.33 0.52 0.28 0.51 0.30
pém 0.65 0.47 0.60 0.43 0.56 0.40
ply 0.82 0.62 0.74 0.52 0.74 0.48
p2y 0.63 0.59 0.58 0.54 0.58 0.50
cim 0.66 0.64 0.56 0.58 0.51 0.51
cbm 0.52 0.35 0.47 0.31 0.39 0.26
cly 0.81 0.79 0.70 0.67 0.72 0.64
c2y 0.78 0.65 0.68 0.58 0.69 0.60
dol 0.55 0.72 0.51 0.69 0.49 0.66
ibov 0.54 0.62 0.53 0.60 0.52 0.59

Os resultados encontrados (assim como em McNeil e Frey [1999]), ndo confirmam a
conclusao de Danielsson, Hartman e de Vries [1998] de que o fator de escala para
retornos que exibem caudas pesadas deveria ser menor que o fator de “raiz
quadrada do tempo” utilizado para distribuicdes normais, provavelmente pelo fato

deles nao considerarem a dependéncia temporal em seu modelo.

Os resultados encontrados, mesmo para periodos de alta volatilidade sdo maiores
que os utilizados para distribuicdes normais. Por exemplo, para o caso Pré 2 anos

(Volatilidade Alta), cujo fator A'® de minimos é igual a 0,60 :
VaR (Normal ndo condicional) 10 gias = VaR1 gia * 10°° = 3,1623 * VaR gia

VaR (GARCH + EVT) 10 gias = VaR1 gia * 10%° = 3,9811 * VaR gia

5.2. SUGESTAO PARA TRABALHOS FUTUROS: CASO MULTIVARIADO

O presente trabalho contribui para a aplicagdo da Teoria de Valores Extremos a
mensuragdo de riscos no Brasil e ndo esgota totalmente os seus possiveis

desdobramentos em estudos complementares ou mais aprofundados.

Uma possivel sugestéo seria a utilizacdo de outros modelos da familia GARCH que

mais se adequem ao comportamento das séries brasileiras.

Outra sugestéo seria a extensao para o caso multivariado. Em finangas, necessita-
se de modelos de risco multi-dimensionais, uma vez que os portfélios de
investimentos possuem centenas ou milhares de instrumentos, que por sua vez se

traduzem em centenas ou milhares de fatores de riscos.
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O modelo univariado proposto pode ser utilizado para uma carteira de ativos, assim
como sugerido por Danielsson e de Vries [1997], bastando apenas aplicar o peso da
carteira atual aos retornos histéricos e gerando uma série unica de retornos. Em
seguida modela-se tal série como se fosse um fator de risco unico. O grande
problema dessa abordagem é que nao considera a estrutura de dependéncia entre
os fatores de risco, assumindo que a matriz de correlacéo é constante ao longo de

todo o periodo.

Apesar de a maior parte dos estudos relacionados a Teoria de Valores Extremos
basear-se em modelos univariados, ja existem diversas publicagbes a respeito da
teoria multivariada de extremos. No entanto, até o presente momento, ndo esta
disponivel uma completa teoria multivariada aplicada a altas dimensdes. As
aplicagdes das teorias multivariadas de extremos concentram-se em geral em duas
ou no maximo trés dimensdes, como por exemplo: modelos trivariados aplicados a
estudos dos niveis da agua do mar por Tawn [1990], modelos de maximos

bivariados aplicados a retornos financeiros por Mendes [2004].

A modelagem da estrutura de dependéncia de dados multivariados nos extremos

pode ser feita com bastante eficiéncia utilizando-se o conceito de copulas.
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6. ANEXOS

Teste Jarque-Bera de normalidade

O teste estatistico é feito através da seguinte expressao:

Onde:
—\3

- 1& X =X

V== - , representa skewness
n i=1 o
18 x-x)

. X, —X )

K =—Z( — J , representa kurtosis
n=\ o

" 1 2 A
62 = —z<x,. — x) , representa a variancia da amostra.

Foi provado que na hipotese de x; representar observacgdes independentes de uma
distribuicdo normal, para n grande, a estatistica do teste Jarque-Bera tende
assintoticamente a uma distribuicdo de Chi quadrado. Isso possibilita testar a
normalidade da amostra. Para uma dada amostra x = (x4, ..., X5) calcula-se a
estatistica JB e compara-se com o0 95% quantil da distribuicdo Chi-quadrado que é
igual a 5.99. Portanto, na hipotese nula de que os dados foram gerados por uma
distribuicdo normal, sabe-se que em 95% dos casos valor da estatistica JB sera
menor que 5.99. Consequentemente rejeita-se a hipétese de normalidade se o teste
JB exceder 5.99.
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Grafico Quantil-Quantil (QQ-plot)

O QQ-plot serve para ilustrar graficamente a distancia entre as fungdes de
distribuicado empiricas e tedricas. Mas pode também ser usado para comparar duas

distribuicbes empiricas.
O grafico é construido, comparando-se os quantis das duas séries.

Se as duas séries forem oriundas de populagdes com uma mesma distribuicdo, os

pontos do grafico estardo posicionados ao longo de uma linha de referéncia de 45°.

Quanto mais afastados dessa linha de referéncia estiverem os pontos, maior a

chance das duas populagdes terem distribuicdes diferentes.

Distribuicoes Estaveis e Max-estaveis

Diz-se que uma distribuicdo é estavel se uma combinacédo linear de suas variaveis
(que devem ser randémicas iid) gerar uma mesma distribuicdo, exceto por possiveis
diferengcas nos parametros de escala e locagdo. Sao consideradas distribui¢cdes

estaveis, as distribuicdes de Levy, Cauchy e Normal.

Similarmente as distribuicdes estaveis, as distribuicbes de valores extremos também

se caracterizam por serem max-estaveis.
De acordo com Mendes (pg. 40), define-se Distribuicbes Max-estaveis como:

Sejam X, X;,Xo, ... variaveis aleatérias iid com fungao distribuicao F, e sejam d, € R
e ¢, > 0 constantes apropriadas. Dizemos que F € max-estavel se satisfaz a igualdade
em distribuicéo

d
max(X,,..., X, )=c, X +d,, .

A definicAo mostra que toda distribuicdo max-estavel é distribuicao-limite para o
maximo de variaveis aleatodrias iid.
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O teorema de Fisher-Tippett diz que se existirem constantes ¢,>0, d, € R tais que o
maximo padronizado convirja para uma distribuicdo ndo degenerada, entdo esta deve
ser de um dos trés tipos (H, Hz, Hs3). De fato, a classe das distribuicbes max-estaveis
coincide com a classe das distribuigdes limite para o maximo padronizado. Isto €,
temos também que:

lim FJ(c,x+d,)=H(x)
n—o
Por exemplo, considere X com distribuicdo Gumbel. Seja dn = In(n) e cn = 1. Ent&o:

lim FJ(c,x+d,)=lim [exp(- e =)' =

n—o n—w

= lim {exp(—e(” %ﬂn = lim [exp(—e’(x))]: H,(x)

n—o n—o

Mostrando assim que a distribuicdo Gumbel, sendo limite, é estavel.

Grafico de Hill

Sejam X1>...>Xn estatisticas de ordem de variaveis randémicas independentemente
e identicamente distribuidas. O estimador de Hill correspondente ao indice de cauda

¢ usando a estatistica de de ordem k + 1 é definido como:

O grafico de Hill é, por sua vez, definido pela sequéncia de pontos:
{(k,H ) 1<k <n-1}

O limiar u é selecionado a partir desse grafico, buscando-se a area de estabilidade
do indice de cauda. No entanto, essa escolha nem sempre é clara. Esse método
aplica-se bem para distribuicbes GPD ou de familia proxima a GPD. O estimador de
Hill € uma aproximagao do estimador de maxima verossimilhanga para a GPD e
como a distribuicdo de excessos além de um limiar converge a uma GPD, seu uso é

justificado (ver resultados de Drees, de Haan e Resnick [2000]).
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Teste de Razédo de Verossimilhanca (Likelihood Ratio — LR)

No presente trabalho o Teste LR?* (Christoffersen [1998] apud Souza [1999]) é
utilizado como uma medida da frequéncia relativa das violagdes (outliers) de VaR. A
frequéncia de violacdes deve ficar proxima da freqléncia esperada dado o intervalo

de confianga adotado.

Como se espera que as observagdes tenham probabilidade a de exceder o VaR,
assume-se uma distribuicdo de Bernoulli para a variavel aleatéria Xt, que por sua
vez assume valor 1 (“sucesso”) caso o VaR seja violado e 0 (“fracasso”) caso

contrario:

a se X, >VaR

P(X,)=
(X0) {1—0{ se X, <VaR

Assume-se que as realizagbes de Xt sejam independentes. Como E(X,)=a e

observa-se T realizagcbes de Xt, o valor esperado para X no horizonte T é

E(XT):iE(Xt):Ta.

;
Como X, szt possui distribuicdo binomial de média Ta e variancia Ta(1-a),
t=1

X
T

que superam o VaR. O teste de Razao de Verossimilhanga testa o modelo binomial

pode-se construir um teste de hipotese para a proporgdo p = das realizagdes

com a proporg¢ao de violagdes dada pela hipétese nula de o nivel de significancia ser
o esperado do VaR (p = a) contra o modelo onde a é dado pela proporgéo

efetivamente observada (p = p). A estatistica do teste LR possui distribuicdo Qui-

quadrado com 1 grau de liberdade:

IR —2In[(1 _a)(1—f>)TaﬁT]+ 2In[(1 _p)er ﬁﬁTJ-.- 272(1)

2 CHRISTOFFERSEN, P. F. (1998). “Evaluating Interval Forecasts”. International Economic Review.
Vol. 39. No. 4, November 1998.
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Dominio de atragao

Obtém-se as distribuicbes H de valores extremos como distribui¢cdes limites (n — )
do maximo de um conjunto de variaveis aleatorias iid e sao unicamente

determinadas.

O teorema de Fisher-Tippett implica que se Fy (cnx—lrdn) € nao degenerada quando

n — «, para certas constantes c, > 0, d, € R, entao:

para alguma H.

Gnedenko [1943] estabeleceu a relagdo entre a distribuicdo subjacente Fx e o tipo
de distribuicdo limite. E possivel, por exemplo, que maximos e minimos coletados de
uma mesma Fx tenham distribui¢des limites diferentes. O conjunto das Fxs tais que
0s seus respectivos maximos possuem a mesma distribuigao limite ndo degenerada

€ chamada de dominio de atracao.
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