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1 Introducao

1.1 Objetivo do estudo

Neste trabalho apresentamos técnicas de simulagdo de Monte Carlo (MC), para o
calculo de funcionais de solu¢des de Equacgdes Diferenciais Estocésticas (EDE’s). Es-
tudaremos também a nova metodologia Multilevel Monte Carlo (MLMC), recentemente
propostas na literatura, que permite uma implementacdo mais eficiente.

Para cumprir o nosso objetivo, primeiramente vérios aspectos avangados da teo-
ria de probabilidade e processos estocdsticos serdo apresentados. Isto inclui: aspectos
relevantes de probabilidade com fundamentos na teoria da medida e integracdo, espagos
mediveis de fungdes e processos aleatdrios, integragao estocéstica de Itd e fundamentos da
teoria de EDE’s, incluindo a andlise de métodos de integracdo e simulacao computacional
de EDE’s.

Alguns experimentos numéricos serdo realizados comparando as diferentes técnicas
a serem analisadas neste projeto.



2 Preliminares teoricas

2.1 Teoria de Probabilidade
2.1.1 Espaco de Probabilidade

Define-se uma tripla de probablidade ou espaco medida de probabilidade ou sim-
plesmente espago de probablidade a tripla (Q, 7, P), onde:

e O espaco amostral 2 é um conjunto nao vazio;

e A oc—élgebra F € uma colecdo de subconjuntos de €, contendo o préprio Q e o
conjunto vazio 0, além disso é fechado por complementos - F € F — (Q
F) € F - e por enumerdveis unides - {F;}>, € ¥ — (U> F;) € F.

e A medida de probablidade 2 é um mapeamento de F em [0,1], com P(0) =0e
P(Q) = 1, tal que P é aditivamente contdvel - F], F», ... subconjuntos disjuntos de
F = P(ULF) = (UL, P(F))

A o—élgebra F € a cole¢@o de todos os eventos. Podemos utilizar a 6—algebra #
como o conjunto de informacdes de €2 dado que ¥ talvez ndo contenha todos os subcon-
juntos de €, ou seja, esperamos que contenha apenas os que representam de forma geral
as propriedades do espago amostral.

Para espacgos de probabilidade discretos, isto €, com o espaco amostral finito ou
enumeravel, sempre conseguimos a tripla de probabilidade pelo teorema a seguir:

Teorema: Seja Q um conjunto enumeravel ndo vazio. Seja p: Q — [0,1] uma
fungdo satisfazendo Y cq p(®) = 1. Entdo, existe uma tripla de probabilidade (Q, 7, P),
onde 7 ¢ a colecao de todos os subconjuntos de Q e para F € F, P(F) =Y per P(O).

Para o caso em que Q € ndo vazio e finito, podemos utilizar ¥ = %', VF € 7T,
sendo 7 a colegdo de todos os subconjuntos de Q. Dessa maneira, obtemos (Q, F,P)

conhecida como distribui¢ao uniforme em - Uniforme(Q).

Para expandir a constru¢@o para espacos amostrais mais complicados precisamos
de algumas outras definicdes e teroremas.

Definicao: 7 ¢ uma semi-algebra de subconjuntos de Q, se Q € e 0 € 7, além
disso 7 € fechado em interse¢des finitas e o complemento de qualquer elemento de 7 €
igual a unido finita de elementos de 7.

Teorema da Extensao: Seja 7 uma semi-dlgebra de subconjuntos de Q. Seja P :
J —[0,1] com P(0) =e P(Q) = 1, satisfazendo a propriedade da superaditividade finita
que

k

fP(Uf:lAi) > ZfP(Ai) sempre que Aj,..., A €7, Ui-;lAi €J eANA; =0, Vi#j
i=1

(1)



e também tem a propriedade de monotocidade enumeravel que
P(A) <Y P(A,) para A1,Ay,--- €T com AC UyA,. )
n

Entdo existe uma 6—algerba M D 7, e uma probabilidade aditiva mensurdvel P* em M,
tal que P*(A) = P(A), VA € 7.

Um exemplo de construcéo € para a distribui¢do Uniforme([0,1]) com 7 = {rodos
os intervalos contidos em [0, 1]} e o seguinte teorema:

Teorema: Existe uma tripla de probablidade (Q, M ,P*), tal que Q = [0,1], M
contém todos os intervalos de [0, 1] e para qualquer intervalo I C [0, 1], P* é a largura de
I

Essa tripla de probabilidade é chamada tanto de distribui¢do uniforme de [0, 1]
quanto medida de Lebesgue em [0, 1]. Além disso, temos que B = 6(J) a c-algebra ge-
rada por 7, ou seja, a menor ¢-algebra contendo 7, onde B € chamado de Borel -dlgebra

de subconjuntos de [0, 1].

2.1.2 Variaveis aleatorias

Intuitivamente, varidvel aleatdria € a relacdo entre um evento do espaco amostral e
um numero real. Expressando isso na linguagem mais formal:

Definicao: Dada uma tripla de probabilidade (Q, ¥, ?P), uma varidvel aleatdria é
uma funcdo X de Q nos nimeros reais R tal que
{oeQX(w)<x}€F, xeR 3)

Pode-se escrever também {X < x} € F, ou X ' ((—e0,x]) € F, Vx € R, ou seja,
uma variavel aleatéria ¢ uma funcdo com a propriedade que a imagem inversa de sub-
intervalos de R estd na c-dlgebra F. E isso é equivalente a X' (B) € ¥ para todos
conjunto de Borel B. Além disso, nomea-se B(R) como Borelianos da reta.

2.1.3 Independéncia

Eventos sdao independentes quando eles ndo afetam a probabilidade de ocorréncia
um do outro. Dada essa intuin¢@o, uma formalizacao é:

Definicado Um conjunto infinito {Aq}ec; de eventos é dito independente se para
cada i € IN e para cada sequéncia finita distinta 0., . .., 0, temos

P(Aq, ﬂ---ﬂAa‘i) :P(Aal)ﬂ---ﬂP(Aaj) “4)

Com a defini¢ao temos algumas proposi¢oes:

Proposicao Sejam X e Y varidveis aleatdrias independentes, e f, g : R — R fun¢des
Borel-mensuraveis. Ento, as varidveis aleatérias f(X) e g(Y') sdo independentes.



Proposicao Sejam X e Y varidveis aleatdrias definidas em uma tripla de probabili-
dade (Q, F,?P). Entdo, X e Y sao independentes se, e somente se, P(X <x,Y <y) =
P(X <x)P(Y <y),Vx,y € R.

2.1.4 Valor Esperado

Seja X uma varidvel aleatéria definida na tripla de probabilidade (2, F,P).

Defini¢ao A varidvel aleatéria X € dita simples se {X (®); m € Q} é finito, ou seja,
ela assume um nuimero finito de valores.

Assumindo X simples, temos os diferentes elementos {xi,...,x,} e assim, X =
Y xils, comA; = {we QX () =x}.

Definicao: Para uma varidvel aleatdria X simples, define-se o valor esperado de X

E(X) =Y xPA) ()
Definicao: Define-se a variancia de X

Var(X) = E((X ~ E(X))?) (6)

Para um caso mais geral, seja X uma varidvel aleatéria ndo-negativa e nao simples:

Definicao: Para uma varidvel aleatéria X ndo-negativas, define-se o valor esperado
de X

E(X) = sup{E(Y);Y simples,Y <X} (7)

Dado essa defini¢do conseguimos observar o seguinte teorema

Teorema da Convergéncia Monétona: Supondo Xi,X5,... varidveis aleatdrias
com E(X]) > —o0, e X1 <Xp <... e lime X, (0) = X (@), YO € Q - sequéncia mono-
tamente convergente. Entdo, X é uma varidvel aleatéria e lim,_,. E(X,,) = E(X).

Para o caso de uma variavel aleatdria arbitraria X, podemos reescrevé-la como X =
Xt —X~ A X, X~ sdo ndo negativos e assim podemos aplicar de forma mais geral o
conceito de valor esperado:

E(X)=EX")-E((X") (8)

AXH (@) = max{X(®),0} e X~ (0) = max{—X(®),0}

6



2.1.5 Inequacoes e convergeéncias - Lei dos Grandes Niumeros

Importantes inequacdes envolvendo os conceitos ja apresentados:

Desigualdade de Markov: Se X € uma varidvel aleatéria ndo-negativa, entdo para
todo a > 0,

PX>a)< @ )

Desigualdade de Chebyschev: Seja X uma varidvel aleatéria, com média finita .
Entao para todo a0 > 0,

Var(X)
o2
Desigualdade de Cauchy-Schwarz: Seja X e Y varidveis aleatdrias com [E(X) < o

e E(Y) < 0. Entdo E|XY| < /E(Y2)E(X?).

Desigualdade de Jensen: Seja X uma varidvel aleatéria com média finita e seja
¢ : R — R uma fungdo convexa B. Entio E(¢(X)) > ¢(E(X)).

P(X — ] > o) < (10)

Ha alguns tipos de convergéncia, no caso envolvendo varidveis aleatdrias as seguintes
defini¢Oes sao usadas:

Convergéncia em probabilidade: Seja {X;,X,,...} uma sequéncia de varidveis
aleatdrias e X uma varidvel aleatdria definidas na mesma tripla de probabilidade. Dizemos
que X, converge em probabilidade para X se para todo € > 0, lim,,_,. P(|X, — X| >€) =0

Convergéncia quase certa: Seja {X|, X5, ... } uma sequéncia de varidveis aleatdrias
e X uma variavel aleatéria definidas na mesma tripla de probabilidade. Dizemos que X,
converge quase certamente para X, isto €, X, 2 X se P(limy e X, =X) =1

Assim temos alguns teoremas:

Teorema Sejam Z;,Z,, ... varidveis aleatdrias. Se para cada € > 0, tem-se P(|Z, —
Z| > ¢€) =0. Entdo, P(Z, — Z) = 1, ou seja, {Z,} converge quase certamente para Z.

Teorema Sejam Z,Z;, ... varidveis aleatorias. Se paracada¢ >0, tem-se Y, P(|Z, —
Z| > €) < oo. Entao, P(Z, — Z) = 1, ou seja, {Z,} converge quase certamente para Z.

Teorema Sejam Z;, 7, ... varidveis aleatérias. Entdo, se Z, — Z em probabilidade.
Teorema - Lei Fraca dos Grandes Nimeros Seja X;,X5,... uma sequéncia de

variaveis aleatdrias independentes, cada uma com média m e com variancia v < oo. Entdo,
para todo € > 0,

1
im P(|-(X +Xo+ -+ X,) —m| >€) =0 (11)
n—oo n

BA0(x) + (1 =1)(y) = o(Ax+ (1 —A)y) parax,y, L € R



Ou seja, rlz(Xl + X5+ -+ X,) converge em probabilidade para m.

Teorema - Lei Forte dos Grandes Numeros Seja X;,X5,... uma sequéncia de
varidveis aleatérias independentes, cada uma com média finita m e com E((X; —m)*) <
a < oo. Entdo

.1
P(lim —(X;+Xo+---+X,) =m) =1 (12)

n—eo 11

Ou seja, %(Xl + X, +---+X,) converge quase certamente para .
Lema de Fatou Se X,, > C para todo n e para uma constante C > —oo entao
ElliminfX,| < liminfE[X,] (13)
n—roo n—yoo

Teorema da Convergéncia Dominada Seja X1, X>,... uma sequéncia de variaveis
aleatérias, se X, — X q.c. e existe Y varidvel aleatéria com |X,| <Y,Vn e se E(Y) < oo,
entdo lim,_... E(X,) = E(X).

2.1.6 Processos Estocasticos

Seja uma tripla de probabilidade (2, F,P) e o intervalo I = [to,77]. Um processo
estocastico € uma sequéncia de varidveis aleatdrias nesse espaco de probabilidade. Temos
como um importante processo estocastico o seguinte movimento:

Movimento Browniano: E uma funcio W : I x Q — R que atende:

Plo:W0,m)=1)=1
e VO<s<t:W(t)—W(s) ~N(0,t—s)

VO<rn <t <--- <tyas varidveis aleatorias

W(tl)aW(t2) - W(t1)7 ce 7W(tf) - W(tffl)

sdo independentes

P(w: W(.,m) é continuo) = 1, ou seja, praticamente todos os caminhos simples
sdo fungdes constantes

O Movimento Browniano W (¢) possui algumas propriedades interessantes:

e Caminhos simples nao sao diferencidveis em nenhum ponto

e W(t) ndo possui variacio finita nos subintervalos de 7 ©

Um exemplo comumente utilizado para descrever Movimento Browniano discre-
tamente é o passeio aleatério, dado as varidveis aleatérias X (7),X>(t), ... independentes
e identicamentes distribuidas tais que P(X, = 1) = P(X,, = —1) = 0.5, assim definindo a

Coup{XLy [W(tir1) — W(1)] = oo}



nova varidvel aleatéria S, = }."' | X;, ou seja, (S,),cv € um processo estocdstico, que se
pegarmos uma realizacdo especifica, teremos o seguinte exemplo®:

6 Passeio aleatério discreto
T T T T

o o0 o}
4| CO000 [ele’s] .
Q@0 © 00 © OO @D
2} 000 o0 © oooy
o} 000 o
o o o0 R
2 b o0
= -2p oo .
2 o o 000
-4to o0 000 000 QD0 .
o0 000D 00000000000
-6 © o000 o o0 © .
e o
_8 [ Q o0 -
@00
_10 I"=N 1 1 1
0 20 40 60 80 100
Tempo

2.2 Calculo Estocastico
2.2.1 Integracao Estocastica

Seja a tripla de probabilidade (Q, F, P) para o Processo Browniano W(z), r € [0, T].
E defini-se a Fitracdo como:

Fitracdo: F = 6{W(s),s <t}E
Tem-se que f(r) é adaptado a F; se f(t) é F-mensuravel.
Seja L2,([a b] x Q) := {f(t,0)|a <t < b],® € Q} tal que
e f(t)é adaptado a %
o [ ab | f(2)|dt < oo quase certamente

Definindo a integral estocstica I(f) = [ | f(¢)|dW (s) < oo para f € L2, (lab] x Q)
em trés etapas:

e Para f um passo processo estocdstico em L2, ([a b] x Q), ou seja, f(t,®) =Y &i_1(0)1 o)1)
(&i—1 : F,_,—mensuravel).

Definindo 1(f i &1 ( ~W(ti-1))

e Para f geral em L2 ,([a b] x Q): seja { f,(¢)} um passo do processo tal que

tim [ E(£() — fu()2)de = 0

n—oo [,

DCédigo no apéndice
Ea menor 6-dlgebra que contém o conjunto W (s < )

9



e Como {I(f,)} é uma sequéncia de Cauchy em L2, define-se
1) = lim I(£,)

Algumas propriedades interessantes da integral sdo: valor esperado igual a zero, é
continua com respeito ao extremo direito b, é Martigal F.
2.2.2 Equacao Diferencial Estocastica

Define-se uma Equacgdo Diferencial Estocéstica como uma equacdo da seguinte
forma:

x(t) =xp+ ta(s,x(s))ds—{— tB(s,x(s))dW(s), t € [to,T] (14)

o o
Drift: a: [0,T] x R — R4
Processo de difusdo: B = (by,...,b,) [0,T] x R¢ — R4+
Processo Wiener-Browniano: W = (W' ... w™)T : R"

As seguintes proposicdes garantem a existéncia e unicidade:

e Condigdo de Lipschitz: 3K > 0: Vx,y € R, 1 € [to, T],

|a(t,x) —a(t,y)|+|B(t,x) = B(t,y)| < K|x—y| (15)

e Condi¢do de Crescimento: 3K > 0:
ja(t,x)|* + [B(t,x)[* < K(1+ |x*) (16)

2.2.3 Formula de It
Seja x(t) a solugdo da seguinte equagao:

dx(t) = a(t,x(t))dt +b(t,x(t))dW (t) (17)

Podemos observar que ¥; = U (¢, x(t)) satisfaz:

oU dU b*3*U oU
(§+a§+fﬁ>dt+b§dw(t) (18)

Tendo os operadores diferenciais:

dY, =

) 9 b? 02 0
0o_ (9 .Y I _p =
L=(Gragtaaa) e b =by
Tendo assim a EDE:
t t
Ult,x)) =Ug+ | L°U(s,x(s))ds+ | L'(s,x(s))dW(s), t € [to, T] (19)
o o

F(M,),en é martingal a filtragio F com respeito a filtragio (% );<7, se M, € F, M, € L' e E[M,] =
Mn—l

10



3 Simulacoes de Monte Carlo

3.1 Apresentacao de Monte Carlo

Um problema relevante ao lidar com varidveis aleatorias € o calculo do valor es-
perado E(¢(X (7)), onde X (T) é a solugdo de uma Equagdo Diferencial Estocéstica em
T.

Sabemos a partir da Lei dos Grandes Nimeros que dada uma sequéncia de varidveis
aleatérias identicamente distribuidas e independentes X'(T'), a sequéncia X! (T),

R
J,=;ZX’(T) (20)
i=1

converge - em probabilidade e em determinadas condi¢des quase certamente - para I5(X (7))
quando n — o. Se gerarmos n varidveis aleatdrias identicamente distribuidas e inde-
pendentes, X’(T), teremos um estimador ndo-viesado para E(X(T')), denotado X!(T) e
chamado de estimador Padrao de Monte Carlo.

Um exemplo interessante de uso de Monte Carlo € a arpoximagao de integrais, um
caso especial que podemos observar isso € no calculo de T, pois sabemos que um circulo
de raio 1 tem area 7, se consideramos o primeiro quadrante de uma circunferéncia com
equagio x* +y? = 1 no plano cartesiano, teremos que

1 o n n
gz/ \/l—xzdx:/ 1—x21[071]dx:]E[\/1—xz]%lZ\/l—Xf:Z 1-U[0,1]26
0 —o0

ni3 i=1

Como usual medida de qualidade de um estimador, definimos a média dos erros ao
quadrado:

MEQ(E(X,(T)) = E((X,(T) ~E(X(T)))*) = E(X;(T) — E(X,(T)))*) + (EX,(T) ~ E(X(T)))*

MEQ(E(R}(T)) = Var(R}(T)) + Vies(R}(T))

E raiz da média do error ao quadrado:

RMEQE(R(T)) = \/ MEQ(E(X}(T)) 1)

3.2 Reducao de Variancia

J4 sabemos que o método de Monte Carlo € uma técnica que tem o proposito de
aproximar uma especifica medida definida em um dominio dado por meio de uma amostra
de acordo com uma predeterminada distribuicao.

Sendo {X/(T)}Y_, uma amostra aproximada da distribui¢do X (T'), temos que 0 est-
mador padrio de Monte Carlo é u = X!, = ]%,ny:l ,i(T) (20). Assim, podemos calcular o
erro:

EIX(T)] —p = BIX(T) = X + X —p = BIX(T) — X + E[X;]

GImplementacdo no apéndice

11



O termo E[X (T)) — X;] ~ O(h?) pela convergéncia fraca do erroH e (E[X,] — ) ~ (Y X))

N/
€ o erro inerente a0 Monte Carlo pelo Teorema Central do Limite I Assim, temos um erro
cmﬂ+m%%y

Técnicas de reducdo de variancia consiste em mudar o classico método de Monte
Carlo para diminuir a magnitude do erro de simulacdo que depende da variancia da
varidvel. A principal ideia nessas técnicas € reescrever a esperanca a ser calculada, exem-
plo IE(X), por a esperanga de outra varidvel aleatdria, Y, que possui uma varidncia menor,
Var(Y) < Var(X)|E(X) = E(Y) + C, sendo C uma constante computacional.

Os mais usados métodos de reducdo de variancia s@o varidveis antitéticas e variaveis
de controle.

3.2.1 Variavel Antitética

Variaveis antitéticas sdo amplamente usadas em simula¢des de Monte Carlo pela sua
generalidade e pela facilidade de implementacdo. Ou seja, pode ser interpretado como um
truque para aumentar a precisao do Monte Carlo.

Para entender como a técnica de varidvel antitética funciona, considere I = E(f(U))
com U ~ U(0,1) para uma dada funcio f. Podemos ter Uy, ...,Uy, varidveis aleatdrias
iid’s com U; ~ U(0, 1) O estimador padriao de Monte Carlo sera:

by = o Z,f(Ui>

mas uma alternativa € usar a antitéticas:

1 & F(U)+ (1 - U
;;f( )+§( )

12n -

As variancias dos dois estimadores serao:

Var(hy,) = %Var(f(Ui))

(Var(f(Ui)) + cov(f(U), f(1 = Ui)))

E facil observar que Var(ly,) < Var(hy,) se, e somente se, cov(f(U;), f(1 —U;)) <
0. Quando f € uma fun¢do ndo-decrescente ou ndo-crescente, tem-se que Var(Bn) <
Var(by,), ou seja, realizar o método de Monte Carlo com varidveis antitéticas € melhor
que usar o método classico.

Essa ideia pode ser generalizada. Se X é uma varidvel aleatéria em R? e se G
opera em R¥ tal que a distribui¢io de X é preservada por G, pode-se construir um método
antitético generalizado com a igualdade:

~ 1
Var(]zn) = E

B/ (X)] = 5 (BL (0] + ELA(GEX)))

E assim,

12n =

S | =

iif(Xi>+§(G(Xi))

" sup (E[X(nh)] —E[X,]) = O(h), p € IN sendo p dependente do grau da aproximagdo de Euler
0<nh<T
TAssumindo 95% de confianca

12



12n

by, = _Zf

E como anteriormente, I, é melhor que I, se, e somente se, cov(f(X), f(G(X))) < 0.
Um exemplo é X ~ N(0,1) e G(x) = —x, tem-se que X e —X sdo idénticas.

3.2.2 Variaveis de Controle

A técnica de varidvel de controle € menos genérica que do uso de varidvel antitética,
pois necessita de uma conhecimento sobre as varidveis aletdrias na simulag@o. Seja X uma
varidvel aleatdria que deseja-se calcular E[X] e tem-se Y outra varidvel aleatéria parecida
com X, com E[Y]. Assim, Z = X + [Y] — Y uma varidvel aleatéria e

E[z] = E[X] + E[Y] - E[Y] = E[X] = E[X — Y] + E[Y]

Nesse contexto, Y € a variavel de controle e isso essa troca de variaveis sO serao uteis se
Var(Z) =Var(X —Y) < Var(X).

Observando que Zg = X +0(E(Y) —Y),0 € R, implica E[Zg] = E[X] e Var(Zy) =
Var(X —0Y) = Var(X) 4+ 0*Var(Y) —20cov(X,Y), tendo 6 que minimiza Var(Zy) :

o _ cov(X,Y)
" Var(Y)

Assim, Var(Z) < Var(X) se e somente se, 8 € [0,26,,;].

3.3 Monte Carlo Multinivel

Tem-se para o método padrdao de Monte Carlo para que a raiz da média ao quadrado
RMEQ (21) seja proporcional a €, temos que ter MEQ = O(g?) ! e portanto ]%, =0(e?) e
h? =0(e?),logoN = O(e2) e h = O(e).

O método de Monte carlo Multinivel (MLMC - multilevel Monte Carlo) busca
diminuir essa complexidade computacional. De maneira geral, o MLMC usa niveis de
resolugdo, [ =0,1,2,...,L. Em simula¢des de Equac¢des Diferenciais Estocasticas (EDE),
o nivel 0 tem um intervalo de tempo , ou seja, [0, T], enquanto o nivel L terd M* intervalos
comh; =M LT sendo M uma constante de refino dos intervalos.

Se P denota uma funcdo a ser analisada, um payoff, por exemplo e seja P; sua
aproximacao no nivel /, entdo E[P.] no nivel final é igual ao valor esperado E[Py] somado
a corre¢Oes dadas pelas diferencas de esperancgas na siulagdes subsequentes,

L

E(P, Z —P4))

A ideia do MLMC ¢ estimar 1ndependentemente cada esperanga do lado direito
da equacdo acima buscando minimizar a variancia total. Seja ¥; uma estimacdo para
E[P; — P;_1] usando N; amostras, assumindo P_; = 0. O estimador para média de N,
amostras sera:

(AL

Y, Pl pi
| = NlZ(l 1)

'MEQ = 0(%) + O(h?), o custo computacional é proporcional a0 numéro de caminhos N multiplicado
pelo custo de gerar o caminho, ou seja, o nimero de pedacos 4 em cada caminho.
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P} —P;_, podera ser obtida pela discretizagdo para as mesmas amostras estocasticas,
assim para niveis finos a direrenga é perquena e portanto a variancia € pequena também.
O estimador Y MLMC

Pode-se observar
1 M o S
ElY)) = N, Y B[P —P_ || =E[P—P_|]
i=1

L L
E[Y] = Y B[Y] =E[R]+ Y B[P — P 1] = E[P]
= I=1
Observa-se que mesmo utilizando diferentes discretizacdes de nivel para estimar
E[P], a aproximagéo final depende da aproximacdo do nivel L. Mas o principal ponto se
da por Pli P;_,, pois depende de duas aproximagdes em diferentes niveis, ou seja, com
diferentes intervalos, porém do mesmo caminho Browniano.
Este caminho pode ser obtido através da aproxim¢do de equacdes diferenciais es-
tocdsticas da seguinte forma

dx(t) = f(x(t))dt +g(t)do(1) (22)

Assumindo ®(¢) Browniano multidimensional definido em (Q, 7, (% );>0,P), onde
x(t) € R4VE >0,V > 0,f € C2(RY,RY), g € C*(RY, R¥X™) e que haja xp € RY. A
aproximacgao mais simples da EDE (22) € o utilizando Euler-Maruyana.

Euler-Maruyana dado um passo Af;, definimos a parti¢do Py, := {nAt;:n=0,1,M,
..,M'} de um intervalo [0, T], MEAt = T > 0. A aproximagio X! ~ (nAt;) sera:
X1 =X, + F(X,) A+ 8(X,) Ay (23)

Onde Aw!,_ | = @((n+ 1)A) — o(nAr). E a equagio acima na forma de vetor terd
sua i-ésima componente escrita por:

Xil,n+1 +fl(Xl )AL+ Z gl] Aw] n+1
j=1

Analisando a variancia temos que Var(Y) = Y%  Var(v)) =¥, M Min-

imizando a variancia de Y para um custo computacional fixo C = ZL NlAtl , tratanndo N;
como varidvel continua e usando a lagrange para achar o minimo de

ZL: Var(P! — Pl’ )

Pela condigdo de primeira ordem temos N; = A =9 \/ Var(Pli —Pli,l)Afl € como

L
+ MY NA; =€)
l

Var(i’li—l’li_l)

A7 . Assim o numero 6timo

A 2 .
queremos Var(Y) < &, e assim A% >2e 2y F

14



de amostras para o nivel / é

— L |Var(Pl—P!
N = [2&72 [Var(Fj - P )An(Y. \/ ar(lA—tl"l)ﬂ (24)
=0

No método MLMC, a estimagio da correcio B[P, — P,_ ;] pode ser usado para cal-
cular a variancia. Em particular, para a discretizacdo de Euler com uma funcdo Lipschitz,
temos que [ — oo, IE[P — P;| & ¢ At;, sendo ¢; uma constante e portanto,

E[f—P_i]~ (M—1)cih ~E[P—P] (25)

Assim a variancia que desejamos seja menor que % e assim temos que |¥z| <

(M—1)e Jo .
A Podemos utilizar assim

RN - 1
max{M~1||Y_1|,|YL|} < E(M— 1)e (26)

Outra forma de observamos a variancia, assumindo O(Af;) converge fracamente, o
viés serd igual a cAt; = cTM %, sendo ¢ uma constante, se quisermos proporcional a \%

Teremos assim

log(e~'cT)
log(M)

Desse modo conseguimos apresentar um algoritmo do MLMC:

27)

Lmax -

L=0
while L < L,,,, ou ndo é vdlido (26) do
Estime V; usando N; = 10%;
Defina otimo N;, usando (24);
Gere adicionais caminhos de acordo com o novo Nj;

end
Algorithm 1: Método Monte Carlo Multinivel

Um terorema amplamente usando para ver a complexidade computacional é:

Teorema Seja P o funcional da solu¢do de uma equacdo diferencial estocastica e
P, a aproximagio nimerica no nivel / utilizando a discretizagio com passo h; = M~!T.
Se existem estimadores independentes Y; baseados em N; amostras de Monte Carlo e
constantes positivas o, B,7y,c1, ¢z, c3 tais que o > %min(B,y) e

o |E[P—P]|<cM™ ™

 (ER)I=0
» Bl = {E[Pl—Pl—l]J >0

e Varly)] < %]_Bl

e C;<c3NM", onde C) éa complexidade computacional de Y;

15



Entio existe uma constante positiva ¢4 tal que para qualquer € < e~ ! existem valores
de L e N; para cada estimador de nivel

L
Y=Yy
1=0
E tem MEQ limitado
MEQ = E[(Y — E[P])?] < €2
com complexidade computacional C limitada

C4—8727B >
C < cae(loge)*,B=7
C4£_2_(7_B)/°‘(10g8)2,0 <B<y

3.4 Resultados numéricos
Podemos definir o custo computacional do MLMC como sendo:

L
C=No+ Y (M'+M")
I=1
O termo M! + M'~! mostra o efeito que cada amostra nonivel / > 0 requer a computagio
de um caminho com dois passos diferentes. J4 o Método de Monte Carlo cléssico, pode
ser calculado como:

L
C=Y 2¢*Var(P)M'
=1
Sendo % a variancia do estimador assim como MLMC.

3.4.1 Movimento Browniano Geometrico

Em muitos casos tomamos assumimos que a série de precos de um ativo listado na
bolsa segue uma equacao diferencial estocéstica da seguinte forma:

dS = rSdt + 6SdW

Podemos utilizar essa equagdo para precificar certos tipos de derivativos, nesse caso
apresentaremos a solu¢do numérica, apesar de ter uma solucdo exata ao considerarmos
a nova varidvel X = log(S), para uma Call Europeia que é um contrato que da o di-
reito de compra no futuro, ou maturidade 7', do comprador e a obriga¢do de venda do
vendedor da op¢do. Podemos escrever matematicamente o Pay-off desse contrato como
P = ¢ "max(0,S(T) — S(0)), sendo r a taxa de juros S(0) o preco do ativo no momento
atual e S(T') o preco do ativo na maturidade 7', na equacdo diferencial acima G representa
a volatidade do preco do ativo considerado, neste caso sserd uma constante.
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Neste experimento assumiremos S(0) =1, r = 0.05 e 6 = 0.2 e utilizaremos M = 4

0 0
. 2 * * *
@ g # * —
o 5
3 4 B L
@ E 5 *
o — e
= -
=+ -0 * ~ c:? *“ -
@ * o B||—PF % ¥
8 ||—*P e 1ol |— PP i
k _
— P-P | kY Y I
-10 12
0 2 4 0 2 4
| |
10 1
10 —G— =0.00005 10
—%— ¢=0.0001 7
108 —— «=0.0002 .
&, —#— =0.0005 o 10 I
B '~ —O— (=0.001 =
ﬁ@», Mot 4] Hom e — e
1077 ., ™ T -
L - TR S
oo~ ~e. ~
10° ~H ~ % ——Std MC
e
B * 2| |-#-mMme
~5 10
0 2 4 10 1072
|

Esses quatro graficos mostram caracteristicas do método de Monte carlo Multinivel
além de comparacdes com o modelo padrao. O gréfico de acima a esquerda mostra como
a variincia cai de acordo com [, mostrando assim que a Var(P; — P;_;) = O(h) sendo
proporcional a M~' . Além disso, Var(P; — P,_) é bem menor que Var(P;) do modelo
classico de Monte Carlo. O segundo grifico acima mostra o valor esperado e seus ajustes
em cada nivel [, onde a inclinagio -1 mostra novamente que E[P, — P,_{] — O(h).

Os gréficos na parte inferior mostram o comportamento com diferentes valores de
precisdo, o da esquerda mostra que N; decresce com / devido ao decréscimo de Var(P; —
P;_1) e hy. Além disso, podemos observar que o valor para 0 maximo nivel L aumenta de
acordo com o decréscimo de €. Ja o da direita colocamos € contra € * Custo para mostrar
que o € * Custo € muito pouco dependente do valor de € para o modelo Multinivel.

3.4.2 Modelo de Heston de volatidade estocastica

Agora a volatilidade considerada ¢ anteriormente ndo serd mais constante, também
serd um processo estocdstico, sendo o modelo de preco escrito como

dS = rSdt +/VSdW,
dV = Mo —V)dt +EV/VdW,

Nesse caso, ndo hd uma solucao exata para equacao diferencial estocdstica de preco,
desse modo o uso de Monte Carlo auxilia na solu¢do numérica.

(28)
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Usando esse modelo para a op¢do de call europeia, e utilizando os mesmo dados
da simulag@o anterior, S(0) =1, V(0) =0.04, r =0.05,6 =02, A=5,E=025¢ a
correlagdo entre dW; e dW,, p = —0.5

“ | }
, - £+ *
4] —_—
5 R 5 .
g 4 kS ~
; .. E i
< -6 ST n T
5 mm* R \#MH#
gl |—PF 10 —#% P-F
—% P-P_ U YA M
-10 12
0 2 4 0 2 4
I I
10 1
10 10
—G— ¢=0.00005
—¥— £=0.0001
108 —{— ¢=0.0002 0
B —#— =00005 | o 10
- h\l'ﬁh ¢=0.001 § gtk
8 = [ R—
10 hh%hhh.@*x o 10-1 *— =k
f ‘\‘@ﬁ‘@m
) . N —— Std MC
10 - — % MLMC
o 10
0 2 4 1074 1073

| €

Neste caso obtemos gréficos parecidos como os obtidos anteriormente, Porém pode-
mos perceber que a variancia cai mais lentamente do que no caso anterior com volatilidade
constante.
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4 Conclusao

Neste trabalho procurou-se o entendimento profundo de todos os assuntos envolvi-
dos na teoria de Equagdes Diferenciais Estocdsticas, assim passou por pontos de teoria de
probabilidade avancada com a utiliza¢do de teoria de medida, processos aleatdrios pas-
sando pelo conceito de Movimento Browniano e integracdo estocdstica. Através desse
estudo buscamos aplicar o Método de Monte Carlo Multinivel, no qual com resultados
tedricos e aplicacOes computacionais conseguimos observar a maior eficiéncia em relacao
ao Monte Carlo Cléssico.
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5 Apeéndice

Funcao [P, Nnivel] = MIMC(M, eps , MLMC _nivel )

numero de amostras em cada nivel

P = valor

Nnivel =

M = fator em cada nivel
eps = precisao

MLMC _nivel =

estimador da funcao no nivel |

function [P, Nnivel] = MIMC(M, eps , MLMC_nivel, extrap)

L = —1;
Jonumero
N = 10000;

Pinicialmente
converge = 0;

while “converg

inicial de amostras para estimar V_nivel,

igual a falso

(S

WEstimacao de V_nivel

%

%

%

L = L+1;
Yovetor de valores q calcula soma de Pn—P(n—1), soma de (Pn—P(n—1))"2,
Ysoma de Pn e soma de Pn"2

sums = feval (MLMC_nivel M,L,N);

sum_nivel (1,L+1) = N;

sum_nivel (2,L+1) = sums(1);

sum_nivel (3,L+1) = sums(2);

V_nivel = sum_nivel (3 ,:)./sum_nivel (1,:) —

(sum_nivel (2 ,:)./sum_nivel (1 ,:)).72;

Calculo do otimo Nnivel

Nnivel = ceil( 2 % sqrt(V_nivel ./(M."(0:L))) =
sum(sqrt(V_nivel .«s(M."(0:L)))) / eps”2);

Atualizacao das somas das amostras

for 1=0:L
dNnivel =
if dNnivel

Nnivel (I+1)—sum_nivel (1,1+1);

>0

sums = feval (MLMC_nivel ,M,1,dNnivel);
sum_nivel (1,1+1) =
sum_nivel (2,1+1) =

sum_nivel (3,1+1)

end
end

teste de convergencia

if extrap
range = 0;

if L>1 & M"L>=16
con = M. " range . x(

converge
end

sum_nivel (1,1+1) + dNnivel;
sum_nivel (2,14+1) + sums(1);
sum_nivel (3,14+1) + sums(2);

sum_nivel (2, ,L+1+range )./ sum_nivel (1 ,L+Il+range)
— (1/M)*sum_nivel (2 ,L+range )./ sum_nivel (1,L +range) );
(max(abs(con)) < M2—1)xeps/sqrt(2))

20
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else
range = —1:0;
if L>1 & M"L>=16
con = M. "range.*xsum_nivel (2,L+1+range )./ sum_nivel (1,L+1+range);
converge = (max(abs(con)) < (M—ID)xeps/sqrt(2)) | (M'L>1024) ;
end
end
end

% O estimador sera

P = sum( sum_nivel (2,1:L+1)./sum_nivel (1,1:L+1) );
if extrap
P=P+ ( sum_nivel(2,L+1)./sum_nivel(1,L+1) ) / (M—1);
end
end
function preco_call = european_call(r,sigma,T,S0,K)
% T: maturidade em anos (base 252)
% K: preco de exercicio
% SO0: preco do ativo na data zero
% r: taxa de juros continua a.a. (base 252)
% sigma: volatilidade a.a. do modelo de Black—Scholes (base 252)
dl = (log(SO/K) + (r + 0.5xsigma”2)*T)/(sigmaxsqrt(T));
d2 = dl — sigmaxsqrt(T);
NI = 0.5%x(1 + erf(dl/sqrt(2)));
N2 = 0.5%x(1 + erf(d2/sqrt(2)));

preco_call = SOxNI — Kxexp(—r*T)*N2;

Yopreco_put = Kxexp(—r+xT) — SO + preco_call;

function mlmc_test
close all; clear all;

2000000;
4;

N
M

% Teste de convergencia
L= 0:4;

dell
del2
varl
var?2

)

]
1;
13
]

b}

I
—_———

for 1 = L
disp (sprintf(’1_.=%d" ,1))
sums mlmc_1(M,1,N);
dell = [dell sums(3)/N ];

del2 = [del2 sums(1)/N ];

varl = [varl sums(4)/N—(sums(3)/N)"2 1];

var2 = [var2 sums(2)/N—(sums(1)/N)"2 1];
end
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26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
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44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
7
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82

disp (sprintf (’value _=_%f",dell (length(L))))
% Complexidade do MIMC

Eps = [ 0.001 0.0005 0.0002 0.0001 0.00005 1;

maxl = O;

for extrap = 0:1
for i = 1:length(Eps)

eps = Eps(i);
[P, NI] = MIMC(M, eps , @mlmc_1, extrap );
1 = length (N1)—1;
max]l = max(maxl,1);
mlmc_cost(i,extrap+1)
std_cost(i,extrap+1)

(1+1/M)*«sum(NI1.xM."(0:1));
sum((2xvarl ((0:1)+1)/eps”2).*M."(0:1));

disp(sprintf(’mlmc_custo_.=_%d,_std_custo._=_%d" ,...
mlmc_cost(i,extrap+1),std_cost(i,extrap+1)))
Nls{i,extrap+l} = NI;
end
end

max]l = max(maxl,4);

% Calculo do RMQE
P_exact = european_call (0.05,0.2,1,1,1);

for extrap = 0:1
for i = 1:length (Eps)
eps = Eps(i);
for k = 1:10
[Pk(k), NI] = MIMC(M, eps , @mlmc_l, extrap );
end
RMSE = sqrt( sum((Pk—P_exact).”2) / length(Pk) );
disp (sprintf ('RMQE, _eps , _razao .=_%f _%f _%f’ ,RMSE, eps ,RMSE/ eps ))
end
disp(’.7)
end

DFiguras

nvert = 2;
figure; pos=get(gef,’ ’pos’); pos(3:4)=pos(3:4).x%x[1.0 0.75%nvert];

set(gcf,’ pos’,pos);

set (0, DefaultAxesColorOrder’ ,[0O O 0]);
set (0,  DefaultAxesLineStyleOrder’,” —x|— —x*|:x|—.x")

subplot(nvert ,2,1)

plot(L,log(varl)/logM),L(2:end),log(var2(2:end))/logM))
xlabel (°1°); ylabel(’log_4_Varianca’); %title(stitle)
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83 legend ("P_1","P_1—-_P_{1-1}",3)
84 axis ([0 maxl —10 0])

85
86 subplot(nvert ,2,2)

87 plot(L,log(abs(dell ))/logM), L(2:end),log(abs(del2(2:end)))/logM),
88 L(3:end),log(abs(del2(3:end)—del2(2:end—1)M))/log (M))
89 xlabel(’1°); ylabel(’log_4_|Media|’); %title(stitle)

90 legend ("P_1" ,"P_1—_P_{1-1}",’ Y 1-Y_{1-1}M ,3)

91 axis ([0 maxl —12 0])

92

93 set (0,  DefaultAxesLineStyleOrder’, —o|——x|——d|——x|——=s |:o|:x|:d|:x|:s P
94

95 if nvert==

96 print (’—deps2c’, mlmc_gbmla.eps’)

97 figure; pos=get(gef, pos’); pos(3:4)=pos(3:4).%x[1.0 0.75];

98 set(gef,’ pos’ ,pos);

99 end

100

101 subplot(nvert ,2,2xnvert —1)
102 semilogy (0:length (Nls{5,1})—1,NIs{5,1},
103 0:length (Nls{4,1})—1,NlIs{4,1},

104 0:length (NIs{3,1})—1,NIs{3,1},
105 0:length (NIs{2,1})—1,NIs{2,1},
106 0:length (NIs{1,1})—1,NIs{1,1},
107 0:length (NIs{5,2})—1,NIs{5,2},
108 0:length (Nls{4,2})—1,NlIs{4,2},
109 0:length (Nl1s{3,2})—1,NIs{3,2},
110 0:length (NIs{2,2})—1,NIs{2,2},
111 0:length (NIs{1,2})—1,NIs{1,2});

112 xlabel (°1°); ylabel ("N_1"); %title (stitle)

113 legend (\epsilon=0.00005", \epsilon=0.0001","\epsilon=0.0002" ,...
114 "\ epsilon=0.0005",’\epsilon=0.001",1)

115
116 axis ([0 maxl 5e2 1el0])
117
118
119 set (0, DefaultAxesLineStyleOrder’,’ —x|—.%|——x|:x’)
120
121 subplot(nvert ,2,2xnvert)

122 loglog (Eps,Eps."2.xstd_cost(:,1)’, Eps,Eps."2.«xmlmc_cost(:,1) ")

123 xlabel (’\epsilon’); ylabel(’\epsilon"2_.Custo’); %title(stitle)
124 legend (° Std .MC’ ,"MIMC’ , 3)

125 axis ([5e—5 1e—3 0.005 10])

126

127

128 if nvert==

129 print (’—deps2c’, ’mlmc_gbmlb.eps’)
130 else

131 print (’—deps2c’, mlmc_gbml.eps’)
132 end

133

134

135 (% Estimador do nivel

136

137 | function sums = mlmc_1(M,1,N)

138

139 |T = 1;

140 |r = 0.05;
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141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198

sig

nf
nc

hf
hc

= 0.2;
M'1;
nf /M;

T/nf;
T/nc;

sums (1:4) = 0;

for N1 = 1:10000:N

Pf
Pc

N2 = min(10000 ,N-N1+1);

X0 = 1;

Xf = XOxones(1,N2);
Xc = Xf;

Af = 0.5xhfxXf;
Ac = 0.5xhcxXc;

Mf = Xf;
Mc = Xc;

if I==
dWf
Xf
Af
Mf
else
for n = 1:nc
dWc = zeros(1,N2);
for m = 1:M
dWf = sqrt(hf)s«randn(1,N2);
dWc = dWc + dWf;
Xf = Xf + rxXfxhf + sig*Xf.xdWf;
Af = Af + hf«Xf;
Mf = min(Mf, Xf);
end
Xc = Xc + r*Xcxhc + sig*Xc.xdWc;
Ac = Ac + hcxXc;
min (Mc, Xc);

sqrt (hf)xrandn(1,N2);

Xf + r«Xfxhf + sigxXf.xdWf;
Af + 0.5xhfxXf;

min (Mf, Xf);

S
I

end

Af = Af — 0.5xhf*xXf;

Ac = Ac — 0.5xhcxXc;
end

Pf = max(0,Xf—1);
Pc = max(0,Xc—1);

exp(—r«T)*Pf;
exp(—rxT)xPc;

if 1==

Pc=0;

end

sums (1) = sums (1) + sum(Pf—Pc);
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199 sums (2) = sums(2) + sum((Pf—Pc)."2);

200 sums (3) = sums(3) + sum(Pf);

201 sums (4) = sums(4) + sum(Pf."2);

202 | end

203

204 | %

205

206 | function m=mu(x,h)

207

208 'm = [ 0.05xx(1,:); ...

209 ((1 —exp(—=5%h))/h)*(0.04—-x(2,:)) 1;

210

211 | %

212

213 |function sigdW=sig.dW (x,dW,h)

214

215 [dW(2,:) = —0.5«dW(1,:) + sqrt(0.75)xdW(2,:);

216

217 |sigdW = [ sqrt(max(0,x(2,:))).*x(1l,:).«dW(1 ,:); ..
218 exp(—5xh)*0.25xsqrt (max(0,x(2,:))).xdW(2,:) 1;
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