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RESUMO

Barboza, Polyana Sampaio Ramos. O PARADOXO DE BRAESS. 2016. 61 f.
Trabalho de conclusao de curso (Graduagao em Matematica Aplicada) - EMAp, Es-
cola de Matematica Aplicada, Fundacao Getulio Vargas, Rio de Janeiro, 2016.

O caos do transito das grandes cidades é notavel. Muitos diriam que o motivo é a
grande quantidade de veiculos, e isso ¢ inegavel. Mas existe algum modo de melhorar
o transito apesar dessa grande quantidade de veiculos? A resposta é que sim, existem
muitas anélises que podem ser feitas sobre o comportamento dos motoristas e sobre
a configuracao das malhas rodoviarias em prol da minimizagao do tempo gasto no
transito. Uma dessas analises ¢ a anélise do comportamento egoista dos motoristas,
que nos leva a base do estudo desse trabalho, o Paradoxo de Braess.

O Paradoxo de Braess ocorre quando a adi¢ao de uma nova estrada, em uniao
com o desejo que cada motorista tem de minimizar apenas o seu proprio tempo de
viagem - roteamento egoista -, faz o tempo de viagem individual aumentar, quando
comparado ao tempo antes da adicao da estrada.

Vamos comecar analisando os dois diferentes tipos de equilibrio alcangados em
uma rede de fluxo de automoveis, o equilibrio de Nash e o equilibrio 6timo. Feito isso,
vamos comparé-los com o que chamaremos de preco da anarquia. Depois comegara
a tentativa de detectar a ocorréncia do paradoxo de Braess em uma rede qualquer.
Porém, vao aparecer muitas més noticias pelo caminho, que tornara esse objetivo
mais dificil, ja que P # NP.

Esse trabalho ¢ a base inicial para o estudo de casos mais particulares - com
funcoes de custo das ruas delimitadas, assim como o tamanho das redes - que serao
feitos futuramente, objetivando encontrar realmente a ocorréncia do Paradoxo na
malha rodoviaria das grandes cidades.

Palavras-chave: Paradoxo de Braess, Teoria dos Jogos, Grafo, Fluxo, Nash, Otimo,
Algoritmo de Aproximacao, NP.
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1 INTRODUCAO

O tema proposto para este Trabalho de Conclusao de Curso se desenvolve
em torno de uma das aplicagoes do Paradoxo de Braess, o Paradoxo de Braess no
trafego. Intuitivamente, pode-se pensar que um atalho melhora o fluxo dos veiculos
em uma rede rodoviaria, mas, na verdade, ele pode piorar, e é nisso que o paradoxo

de Braess se baseia.

1.1 O Paradoxo

O paradoxo de Braess é uma explicacao para uma aparente melhora em uma
rede ser capaz de piorar o fluxo através dela. Uma das possiveis aplicacoes dele
é no fluxo de veiculos por uma rede rodoviaria e, nesse caso, ele é enunciado da
seguinte forma: Dada uma rede rodovidria, um ponto inicial, o niimero de veiculos
comegando por ele e o destino deles, deseja-se estimar a distribuicao do fluxo de
trafego. Supondo que a preferéncia de cada motorista é baseada nao apenas na
qualidade da estrada, mas também na densidade do fluxo, e que cada motorista
escolhe o caminho que mais favorece a ele mesmo (motoristas egoistas),ou seja,
o resultado do tempo de percurso nao sera necessariamente 6timo (no sentido de
Pareto), pode-se mostrar que uma extensao na rede rodoviaria pode causar uma

redistribuicao do trafego que resulta em um maior tempo de percurso individual.
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1.2 O Paradoxo aplicado ao trafego e a Teoria dos Jogos

O paradoxo é um caso claro da Tragédia dos Comuns, onde individuos agindo
de forma independente e racionalmente de acordo com seus proprios interesses se
comportam em contrariedade aos melhores interesses de uma comunidade, resul-

tando em consequéncias desastrosas para todos.

Levando-se em conta esses motoristas egoistas, sabemos que eles alcancarao
o que ¢é conhecido por Equilibrio de Nash, no qual nenhum motorista sozinho pode
fazer melhor mudando sua estratégia unilateralmente. Mas esse Equilibrio de Nash
encontrado é menos eficiente que o equilibrio alcancado quando os motoristas agem
de forma nao egoista, isto é, quando coordenam seus movimentos para beneficiar

todo um grupo, conhecido como Otimo de Pareto.

Sendo assim, podemos calcular o Preco da Anarquia na rede rodoviaria, que
é, em linhas gerais, o valor do egoismo, ou seja, como a eficiéncia de um sistema

degrada devido ao comportamento egoista dos agentes.

Esse conceitos importantes de teoria dos jogos vao ser tratados no préximo

capitulo.
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1.3 Um Exemplo

Figura 1.1: Exemplo de ocorréncia do Paradoxo de Braess

Sejam 4000 motoristas indo do ponto Incio para o Fim.

Se nao existir A — B, o tempo necesséario para dirigir de Inicio - A — Fim

com n; motoristas seria {55 + 45. E o tempo de Inicio — A — Fim com ne

motoristas seria {35 + 45. Podemos deduzir que n; = ny = 200 quando o sistema

estd em equilibrio, onde nenhum motorista tem incentivo a mudar, pois, sendo os
motoristas racionais (preferem as rotas mais curtas), se existisse, para algum, uma

rota mais curta, nao seria um equilibrio de Nash, ja que ele mudaria de rota.

Assim, cada rota leva % + 45 = 65 minutos.

Agora, suponhamos que o atalho A — B exista e seja uma rua com um tempo
de viagem extremamente curto, de aproximadamente 0 minutos. Nessa situagao,

todos os motoristas escolherao Incio — A em vez de Incio — B, porque Incio — A

tera no maximo 410—(%) = 40 minutos, enquanto Incio — B tem garantidamente 45

minutos. No ponto A, todo motorista racional escolhera a rua "livre"para B para

depois ir para Fim, por um raciocinio analogo ao anterior. Cada motorista, entao,

fara 4000 4000

100 00— 80 minutos > 65 minutos.
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Ninguém tem incentivo para mudar, ja que os dois caminhos iniciais, Incio —
A — Fim e Incio - B — Fim, tem agora 85 minutos. Se todos concordassem
em nao usar A — B, todos iriam se beneficiar reduzindo 15 minutos do tempo
de viagem. Entretanto, pelo motivo de que algum motorista vai sempre querer se
beneficiar pegando o caminho A — B, ja que eles s@o egoistas, o 6timo social nao

serd estavel e o paradoxo de Braess ocorre.

1.4 Motivacao

Nao é surpreendente que o egoismo pode causar aumento no tempo de trafego
dos motoristas. No artigo [1], é feita uma analise que mostra que no Rio de Janeiro,
por exemplo, no horério de pico da manha, 18% do tempo extra de transito que os
motoristas gastam, quando comparado ao horario em que as ruas estao livres (em

geral, de madrugada), é causado pelo roteamento egoista.

Como uma das consequéncias desse egoismo é o Paradoxo de Braess, é possi-
vel encontrar casos de ocorréncias reais do paradoxo de Braess. Estudos recentes de
redes de trafego em grandes cidades, como Boston, Nova Iorque e Londres, encon-
traram varias estradas cuja presenca aumentava o tempo de viagem no Equilibrio
de Nash [7]. Em 1990 na cidade de Nova Iorque, a 42d Street, uma rua muito movi-
mentada da cidade, foi fechada para o Farth Day e muitos acharam que isso geraria
um transito historico na cidade, o que, felizmente, nao ocorreu. O fechamento da
42d Street em 1990 foi a causa de uma melhora no fluxo de trafego na cidade de

Nova Iorque [10].
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1.5 Objetivo

O objetivo do presente trabalho é estudar o Paradoxo de Braess no seu caso
mais geral para, futuramente, estudar casos mais particulares e, finalmente, tentar
encontrar ocorréncias do Paradoxo em grandes cidades (em particular, no Rio de

Janeiro).
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2 PRELIMINARES

2.1 Equilibrio de Nash

2.1.1 Teoria dos Jogos

Em diversos momentos do cotidiano, nos deparamos com tomada de decisoes
nas quais as consequéncias nao dependem apenas da nossa escolha, mas passam por
escolhas de outros individuos. Um exemplo bem claro é a escolha de qual caminho
pegar para chegar ao trabalho, por exemplo, no qual, a depender da escolha de
outros motoristas, vocé pode chegar mais rapido ou levar mais tempo. A teoria
do jogos é uma teoria matemética que modela fendmenos observados a partir da

interagao de dois ou mais individuos, descrevendo processos de decisao [15].

2.1.2 Estratégias Pura e Mista

Estratégia é o conjunto de possiveis decisoes de cada jogador. Estratégia pura
é uma estratégia nao baseada em aleatoriedade e estratégia mista é aquela definida,
para cada jogador, por uma distribui¢ao de probabilidade sobre o conjunto de suas

estratégias puras. 8|

2.1.3 Jogos de n Individuos

Primeiramente, definimos o conceito de um jogo de n individuos. Nesse jogo,

cada jogador tem um conjunto finito de estratégias puras e existe um conjunto
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definido de pagamentos aos n jogadores (pay-offs), correspondente a cada n-tupla
de estratégias puras, uma estratégia de cada jogador. Para estratégias mistas, as
funcoes de pay-off sao as expectativas dos jogadores, com as quais eles jogam suas
varias estratégias puras. Cada jogador tem um conjunto de estratégias que definem
um espaco em R™, onde m é a quantidade de estratégias. Assim, cada n-tupla
de estratégias é um ponto no espago obtido pela multiplicagao dos n espacos de

estratégias dos jogadores [§|.

2.1.4 O Equilibrio

John Nash, em seu artigo [8], define o equilibrio de Nash da seguinte forma:
“Uma n-tupla contraria outra se a estratégia de cada jogador na n-tupla contraria-
dora gera a maior expectativa possivel para seus jogadores contra as n—1 estratégias
dos outros jogadores na n-tupla contrariada. Uma n-tupla auto-contrariadora é cha-

mada de um ponto de equilibrio.”

Isso quer dizer que o Equilibrio de Nash é um conjunto de n estratégias,
uma para cada jogador, em que um jogador i, dadas as estratégias dos outros n — 1
jogadores, nao tem incentivo a mudar de estratégia, i.e., a escolha de cada jogador
¢ a melhor resposta as escolhas dos outros n — 1 jogadores. Enquanto isso, em um
conjunto de estratégias que nao é um equilibrio, sempre vai haver um jogador para
quem mudar de estratégia o faz ter um resultado melhor, dadas as estratégias dos

outros n — 1 jogadores [6].
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2.2  Otimo de Pareto

O o6timo de Pareto é um equilibrio que minimiza o pay-off global, ou seja,
minimiza o bem-estar social. Em linhas gerais, quando o 6timo de Pareto é alcan-
¢ado, nenhum jogador consegue melhorar o seu pay-off sem piorar o de algum outro

jogador [2].

2.3 Jogos Cooperativos X Jogos Nao-Cooperativos

Um equilibrio de Nash nao é, necessariamente, a configuracao que determina
o melhor resultado para a sociedade, apesar de ser o melhor para cada individuo
quando ele pensa em maximizar apenas o seu proprio retorno. E essa é a principal

diferencga entre jogos cooperativos e jogos nao-cooperativos.

Nos jogos cooperativos, os jogadores pensam no bem-estar da sociedade e,
em algumas vezes, fazem sacrificios para maximizar o resultado geral. J& nos jogos
nao-cooperativos, os jogadores sao egoistas e tomam decisoes pensando apenas em
si mesmos. Como, em geral, os jogadores sao egoistas, pode-se forcar as escolhas
dos jogadores em prol do 6timo social através de um agente centralizador ou através

de incentivos.

Sendo assim, o equilibrio de Nash pode nao ser um 6timo de Pareto. Dois
exemplos onde a cooperacao levaria a resultados melhores para os jogadores sao no
classico Dilema dos Prisioneiros e no Paradoxo de Braess, sobre o qual falaremos

mais adiante.
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2.4 Preco da Anarquia

O preco da anarquia é uma medida da discrepancia entre o equilibrio alcan-
¢ado no jogo nao-cooperativo e o 6timo alcangado no jogo cooperativo. Assim, o
preco da anarquia é a maior razao entre o 6timo social e o equilibrio egoista, i.e., é

a pior perda de bem-estar social causada pelo egoismo [11].

2.5 Problemas P, NP, NP-Dificeis e NP-Completos

Primeiramente, problema de decisao é um problema que demanda “sim” ou

“nao” como resposta.

2.5.1 Problemas P

Conjunto de todos os problemas de decisao que podem ser resolvidos em
tempo polinomial. Isto é, dada uma instancia do problema, a resposta de "sim"ou
"nao"pode ser dada em tempo O(n*) para alguma constante k, onde n é o tamanho

da entrada para o problema.

2.5.2 Problemas NP

NP significa “non-deterministic polynomial time”, o que quer dizer que sao
verificaveis em tempo polinomial, ou seja, ¢ o conjunto de problemas de decisao
para os quais as instancias onde as respostas sao “sim” tem provas de verificagao
eficientes. Isso significa que se alguém der uma instancia de um problema e um

certificado para a resposta ser "sim", podemos checar se ele esta correto em tempo
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polinomial.

2.5.3 Problemas NP-Completos

E uma classe de complexidade que representa os conjunto de todos os pro-
blemas X em NP para o qual é possivel reduzir qualquer outro problema NP Y
para X em tempo polinomial. Intuitivamente, isso significa que podemos resolver

Y rapidamente se sabemos como resolver X rapidamente.

Precisamente, Y ¢é redutivel a X, se existir algoritmo de tempo polinomial
f para transformar instancias y de Y em instancias x = f(y) em X em tempo
polinomial, com a propriedade de que a resposta para y é "sim"se, e somente se, a

resposta para f(y) é "sim".

Um exemplo classico de problema NP-completo é o de dizer se um dado grafo

tem ou nao um caminho hamiltoniano.

2.5.4 Problemas NP-Dificeis

Existem ainda os problemas que sao pelo menos tao dificeis quanto os pro-
blemas NP-completos. Note que os problemas NP-dificeis nao tem que estar em NP,

e eles nao tem que ser problemas de decisao.

A definigao precisa é que um problema X é NP-dificil, se existe um problema

NP-completo Y, tal que Y é redutivel a X em tempo polinomial.

Mas como qualquer problema NP-completo pode ser reduzido a qualquer ou-
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tro problema NP-completo em tempo polinomial, todos os problemas NP-completos
podem ser reduzidos a qualquer problema NP-dificil em tempo polinomial. Entao,
se existir um solugao para algum problema NP-dificil em tempo polinomial, existe

uma solucao para todos os problemas NP e NP-completos em tempo polinomial.

Um exemplo de um problema NP-dificil é o de encontrar um caminho hamil-

toniano para um dado grafo.

2.5.5 P Vs. NP

Provar se P = NP ou P # NP é o problema mais famoso da ciéncia da
computacao tedrica e uma das perguntas mais importantes de toda a matematica,
ainda em aberto. O instituto Clay oferece um milhao de doélares para quem der
uma solucao para o problema. Mas esse problema vai muito além de um problema
matematico abstrato, ele procura determinar de uma vez por todas que tipos de

problemas podem ser resolvidos por computadores e que tipos nao podem.

Esta claro que P é um subconjunto de NP. Entao, a pergunta “P ¢ igual
a NP?” significa “Se a solugao para um problema pode ser verificada em tempo
polinomial, ela pode ser encontrada em tempo polinomial?”, ou seja, “os problemas

NP tem ou nao solugdes deterministicas em tempo polinomial?” [4, 5.

Mas ese P = NP?

e Entao a chave publica da criptografia seria impossivel;

e Entao, como todos os problemas de otimizacao NP-completos se tornariam
faceis, tudo ficaria mais eficiente (vale ressaltar que uma solucao eficiente para

qualquer problema NP-completo implicaria que P=NP e em uma solugao efi-
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ciente para todo problema NP-completo);
e Entao o transporte de pessoas e bens seria muito mais rapido e barato;

e “If P=NP, then the world would be a profoundly different place than we usually
assume it to be, and we’d probably have noticed by now. There would be no
special value in “creative leaps,” no fundamental gap between solving a problem
and recognizing the solution once it’s found. Everyone who could appreciate
a symphony would be Mozart; everyone who could follow a step-by-step ar-
gument would be Gauss” — Scott Aaronson, pesquisador de complexidade do

Laboratoério de Ciéncia da Computacao e Inteligéncia Artificial do MIT.

Assim, acredita-se largamente que P nao é igual a NP, apesar de ainda nao
existir prova a respeito. Richard Lipton, um cientista da computacao de Georgia
Tech que estuda o problema P vs. NP diz: “The assumption that P does not
equal NP help us develop new mental technologies. Even though we’ve been writing
algorithms for decades, we don’t fully understand what they’re capable of. So even
if you proved that P does not equal NP—something that everyone already believes—it
would have to radically expand our understanding of those capabilities, and make
many new things possible with computers, in addition to all the clever workarounds

we’ve already found.”
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3 O QUE E O PARADOXO DE BRAESS?

3.1 O Modelo

O foco desse trabalho é na aplicagao do paradoxo de Braess a redes de trafego.
Assim, vamos modelar uma rede de trafego como um grafo direcionado G = (V, E),
tal que V' é um conjunto finito de vértices (ndés) e E é um conjunto finito de arestas
(links). Uma aresta ¢ um par ordenado de vértices distintos, direcionado do primeiro

vértice, a calda, para o segundo vértice, a cabega.

Alguns vértices sy, ..., sy sao chamados de origens, vértices de onde o trafego
sai. Todo trafego que sai de uma origem s; pretende chegar a um destino (sumi-
douro) ¢;. Sendo assim, chamamos o par origem-destino s;,t; de comddite i. Duas
comoddites podem compartilhar vértices, mas nao compartilham a mesma origem e
o mesmo destino. Uma rede é comaddite inica se tem um Gnico par origem-destino,

e multicomddite, caso contrario.

Um caminho (path) é uma rota de um vértice para outro que nao circula em
volta de si mesmo. Ja um passeio (walk) é sequéncia de arestas na qual a calda
de cada aresta depois da primeira coincide com a cabeca da aresta anterior. Um
passeio ¢ fechado (closed) se ele comega e termina no mesmo vértice. Um passeio
fechado é um ciclo se nenhum vértice pertence a mais de duas arestas. Um caminho

¢ entao um passeio que nao contem ciclos. Um caminho u — v é um caminho que

comega no vértice u e termina no vértice v.

Para uma rede G, denotamos o conjunto de caminhos s; —t; por g; e definimos



22

o = Usp;, tal que g; # 0. Um fluzo ¢ um vetor real nao-negativo, indexado por p.
Interpretamos um fluxo f como rotas agregadas escolhidas por um grande niimero
de individuos ou agentes, com fp medindo a quantidade de agentes que usam a rota
P —note que cada individuo controla apenas uma parte desprezivel do trafego total

(jogos nao-atdomicos - [11]).

Um fluxo f induz um fluxo nas arestas f..cp, onde f, = ZPep:eeP fpéa
quantidade de fluxo usando caminhos que incluem a aresta e. Se um fluxo f induz
o fluxo nas arestas f..cp, vamos, as vezes, chamar o fluxo f de uma decomposicao
de caminhos de f..cp. Um fluxo induz um tnico fluxo nas arestas, mas um fluxo

nas arestas pode admitir muitas decomposi¢oes de caminhos diferentes.

Chamaremos de r; a taxa de trdfego finita e positiva do par s;, t;, a qual define
a quantidade de fluxo que precisa ir da origem s; ao destino ¢;. Temos que um fluxo
f € factivel se, para todo i, a soma dos fluxos de rotas que pertencem ao conjunto

de caminhos de s; até t; (p;) € igual a taxa de trafego r;:

Pep;

Temos que cada aresta e € F tem um custo, que pode depender da quantidade de
fluxo na aresta. Vamos denotar a fungao de custo na aresta e por c.(.), que depende
da quantidade de trafego na aresta. Para toda aresta e € E, a funcao de custo ¢,
¢ ndo-negativa, continua e nao-decrescente (ndo negativa porque o custo que vamos
considerar se refere ao tempo, o qual nao pode ser negativo; nao faz sentido se
nao for continua, pois o aumento é proporcional ao trafego; nao-decrescente pois,
se fosse decrescente, chegaria um momento que seria negativa, ja que assumimos

continuidade (e nao faz sentido o custo diminuir com o aumento do trafego)).

Depois de definir os componentes principais de uma rede, temos que uma

instancia é um trio da forma (G,r,c¢), onde G é a rede, r é o vetor de taxas de
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trafego e ¢ é o vetor de fungoes de custo.

O custo de um caminho P com respeito ao fluxo f é definido como a soma

do custo das arestas do caminho:

CP(f) = Zce(fe)' (32)

eeP

O custo total de um fluxo f em uma instancia (G, r,c) é a soma de todos os custos

incorridos pelo trafego:

C(f) =Y _cr(f)fp. (33)

Pegp

Usando (3.2) e revertendo a ordem do somatorio, podemos reescrever (3.3):

C(f) =Y _celfo)fe (3.4)

eclE
O custo de um fluxo difere do custo médio do trafego por um fator multiplicativo

igual a soma ), 7; de todas as taxas de trafego.

Um fluxo factivel para uma instancia (G, r, ¢) é dtimo se ele ¢ minimiza C(f),
dado todo o conjunto de fluxos factiveis. Esse fluxo deve existir, ja que o espago de
fluxos factiveis € um subconjunto fechado e limitado do espaco Euclidiano e o custo

C(.) é uma fungao continua. [12]

3.2 Roteamento Egoista (Selfish Routing)

O tempo de viagem por uma certa rota (caminho) depende diretamente do
tamanho do congestionamento, i.e., da quantidade de fluxo que escolhe rotas interfe-
rentes. Assume-se que cada motorista obtém a informagcao necessaria para determi-
nar sua rota e que eles o fazem de maneira a alcangar o caminho mais favoravel para

si, aquele que lhes resultard no menor tempo de viagem possivel. Isso quer dizer
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que eles escolhem seus caminhos de forma egoista (selfish routing), sem pensar nas
consequéncias de suas escolhas para os outros motoristas. Formalmente, a defini¢ao
de roteamento egoista é dada por escolhas nao coordenadas, o que nos leva a concluir
que nao é surpreendente que o resultado de uma otimizacao local feita por muitos
individuos com conflito de interesses nao possua nenhum tipo de otimizacao global.
Sendo assim, o comportamento egoista nao produz, necessariamente, um resultado

social 6timo [14, 12].

E nesse contexto que surge o preco da anarquia, para medir a pior perda de
bem-estar social causada pelo roteamento egoista, e o objetivo de diminuir cada vez

mais essa perda para ir se aproximando do 6timo social (no sentido de Pareto).

3.3 Definicao do Paradoxo de Braess

O Paradoxo de Braess, que, na verdade, nao é um paradoxo, ¢ apenas um
desafio a intuicao, é um dos exemplos onde podemos ver claramente o efeito pre-
judicial do roteamento egoista. O Paradoxo de Braess mostra que, em situacoes
desfavoraveis, uma extensao (uma nova estrada) na rede rodoviaria pode levar a
maiores tempos de viagem. Essas situacoes desfavoraveis sao dadas pela existéncia
do que Dietrich Braess chama de um fluxo critico diferente do fluxo 6timo [14], os
quais estudaremos mais profundamente no préximo capitulo, o primeiro com o nome
de fluxo de Nash. A aplicacao do Paradoxo de Braess que estamos focando nesse
trabalho é o trafego de veiculos. Entretanto, existem outras possiveis aplicagoes,
como em redes elétricas (elétrons se comportam como motoristas egoistas (principio

de Fermat)) e em redes de cordas e molas [12].

Chegamos, entao, a um questionamento algoritmico: como podemos planejar

redes que evitem o paradoxo de Braess? Nos proximos capitulos, vamos tentar,
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por diferentes métodos, identificar a ocorréncia do paradoxo em uma rede e, entao,

tranforma-la para que ela nao tenha mais o risco de ser submetida ao paradoxo.

3.4 Exemplo do artigo de Braess

Figura 3.1: Exemplo de ocorréncia do Paradoxo de Braess

Para o grafo da figura 3.1, vamos supor que a taxa de fluxo de trafego que
tem que ir de s para t é de 6 motoristas, ou seja, r = 6. Podemos observar que a
distribuicao 6tima desse fluxo é ir metade pelo caminho s — v; — ¢ e os outros 3
motoristas por s — v, — t. Isso nos d& uma custo total médio de 83 unidades de
tempo por individuo, C'(f) = 83.Entretanto, existe um caminho pelo qual o tempo
de viagem é menor. Mais especificamente, esse caminho é s — vy — v9 — t e tem
tempo de viagem de 70.

Suponha que os veiculos estao distribuidos conforme o fluxo 6timo, originando
um tempo de 83 para cada motorista. Os motoristas que conhecem os tempos de
viagem teriam incentivo a mudar seu caminho para s — v; — v9 — t e quebrariam o

equilibrio. Agora, o fluxo de trafego vai ser distribuido da maneira que Braess chama
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de critica, o novo equilibrio serd fq, ¢ = fsvot = fsvvpt = 2. Essa redistribuicao nos
leva a um tempo de 92 para cada individuo, C(f) = 92, que é maior que o alcangado
pela distribuicao 6tima. Assim, nessa nova configuracao, nenhum motorista alcangou
um tempo tao bom quanto o 6timo, apesar de terem seguido o que achavam ser
melhor para si mesmos, e, o pior, nenhum deles tem incentivo a voltar para o caminho

anterior, dados os percursos dos outros [14].
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4 TENTATIVA POR EQUILIBRIO DE NASH

4.1 Fluxo de Nash

Nessa se¢ao, baseada em [12], vamos definir mais especificamente o que sig-
nifica dizer que um fluxo ¢ um fluxo de Nash (ou fluxo critico), ou seja, esté no
equilibrio de Nash. Essa definicao é muito importante para nossas anélises, pois
sao esses equilibrios que os jogadores alcancam quando visam a otimizacao do seu

tempo, otimizacao local, e nao do 6timo global.

Intuitivamente, um fluxo falha em estar no equilibrio de Nash se algum trafego
pode diminuir seu custo mudando de caminho, e deve estar no equilibrio de Nash
caso contrario. Assim, um fluxo é um equilibrio de Nash se, e somente se, sempre

que o trafego troca de caminho, o custo incorrido pelo trafego s6 pode aumentar.

Definigao 4.1.1. Um fluxo f factivel para a instancia (G,r,c) esta no equilibrio
de Nash, ou é um fluxo de Nash, se para toda comoddite i € {1, ..., k}, caminhos de

si—t; P, Py € p; com fp > 0, e todas as quantidades § € (0, fp,| de trafego em P,

Cp (f) < CP2(f)7
onde o fluxo f ¢ obtido por f movendo § unidades de fluxo do caminho P; para o

caminho Ps:
fp—90, seP=P
fr= fp+0, seP=P,
fr, se P ¢ {P, P}.

Com ¢ tendendo a 0 e com a continuidade e monotonicidade das funcoes de

custo das arestas, temos a seguinte caracterizacao do fluxo no equilibrio de Nash:
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Proposicao 4.1.1. Um fluzo f factivel para a instincia (G,r,c) estd no equilibrio

de Nash se, e somente se, para todo i € {1,....k} e Py, Py € p; com fp >0,

Cp (f) < CPQ(f)' (41)

Prova. Primeiro, suponhamos que f é um fluxo factivel para a instancia (G,r,c)
que esta no equilibrio de Nash. Entdo, vale a definicdo 4.1.1 para f. Seja f um
fluxo obtido movendo-se, no fluxo f, § de fluxo do caminho P; para o caminho P,.
Fazendo ¢ tender a 0, teremos que fp é igual a fp para todo caminho P. E entdo
cr (f) < epy(f).

Agora, supondo que Vi € {1,....,k} e P, P, € p; com fp, >0, cp (f) < cp,(f). Seja
f um fluxo factivel para a instancia (G, r,c) alcangado quando movemos ¢ unidades
de fluxo de P, para P,. Teremos entao, considerando que as func¢oes de custo sao
continuas e nio-decrescentes, cp, (f) < ¢p,(f) € cp,(f) < ep,(f). O que nos leva a

cp, (f) < cep,(f), que significa que f esta no equilibrio de Nash. [ |

Concluimos entao, pela proposicao 4.1.1, que, em um fluxo de Nash, todo
fluxo viaja pelos caminhos de custo minimo. Particularmente, se f esta no equilibrio
de Nash, entao todos os caminhos de fluxo de s; — t; - caminhos de s; — t; para os

quais f tem uma quantidade positiva de fluxo - tem custos iguais.

Corolario 4.1.1.1. Se f é um fluro no equilibrio de Nash para (G, r,c), entdo para

cada comadite i, todos 0s caminhos de fluxo de f de s; —t; tem um custo em comum

ci(f)

Prova. Seja f um fluxo no equilibrio de Nash para (G,r,c) e P, e P, caminhos com
fluxos maiores que zero em f. Assim, a desigualdade do teorema 4.1.1 vale para os

dois lados, o que prova que cp, (f) = cp,(f). |
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Usando a equagao (3.3) para expressar o custo C(f) de um fluxo f no equi-

librio de Nash de um jeito particular, temos:

Proposicao 4.1.2. Seja f um fluzo no equilibrio de Nash para a instincia (G,r,c).

Dado que todos os caminhos de fluzo de f de s; —t; tem custo comum ¢;(f). Entao,

C(f) = Zci(f)m

=1

Prova. Para cada s; —t; de uma instancia (G, r, ¢), temos que o custo total, dados os
caminhos que pertencem a comoédite 4, ¢ igual a ) . o cp(f)fp. Mas, pelo corolario
4.1.1.1, sabemos que no equilibrio todo caminho de fluxo em s; — t; é igual. Assim,
cp(f) = ai(f) para todo P € @;, o que nos da > _pc, cp(f)fp = ci(f) Dope,, IP-
Pela equagdo (3.1), temos que > p. . fp = ;. Logo, chegamos a Ci(f) = ci(f)r;
para toda comoédite i. Como queremos o custo total da instancia (G, r, ¢), concluimos
que ele ¢ igual & soma dos custos de todas as comédites 4, i.e., C(f) = S35, ei(f)ri,

onde k é a quantidade de comddites da instancia (G,r,c). [ |

Agora, vamos enunciar duas proposicoes que falam sobre a existéncia e a
unicidade, no sentido de custo, dos fluxos de Nash, as quais provaremos mais &

frente.
Proposicao 4.1.3. Toda instancia (G,r,c) admite, pelo menos, um fluxo de Nash.

Proposicao 4.1.4. Se f e f sio fluzos no equilibrio de Nash para a instincia

(G,r,c), entio C(f) = C(f).
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4.2 Fluxo Otimo e Relacoes com o Fluxo de Nash

4.2.1 Fluxo Otimo

Como o proprio nome ja diz, fluxos 6timos sao fluxos factiveis que determinam
o menor custo global possivel. Para simplificar, assumiremos que as func¢oes de custo
sao continuamente diferenciaveis,embora analogos dos seguintes resultados também

se mantenham sob hipdteses mais fracas.

Entao, desejamos encontrar um vetor f que atenda a todas as condicoes
para que seja factivel e que determine o menor valor possivel para a funcgao custo
total, dada por (3.4), a qual caracteriza o bem-estar social. Logo, temos o seguinte
problema de programacao nao-linear:

Min j{:f%(ﬁﬁ

eceFE

sujeito a: Z fp=r, Vie{l, ..k}

Pep: (NLP)
fe= ) fr. Ve€E

Pep:ecP
fP > 07 VP e £,

com he(fe) — Ce(fe)fe-

Agora, vamos caracterizar o 6timo de (NLP). Para isso, vamos supor um
pouco de convexidade na programagao nao-linear (mais a frente vamos entender o

porqué). Comecemos entdo definindo a convexidade:

Definicao 4.2.1.

(a) Se z e y sdao dois pontos do espago Euclidiano R", entdao uma combinag¢ao
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convexa de x e y € um ponto no segmento de reta entre x e y - um ponto da

forma Az + (1 — \)y para algum X € [0, 1].

(b) Um subconjunto S de R™ é convezo se ele contém todas as suas combinagoes
convexas: sempre que z,y estiver em S, entdo Az + (1 — \)y também estaré,
VA € [0,1].

(¢) Uma fungdo h : S — R definida em um subconjunto convexo S no espago
Euclidiano é convezo se todo segmento de reta entre dois pontos do grafico de

h estiver sobre o grafico:
h(Ax 4+ (1 — AN)y) < Ah(z) + (1 — N)h(y) (4.2)
para todo x,y € S e X € [0,1].

(d) Uma fungdo ¢ : Rt — RT é semi-conveza se a fung¢ao z.c(x) for convexa.

Assumindo que as nossas fungoes de custo das arestas sao semi-convexas,
temos, pela definigao 4.2.1(d), que o custo total C(.) é uma fungao convexa, ja
que é a soma de fungoes convexas, dado por (3.4). Além disso, a regiao factivel
de (NLP) é uma intersec¢ao de meio-espagos é entao convexa. Assim, o problema
de programagao nao-linear (NLP), é um problema de programacgao convera quando

todas as funcgoes de custo forem semi-convexas.

Vamos caracterizar o 6timo de (NLP) quando a func@o objetivo é continua-

mente diferenciavel e convexa, independente da formulagao especifica que damos a

he. Para isso, vamos usar hl, = Lh.(z) e Kp(f) = > ,cp hL(fe).

Proposicao 4.2.1. Seja f* uma solucao factivel para a programagao nao-linear
da forma (NLP) em que toda fun¢io h. é continuamente diferencidvel e conveza.

Entao, as sequintes afirmagcoes sao equivalentes:
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(a) O fluxo f* € dtimo.

(b) Para todoi € {1,....,k} e P, P, € p; com fp >0,
Wp, (f7) < By, (f7).

(¢) Para todo fluzo factivel f,

ST < S W) fe

Pegp Pep

(d) Para todo fluzo factivel f,

ST <SR -

eck eel

Prova. As afirmagoes (c) e (d) sao equivalentes pela equivaléncia de (3.3) e (3.4).

Para vermos a equivaléncia de (b) e (c¢), vamos definir a fungao H por

H(f) =Y Hp(f)fp.

Pep

Como f* é fixado, H(f) é o custo do fluxo f onde o custo de cada caminho P é
a constante independente do congestionamento h/»(f*). Deve estar claro que H é
precisamente minimizado pelos fluxos factiveis que determinam, para cada 7, todo
o fluxo da comodite i nos caminhos de s; — t; que minimiza h'’»(f*) por todos esses
caminhos. Assim, H(f*) minimiza H sobre todos os fluxos factiveis, e, consequen-

temente, alcanga a condigao (c) se, e somente se, a condi¢ao (b) for atendida.

Vamos terminar a prova mostrando ge a propriedade (a) implica na proprie-
dade (b) e que a propriedade (d) implica na propriedade (a). Para provar a primeira
implicagao, suponha que f* é um fluxo 6timo, e considere um caminho de s; — t;,

Py € p; com fp >0, e outro caminho de s; —t;, P, € p;. Uma vez que ¢ assumido
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que toda funcao h. é continuamente diferenciavel, transferir uma pequena quanti-
dade de fluxo A € (0, f5 de P| para P, gera um fluxo factivel com o valor da funcao

objetivo igual a
S Rl D he(fF AN+ he(f = ). (4.3)
e¢{P1,P2} e€Py e€Py
Por expansao em séries de Taylor, temos:
S b))+ D [he(£2) ML)+ 0] + D [he(f2) = ARL(£D) + 0(N)].
€¢{P1,P2} e€ Py ee Py

Mas temos que o valor da fungao objetivo do fluxo 6timo f* & dado por 3 4 p, p,y he(f)+
Y eep, he(f2) + 2 cep, he(f), que &, por definigao, menor ou igual ao valor determi-

nado por qualquer outro fluxo factivel. Assim:

ST he(f) + S [he () + AR +003)] + 7 [he(f2) — ARL(SD) + 6(02)]

e%{PhPQ} echPs ecP;
>
ST he(f) D he(f)+ D he(fD)
€¢{P1,P2} ec Py e€ Py

)
PNATSES AT
ecP; ecPs

ja que 0(\?) desaparece a medida que A | 0.

Concluimos usando a suposi¢ao de convexidade para provar que a condi¢ao
(d) implica na condigao (a). Suponha que f* satisfaz a propriedade (d), e seja f um
fluxo factivel. Ja que toda fungao h,. é convexa, podemos delimitar inferiormente o

valor da fungao objetivo em f por uma aproximagao linear da fungao objetivo em
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f* (semelhante a expansao em séries de Taylor que fizemos anteriormente):

D he(fe) =D [he(f2) B (fe — £)]

ecE eckE

= he(f2) + > BL(fe = £D).

eckE eckE

(4.4)

Por hipotese, f* satisfaz a propriedade (d) e entao o segundo termo do lado direito
de (4.4) é ndao-negativo. Segue-se entdao que o valor da fungao objetivo de f é, pelo

menos, o de f*. Como f ¢é arbitrario, temos que f* e um fluxo 6timo. [ |

4.2.2 Fungao de Custo Marginal

Pode-se observar que ha semelhanca entre a caracterizacao das solugoes 6ti-
mas dos problemas de programagao convexa da forma (NLP), dada pela proposicao
4.2.1(b), e a caracterizagao dos fluxos de Nash, dada pela proposi¢ao 4.1.1. O que
nos leva a seguinte conclusao: os flurzos étimo e de Nash sao a mesma coisa, apenas
com fungoes de custo diferentes. Essa conclusao nos leva a definigao de fungao de

custo marginal e ao corolario que relaciona os dois tipos de fluxo, 6timo e de Nash:

Definicao 4.2.2. Se ¢ é¢ uma funcao de custo diferenciavel, entao a func¢ao de custo

marginal ¢* correspondente é definida por

= da;(a: c(z)) = c(x) + z.d (). (4.5)

As proposigoes 4.1.1 e 4.2.1(b) levam ao seguinte corolario:

Corolario 4.2.1.1. Seja (G,r,c) uma instancia com fungoes de custo continua-
mente diferencidveis, semi-convexas e e fungoes de custo marginais ¢*. Entdao, um
fluzo factivel f para (G,r,c) € dtimo se, e somente se, estd no equilibrio de Nash

para a instincia (G,r,c*).
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Observagao. A interpretacao da funcao de custo marginal € a de que ao aumentar
levemente a quantidade de fluxo em uma aresta, veremos que a fungao de custo mar-
ginal correspondente ¢* terd um termo c(x) capturando o custo experimentado (por
unidade) pelo novo trdfego, assim como um sequndo termo x.c'(z) representando o
aumento de custo (por unidade) incorrido pelo trifego existente devido ao congesti-
onamento adicional. FEssencialmente, a unica diferenca entre um fluro otimo e um
fluxo de Nash € que o primeiro estd atento a este sequndo termo responsdvel por
gerar consciéncia do quao influente € um aumento no fluxo, por menor que ele seja,

para o congestionamento, enquanto este ultimo nao o observa.

Exemplo 1.

(a)Fungoes de Custo (b)Fungoes de Custo Marginais

Figura 4.2: Paradoxo de Braess

Considere o exemplo do Paradoxo de Braess depois de adicionar a aresta de
custo zero (figura 4.2(a)). Supondo que a taxa de trafego r ¢ igual a 1, vemos que o
fluxo f que roteia todo o trafego pelo caminho s — v; — vy — t iguala o custo dos
trés caminhos em 2, e entao, pela proposicao 4.1.1, f é um fluxo de Nash com custo
C(f) = 2. Mudando para as fungdes de custo marginais, figura 4.2(b), encontramos
que o fluxo f* que roteia metade do trafego em cada um dos caminhos s — v; — ¢t
e s — vy — t iguala os custos marginais dos trés caminhos de s — t em 2 e é entao,

pelo corolario 4.2.1.1, 6timo para o grafo original. Assim, temos que o custo C(f*)
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de f* € 3/2, e o prego da anarquia (veremos a defini¢ao formal na proxima subsecao)

& 4/3.

Fato 4.2.1. Se (G,r,c) for uma instancia com fungoes de custo semi-convezas,
entio um fluzo dtimo para (G, r, c) pode ser computado, com um erro arbitrariamente
pequeno, em tempo polinomial no tamanho da instincia e no niumero de bits de
precisao desejado. Ou seja, se o problema (NLP) é de programagdo convexa, seu

fluzo dtimo pode ser encontrado eficientemente.

O fato 4.2.1 é devido a existéncia de algoritmos de tempo polinomial para a

programacao convexa.

A seguir, temos um fato que justifica termos assumido a semi-convexidade

para as fungoes de custo:

Fato 4.2.2. Se P # NP, entdo nao existe algoritmo para computar uma aproxi-
magao para um fluro otimo de uma instancia (G,r,c) que sempre rode em tempo
polinomial no tamanho da instancia e no niumero de bits de precisao da aprorimacao

(definiremos algoritmos de aprozimagao no proximo capitulo).

O fato 4.2.2 é verdadeiro mesmo em redes de arestas paralelas.

4.2.3 Preco da Anarquia

Uma defini¢ao rapida para o prego da anarquia é a pior razao possivel entre
o custo do fluxo no equilibrio de Nash e o do fluxo 6timo. A definigao formal é a

seguinte:

Definicao 4.2.3.
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(a) Seja (G, r,c) uma instancia que admite um fluxo 6timo f* e um fluxo de Nash
f. O prego da anarquia de (G,r,c), denotado por p(G,r,c), é definido pela

razao

(/)
C(f*)

(b) Seja Y o conjunto de instancias, entao o pre¢o da anarquia de T é

p(G,r,c) =

p(Y)= sup p(G,rc).
(G,r,0)eY

Como sabemos, pela proposicao 4.1.4 que todos os fluxos de Nash de uma
instancia tem custo igual, a razao p(G,r,c) da definigao 4.2.3(a) estd bem definida
para C(f*) > 0. Se f* ¢ um fluxo com custo zero, entdo cp(f*) = 0 sempre que
fp > 0, o que faz de f* também um fluxo de Nash, pela proposi¢ao 4.1.1. Nesse

caso, definimos que p(G,r,c) é igual a 1.

4.3 Existéncia e Unicidade

a0, vam nalmen rovar a existénci unici m essén-
Nessa secao, vamos, finalmente, provar a existéncia e a unicidade (em essé
cia) do fluxo de Nash. Para isso, vamos explorar a similaridade entre os fluxos de

Nash e 6timo, baseada nas proposigoes 4.1.1 e 4.2.1(b).

Proposicao 4.3.1. Seja (G, 1, ¢) uma instancia. Entao, o problema de programagao

nao-linear
Min > he(fe)
eck
sugeito a: Z fp=ri, Vie{l,.. k}
Pep; (CP)
fe= Y fr, Ve€E

Pegp:ecP
fb Z(l v})e £,
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onde he(z) = [y c.(t)dt, é convexo. Além disso, os fluzos de Nash de (G,r,c) sio

precisamente o dtimo de (CP).

Prova. No problema de programagdo nio-linear (CP), he(x) = [ c.(t)dt e, entdo,

0
temos que h.(z) = c.(z), continua e nao-decrescente, e que cada h, ¢ uma fungao
convexa e, consequentemente, (CP) é uma programagao convexa. Pela proposi¢ao
4.2.1(b), temos que se um fluxo f* é 6timo para o problema de programagao nao-
linear, entao hp (f*) < A, (f*), para todo i € {1,....,k} e P, P, € p; com fp > 0.
Assim, em (CP), cp, (f*) < ¢p,(f*), o que faz de f* um fluxo de Nash para (G, r, c),

pela proposicao 4.1.1. [ |

Prova da Proposi¢ao 4.1.3 (existéncia do fluxo de Nash). O problema de programa-
¢ao convexa (CP) tem uma fungdo objetivo continua e uma regiao factivel fechada
(limitada), o que o faz admitir uma solu¢ao 6tima. Agora, a proposigao 4.1.3 segue

da proposicao 4.3.1. [

Agora, vamos percorrer o caminho de demonstrar a unicidade dos fluxos de

Nash.

Corolario 4.3.1.1. Se f e f sio fluzos de Nash para (G,r,c), entio ce(f.) = co(f.)

para toda aresta e.

Prova. Suponha que f e f sejam fluxos de Nash para (G,r,c), e entdo sao 6timos
globais para o problema de programagcao convexa (CP). Ja que a fungao objetivo de
(CP) é convexa, a inequagao (4.2) deve valer para toda combinacao convexa de f
e f. Como f e f sdo 6timos globais de (CP) e toda combinagao convexa deles sao
factiveis para (CP), (4.2) deve continuar valendo com a igualdade para todas essas

combinagoes convexas. Como toda func¢do h, em (CP) é convexa, isso pode ocorrer
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apenas se toda funcao h, for linear entre f, e fe. Pela definicao de h. e continuidade

das funcgoes de custo c., segue-se que toda funcao c, é constante entre f. e fe. |

Segue agora a demonstragao da proposicao 4.1.4, que estabelece que todos os

fluxos de Nash tem custo igual.

Prova da Proposi¢ao 4.1.4 (unicidade do fluxo de Nash). A proposigao segue dire-

tamente da proposicao 4.1.2 e do corolario 4.3.1.1. [

Corolario 4.3.1.2. Se f ¢ um fluro de Nash para (G,r,c) e f é um fluzo factivel
para (G,r,c) que induz o mesmo fluzo que f nas arestasn entdo f também estd no

equilibrio de Nash para (G,r,c).

Prova. A fungao objetivo para o problema de programagao convexa (CP) na pro-

posicao 4.3.1 depende apenas do fluxo induzido nas arestas. [ |

Corolario 4.3.1.3. Se f ¢ f sio fluzos de Nash para (G,r,c), entdo f. = f. sempre

que c. for estritamente crescente.

Prova. Imediatamente pelo corolario 4.3.1.1. [ |

Observacao. Os coroldrios 4.3.1.1 e 4.53.1.8 sao, de certo modo, os melhores re-
sultados possiveis sobre a unicidade dos fluxos de Nash. Considerando uma rede de
dois nds e duas arestas em que ambas as arestas tem funcao de custo c(x) = 1,
€ facil de ver que em redes com funcoes de custo constantes, diferentes fluzos de
Nash podem rotear diferentes quantidades de fluzo em uma aresta. Mesmo quando
todas as funcoes de custo sao estritamente crescentes, o coroldrio 4.5.1.2 mostra que
podem existir muitos fluxos de Nash nos caminhos. Obviamente, o coroldrio 4.53.1.3

prova que todos esses fluxos de Nash devem induzir o mesmo fluro nas arestas.
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Corolario 4.3.1.4. Um fluzo [ factivel para (G,r,c) estd no equilibrio de Nash se,

e somente se,

S clf)fe <3 clf)

ecE ecF

para todo fluzo f factivel para (G,r,c).
Prova. Imediato pelas proposigoes 4.2.1 e 4.3.1. [

No ultimo corolario dessa secao, mostramos que os fluxos de Nash podem ser

calculados eficientemente.

Corolario 4.3.1.5. Se (G,r,c) € uma instincia, entao um fluzo de Nash para
(G,r,c) pode ser computado, com um termo de erro pequeno, em tempo polinomial

no tamanho da instincia e no numero de bits de precisao desejado.

Prova. Segue pela proposicao 4.3.1 e pelo fato de que o problema de programacao

convexa (CP) pode ser solucionado em tempo polinomial (fato 4.2.1). [

4.4 Relacao com o Paradoxo de Braess

Depois de todo esse estudo e anélise feito em torno dos fluxos 6timo e de
Nash, podemos pensar no seguinte método:
Como existe um modo eficiente de encontrar os fluxos 6timo e de Nash para uma
dada instéancia (G, r, ¢), baseado nos problemas de programacao linear (NLP) e (CP),
considerando que as fungoes de custo nas arestas sao semi-convexas, entao podemos
aplica-lo & (G, r, c), encontrar os dois fluxos e comparé-los. Caso exista uma aresta
que tem fluxo igual a zero no fluxo 6timo e fluxo maior que zero no fluxo de Nash,

chegaremos a conclusao de que ha o paradoxo de Braess nessa instancia e que uma
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de suas causas é essa aresta. Entao, retiramos-a da instancia e teremos, assim, uma

rede com novo fluxo de Nash mais eficiente, mais préoximo do fluxo 6timo.

O teorema a seguir prova a veracidade desse método.

Proposicao 4.4.1. Seja f um fluzo de Nash do grafo G e seja f* um fluzo étimo
social para G tais que C(f*) < C’(f) Se existir uma aresta j tal que fj # 0 mas

J; =0, onde f; representa o fluro na aresta j, entao existe um subgrafo H C G

com fluzo de Nash fy tal que C(fy) < C(f) [3] .

Prova. Seja H um subgrafo de G que contém apenas arestas com fluxo diferente
de zero em f*. Entao, ele é um subgrafo estrito de G, porque a aresta j no grafo
G tem custo diferente de zero no fluxo f mas zero no fluxo f*, o que implica que
a aresta j nao pertence a H mas pertence a G. Queremos encontrar que C'( fH) <
O f ). Suponhamos, por absurdo, que ndo. Considere fy com as funcdes de custo
marginais. Suponha que exista um caminho k tal que ci( fu) > c};j( fr), onde o
fluxo de fy pelo caminho k ¢ diferente de zero, e P; é algum caminho que contém
a aresta j. Entao, isso implica que o custo social total pode ser reduzido quando o

fluxo pela aresta j for diferente de zero, uma contradicgao. [ |

Exemplo 2.
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Figura 4.3: Exemplo do método sugerido

Supondo que r = 8, vamos encontrar os fluxos 6timos e de Nash e a quan-
tidade de fluxo em cada aresta nesse exemplo [9]. Para isso, utilizamos o pacote
"minimize"da biblioteca "scipy.optimize"da linguagem de programagao Python.

Primeiro, vamos encontrar os custos dos fluxos 6timo e de Nash para o grafo
da figura 4.3 e ver se tem alguma aresta que o fluxo de Nash usa e o fluxo 6timo

nao usa.
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Braess-com atalho
def custo pareto(e, sign=1.0}):
return I*e[0]*e[0]+e[l]*45+e[2])*2]1+e[3]*e[3]*9

def custo_nash(e, sign=1.0):
return 3*e[0]*e[0]/2+e[l]*45+e[2]*21+9*e[3]*e[3]/2

cons = ( {'type': 'eq',
‘fun' : lambda e: np.array([e[0] + e[2] - 8])},
{'type': 'eq’,
‘fun' : lambda e: np.array([e[0] - e[l] - e[4]]1)},

{'type': 'eq’,
'fun' : lambda e: np.array([e[2] - e[3] + e[4]1]1)},
{'type': 'ineq',
"fun' : lambda e: e})
res_pareto = minimize(custo_pareto, [8, 8, 0, 0, 0], constraints=cons, jac = None,
method="'SLSQP', options={'disp': False})
res_nash = minimize(custo_nash, [8, B, 0, 0, 0], constraints=cons, jac = None,

method="'SLSQP', options={'disp': False})

print( 'pareto', np.round(res pareto.x,3), np.round(res pareto.fun,3)/8)
print('nash', np.round(res_nash.x,3), np.round{custo_pareto(res_nash.x),3)/8)

( 'pareto', array([ 5., 5., 3., 3., 0.]1), 55.5)
{'nash', array([ 7., 3., 1., 5., 4.]1), 66.0)

Figura 4.4: Codigo para encontrar os fluxos e o custo total do grafo da figura 4.3

Como podemos observar no resultado do grafo da figura 4.3, dado pela figura
4.4, o fluxo 6timo nao usa a aresta (v, vy), enquanto o fluxo de Nash usa. Assim,

vamos retira-la e rodar o programa de novo para a mesma quantidade de fluxo r = 8.
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Figura 4.5: Exemplo do método sugerido sem aresta

Braess-sem atalho
def custo_pareto(e, sign=1.0):
return 3*e[0]*e[0]+e[l]*45+e[2]*21+e[3]*e[3]*9

def custo nash(e, sign=1.0):
return 3*e[0]*e[0]/24e[l]*454+e[2]1*214+9*c[3]*e[3]/2

cons = ( {'type': 'eqg’',

'fun' : lambda e: np.array([e[0] + e[2] = B])}},
{I_t’.‘-"pel= qulJ

'fun' : lambda e: np.array([e[0] - e[1]]1)},
{'type': 'eq',

'fun' : lambda e: np.array([e[2] - e[3]1)},
{'"type': 'ineq',

"fun' : lambda e: e})

res_pareto = minimize(custo pareto, [4, 4, 4, 4], constraints=cons, jac = None,
method='SLSQP', options={'disp': True})

res_nash = minimize(custo nash, [4, 4, 4, 4], constraints=cons, jac = MNone,
method='SLSQP', options={'disp': True})

print( 'pareto', np.round(res_pareto.x,3), np.round(res_pareto.fun,3)/8)
print( 'nash', np.round(res nash.x,3), np.round{custo pareto(res nash.x),3)/8)

('pareto', array([ 5., 5., 3., 3.]1), 55.5)
{‘nash', array([ 4., 4., 4., 4.]1), 57.0)

Figura 4.6: Codigo para encontrar os fluxos e custo total do grafo da figura 4.5
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Pelo novo resultado, dado pela figura 4.6, pode-se observar que a ineficiéncia

diminuiu, o custo total do fluxo de Nash passou de 66 para 5H7.

Entretanto, existem alguns pontos para os quais devemos estar atentos ao

usar esse método:

e Nao necessariamente o fluxo 6timo deixaré de usar alguma aresta;

e Fluxo de Nash é o fluxo dos egoistas, portanto nao pode ser comparado di-
retamente com o fluxo 6timo no sentido de que nao é verdade que se o fluxo
6timo nao deixa de usar alguma aresta, entao nao existe alguma aresta que

possa ser tirada para que o fluxo de Nash melhore;

e Como olhamos para o fluxo de Nash como aquele que os jogadores alcangarao
em uma rede rodoviaria, dado que o sistema adotado ¢ o de nao-cooperacao,
temos que encontrar um método que olhe para a minimizacao do fluxo dos
egoistas (Nash). O que temos que nos perguntar é: tirando alguma aresta,

vamos melhorar o custo do fluxo de Nash?

e FEsse método subestima a quantidade de ocorréncias de paradoxo de Braess,
mas, caso ele encontre, nao estard errado, realmente tera encontrado alguma

ocorréncia.

Com isso, precisamos de um método mais geral, que funcione também para
os outros casos e nao subestime a ocorréncia do Paradoxo. Isso nos leva ao préximo

capitulo, onde vamos explorar o uso de algoritmos de aproximacao.
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5 TENTATIVA POR ALGORITMOS DE APRO-
XIMACAO

No final do tdltimo capitulo, vimos que precisamos de um método mais geral
para encontrar a ocorréncia do paradoxo de Braess em uma rede, que nao neces-
sariamente tem alguma aresta que nao seja usada no fluxo 6timo, e tornar o fluxo
de Nash o mais proximo do fluxo 6timo possivel, diminuindo, assim, o preco da
anarquia. Para isso, vamos descrever o problema de um jeito mais detalhado e o
chamaremos de Problema de Projetar Rede (Network Design Problem), pelo qual é

um bom modo para definir a ocorréncia do Paradoxo de Braess em uma rede [12].

Defini¢ao 5.0.1 (Network Design Problem). Dada uma instancia (G, r,c), encon-
trar eficientemente um subgrafo H de G que minimize o custo comum de todo o
trafego em um fluxo de Nash para (H,r,c), denotado por d(H,r,c) - bem definido
pelas proposicoes 4.1.1 e 4.3.1.

Assim, se esse subgrafo H existir para a instancia (G, r,c), entao ocorre nela
o Paradoxo de Braess. Vamos focar as analises em instancias de comodite tnica (um

par origem-destino).

Podemos observar que esse problema é nao-trivial, ja& que, nao necessaria-
mente, o grafo G inteiro vai ser uma solugao 6tima para ele. Além disso, o nimero
de subgrafos H de G é, em geral, exponencial no tamanho da instancia (G, r,c), ou
seja, esse problema nao pode ser resolvido por for¢a bruta (removendo cada aresta,
calculando o custo comum do equilibrio de Nash e o comparando com o do equilibrio

de Nash original).

Vamos, entao, tentar olhar para a resolucao desse problema através de algo-
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ritmos de aproximacao.

5.1 O que é um Algoritmo de Aproximagao?

Algoritmos de aproximagao sao usados para encontrar solugoes aproximadas

para problemas de otimizacao.

Definicao 5.1.1. Um algoritmo de c-aproximag¢do para um problema de minimi-
zagao roda em tempo polinomial e retorna uma solugao nao mais que ¢ vezes tao
custosa (ou menos custosa, a depender da situagdo) quanto uma solugao 6tima. O
valor ¢ é a razao de aproximagdao ou a performance garantida do algoritmo. Assim,
seja A um algoritmo de aproximacao e f(z) o custo de uma aproximagao A(x) para
a instancia z, temos que f(z) ndo vai ser mais (ou menos) que um fator ¢ vezes o

valor de uma solugao 6tima OPT":

OPT < f(z) < cOPT, se ¢ > 1;
cOPT < f(z) < OPT, se c < 1.

Acredita-se que problemas NP-dificeis nao admitem algoritmos de tempo
polinomial, como vimos nas preliminares, mas muitos desses problemas admitem
algoritmos de c-aproximacao para valores pequenos de c. Por outro lado, existem
também muitas naprorimacoes ou resultados duros para problemas de otimizacao
NP-dificeis, que nao admitem algoritmos de c-aproximacao para valores razoaveis

de ¢, assumindo P # NP.

Exemplo 3 (Vertex Cover). Uma cobertura de vértices (vertez cover) de um grafo
é um conjunto de vértices tal que cada aresta do grafo é incidente em, pelo menos,
um vértice do conjunto. O problema de encontrar a cobertura de vértices minima
é um exemplo de um problema de otimizacao NP-dificil que admite um algoritmo

de aproximacao. Temos um algoritmo de 2-aproximagao para esse problema: dado
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o conjunto E de arestas, retiramos dele uma aresta (u,v) e colocamos os vértices
correspondentes a ela no conjunto C' e removemos de £ as arestas incidentes em u

ou em v, até que nao tenha mais aresta nenhuma em F£.

Algoritmo 1: Algoritmo de 2-aproximagao do Vertex Cover para G = (V, E)
C = 0;
E' = G.E;
while E’ # () do
seja (u,v) uma aresta arbitraria de E’;

C =CU{u,v};

remova de E’ todas as arestas incidentes em u ou em v
end while
return C

5.2 Redes com Fungoes de Custo Afins (ax + b)

Consideraremos neste capitulo redes em que a fungao de custo de cada aresta
e é afim, ou seja, linear no congestionamento da aresta mais uma constante (c.(z) =
a.x + b, para algum a.,b. > 0, onde x é o congestionamento da aresta), e as ana-
lisaremos com o objetivo de chegar a alguma conclusao a respeito de um algoritmo

de aproximacao para resolver o problema 5.0.1.

5.2.1 O Preco da Anarquia

Primeiramente, vamos ver como algumas caracterizagoes dadas anteriormente
se mostram quando as fungdes de custo das arestas obedecem a fungoes afins. O
custo total C'(f) de um fluxo f, dado pela equagdo (3.4), se apresenta da seguinte

forma:

C(f) = acf? +bef

ecE
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. Como a, > 0, essa ¢ uma fungao quadrética convexa e o problema de programacao

nao-linear (NLP) é convexo.

Agora, vamos ver como ficam as proposicoes 4.1.1 e 4.2.1.

Lema 5.2.1. Seja (G, 1, ¢) uma instdncia com funcoes de custo afins c.(z) = a.x+0b,

para cada aresta e € E. FEntao,

(a) um fluzo factivel f estd no equilibrio de Nash para (G,r,c) se, e somente se,

para cada comodite i e caminhos de s; —t; Py, Py € p; com fp, >0,

D aefetbe <Y acf.+be (5.1)
ecP; ecP
(b) um fluzo factivel f* é étimo para (G,r,c) se, e somente se, para cada comddite
1 e caminhos de s; —t; Py, Py € @; com f;l > 0,

D 200 fi +be < 2a0fs + be; (5.2)

ecP; echP,

Com isso, temos o seguinte resultado para redes com fungoes de custo lineares

(az):

Corolario 5.2.1.1. Se (G,r,¢) é uma instdncia em que cada fun¢ao de custo de
aresta ¢, € linear, i.e., da forma c.(x) = a.z, entao um fluxo factivel para (G,r,c)

€ dtimo se, e somente se, € um fluro de Nash.

Prova. Quando b, = 0 para toda aresta e, a inequacao (5.1) se mantém se, e somente

se, a inequagao (5.2) se mantém. [

Lema 5.2.2. Suponha que (G,r,c) tenha fungoes de custo afins e f é um fluxo no

equilibrio de Nash. Entao,
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(a) c:(fe/2) = ce(fe)paratodaarestae;

(b) o fluro f/2 € dtimo para (G,r/2,c).

Prova. A parte (a) segue do fato de que todas as fungdes de custo sao afins (lem-
brando que ¢ é a fungdo de custo marginal da aresta e dada por ¢i(z) = c(x) +
xzd(x)). Para a parte (b), note que se f satisfaz as condi¢oes do lema 5.2.1(a) para

(G,r,c), entao f/2 satisfaz as condi¢oes do lema 5.2.1(b) para (G,7/2,c). |

Agora, vamos percorrer o caminho da prova do limite superior do preco da

anarquia para redes com fungoes de custo afins.

Lema 5.2.3. Seja [ um fluzo para uma instincia (G,r,c) com fungoes de custo
afins. Entao,

C(f/2) z 7.C(f).

NN

Prova. Temos que c.(z) = a.x + b, para cada aresta e. Entao,

ot/ =% (goud+o )

eck

> acf + b
1

eceE

=.C)

O proximo lema

Lema 5.2.4. Seja (G, r,c) uma instancia com fungoes de custo afins e f* um fluro

dtimo. Entdo para todo § > 0, um fluzo factivel para a instancia (G, (1+0)r,c) tem
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custo pelo menos

C(f)+6) _c(ffs.

ecE

Prova. Fixe uma instancia (G,r,c) com fungdes de custo afins, um fluxo 6timo f*
e um valor para o parametro 6 > 0. Supondo que f seja um fluxo factivel para
(G, (14 9)r,c). A quantidade de fluxo f. na aresta e pode ser maior ou menor que
f¥. Para toda aresta ¢ € E, a convexidade da fungao z.c.(x) = a.x? + b.x implica
que podemos obter um limite inferior dessa funcao através de uma aproximacgao

linear no ponto f;:

Ce(fe)fe Zce<f:)f:+(fe_f:)02(f:) (53>

A inequagao (5.3) estabelece que estimando o custo de mudar o valor do fluxo na
aresta e de f* para f. por (fo—fX)ci(fF) - pelo custo marginal do fluxo aumentado em
12 vezes o tamanho da perturbagao - pode apenas subestimar o custo de um aumento
(quando f. > f¥) e sobrestimar o beneficio de uma redugao (quando f. < f¥).Temos

entao

C(f) :Zce(fe)fe

eck

(5.4)
>C(f) + 3 (e = £ D).

ecE

Como f* é 6timo para (G,r,c) e as fungoes de custo afins sdo semi-convexas, apli-

camos a proposicao 4.2.1(d) ao fluxo f/(1 + 4), alcangando
_1 * * * * *
1490 Zce(fe)fe 2 Zce(fe)fea
ecFE ecFE

que, junto com a equagao (5.4), implica no lema. [ |

Agora, o principal teorema dessa subsegao segue facilmente dos lemas 5.2.3 e
5.2.4 (lembrando que p(G,r, ¢) é o prego da anarquia da instancia (G, r, ¢) - defini¢ao

42.3).
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Proposicao 5.2.1. Se (G, r,c) tem fungoes de custo afins, entao

p(G,r,c) <

Lo W~

Prova. Seja f um fluxo no equilibrio de Nash para (G, r,¢). Pelo lema 5.2.2, f/2 é
um fluxo 6timo para a instancia (G,r/2,c) com ci(f./2) = c.(f.) para cada aresta
e. Aplicando o lema 5.2.4 com § = 1 e entao o lema 5.2.3, encontramos que se f* é

factivel para (G,r,c), entao

C(f) =C(f/2)+> ¢ fe/2 =

22 CU) +5 el
eck
3
=10 0)-
Assim
c(f) 4
cif+) =3

que prova o teorema, pois, para todo f* factivel para (G,r,c), essa desigualdade é

valida, e entdo, em particular, é valida quando f* é o fluxo 6timo de (G,r,¢). W

5.2.2 Limitando Superiormente o Paradoxo de Braess

Vamos provar os limites superiores no pior caso possivel do Paradoxo de
Braess - dado pelo maior fator pelo qual remover arestas de uma rede pode diminuir
o custo incorrido pelo trafego em um fluxo de Nash - para redes com funcoes de

custo afins.

Corolario 5.2.1. Se (G,r,¢) é uma instancia de comddite unica com fungoes de

custo afins e H € um subgrafo de G, entdo

d(G,r,c) < -.d(H,r,c).

W >
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Prova. Seja (G, r, ¢) uma instancia de comodite tunica com fungoes de custo afins e H
um subgrafo de G. Sejam f e f* fluxos no equilibrio de Nash para (G, r,¢) e (H,r, c),
respectivamente. Pela proposi¢ao 4.1.2, podemos escrever C(f) = r.d(G,r,c) e
C(f*) =r.d(H,r,c). Como f* pode ser visto como um fluxo factivel para (G,r,c),

o teorema 5.2.1 implica que C'(f) < 4C(f*)/3 e entao d(G,r,c) < 4d(H,r,c)/3 W

5.2.3 Detectando o Paradoxo de Braess

Depois de toda a analise do Paradoxo de Braess nas redes com fungoes
de custo afins, vamos tentar projetar algoritmos para detecta-lo e para resolver

o network design problem (5.0.1) nessas redes.

Provar os limites do pior caso possivel do Paradoxo de Braess é equivalente
a provar os limites da razao de aproximacao do algoritmo trivial para o network
design problem - algoritmo que, dada a instancia (G, r,c), retorna o grafo completo

GG como uma solugao. Assim, a subsegao anterior tem o seguinte corolario:

Corolario 5.2.2. A razdio de aprorimacao do algoritmo trivial para o network design

problem com fungoes de custo afins € precisamente 4/3.

Com isso, para que um algoritmo de aproximacao tenha qualquer credibili-

dade, ele deve melhorar a performance garantida pelo algoritmo trivial.

Mas nos deparamos com um resultado duro, que prova a nao-aproximabilidade

de algoritmos.

Proposicao 5.2.2. Assumindo P # NP, para todo € > 0, nio eviste (3 — €)-

algoritmo de aproximagao para o network design problem com funcoes de custo afins.
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Figura 5.1: Prova da Proposi¢ao 5.2.2. Em uma "nao"instancia de 2DDP, a exis-
téncia de caminhos s; — t; e so — to implica na existéncia de um caminho sy — ;.

Prova. Como vimos nas preliminares, podemos mostrar que um problema é NP-
dificil reduzindo a ele um problema que ja sabemos ser NP-completo. Aqui, a redu-
¢ao sera feita a partir do problema NP-completo 2 CAMINHOS DIRECIONADOS
DISJUNTOS (2DDP), cuja prova de ser NP-completo esta em [13]: dado um grafo
direcionado G = (V, F) e vértices distintos sy, Sa,1,t2 € V, existem caminhos P;
para i = 1,2 de s; — t;, tais que P, e P, sao vértice-disjuntos? Assim, vamos mos-
trar que um (% — ¢)-algoritmo de aproximagao para o network design problem com
funcoes de custo afins pode ser usado para diferenciar entre "sim"e "nao"instancia

do problema 2DDP em tempo polinomial.

Considere uma instancia T do problema 2DDP, como acima. Aumente o
conjunto de vértices V' adicionando uma origem s e um sumidouro ¢, e inclua as
arestas direcionadas (s, s1), (8, s2), (t1,t) e (t2,t) (veja a figura 5.1). Denote a nova
rede por G’ = (V' E’) e determine que as arestas de E’ tém as seguintes fungoes
de custo ¢: arestas de E tém fungoes de custo c¢(x) = 0, arestas (s, s2) e (t1,t) tém
fungoes de custo ¢(x) = z e arestas (s, s1) e (f2,t) tém fungdes de custo ¢(x) = 1. A

instancia (G’, 1, ¢) pode ser construida a partir de T em tempo polinomial.
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Figura 5.2: Sem Aresta Extra

Para completar a prova, basta demonstrar as duas afirmacoes:

(i) Se T é uma instancia "sim"do problema 2DDP, entdao G’ admite um subgrafo

H de G’ com d(H,1,¢) =3/2.

(ii) Se T é uma instancia "nao"do problema 2DDP, entao d(H, 1, c) > 2 para todo
subgrafo H de G'.

Para provar (i), seja P, e P caminhos vértice-disjuntos s; — t; e sy — ty em G,
respectivamente, e obtenha H deletando todas as arestas de G que nao estao em
algum P;. Entdo, H é um subgrafo de G’ com exatamente dois caminhos s — ¢, e
roteando metade de uma unidade de fluxo por cada um gera um fluxo no equilibrio

de Nash em que cada caminho tem custo 3/2 (figura 5.2).
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Figura 5.3: Com Aresta Extra

Para (ii), podemos assumir que H contém um caminho s —¢. Se H tiver um
caminho P de s — t contendo um caminho sy — t1, entao rotear todo o fluxo em P
gera um fluxo de Nash em que todo caminho s — ¢ tem custo 2 (figura 5.3). Entao,
d(H) = 2 para todo subgrafo H.Por outro lado, se T é uma instancia "nao"para
o problema 2DDP, ainda no restam duas possibilidades: ou para precisamente um
i € {1,2}, H tem um caminho P de s —t contendo um caminho s; — ¢;, ou todos
os caminhos P de s — t em H contém um caminho de s; — ¢, de G. Em ambos os
casos, rotear um unidade de fluxo por um caminho P fornece um fluxo no equilibrio

de Nash mostrando que d(H) = 2. |

O corolario 5.2.1 e o teorema 5.2.2 mostram que a eficiéncia na detecgao do
Paradoxo de Braess em redes com funcgoes de custo afins é impossivel, mesmo em
instancias que sofrem com as manifestacoes mais severas do paradoxo. Mais preci-
samente, seja uma instancia (G,r,c) com fungoes de custo afins livre do paradoxo
se d(G,r,c¢) < d(H,r,c) para todo subgrafo H de G e sujeita ao paradozo se para
algum subgrafo H de G, d(G,r,c) = 4d(H,r,c)/3. Intancis livres do paradoro nao

sofrem do Paradoxo de Braess e, pelo corolario 5.2.1, instancias sujeitas ao paradozo



o7

sao precisamente aquelas com a pior perda possivel na performance da rede devido
ao Paradoxo de Braess. A reducgao feita na prova do teorema 5.2.2 nos da o corolario

a seguir.

Corolario 5.2.2.1. Dada uma instincia (G,r,c) que tem fungoes de custo afins e
¢ ou livre do paradozo ou sujeita ao paradozo, é NP-dificil decidir se (G,r,c) € ou

nao sujeita so paradozo.

5.3 O Mar de there is no

Tendo percorrido todo o caminho para chegar & dura conclusao da secao
anterior para redes com fungoes de custo afins, temos conclusoes duras semelhantes
para a tentativa de solucionar o network design problem(5.0.1) para redes com outras
funcoes de custo, cujos caminhos para as demonstragoes podem ser encontradas no

capitulo 5 de [12].

Proposigao 5.3.1. Assumindo P # NP, para todo ¢ > 0, nao eziste (|n/2] —
€)-algoritmo de aproximacgao para o network design problem com fungoes de custo

arbitrarias, onde n € a quantidade de nos da rede.

Proposicao 5.3.2. Assumindo P # NP, nao existe o(p/lnp)-algoritmo de aproxi-
macao para o network design problem com funcoes de custo polinomiais de grau, no

mdzrimo, p e coeficientes nao-negativos.

Corolario 5.3.2.1. Assumindo P # NP, para todo € > 0, ndo existe (O(n'~°))-
algoritmo de aproximacgao para o network design problem com fungoes de custo ar-

bitrdrias, onde n € a quantidade de nds da rede.

Proposigao 5.3.3. Assumindo P # NP, nao existe (o(7y))-algoritmo de aprozima-

¢ao para o network design problem com funcoes de custo com inclina¢do, no mdximo,

v.
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Com isso, concluimos que a dificuldade de encontrar algoritmos nao-triviais
para o network design problem(5.0.1) esta intrinseca, em vez de ser apenas para um
certo conjunto de fungoes de custo permitidas. Entao, temos a seguinte generalizagao

das mas noticias mostradas:

assumindo P # NP, nenhum algoritmo de tempo polinomial tem performance

melhor que o algoritmo trivial.

Obviamente, todas as mas noticias sao no sentido do pior caso possivel de
algoritmos de aproximacao. Isso quer dizer que, enquanto algoritmos de tempo
polinomial podem fazer muito melhor que o algoritmo trivial em muitas instancias,

também vao existir instancias em que eles serao tao ruins quanto o algoritmo trivial.
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6 CONCLUSAO

O objetivo primeiro desse trabalho era analisar o Paradoxo de Braess e en-
contrar locais do Rio de Janeiro em que ele ocorra. Ocorreu uma subestimacao do
problema e o trabalho acabou se transformando em um estudo geral dele, olhando
para toda a complexidade que gira em torno da tentativa de encontréa-lo. Por outro
lado, todo esse estudo é a base ideal para um futuro olhar mais atento na escolha
de quais redes analisar para encontrar uma ocorréncia do Paradoxo e, enfim, lidar

com o egoismo inerente & todo motorista.
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