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1 Introducao

Iniciaremos este TCC com o desenvolvimento dos conceitos da disciplina de Geometria Pro-
jetiva, abordando tépicos como seus fundamentos, principio de dualidade, projetividades. E
com isso aplica-la em conceitos de visao computacional.

1.1 Histéria da Geometria Projetiva

A Geometria Projetiva pode se definir como a Geometria na qual se reunem as propriedades
que permanecem invariantes quando se realiza uma projecao a partir de um ponto. Duas figuras
geométricas sao consideradas equivalentes se podemos obter uma a partir da outra através de
uma projegao. Além disso, a Geometria Projetiva é a geometria "s6 da régua”, diferente da
Geometria Euclidiana que é a geometria da "régua”e do ”compasso”. Isso porque, basicamente,
seus objetos envolvem a colinearidade (de pontos) e a incidéncia (de retas), dois critérios que sao
invariantes segundo projegoes (sobre um plano). Nesta geometria os axiomas sao construidos
de modo que nao se admita retas paralelas, ou seja, toda reta no plano se cruza, sem execao
alguma. Esse fato faz com que a teoria ganhe uma certa simetria.

A necessidade da criagao deste tipo de geometria surgiu na Italia no século XV, junto com o
Renascimento, devido a dificuldade dos artistas em buscar mais realismo para suas obras. Com
isso, comecaram a introduzir os conceitos de ponto de fuga e perspectividade, de modo que
qualquer pessoa identificasse sem dificuldade o que estava perto e o que estava longe. Um nome
renascentista, ja no século XVII, se debruca sobre a mesma tarefa e realiza resultados que mais
se ligam a Geometria Projetiva do que a Perspectiva dos artistas. Girard Desargues, arquiteto,
mesmo tendo em vista suprir necessidades imediatas de sua profissao, em seus estudos acaba
por produzir teoremas e eixos conceituais que o tornam o primeiro sistematizador do pensa-
mento projetivo. Ainda no século XVII, Blaise Pascal, que foi contemporaneo de Desargues,
ao debrucar-se sobre os estudos deste, certamente com acesso as mais recentes descobertas
cientificas, investiga as conicas e suas propriedades projetivas.

J& no século XIX, Jean Victor Poncelet foi o primeiro a reconhecer a geometria Projetiva
como um novo ramo da matematica e se propos a achar todas as propriedades geométricas
das figuras que sao inveriantes por projecoes e secoes. O trabalho de Poncelet baseia-se sobre
trés idéias basicas. Estas idéias, na realidade, sao anteriores a Poncelet, e apenas tomou como
base para o seu trabalho dando a elas uma ampla aplicacao. A primeira idéia usa a nocao
de figuras homologas (uma figura pode ser obtida da outra, por uma sequéncia de projegoes e
segoes), com o objetivo de encontrar uma figura mais simples do que a original, e estudar as
propriedades que sao inverientes obtendo propriedades da figura mais complexa. A segunda
idéia é o principio de continuidade, nas palavras de Poncelet o principio é: ”Se uma figura é
obtida de outra por mudanca continua, e a ultima é tao geral quanto a primeira, entao qualquer
propriedade da primeira pode ser enunciada imediatamente para a segunda figura”, para que o
principio funcione em véarias situagoes, Poncelet teve que introduzir, além dos pontos no infinito
do espaco projetivo, a nogao de pontos imaginarios. A terceira idéia é a da reciprocagao polar
em relacao a uma conica, com o objetivo de tentar dar uma prova do principio de dualidade.

1.2 Espacos Projetivos

A ideia de um espago projetivo se refere a perspectiva , ou seja, & maneira como um olho ou
uma camera projeta uma cena que esta 3D em uma imagem 2D. Todos os pontos que estao em
uma linha de projecao, cruzando com a pupila de entrada da camera , sao projetadas em um
ponto de imagem comum. Neste exemplo, o espaco vectorial ¢ R3 com a pupila de entrada da
camara na origem, e o espaco projetivo corresponde aos pontos da imagem. Ou seja, o espago
projetivo é um objeto geométrico que formaliza declaragoes como ”linhas paralelas se cruzam



no infinito.”

Defini¢ao: P(V), o espago projetivo gerado por V' (espago vetorial) é o espaco quociente
(V —{0})/ ~, onde ~ é a segunte relagao de equivaléncia.

u ~ v <= u = A\v, para algum escalar A € K (corpo)

Chamando os elementos de P(V') de pontos, temos que cada ponto de P(V') é uma classe de
equivaléncia de vetores de V' pela relagao ~. Dado v € (V —{0}) a classe de v([v]) é o conjunto
de todos os vetores nao nulos que sao multiplos de, ou paralelos a v.

Podemos considerar considerar P(V') como o conjunto de todos os subespagos de V' de di-
mensao 1. Quando V' tem dimensao finita n + 1, diremos que P(V') tem dimensao n, e devido
ao isomorfismo entre V' e K™™' podemos idendificar P(V') com o espago P(K"*!) (ou com P"(K
espago projetivo n-dimensional sobre K).

1.2.1 A Reta Projetiva Real: P'(R)

Este trabalho ird utilizar espacos projetivos reais. Para este caso de reta projetiva real, cada
ponto de P! é uma classe de equivaléncia de vetores de R? —{(0,0)} por ~, ou seja um conjunto
de vetores paralelos (e nao nulos) no plano real. Com isso, cada ponto de P! pode ser visto
como uma reta de R? passando pela origem.

e Coordenadas Projetivas ou Coordenadas Homogéneas

Na geometria computacional as coordenadas homogéneas sao utilizadas no lugar do sistema
de coordenadas cartesianas devido as vantagens que oferecem no tratamento algébrico de pon-
tos "no infinito”.

Definigao: Um ponto representado por (X,Y’) no sistema de coordenadas cartesiano é re-
presentado, em coordenadas homogéneas, por [z,y,t] , onde X = ¥ , Y = ¥ e ¢ é chamado
de peso, para t nao zero. Assim, o ponto cartesiano (X,Y’) corresponde a uma infinidade de

triplas [tX,tY,t] , incluindo o caso particular [z,y, 1].

Este sistema permite representar pontos no infinito (ou dire¢oes), chamados de pontos
impréprios, ao usar t =0 e x # 0 ou y # 0.

Escolhida uma base para R?, cada vetor nao nulo v € R? possui coordenadas (v, vy), nao
ambas nulas. Existe um tnico ponto P € P correspondente a classe de equivaléncia de [v].
Assim [vy, v5] s@o as coordenadas projetivas de P. As coordenadas projetivas também sao
chamadas de coordenadas homogéneas, devido a propriedade de continuarem representando o
mesmo ponto ao serem multiplicadas por um escalar nao nulo, o que decorre diretamente da
definicao de espaco projetivo.

¢ Relacao com a Reta Real

No V = R? temos a chamada reta projetiva. Quando estudamos um espaco quociente sob
uma relacao de equivaléncia, é comum escolhermos um 1inico representate para cada classe. No
caso do estudo de P' devemos escolher um representante para cada classe de equivaléncia como
uma reta contida em R? que nao passe pela origem, sendo que esta reta corta cada ponto da
reta projetiva uma tnica vez (os pontos de R? sdao vetores com origem em (0, 0) e extremidade
no ponto correspondente).



Exemplo: Seja a reta r : y = 1 de R?, cada ponto [X,Y] € P! com Y # 0 corta r no ponto
(%, 1), que é o unico representante de [X,Y] em r. Reciprocamente, todo ponto (x,1) de r

pertence a uma unica classe de equivalécia [x,1] € P1. Se Y = 0, o ponto [X,Y] = [X, 0], ndo
possui representante sobre r. Existe apenas um ponto de P! nesta situacao, ja que como X e
Y ndo podem ser ambos nulos, temos X # 0 e portanto [X,0] =[5, 2] = [1,0].

PY(R) = {[, 1]|x € R} U {[0, 1]}

A reta projetiva real pode ser vizualizada como o resultado de se acrescentar um ponto a
reta real. Tal ponto é muitas vezes denominado o ponto do infinito. De fato, observamos que
quando fazemos um ponto r tender ao infinito, em ambos os sentidos, a reta que representa
a classe de equivaléncia em P! vai se aproximando da reta y = 0, classe do ponto do infinito [0, 1].

e Teorema Fundamental da Geometria Projetiva
E conveniente na geometria projetiva pensarmos em pontos como feixes de retas, e em retas

como fileiras de pontos. Assim, veremos que um feixe de retas P projeta uma fileira de pontos
sobre uma reta, ou ainda, a fileira de pontos r é uma secao do feixe.

Dizemos que o ponto X projeta a reta x se X = z.0, onde x passa por O distinto de X e
o é uma reta nao incidente a O e diferente da reta x. Neste caso dizemos também que a reta
x projeta o ponto X. Chamaremos esse fato de correspondéncia elementar e denotaremos da
seguinte forma:

XAz ou zA X

Se AAa, BAb e CAc com A, B e C incidentes a o e com a,b,c passando por O, podemos
escrever:

ABCAabc ou abceAABC

Nesse caso dizemos que a fileira ABC' é uma seccao do feixe abc pelo ponto O.
Chameremos de projetividade uma combinacao finita de correspondéncias elementares:



XAz"™ ou zAX"™ ou XAX"™ ou zAx"

Teorema: Uma projetividade ¢ unicamente determinada quando sao dados trés pontos co-
lineares e seus respectivos correspondentes.

Demonstracao: Dados A, B e C colineares e A", B’ e C’, seus respectivos correspon-
dentes em uma projetividade qualquer, deveremos deerminar um ponto X’ de modo que
ABCXAA'B'C' X’ para um ponto X qualquer na reta AB. Para isso, vamos dividir em dois
casos: quando os pontos A, B e C estao em uma reta distinta de A’, B’ e (’, sendo que a
intersecao dessas retas nao é nenhum desses pontos e quando isso nao acontece.

Caso 1: Os pontos A, B e C' estdao em uma reta distinta de A’, B e C’, sendo que a intersecao
dessas retas nao é nenhum desses pontos.

Seja N = AB""BA" e M = AC'.C'A’, as retas AA’ e XA’ interceptam a reta M N em dois
pontos distintos, G e () respectivamente.

Assim o ponto X' fica determinado pela intersecao das retas AQ e A’B’. E isso é verdade pois:

AA'MN =G
BA'.MN = N
CA.MN = M
XA'.MN = Q

Entao, ABCXAGNMQ
GAA'B"' = A’; pois GA = GA" ja que G = AA'.MN, dai, GAA'B"'= GA . AB" = A’
NAA'B' =B ;pois NA= NB' ja que N = BA' . AB’, dai, NAAB'= NB""A'B' = B

MAAB =C";pois MA= MC"jadque M = CA'.AC’, dai, como A’, B’ e C’ sdo colineares,
MAAB = MC'AC' ="'

QAA'B = X' ;pois QA = QX' e AB = AX'jad que X' = AQ.A'B’, dai, QA.A'B’ =
OX' A'X' = X',



Logo GNMQAA'B'C'X’. Conclusao ABCXAA'B'C'X’

Caso 2: Se A, B, C, A, B e C' estiverem na mesma reta, por exemplo.

A"

Pela construcao teremos A’B'C'AA” B"C"”. Usando o caso 1 para os pontos A, B, C, X, A”,
B" e C" ficamos com ABCXAA"B"C"X". Desses dois resultados temos ABCXAA'B'C'X’
onde X’ é o ponto que 0 X" intercepta a reta A'B’.

Provando agora que X’ é tinico, vamos supor que exista X" tal que:
ABCXANA'B'C'X' e ABOCXANA'B'C'X"

Concluimos que A'B'C'X'NABCXANA'B'C' X", ou ainda A’B'C'X'ANA’B'C'X"”. Como esta
projetividade deixa inveriante os trés pontos A’, B’ e C’, e sabendo que se uma projetividade
deixa invariante trés pontos distintos de uma fileira, entao ela deixa invariante toda a fileira,
X' = X" ou seja X’ é unico.

Caso particular do teorema: Sejam A, B e C trés pontos distintos de P!. E sempre possivel
escolher umabase de R? para qual as coordenadas projetivas desses pontos sejam:

A=[L,0, B=1[0,1],C = [1,1]

Demonstracao: Sejam v4, vg e ve representantes quaisquer das classes de equivaléncia de A,
Be Cem R?—{0}. Como A # B, v e vp nio sao paralelos, logo sao independentes e formam
uma base de R2. Seja (a, b) a representacao de v, nesta base. Como C ¢ distinto de A e de B, a
e b sao nao nulos, pois ve nao pode ser paralelo a v4 ou vp. Escolhendo a base (avg, bvg) para
R? temos A = [v4] = [ava] = [1,0], B = [vg] = [bug] = [0,1] e C = [vc] = [ava + bvg] = [1,1].

Com isso podemos falar de coordenadas projetivas sem a precisar voltar ao espago gerador
R2. A, B e C formam uma referéncia projetiva de P'. A base de R? cuja existéncia provada
no teorema nao ¢ unica. Mas as coordenadas projetivas induzidas por ela o sao.

e Razao Cruzada

Uma trasformagao projetiva preserva a razao cruzada, ou seja, essa razao € invariante e diz
que se quatro retas por um ponto O interceptam uma reta r nos pontos A, B, C' e D e uma
reta s nos pontos A, B', C" e D' (ouse A’, B', C" e D' em s sdo projecoes de A, B, C' e D em
r por um ponto O), entao, para toda r e s nao incidentes a O temos:

CA/CB __ C'A'/C'B’
DA/DB ~ D'A’JD'B’




1.3 O Plano Projetivo Real: P?*(R)

Nossos pontos continuam sendo retas passando pela origem, porém agora as restas estao
contidas em R?. Podemos escolher um representante para cada classe de equivaléncia cortando
essas retas pelo plano z = 1 em R®. Mas, com isso, perdemos todos os pontos do plano projetivo
correspondentes a restas paralelas ao plano z = 1. Este conjunto de retas tem exatamente a
mesma estrutura do que o conjunto de classes de equivaléncia que define a reta projetiva,
portanto faz sentido imaginar que agora temos uma reta de pontos no infinito. Ou seja, P? é
obtido acrescentando uma reta do infinito ao plano real.

Para cada ponto P = [X,Y, Z] do plano projetivo ha duas possibilidades:

(i) Se Z # 0, sendo z = & e y = L temos [X,Y, Z] = [z,y,1], de forma que o ponto P
possui um unico representante do plano real z = 1. O mesmo ocorre se persarmos que cada
ponto (x,y,1) do plabo z = 1 corresponde a um tnico ponto P com Z # 0. Ou seja, existe
uma bijecao entre R3 e os pontos de P? com coordenada projetiva Z nao nula.

(ii) Se Z = 0, ao ponto P = [X,Y, 0] associamos bijetivamente o ponto [X,Y] € P!, logo
existe uma bijecao natural entre pontos que nao tém representante no plano real z = 1, os
chamados pontos no infinito e a reta projetiva real. Isso justifica chamarmos este conjunto de
pontos de reta do infinito.

1.4 Retas em P?

A reta do infinito é um subconjunto (retas em P?) de P? que é formado por retas coplanares
de R? passando pela origem.

Lema: (Condicao de alinhamento de trés pontos) Os ponto A, B e C' do plano projetivo
estao alinhados se, e somente se, é nulo o determinante da matriz 3x3 cujas linhas sao as coor-
denadas desses pontos em uma determinada referéncia projetiva.

Corolario: As retas do plano projetivo sao os conjuntos solugao das equagoes homogéneas
de primeiro grau

aX +0Y +cZ =0

Onde [X,Y, Z] representam as coordenadas homogéneas de um ponto genérico de P? e a, b,
¢ sao constantes reais nao todas nulas.



Demonstracao: O ponto [X,Y, Z] pertence a reta definida por A = [A;, Ay, A3] ¢ B =
[B1, Bs, B3], com A e B distintos, se e somente se

Ay As
By Bj

Az Ay
Bs By

A A,

B1 B2 Bg =0 <— Bl BQ

XY Z

A Ay A ‘
Z =0

x+]

v

A dltima equagao é homogénea de primeiro grau em X, Y, Z, e seus coeficientes sao nao
nulos, pois A # B. Reciprocamente, supondo a # 0, as solugoes de aX + bY + ¢Z = 0 sao os
pontos da reta que é definida por [b, —a, 0] e [c, 0, —al].

Teorema: (Teorema Fundamental aplicado ao Plano Projetivo) Sejam A,B,C,D quatro
pontos distintos do plano projetivo tais que quaisquer trés entre eles nao pertencem a uma
mesma reta. E sempre possivel escolher uma base de R? para a qual as coordenadas projetivas
desses pontos sejam

A=11,0,0],B=10,1,0],C =[0,0,1],D = [1,1,1]

Teorema de Desargues: Sejam ABC e A'B'C’ dois triangulos no plano plano projetivo
tais que as retas que unem vértices correspondentes sao concorentes, ou seja, existe um ponto
O pertencente as retas AA’, BB e CC’. Entao os lados correspondentes (AB e A'B’, BC' e
B'C", CA e C'A) intersectam-se em pontos colineares.

Demonstragao: Vamos escolher (A, B,C;0) como referéncia projetiva, a reta OA tem
como equagao Y = Z (pois O e A sdo solugoes dessa equacao). A é o tinico ponto desta reta
com coordenadas Y e Z nulas, logo A’ possui coordenadas [a, 1,1] com a € R. Analogamente,
B = 1,b1], C" = [1,1,¢] com b,c € R. A reta BC tem equagao X = 0, logo o ponto P de
intersecao desta reta com B'C’ tem coordenadas P = [0, P, Ps] tais que

1 b 1
0 P P

Assim P = [0,b— 1,1 — ¢|]. Analogamente @ = [1 —a,0,c—1] e R =[a—1,1—b,0], onde
() é a intersegao de C'A com C'A’ e R é a intersecap de AB com A'B’. Logo temos:

0 b—1 1-—c¢
1—a 0 c—11=0
a—1 1—0b 0

Ou seja, P, @ e R sao colineares, pois a soma das linhas do determinante acima é nula.

1.5 Dualidade

Nas frases ”cada dois pontos determinam uma tnica reta’e "cada duas retas determi-
nam um unico ponto”, se trocarmos na primeira afirmacao a palavra "ponto’pela palavra
"reta” (respeitando a concordancia verbal quando necessério), obtemos a segunda afirmagao e
vice-versa.

Esse fenomeno é mais que uma casualidade. Na geometria projetiva, tudo que acontece com
um ponto, pode acontecer também, igualmente, com uma reta. Podemos usar dessa simetria
para fazer novas construcoes. Veja o caso dos quadrangulos e quadrilateros, as definicoes sao
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praticamente idénticas se ignorarmos as palavras ponto e reta(e todas as outras que fazem
referéncia a eles, por exemplo, colineares e concorrentes). Quando isso acontece entre duas
figuras, dizemos que elas sao duais. Dessa forma o dual de um quadrangulo é um quadrilatero,
assim como, o dual de trés retas concorrentes sao trés pontos colineares. Para cada construcao,
podemos achar uma dual, e as vezes elas coincidem. No triangulo por exemplo, sao trés retas
determinando trés pontos ou trés pontos determinando trés retas. O triangulo, por isso, é uma
figura auto-dual.

A grande vantagem desse principio é que podemos mecanicamente dualizar os enunciados e as
provas de teoremas afim de obter novos resultados sem minimos esforcos. E comum representar
um ponto por uma letra maiuscula e sua reta dual pela mesma letra, mas minuscula, e vice-
versa. Outra nota¢do comum é acrescentar um (%) ao simbolo de um ponto ou reta para
representar seu dual.

2 Desenvolvimento

A Geometria Computacional é o ramo da ciéncia da computacao que estuda as técnicas
e algoritmos para resolucao computacional de problemas geométricos. Surgiu por volta de
1970, quando houve um grande progresso da computagao grafica e robdtica, para as quais é
essencial resolver problemas geométricos de forma eficiente. Juntas, a geometria projetiva e a
geometria computacinal contribuem para melhoria de inimeras aplicagoes em diferentes areas,
como Processamento de Imagens, Visao Computacional, Sistemas de Informacoes Geograficas,
entre outras. Neste topico iremos relacionar a Geometria Projetiva com a Visao Computacional,
olhando para o mundo da fotografia 3D e abordando assuntos como calibragao de cameras, para
com isso termos acesso de onde foi tirada determinada fotografia.

2.1 Calibragao

A calibragao de uma camara de imagem é um processo que permite estimar os parametros que
definem a projegao de um ponto tridimensional (3D) do mundo num ponto bidimensional (2D)
da imagem. Os referidos parametros incluem a geometria interna e éptica da camara, assim
como o seu posicionamento e orientacao no espago 3D. A utilizagdo de camaras de imagem
devidamente calibradas possibilita a resolucao de problemas computacionais relacionados com
a obtengao da posicao e orientagao 3D (pose).

2.1.1 Transformagoes de Camera

Iremos obter aqui uma expressao matematica da funcao que associa, a cada ponto do espaco,
expresso em um sistema de referéncia ortogonal, a posi¢ao correspondente na imagem capturada
por uma camera (ou seja, a transformacdo associada a projecao de pontos 3D do mundo, de
coordenadas (X,Y, Z) ,em pontos 2D da imagem, de coordenadas (u,v)). Mas, para escrever
esta fungao necessitamos ter informagoes sobre a camera; ou seja, precisamos especificar certos
parametros, que definem seu comportamento. Os parametros extrinsecos fornecem a posicao
e orientacao da camara em causa, definidas por intermédio de uma matriz de rotacao R e um
vetor de translacao 7', em relagdo a um certo sistema de coordenadas 3D global (mundo). Os
parametros intrisecos representam as caracteristicas dpticas e geométricas internas da camara
(como a distancia focal f , fatores de escala (s,,s,), posicao em pixels da projecao ortogonal
do centro éptico no plano de projecao (u.,v.) e as imperfeigoes geométricas introduzidas pelo
sistema sensor da camara 7 ).

Para definir a correspondéncia dos pontos precisamos primeiramente definir quatro sistemas
de coordenadas e assim relaciond-las para obter a expresao matematica desejada. Os sistemas



de coordenadas sao o sistema de coordenadas do mundo (SCM), sistema de coordenadas da
camera (SCC), sistema de coordenadas da imagem (SCI) e sistema de coordenadas em pixel

(SCP).

e Sistema de Coordenadas do Mundo (SCM): Sistema tridimensional, escolhido de
forma a ser conveniente para a descricao da cena ou para objetos utilizados para calibrar as
cameras. O SCM tem suas coordenadas denominada por (X,Y, 7).

e Sistema de Coordenadas da Camera (SCC): Sistema tridimensional com origem no
centro optico da camera, os eixos X e Y sao paralelos a borda da imagem a ser formada sobre
o plano de projecao e o eixo Z ¢ perpendicular a imagem. O SCC tem suas coordenadas de-
nominadas por (X,Y, 7). Além disso chamamos de f a distancia focal da camera (distancia
entre o centro 6ptico da camera e o plano de projegao), assim a equagao que representa o plano
de projecao é dada por 7 = f.

e Sistema de Coordenadas da Imagem (SCI): Sistema bidimensional localizado no
plano de projecao. Sua origem é a projecao ortogonal do centro éptico da camera . O SCI tem
suas coordenadas denomida por (z,y).

e Sistema de Coordenadas em Pixel (SCP): Sistema bidimensional, com coordenadas
em pixels (menor ponto que forma uma imagem digital, sendo que o conjunto de milhares de
pixels formam a imagem inteira), que define a posicao de um ponto da imagem com relagao a
grade de pixels. A origem costuma esta localizada no cando superior ou inferior da imagem. O
SCP tem suas coordenadas denomida por (u,v).

A partir de agora iremos relacionar o SCM com o SCC, o SCC com o SCI e o SCI com o
SCP, pois o imageamento de um ponto do espaco através de uma camera digital consiste em
uma sequéncia de transformacoes entre estes espacos.

e Do SCM para o SCC: Consiste em realizar a mudanca de coordenadas entre dois
referenciais ortogonais do espaco tridimensional. Sendo 7" um vetor de translacao que fornece
a origem O do SCM no referencial SCC e R uma matriz de rotacao com colunas rq, ry € r3 que
sao as coordenadas dos vetores 4, j e k do SCM com relagao a base formada pelos vetores Ai/, }e
k do SCC. Assim, temos que dado um ponto P = (X, Y, Z) do SCC, suas coordenadas no SCC

sdo as do vetor OP = OO + OP, ou seja:
(X,Y,Z) =T+ Xr +Yry+ Zry

Assim, sendo P = ()?, Y, 2), temos:

P=RP+T
Em coordenadas homogéneas:
X X
v| [R T]|Y
Zl |0 1]1|Z
1 1

Como os referencias SCM e SCC sao ortogonais, a matriz R é ortogonal (RR' = I). Assim
a transformacao inversa sera representada por:



P=R'P - R'T
Como j4 foi dito anteriormente R e 1" representam os parametros extrinsecos da camera.
e Do SCC para o SCI: Em cameras pinhole ( maquina fotogréfica sem lente), consiste

em uma projegao perspectiva (o caso em que hé lentes serd visto a diante) Assim, sendo f a
distancia focal a transformacao sera dada por:

X
. J o003
yl~ |0 f 0 0] |~
1 0010f

Repare que a transformagao acima é nao invertivel, pois cada ponto do espaco corresponde
a um unico ponto da imagem, mas um ponto da imagem corresponde a infinitos ponto no espago.

e Do SCI para o SCP: Sabemos que um raio luminoso que atinge o plano de formacao
da imagem, é registrado por um sensor que usualmente estao dispostos segundo uma matriz
retangular. Porém pode ocorrer das linhas nao terem o mesmo espacamento das colunas ou
as linhas nao serem perpendiculares as colunas. Assim este fato pode ser modelado colocando
o eixo horizontal do SCI correspondendo exatamente ao eixo horizontal do SCP e os eixos
verticais nao necessariamente alinhados. Além disso, sabemos que a origem do SCI encontra-se
na projecao do centro 6ptico (em alguns casos centro da imagem) e a origem do SCP encontra-se
em um dos cantos da imagem. Logo a transformacao serd dado por:

u Sy T U |
vl =10 s, v | |y
1 0 0 1 1

Como dito anteriormente, assim como o f, os parametros s;,sy, U, U € T sS40 0S parametros
intrinsecos da camera. Onde s, e s, representam o nimero de pixels por unidade de compri-
mento respectivamente nas diregoes horizontal e vertical. u. e v, fornecem a posicao em pixels
da projecao do centro 6ptico da camera. E 7 é a tangente do angulo formado entre a coluna
vertical de pixels e a perpendicular as linhas de pixels.

Finalmente podemos levar um ponto do SCC para o SCP compondo as trasformagoes acima:

X
U Se T u.| |f 0 00 7 ly
v~ |0 s, v.| |0 f OO 0o 1llz
1 0O 0 1|0 0 10 1

Sendo [p] a representacdo das coordenadas homogeneas do ponto no SCP e [P] no SCM
temos:

fsz [T uc
[p]~ | 0 fsy v|[R T][P]
0o 0 1

Ou ainda,
p] =K [r T][P]
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Onde K é a matriz de calibracao que retine os parametros intrinsecos da camera e [R T}
representa os parametros extrinsecos.

Sabemos que o procedimento de calibracao consiste em estimar os parametros a partir de
pares de pontos do espaco e suas respectivas posicoes na imagem e a matriz K tem uma con-
sequéncia importante neste procedimento. Como na matriz K temos representado os produtos
fsz e fsy,, nao ¢é possivel estimar separadamente cada um, somente se for dado informagoes
sobre os valores de s, e s,. Assim podemos escrever a matriz K como:

fo ¢ u
K=10 f, v
0 0 1

Como foi dito anteriormente, veremos agora como tratar dos casos em que a camera possui
lente, o que nao ocorre nas cameras pinhole.

e Modelando as Lentes

Em Fotografia 3D nao levar em consideragao o desvio dos raios luminosos causados pelas
lentes pode levar a imprecisoes inaceitaveis na reconstrucao tridimensional. Porém a modelagem
exata do comportamento das lentes nao é pratica, por causa da sua complexidade.

Uma alternativa é a utilizacao de um modelo que considera apenas a distorcao radial, que
afeta de forma similar todos os pontos da imagem que equidistam do centro. Essa distorcao
afeta a transformacao do SCC para SCI. Ou seja, a imagem deixa de ser formada no ponto
(x,y) para ser formada no ponto (z/,%’). Assim temos:

(z,y) = (L+d)(«,y)

Onde d depende de r = +/(2/)? + (v')?, usualmente pela seguinte fungao polinomial d =
kir? + kort, com k; e ko sendo os coeficientes de distorcao radial. Porém em casos que o angulo
de visao da lente nao é muito grande podemos levar em consideracao somente o coeficiente k;.

Calibrar uma camera consiste em estimar os parametros intrinsecos e extrinsecos, e para
isso precisamos obter um conjuntos de pontos na imagem (pi,p1,..pn,) que correspondem a
um conjunto de pontos no espaco tridimensional (Py, Ps, ..., B,), assim obtemos os parametros
intrinsecos tais que as imagens py, pa, ..., pp obtida com uma camera utilizando estes parametros
estejam o mais proximo possivel das imagens observadas. Com isso férmular um problema de
calibrag@o consiste em minimizar >, ||p; — p;||* para todos os possiveis valores de R, T' e K

Algumas possibilidades para formular o problema através de um modelo simplificado sao:

e [gnorar a distor¢ao radial, considerando um modelo de camera sem lente.

e Considerar a projecao do centro 6ptico da camera no centro da imagem.

e Considerar os pixels quadrados, ou seja, s, = s, entao f, = f,.

e Considerar as colunas de pixels ortogonais, ou seja, 7 = Om entao ¢ = 0

Os métodos de calibracao sao usualmente classificados em dois grandes grupos:

e Calibracao Tradicional: estes métodos associam pontos da imagem 2D com pontos 3D

bem conhecidos no mundo, requerendo assim a aquisicao de imagens de um objeto de cali-
bragao, cuja geometria 3D é perfeitamente conhecida (alguns trabalhos nesta drea podem ser
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verificados em [Tsai, 1987], [Faugeras, 1993], [Heikkild, 1997], [Batista, 1998], [Zhang, 2000],
entre outros);

e Auto-Calibracao: estes métodos associam, entre imagens sucessivas, caracteristicas da
cena ou do objecto a reconstruir, tal como a correspondéncia de pontos, de tal forma que nao
requerem a utilizacdo de objectos de calibragao (alguns trabalhos nesta drea podem ser, por
exemplo, encontrados em [Faugeras, 1992|, [Pollefeys, 1996], [Triggs,1997], [Agapito, 1998], [Li,
2004], [Espuny, 2007]).

A seguir veremos dois métodos de calibracao tradicional.

2.2 Meédoto de Tsai

O método de Tsai na versao coplanar se aplica a casos em que todos os pontos utilizados
para calibragao estao localizados no mesmo plano. E para utilizd-lo sao necesséariias algumas
consideragoes, tais como :

e SCM e SCC com mesma orientagao. Assim utilizando um referencial de orientagao positiva
para SCM e Z do SCC apontando para a cena, teremos SCC representado da seguinte maneira.

e Pontos de calibracao localizados em Z = 0 do SCM.

e Com excecao do f e kp, conhecendo os demais parametros intrinsecos da camera podemos
determinar (2’,y") do plano de projecao a partir de (u,v) . Mas caso nao seja conhecido os
demais parametros e seja conhecido (u.,v.) (projecao do centro éptico da camera). Supondo
T =0e s, = s, (pixels quadrados, mas se ndo forem quadrados é necessario conhecer i—;”),
porém tomando s, = s, = 1, teremos a seguinte relagao:

¥y=u—u.ey =v—u,

Observacao: com as considerades feitas acima f serd dado em unidades de pixels, assim sé
seré possivel determinar seu valor real se for conhecido a dimensao de cada pixel.

oI importante escolher uma origem do SCM, de tal forma que sua projecao nao seja proxima

do centro da imagem ou do eixo = da imagem. Assim podemos garantir que 7, (mais adiante
veremos seu significado) nao sera préximo de 0.
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Conhecendo P; = (X;,Y;,0) (coordenadas dos pontos no SCM) e (u;,v;) (correspondentes
em pixels), temos:
T = u; — U,
y; = V; — Ve
(@i, yi) = (1 + kar?) (5, v7)
Tew Toy Taz
Onde r = /(2')? 4 (y')?. Assim, sendo a matriz de rotacdo R = |ry, 7y, 7y.| € 0 vetor

Tex Tzy Tzz
~ t . ~
de translacao T' = [Tx T, Tz] , teremos a seguinte relagao:

Tex Tay Taz

T; f 000 Ta| | X
yil~10 f 00 Ty Tyy Tyz Ly| | Vi
12 N 0010 T2a sz T2z Tz Zz
0O 0 0 1 1
X fr:r:ac f’rmy frxz fo A;(/Z
Y| = f ryz f Tyy f Tyz f Ty Zl
1 Tew Tay Taz 1% ’
1
L f’rchz + f?“ny; + frszi + .fTCC
Ui | = | fryeXo + fryYo+ fry.Z; + T,
1 Tz:rXi + szifi + TzzZi + Tz

Com Z; = 0 e saindo de coordenadas homogéneas temos:

i =

Tz;cXi“r"'zy}/i‘i"”zz Zi+T.
L frszi'i‘f"’yin"‘f"’yzZiJ"ny

¢ TzacXi‘f‘sz}/i‘f"”zzZi‘i‘Tz
Ao dividir x; por y; e sabendo que essa razao ¢ a mesma ao dividir 2 por y;, temos:

LU; _ szeri-f?"szr'rfT'zzZri‘sz

y,/; - frszi"f‘fryin"f‘fryzZi"‘ny

’ / / / / o
iniTxa: + iniracy + yiTx - x@'Xiryx - IiYiryy = xiTy

Y. Tox 'y Tzy 1Ty X Ty oty Tyy o
Y; X T, + ;Y T, TYUT, ;X T, ;Y T, — Li

= Taz = Toy =L = Ty = Twy .
SeHdOUl— Ty,UQ— Ty’U3_Ty’U4_ T, eU5—Ty,temos.

yiXiUr + 4YiUs + y;Us — 2 XUy — 2;Y;Us = ]

Utilizando uma quantidade n de pontos de calibracao, teremos um sistema de equagoes line-
ares AU = b, onde as linhas a; de A sdo [y} X; y}Y; y, —aiX; —a}Y;] eb= [z} ... :E;Jt
O nimero minimo necessario de pontos é 5, mas geralmente possuimos uma quantidade maior
de pontos, assim sera preciso resolver um problema de minimos quadrados , ou seja, encontrar

U tal que ||AU — b|| seja minimo.
Agora iremos explicar as préximas etapas do método de Tsai:

e Calculo do médulo de T},

Sabemos que os elementos 7, 74y, Tyz € Ty podem ser expressos em fungao de U; e T,,.
Tozr = TyUr, 1oy = TyUs, 1y = T, Uy € 1y, = T,Us. Mas como as linhas de matriz R sao unitdris
e ortogonais entre si, temos o seguinte sistema:
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(U +UT, +7r2, =1
(U +UT; +r), =1
(U1U4 + U2U5)Ty2 + TezTyz = 0
Assim, eliminando 7, e ry, e sendo S = U + U + Ui + U2 e D = (U,Us — UyU,)? temos:

T2 — 2
y SFVS2—-4D

Mas somando as duas primeiras equacgoes do sistema temos que ST, < 2, assim:
T2 — 2
Yy S++/S2—4D

e Determinacao do sinal de T},

Repare que o sinal de T}, determina o sinal de outros parametros, pois:

Terw — UlTy
Ty = UgTy
Tx = UgTy
Tyx = U4Ty
ryy = UrT,

Assim inicialmente vamos escolher o sinal positivo para T}, e calcular os demais parametros,
logo se escolhemos um ponto Py = (X, Yy, 0) cuja projecao no plano da imagem (z(, ;) esteja
suficientemente afastada de um dos eixos da imagem. (por exemplo, do eixo y) e verificamos
que o sinal de r,, Xo + 74, Yo + T, € igual ao de xf,, mantemos o sinal de T}, caso contrario
alteremos o sinal de T, e dos outros parametros que dependem de 7,. Podemos afirmar que
essa tentativa funciona, pois o que queremos ¢ um sinal de 7}, que permita que o eixo z de
camera esteja orientado na direcao da cena, ou seja, o denominador das equagoes de projecao
deve ser positivo para todos os pontos da cena.

e Calculo dos outros elementos da matriz R

Sabemos que as linhas da matriz R sao vetores unitarios, assim temos:

Tey = £/l — 12, — 12

zy
_ — 2 .2
Ty, = E£4/1 Tow — Tyy

Considerando inicialmente que r,. ¢ positivo e que 7,, serd negativo se 17y, + Tayryy > 0
e positivo caso contrario. Podemos agora determinar a terceira linha da matriz R, pois:

Tew = Taylyz — TazTyy
Toy = Tazlyx — Taalyz
T2z = TaaTyy — Taylyx

e Célculo aproximado de f e T,

Considerando k; = 0, assim (z;,y;) = (2}, ;). Temos as seguintes equagdes que dependem

de fel,:

rxa:Xi + Ty Y; + T:p - x,‘Tz = TzacXi + 7, }/:L
Y 7 ) Yy
(ryeXi + 1Y + T) f — YT, = yi(1:2 X + 724Y5)
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Onde obtemos os valores de f e T, resolvendo um problema de minimos quadrados.

Repare que, caso encontremos um valor negativo para f, isso significa que o sinal atribuido
inicialmente para 7., estava incorreto e assim devemos troca-lo, assim como os sinais de 7.,

Tax 5 Tzys f € Tz
e Calculo exato de f, T, e kj.

Se quisermos encontrar o valor de k; que foi considerado como zero na etapa anterior, deve-
mos fazer a seguinte alteracao nas equacoes que foram usadas para encontrar f e T:
x! (T'zacXi‘H"m }/i‘i‘Tz)
TuxXi + TayYi + 1) f — = . =0
(raaXi + 10y Y; + To) f Itk ((27)%)+(y7)?)

Yi(rea XitrayYi+T:)
(Tszi + TyyY; + Ty)f - 1+k1((x;)2):-(y§)2) =0

Que sao nao-lineares. Portanto temos um problema de regrassao nao-linear cujo objetivo é
miniminizar a soma dos quadrados dos erros nas n equagoes assim obtidas.

2.2.1 Implementacao do Método de Tsai

Na implementagao do Método de Tsai abaixo foi desconsiderado a distorgao radial (ou seja,
k1). Os valores m e n passados representam o tamanho da imagem em pixel, ou seja, se temos
uma imagem 640 x 480, m sera igual a 640 e n serd igual a 480 colunas. Ja a matriz pontos
de calibragao terd 5 colunas (1* coluna: coordenadas u ;2% coluna: coordenadas v; 3* coluna:
coordenadas X; 4* coluna: coordenadas Y; 5* coluna: coordenadas Z = 0) e o nimero de
linhas depende da quantidade de pontos de calibracao que temos disponivel. Assim o cédigo
ird retornar o valor de f (distancia focal da camera expressa em pixels), a matriz R (matriz
de rotagdo do SCM para SCC), o vetor T' (vetor de translacdo do SCM para SCC), o posi-
cionamento da camera (que é calculado convertendo a origem do SCC para o SCM, através
da equacio P = R'P — R'T, ou seja, basta calcular —R'T ) e o angulo de visio da camera
(sabendo que a tangente do arco metade de deste angulo é calculada a partir da razao ”7‘)

function [f, camera,T,R,angulo| = parametros(m,n, pontoscalibracao)
[a,b]=size(pontoscalibracao)
aux=ones (a,2)
aux (:,1)=aux(:,1)*(m/2)
aux (:,2)=aux(:,2)*(n/2)
pontos=pontoscalibracao
pontos (:,1)=pontos(:,1)—aux(:,1)//determinando z’
pontos (:,2)=pontos(:,2) —aux(:,2) //determinando y’

//Determinando a matriz A, tal que AU = b

A=zeros(a,b)

A(:,1)=pontos (:,2).xpontos(:,3)
A(:,2)=pontos (:,2).xpontos (:,4)
A(:,3)=pontos(:,2)

A(:,4)=—pontos (:,1).xpontos(:,3)
A(:,5)=—pontos (:,1).xpontos (:,4)
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//Achar o wvalor de U tal que ||AU-b|| seja minimo
SolU=lsq (A, pontos (:,1))

//Calculo de Ty

S=sum ( SolU .% SolU)—(SolU(3)) "2

D=(SolU (1)*SolU(5)—SolU(2)xSolU (4)) "2

T=[0 0 0]

T(2)=sqrt (2/(S+sqrt(S"2—4xD)))

//Determinacao do sinal de Ty

R=eye(3,3)

R(1,1)=SolU (1)xT(2)

R(1,2)=SolU(2)xT(2)

T(1)=SolU(3)*T(2)

R(2,1)=SolU (4)xT(2)

R(2,2)=SolU (5)*T(2)

if (R(1,1)*pontos(1,3)4+R(1,2)*pontos(1,4)+T(1))*pontos(1,1)<0

then
T(2)=—T(2)
R(1,1)=S0lU(1)*T(2)
R(1,2)=S0lU(2)*T(2)
T(1)=SolU (3)*T(2)
R(2,1)=SolU (4)«T(2)
R(2,2)=SolU (5)xT(2)

end

//Calculo dos demais elementos da matriz de rotacao R

R(1,3)=sart (1—(R(1,1))"2—(R(1,2)"2))
if R(1,1)*R(2, 1)+R(1 2)*xR(2, )>O then
R(2,3)=—sqrt(1—-(R(2,1))" 2—(R(2 2))"2)
else
R(2,3)=sqrt(1—(R(2,1))"2—(R(2,2))"2)
end

//Para determinar a terceira linha de R
R(3,:)=cross(R(1,:),R(2,:))

//Calculo aproximado de [ e Tz

B=[R(1,1)*pontos(:,3)+R(1,2)*xpontos(:,4)+ones(a,1)*«T(1),
—pontos (:,1); R(2,1)*pontos(:,3)+R(2,2)*pontos(:,4)+
ones(a,1)*T(2),—pontos (:,2)]

b=[pontos (:,1).%(R(3,1)*pontos(:,3)+R(3,2)*xpontos(:,4));
pontos (:,2).x(R(3,1)xpontos(:,3)+R(3,2)xpontos(:,4))]
aux2=lsq (B,b)

f=aux2 (1)

T(3)=aux2(2)
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//Consertando o sinal de rzz

if f<0 then
R(3, 1:2) = —-R(3, 1:2);
R(1:2, 3) = —R(1:2, 3);
=f
T(3)=-T(3)

end

//Achando a posicao da camera
camera=R"*T
//Achando o angulo de wvisao da camera

angulo = 2xatand ((n/2)/f)
endfunction

2.2.2 Exemplos de Aplicacao do Método de Tsai

e Primeiro Exemplo: Foi utilizado uma foto tirada do estadio do Maracana, onde o SCM
foi fixado com origem na bandeira de escanteio, com eixo X na direcao da linha de fundo, eixo
Y na direcao da linha lateral e eixo Z para cima. O SCI tem origem no centro da imagem,
eixo horizontal orientado para a direita e eixo vertical orientado para baixo. Segue a imagem
(620x470) com os pontos de calibra¢io marcados (pode ser calibrada usando o método de Tsai
para pontos coplanares devido ao fato de que, na fotografia, aparece um numero suficiente de
pontos de coordenadas conhecidas no espago) e uma tabela que representa a matriz pontos de
calibracao.

Figura 1: Imagem e Tabela do Exemplo 1 de Tsai

(a) Imagem (b) Tabela

Uj X X Y;
85 | 371 ]54.15 |0
74 1316 | 43.15 | 0
211 | 309 | 43.15 | 5.5
24.85 | 5.5
574 | 341 | 54.15 | 16.5
473 | 289 | 41.3 | 16.5
395 | 247 | 26.7 | 16.5
342 | 221 | 13.85 | 16.5

O[O UY b= | W DN |
—_
D
Ne
[\)
ot
w
OO OO OO 2N
-

Para esta imagem obtemos um posicionameto para a camera [107.85314; —2.2320406; 10.466203],
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0,1819  0,9829 —0,0282
além de R = | 0,1096 —0,0487 —0,9928| e T = [—17.128097 —1.5424675 107.00969}t
-0,9772  0,1775 —0,1166

e Segundo Exemplo: Seguindo os mesmos critérios do primeiro exemplo, segue a imagem
(634x387) que também foi tirada do Maracana, porém de outro ponto e uma tabela que repre-
senta a matriz pontos de calibracao.

Figura 2: Imagem e Tabela do Exemplo 2 de Tsai

(a) Imagem (b) Tabela

U; U; XZ

291 | 227 | 68

328 | 245 | 54.15
369 | 262 | 43.15
462 | 303 | 24.85
549 | 340 | 13.85
264 | 43.15 | 5.5
353 | 306 | 24.85 | 5.5
82 1249 | 54.15 | 16.5
92 | 271|413 | 16.5
308 | 26.7 | 16.5
354 | 13.85 | 16.5

=}
—
—_
N}

= = OO0 J| O U x| W DO = =

[\

(0.0)

[\
OOOOOOOOOOON
~.

—_
—_
w
(@)

Para esta imagem obtemos um posicionameto para a camera [—38.769718; 21.246361; 9.0540792],
—0.2130157 —0.9769634 0.0129154
além de R = [—0.0585364 —0.0004341 —0.9982852| eT' = [12.381422 6.7783362 42.862919] !
0.9752937 —0.2134064 —0.0570954

e Terceiro Exemplo: Para este exemplo foi tirada uma foto de um quadro, onde as co-
ordenadas do mundo dos pontos utilidados para a calibragao foram obtidas manualmente com
o auxilio de instrumentos de medida (fita métrica, régua e esquadros), com o eixo x no canto
esquerdo da imagem pintada (sentido positivo para baixo), eixo y no canto superior (sentido
positivo para a direita) e eixo z com sentido positivo para fora. Assim, sabendo que a imagem
obtida possui tamanho 3264x1836, pode-se determinar as coordenadas em pixels dos respecti-
vos pontos marcados. Abaixo segue a imagem com a tabela dos pontos.

Para esta imagem obtemos um posicionameto para a camera [1.4145454;64.3478;113.16571],
—0.0059214 —0.9677899 —0.2516896
alémde R = | 0.9778996 0.058207 0.2008094 | eT = [—33.78418 —27.853508 122.60479]t
0.2089913  —0.2449381 —0.9467460

2.3 Meétodo de Zhang

E um método que é uma alternativa para padroes tridimensionais,mas que usa um padrao
bidimensional posicionado em diversas posi¢oes no espaco, gerando varias imagens. Onde cada
uma destas imagens possuem n pontos conhecidos no sistema de referéncia padrao. Além disso,
os parametros intrinsecos sdo os mesmos para todas as imagens, mas os extrinsecos nao (alte-
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Figura 3: Imagem e Tabela do Exemplo 3 de Tsai

(b) Tabela
i U (% X; Y; Z;
1 880 | 434 | 13.6 | 12.7 | 0
2 1228 | 228 | 7.1 23310
3 1612 | 164 | 5.3 | 34.2 |0
4 11307 | 708 | 20.6 | 25.4 | O
5 | 1405 | 705 | 20.6 | 28.3 | 0
6 1528 | 708 | 20.6 | 31.9 | 0
7 11626 | 707 | 20.6 | 34.8 | 0
8 1859 | 244 | 6.6 | 41.5|0
9 1949 | 241 | 6.6 | 44.2 |0
10 | 1864 | 640 | 18.3 | 41.5 | 0

ram quando o padrao é alterado de posi¢ao).

Como temos mais de uma imagem, podemos ajustar o modelo da camera de forma mais
geral. Observe a transformagao em coordenadas homogéneas abaixo:

X
u a ¢ u v
v| =10 B v|[R T] 7
1 0 0 1 1

Restringindo esta transformacao ao plano Z = 0 sera definida uma transformacao projetiva
(ou homografia) H entre este plano e o plano da imagem, cuja expressao em coordenadas
homogéneas é dada por:

U a ¢ U X
vl ~ |0 B v [rl Ty T} Y
1 0 0 1 1

Com ry e 79 sendo as duas primeiras colunas da matriz R.

e Estimacao das homografias: Chamamos a transformacao linear que associa as coordenadas
do ponto do mundo as suas projecoes na imagem de homografia, denotada por H, assim para
cada imagem terfamos uma homografia que é dada pela expressao abaixo:

s|v;| ~H; Y,
1 1

Assim temos que H; = AK [7“1 Ty T}.

Para determinar a homografia que transforma as coordenadas do mundo em coordenadas da
imagem, temos em coordenadas homogéneas que:

u; Hy Hyy Hiz| | X
vi| = |Han Hy Ha Y;
1 H3 Hs Hsz| |1
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Assim:

Wi = H1y Xs+Hy0Y+His
¢ H31 X;+H32Y;+Hss

v, = HaaXitHopYi+Hog
i

H31 X;+H3z2Y;+Hsz
u Ha X +u HzoY + wiHss — Hi3 Xy — HipY; — Hi3 =0
Vi H3 X + viH3Y; +viHzg — Ho1 X; — HopY; — Hag = 0

Escrevendo na forma matricial temos:

Hll
H12
His

0 0 0 _Xz —Y; —1 UiXi 'UiY;‘ Vi H22 -
H23

Hs,
Hso
H3s |

Sendo assim, se a imagem possui um total de n pontos, teremos 2n equacoes e portanto a
matriz da esquerda é 2nx9 e o vetor de zeros tera 2n linhas. Para encontrar o valor de A que
estd escrito como Mh = 0 podemos resolver por decomposicao de valores singulares da matriz
M, ou seja, devemos escrever M = U.S.VT, onde U é 2nx2n, S é 2nx9 e V ¢é 9x9, os elementos
da diagonal de S sao chamados de valores singulares da decomposicao de M, e cada valor dessa
diagonal estd associado a uma coluna de U (vetor singular a esquerda) e a uma linha de VT, ou
seja, coluna de V' (vetor singular a direita), assim a solugao h serd dada pelo vetor vy (coluna)
da matriz V que esta associado ao menor valor singular da diagonal de S. Porém antes de
achar o valor de h é sugerido normalizar a matriz que contém as coordenadas do mundo e da
imagem.

Sendo N, e N, (matrizes 3x3) a normalizagao das coordenadas da imagem e do mundo
respectivamente temos:

Nyu; = H'N, X,
N,HX; = H'N, X,
N.H = H'N,
H = N;'H'N,

Por fim dado uma solugao inicial para minimizar o erro de projecao devemos utilizar de
uma otimizacao, que geralmente é implementada com esquemas iterativos,como o método de
Levenberg-Marquart, ou seja, minimizar:

> ||U; = HX|?

Onde U; é o mesmo que (u;,v;)T (ponto de coordenadas da imagem)e 5(\1 ¢ 0 mesmo que
(X;,Y:,1)T (ponto de coordenadas do mundo escrito como coordenadas homogéneas)

e Estimacgao dos parametros intrinsecos e extrinsecos.
Neste passo as Homografias ja estarao estimadas para cada imagem, agora podemos determi-
nar os parametros intrinsecos (o mesmo para todas as imagens) e extrinseco (que sera diferente

para cada uma das imagens). Lembrando que H = AK [Tl ro T], onde )\ é diferente de zero.
Assim sendo hq, hy e hz as colunas de H, temos:
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hi = A\Kr & K71h1 = \r;
ho = AKry & K_th = A1y

Com isso temos que:

BT (KT = AT
WL (KT = Ard

Como riry =rIry =0erfry =rlry =1, podemos escrever as equagoes acima da seguinte

forma:

WL (KK hy = 0
WE (K K hy = 5 (K) K "hy

Sendo B = (K~1)TK~!, obtemos:

p

B =
By = Bo1 = — 333
Biz = B3 = Ucz_zgcﬁ
2
Bay = aglgz + [%
Bz = (B32 ZBC)(:CO;_BZZB) — %
| Bss ="+ +1

Se encontrarmos os termos da matriz B, podemos determinar os parametros intrinsecos, logo
seguiremos os seguintes passos:

hT'Bhy — hYBhy = 0

Com hy, = (Hp, Hyo, Hp3)" , b = (Bi1, Bia, Baa, Bis, Bas, Bss)" e vypg(H) = (HipHig, HipHog+
ngqu, ngHQq, H3pH1q + Hlpng, ngng + ngng, ngng) temos:

WL Bhy = vpg(H)b

Escrevendo na forma matricial:

ottt i) 2= 1o

Repare que ao escrever na forma de matriz, a matriz do lado esquerdo possuira 2 equacoes
para cada M imagens, portanto 2M equacoes, sendo assim a matriz sera 2Mx6 e o vetor de
zeros possuird 2M linhas. Para encontrar o vetor b, também podemos usar decomposicao em
valores singulares, assim como na determinacao da homografia. Com isso obtemos os seguintes
parametros intrinsecos:

¢

a = +/w/(dB11)

B =/ w/d*B;

¢ =+\/w/(d*B11) B2

Ue = (B12B23 — BayBy3)/d
| ve = (B1sB13 — By1 Bys) /d
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com

w = BllBQZBS?) - B%QB?)?) - B113223 + 2312313323 - BZ2B%3
d — BllBQQ — B%2

E para determinar os parametros extrinsecos de cada imagem, sabendo que cada imagem

possui uma Homografia temos:

r = /\K71h1
ro = /\K_lhg
T = \K~hs

rg =171 X7y

CcOom

_ 1 _ 1
A= K= hall — JIK = hell

e Estimacao dos coeficientes de distor¢ao: O método de Zhang considera os coeficientes kq e
ko de distorgao radial, definidos pela relagao entre pontos com distor¢ao (z,y) e sem distor¢ao

(2',y") da imagem:
=2 + ' (kir® + k*rt)
y=y +y (kr* + k')

=T

Onde (z,y) se relacionada com os pontos observados (u,v) da imagem por:

U= o+ cy + U
v = [y + .

Logo temos:

u=u+ (v —u.)(kr?* + k*r?)
v="0+ (v —v.)(kir® + k*r?)

Na forma matricial:

ko v—v

[(u’ (- uc)r4] M _ {u _ u]

Se temos n pontos e m imagens, a matriz do lado esquerdo posssui 2nm linhas, assim como
o vetor do lado direito. Para determinar os valores k; e ks podemos resolver um problema de

minimos quadrados.
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2.3.1 Implementacao do Método de Zhang

e Primeira Etapa (Estimacao da Homografia): Neste estapa, para cada imagem, serd de-
terminada uma homografia. Para isso na funcao Homografia é passado uma matriz A, onde a
primeira coluna é composta pelas coordenados u da imagem, a segunda pelas coordenadas v, a
terceira pelas corrdenadas X do mundo e a quarta pelas coordenadas Y. Como retorno desta
funcao temos a homografia, que é calculada usando a normalizacao das coordenadas do mundo
e da imagem a partir da funcao normalizar, que recebe a mesma matriz A ja mencionada e
retorna a normalicao. Com a homografia inicial determinada é necessario otimiza-la e para isso
foi criada a fungao LM que utiliza a fungdo ja definida pelo Scilab, lsqrsolve (otimizagao nao
linear Levenberg-Marquardt), observe os passos utilizados para modelar nosso problema para
funcao ja existente no Scilab.

Como a funcao [sqrsolve tem como entrada um vetor, transformamos a matriz H que é 3x3
em um vetor de 9 linhas. Assim a funcdo que queremos otimizar b — ax é tal que o x inicial é
a homografia inicial e a e b para um tnico ponto da imagem é dado por:

X, Y, 1.0 00 0 0O »
a=10 0 0 X; ;' 1 0 0 Ofeb= L}z]
0 00 0 00X, Y1 ‘

Se temos n pontos, a serda 3nx9 e b sera 2nx1. Repare que antes de fazer a subtracao b — ax
o termo ax é transformado, ou seja deixamos de ter coordenadas homogéneas.

function H = Homografia(A)
[m,n| = size(A);

X(1.5) = A(H3) s
X(2.:) = A(:.4)
U(1.:) = A1)
U(2,:) = A(,2) ")

NX = normahza (X);
NU = normalizar (U);

Xhomg = [X(1,:); X(2,:); ones(1l,m)];
Uhomg = [U(1,:); U(2,:); ones(l,m)];
X = NXxXhomg;

U = NUxUhomg;

M = zeros(2*m,9)

for i=1m

M(2%i—1,:) = [-X(1,i),-X(2,1),—1,0,0,0,U(1,1)x
X(1,1),U(1,1)*X(2,1),U(1,i)];
M(2*i,:) = [0,0,0,—-X(1,i),—X(2,1),—1,U(2,1)x
dX(l,l),U(2,i)*X(2,i),U(2,i)];
[U,S,V] = svd(M,0);
h =V(:,9);
Huomm — [h(1),h(2),h(3); h(4),h(5),h(6):h(7),h(8),h(9)];
H = inv (NU)*Hnorm*NX
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endfunction

function N = normalizar (X)
[m,n] = size(X);
MatrizSoma = sum(X,2);
xbarra = (1/n)*MatrizSoma (1);
ybarra = (1/n)*MatrizSoma (2);
auxl = 0;
aux2 = 0;
for i=1:n
sigmax = (1/n)*(X(1,i)—xbarra)”2;

auxl = auxl4sigmax;
sigmay = (1/n)*(X(2,i)—ybarra)”2;
aux2 = aux2+sigmay ;

end

sx = sqrt(2/auxl);

sy = sqrt(2/aux2);

N = [sx 0 —sx*xbarra;0 sy —syxybarra; 0 0 1];
endfunction

function [a,b,Hvetor]= Termos(H,A)
[n,m] = size(A);
Hvetor = [H(1,1);H(1,2);
H(2,3);H(3,1);H(3,2);H(3,3)];
a = zeros(3xn,9);
b = zeros(2xn,1)
for i=1:n

)

a(3xi—2,:) = [A(i,3),A(i,4),1,0,0,0,0,0
a(3xi—1,:) = [0,0,0,A(i,3),A(i,4),1,0,0
a(3xi,:) = [0,0,0,0,0,0,A(i,3),A(i,4),1
b(2%i—1,1) = A(i,1);
b(2xi,1) = A(i,2);
end
endfunction

function B = modifica(A)
[m,n] = size(A);
m = m/3;
k = 2xm
B = zeros(k,1);
for i=1m
B(2xi—1,1) = A(3%i—2,1)/A(3%1,1);
B(2xi,1) = A(3%xi—1,1)/A(3%i,1);
end
endfunction

function y = f(x,m)
B = axx;
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y = b — modifica (B);
endfunction

function Hnovo = LM(H,A)

[m,n] = size(A);
[a,b,Hvetor]= Termos(H,A);
[H1,v] = lsqrsolve (Hvetor,f 2xm);

Hnovo = [H1(1),H1(2),H1(3);H1(4),H1(5),H1(6);H1(7),H1(8),H1(9)];
endfunction

e Segunda Etapa (Estimacao dos Parametros da Camera): Na funcao Intrisecos a entrada
é uma matriz composta por todas a homografias ja encontradas no passo anterior e o retorno
¢ matriz com os parametros intrinsecos da camera. Ja na Fxtrinsecos a entrada é a matriz
dos parametros intrinsecos e a hommografia de cada imagem e o retorno é a matriz R (matriz
de rotacao do SCM para SCC), o vetor T' (vetor de translagado do SCM para SCC), o posici-
onamento da camera (que é calculado convertendo a origem do SCC para o SCM, através da

equacdo P = R'P — R'T, ou seja, basta calcular —R'T ).

function K = Intrinsecos (Hconjunto)

[a,m] = size(Hconjunto)

m = m/3

V = zeros(2%m,6)

for n = 1:m
H = [Hconjunto (:,3*n—2) Hconjunto (:,3%*n—1) Hconjunto (:,3%n)];
Vil = [H(1,1)%H(1,1), H(1,1)+H(2 1)+H(2,1)«H(1,1) H(2,1)
H(2,1),H(3,1)H(1,1)+H(1,1)+H(3,1) H(3,1)*H(2,1)+H(2,1)*
H(3,1),H(3,1)«H(3,1)];
v12 = [H(1,1)*H(1,2) H(1,1)*H(2,2)+H(2,1)+H(1,2) H(2,1)*
H(2,2) H(3,1)«H(1,2)+H(1,1)H(3,2), H(3,1)+H(2,2)+H(2,1)+
H(3,2) H(3,1)+H(3,2)];
v22 = [H(1,2)+H(1,2), H(1,2)*H(2,2)+H(2,2)+H(1,2), H(2,2)%
H(2,2) ,H(3,2)H(1,2)+H(1,2)+H(3,2), H(3,2)*H(2,2)+H(2,2)*
H(3,2),H(3,2)*xH(3,2)];
V(nx2—1,) = v12;
V(nx2,:) = (vll—-v22);

end

[U,S,V1] = svd(V,0);

b =VI(:,6);

w = b(1)xb(3)xb(6) — b(2)xb(2)xb(6)—b(1)xb(5)x

b(5)4+2xb(2)xb(4)xb(5)=b(3)*xb(4)xb(4);

d = b(1)xb(3)=b(2)*b(2);

alpha = sqrt( w /(dxb(1)) );

betaa = sqrt( w/(d+d) * b(1l) );

c = sqrt( w/(dxdx b(1)))xb(2);

uc = (b(2)*b(5) — b(3)xb(4))/d;

ve = (b(2)*b(4)=b(1)xb(5) )/d;

K = [alpha,c,uc;0, betaa, vc;0, 0, 1];

endfunction
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function [R,T,camera] = Extrinsecos (K,H)
Kinv = inv (K);
lambdal = 1/(norm(Kinv «H(:,1)));
lambda2 = 1/(norm(Kinv «H(:,2)));
lambda = (lambdal + lambda2)/2
rl = lambdaxKinv«H(:,1);
r2 = lambdaxKinv«H(: ,2);
r3 = cross(rl,r2);
T = lambdaxKinv«H(: ,3);
R=[rl,r2,r3];
camera=R"*T

endfunction

e Terceira Etapa (Estimacao da Distor¢ao da Lente): Nesta etapa a funcao Distorcao re-
cebe a matriz dos parametros intrisecos, uma matriz W que é composta por todas as matrizes
R's e vetores T's e a matriz A que contém as coordenadas do mundo e da imagem. Como
retorno temos os valores k; e ks de distorcao da lente.

function k = Distorcao (K,W,A)

[n,a] = size(A);
[b,m] = size(W);
m = m/4;
uc = K(1,3);
ve = K(2,3);
D = zeros(2%mxn,2);
d = zeros(2xm¥n,1);
1 =1
for i = 1mm

for j = 1:n

MI=W(:,4%xi—-3) W(:,4%x1—-2) W(:,4%xi—1) W(:,4%1)]

*[A(j 4xm—1);A(j,4+m);0;1];
x = MIL(1)/MIL(3);
y = MI(2)/MIL(3);

r = sqrt(x"2 + y"2);
M2 = [K(1,:):K(2,:)]*[x;y;1];

u = M2(1);
v = M2(2);
du = u—uc;
dv = v—vc;

D(2+1 —1,:)=[duxr "2 duxr "4];
D(2x1,:) = [dvsr"2,dvsr " 4];
up = A(.] ,4*H1—3);
vp = A(j,4xm—2);
d(2x1—=1,:)=up — u;
d(2«1,:)=vp — v;
1 = 141

end
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end
k = 1sq(D,d)
endfunction

2.3.2 Exemplo de Aplicacao do Método de Zhang

e Primeiro Exemplo Para este método o exemplo utilizado é o tradicional (folha composta
por quadrados). Onde temos 4 imagens que foram tiradas de pontos diferentes.Com origem
das coordenadas do mundo localizada na extremidade inferior esquerda (vértice do primeiro
quadrado preto), eixo z com sentido positivo para a direita, eixo y com sentido positivo para
baixo e eixo z com sentido positivo ”furando”a folha. Segue as imagens com a tabela dos pontos

utilizados.

Figura 4: Figura do Exemplo do Método de Zhang

Sendo assim, seguindo o mesmo objetivo do método de Tsai, o valor obtido para o posi-
cionamento das cameras foram: primeira camera = [6.78; —2.42; —14.76]; segunda camera =

[5.39; —6.85; —14.48]; terceira camera = [10.38; —2.49; —14.31] e quarta camera = [1.26; —2.62; —16.00].
0.9868437 —0.0262181 0.1595370

—0.0192706  0.9606552  0.2770744

Com as rescptivas matrizes de rotacao e vetor de translacao: Ry =
—0.1605244 —0.2765035 0.9475113
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Tabela 1: Tabela do Exemplo do Método de Zhang

1 X; Y, U; V; U; V; u; V; U; V;

1 10 -0.5 63 | 405 74 | 409 137 | 394 84 | 410
2 10.891-0.5 116 | 409 127 | 412 180 | 399 141 | 411
3 | 1.78]-0.5 170 | 412 181 | 414 225 | 404 198 | 411
4 |267]-0.5 226 | 415 237 | 417 274 | 409 255 | 411
5 13.56 | -0.5 284 | 418 293 | 419 325 | 414 310 | 411
6 |0 0 62 | 436 77 | 436 136 | 421 83 | 441
7 108910 115 | 440 129 | 439 179 | 427 141 | 442
8 [1.78 10 169 | 444 183 | 443 224 | 433 198 | 442
9 12670 226 | 447 237 | 445 272 | 439 254 | 442
10| 3.56 | 0 283 | 450 293 | 448 323 | 445 310 | 442

0.9974326  —0.0147460 0.0773746
e Ty = [—4.3577936 6.5508253 14.403652]T; Ry, = | 0.0039787  0.9994510 0.0000448| e
—0.0774127  0.0010996  0.9969436
[ 0.9216913  —0.0567913 0.4109205 |
T, = [—4.2852213 6.7746415 14.865609]T; R; = | —0.0819790 0.9489556 0.2723353]| e
| —0.4096791 —0.2702305 0.8699884 |
[0.9853992 —0.0197745 —0.1691078]]
Ty = [—3.5526597 6.9639301 15.952984]T; Ry = |0.0636121 0.9640649  0.2579385 | e
10.1579302  —0.2649297  0.9512467 |

Ty = [~4.0020293 6.5745642 14.327396]"

3 Conclusao

Introduzimos este trabalho com o conceito de geometria projetiva, que permite obtermos
uma correspondéncia entre os pares de pontos 2D e 3D. A partir deste ponto, o objetivo foi
relacionar este ramo da geometria com conceitos de visao computacional, principalmente na
area ligada a calibragao de cameras, pois como sabemos, a calibragao consiste no processo de
determinar dados geométricos digitais e 6pticos da camera, admitindo que sejam conhecidos
um conjunto de pares de pontos bidimensionais em uma imagem e seus respectivos pontos
tridimensionais e com isso, fica evidente a necessidade de definir relagoes entre as coordenadas
de pontos 3D com as coordenadas 2D de imagens dos mesmos, o que é feito com o auxilio da
geometria projetiva.

Relacianando o conceitos de geometria projetiva e calibragao podemos definir dois métodos
muito conhecidos (Tsai e Zhang), ambos com metodologias diferentes. O primeiro necessitando
de uma unica imagem para determinar parametros intrinsecos e extrinsecos da camera e o
segundo necessitando de mais de uma imagem. Com isso, dado alguns exemplos, consegui-
mos alcancar nosso objetivo principal, que era de determinar o posicianamento das cameras
utilizadas para tirar as respectivas fotos.

A partir dos resultdos alcancados, podemos concluir que, esse trabalho é 1itil em ramos como
a robdtica, onde podemos ajudar um robo a ”enxergar”e portanto se movimentar. Além disso,
pensando nos exemplos em foi tirado uma foto de um campo de futebol, podemos utilizar
os dados obtidos no experimento em tira teimas de futebol (sistema que flagra jogadores de
futebol em impedimento, por exemplo), porém o sistema é suscetivel a falha humana, pois sao
operadores que indicam, manualmente, a posicao dos jogadores na tela.
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