FUNDACAO GETULIO VARGAS
ESCOLA de POS-GRADUACAO em ECONOMIA

Pablo Valente de Souza

Previdéncia, Cambio e
Macroeconomia de Longo Prazo

Rio de Janeiro
2014



Pablo Valente de Souza

Previdéncia, Cambio e
Macroeconomia de Longo Prazo

Tese submetida a Escola de Pos-
Graduacao em Economia como requisito
parcial para obtencao do grau de Doutor
em Economia

Orientador: Samuel de Abreu Pessoa

Rio de Janeiro
2014



Souza, Pablo Valente de

Previdéncia, cdmbio e macroeconomia de longo prazo / Pablo Valente de
Souza. - 2014,

130 f.

Tese (doutorado) - Fundagdo Getulio Vargas, Escola de Pds-Graduagio em
Economia,

Orientador: Samuel de Abreu Pessoa.

Inclui bibliografia.

1. Previdéncia social. 2. C&mbio. 3. Macroeconomia. 1. Pessoa, Samuel de
Abreu. II. Fundagdo Getulio Vargas. Escola de Pds-Graduacio em Economia. III.
Titufo. -

CDD - 332,456




W FGV

PABLO VALENTE DE SOUZA
“PREVIDENCIA, CAMBIO E MACROECONOMIA DE LONGO PRAZO”

Tese apresentada ao Curso de Doutorado em Economia da Escola de Pds-Graduagio em
Economia para obiengdo do grau de Doulor em Ecomnomia,

Diata da defiesa: 200002014

Aprovada em:

ASSINATURA DOS MEMBROS DA BANCA EXAMINADORA

Sl

Samuél de Abreu Pessba
Orientador {E_L)

Pedro Cavaleanti ﬂlp'lu:s Ferreira
{

Ll ouettnr, —
“Renato Fragelli Cardoso
) /

] .'-. i
o . 3 L A gk :'I__

Ricardoe de Oliveira Cavaleanti

| 4
Wlane by )'E(P{;D'.f"x oUWl fis y

Marcelo Rodrigiies dos Santos




Agradecimentos

Sou grato a meus colegas da FGV. Conviver com vocés foi um privilégio. Sou grato também
aos professores, especialmente a meu orientador. Aos funcionarios da EPGE, obrigado por todo
o auxilio.



Resumo

H&a um debate classico entre economistas brasileiros sobre o papel da taxa de cambio no processo
de crescimento econémico. Alguns argumentam que a boa performance econémica de certos
paises esta diretamente associada as suas politicas cambiais, chamando atencao para um eventual
impacto destas sobre a composi¢ao setorial da economia. O ponto de vista ortodoxo, no entanto,
argumenta que a taxa de cambio real deve ser vista como uma varidvel endégena, enfatizando
outros fatores para explicar diferencas de performance, tais como institui¢oes e a importancia
que cada sociedade atribui & acumulacdo de capital humano. A ambicdo desta tese é oferecer
um modelo de acumulacao 6tima de capital em equilibrio geral no qual o comportamento do
cambio estd associado a incentivos que estimulam a poupanca agregada. Com isso, pretende-
se mostrar que as diferencas observadas entre América Latina e Asia, por exemplo, no que se
refere tanto ao comportamento das taxas de cambio como ao padrao de acumulagao de ativos,
podem ser melhor compreendidas a luz das diferencas entre institui¢oes previdenciarias. O
modelo é construido em duas etapas. No capitulo 1 apresentamos um modelo de crescimento
neocldssico com dois setores, economia aberta e determinacao enddgena da taxa de cambio.
O capitulo 2 introduz geragoes sobrepostas e sistema previdenciario, chegando a um modelo
capaz de relacionar incentivos a formacao de poupanca ao comportamento de diversas varidveis
macroecondmicas, em particular da taxa de cambio. O capitulo 3 discute estratégias alternativas
de calibracao do modelo e avalia o impacto de diferentes niveis de gasto previdencidrio sobre
diversas varidveis macroeconoémicas. Mostra-se que paises com sistemas de previdéncia mais
generosos apresentarao, no longo prazo, endividamento externo maior e consumo menor, além
de taxas de cambio mais apreciadas durante a dinamica de transi¢do. Finalmente, resolvendo o
modelo em economia fechada, mostra-se que a taxa de juros de equilibrio de longo prazo serd
tanto menor quanto mais avarento for o sistema de previdéncia.

Palavras-chave: Previdéncia, Cambio, Macroeconomia Aberta



Abstract

There is a classic debate among brazilian economists about the effects of exchange rate dynamics
on economic growth. Some argue that the high growth rates observed in some regions of the
world are directly linked to the exchange rate policies adopted and their consequences on struc-
tural transformations. The neoclassical point of view, however, tipically argues that the real
exchange rate should be viewed as an endogenous variable, and that the differences in economic
performance are consequence of structural factors, such as institutions and human capital. Our
ambition, through the present work, is to offer a general equilibrium model in which exchange
rate dynamics is influenced by incentives regarding savings formation. We hope to show that
the differences observed between Asia and Latin America, for instance, regarding exchange rate
dynamics and asset acummulation, can be better understood through the differences in social
securities institutions. The model is built in two steps. Chapter 1 presents a two-sector open
economy general equilibrium neoclassical growth model with endogenous exchange rate. Chap-
ter 2 introduces overlapping generations and social security, producing a model that links savings
formation incentives to the behavior of several macroeconomics variables, the exchange rate in
particular. Chapter 3 discusses alternative calibration strategies and evaluates the impact of
different social security expenditures levels on several macroeconomics variables. We show that
economies with higher social security expenditures have, in the long run, higher foreign debt and
lower consumption, and more appreciated exchange rates in the transition dynamics. We also
show, through a closed economy version of the model, that lower social security expenditures
produce lower equilibrium interest rates in the long run.

Keywords: Social Security, Exchange Rate, Open Economy Macroeconomics
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1 Introducao

H&a um debate classico entre economistas brasileiros sobre o papel da taxa de cambio no processo
de crescimento econémico. Alguns argumentam que a boa performance econoémica de certos
paises esta diretamente associada as suas politicas cambiais, chamando atengao para um eventual
impacto destas sobre a composi¢do setorial da economia. Argumenta-se que o crescimento
observado na Asia ao longo das ultimas décadas apresenta as seguintes caracteristicas: cambio
desvalorizado, crescimento rapido e participacao elevada do setor industrial no produto.

O ponto de vista ortodoxo, no entanto, argumenta que a taxa de cambio real, assim como
o crescimento, deve ser vista como uma varidvel endégena, ambos respondendo a parametros
estruturais da economia. Enfatiza-se outros fatores para explicar diferencas de performance, tais
como instituigcoes e a importancia que cada sociedade atribui a acumulacao de capital humano.
A ambicao desta tese é oferecer um modelo de acumulacao étima de capital em equilibrio geral
no qual o comportamento do cambio estd associado a incentivos que estimulam a poupanca
agregada.

Parte-se da observacdo empirica de que os paises da América Latina, Brasil em particular,
apresentam diferencas significativas em relacdo as economias de crescimento rapido do leste
asiatico no que se refere a como o sistema previdenciario é instituido. Os gastos com previdéncia
nestes paises, como fracao do produto, sdo trés ou quatro vezes menores do que os mesmos
gastos para o Brasil. Dai a motivacao para se construir um modelo que possa descrever a
dinamica de crescimento de economias abertas com mobilidade de capital e diferentes sistemas
previdenciarios com determinacao enddgena da taxa cambio. Mostra-se que em economias nas
quais a previdéncia é mais generosa, ao longo da trajetéria de crescimento, a poupanca serd
menor e o cambio serd mais valorizado. No longo prazo o sistema previdencidario determinara o
passivo externo liquido da economia e, conseqiientemente, o consumo médio.

O trabalho oferece uma racionalizagao da associagao observada entre crescimento e poupanga
doméstica. Prasad, Rajan e Subramanian (2006) documentaram que a poupanga doméstica
estd associada ao crescimento e que esta relacao é independente do investimento, sugerindo que
choques positivos de produtividade que elevam a taxa de crescimento geram elevacao mais do que
proporcional na poupancga doméstica, produzindo uma elevagao no saldo de transagoes correntes
simultanea a aceleragao do crescimento. Trata-se de resultado pouco usual sob a ética do modelo
de crescimento neocléassico tradicional, no qual um choque permanente de produtividade eleva
produto e renda permanente na mesma proporcao, nao alterando, consequentemente, o saldo de
transacoes correntes como proporcao do produtol.

No modelo aqui desenvolvido, se o sistema previdenciario for muito avarento, é possivel que
uma elevacao permanente da produtividade represente uma elevagdo transitéria na renda das
geragoes que estao no mercado de trabalho. Entao, sob a dtica individual, faria sentido ele-
var o consumo numa proporc¢ao inferior ao aumento da renda, elevando, portanto, seu nivel
de poupanca. Este comportamento, no agregado, poderia produzir uma elevacao no saldo de
transagoes correntes. Conseqlientemente, o trabalho oferece uma explicacao alternativa, e even-
tualmente complementar, a explicacao de Carrol, Overland e Weil (2000). Neste trabalho os
autores mostram que o fato estilizado de poupanca ser positivamente correlacionada com cres-
cimento ocorre em modelos intertemporais de acumulacao de capital com formacao de habitos
de consumo. Diferentemente, aqui este mesmo resultado ocorre em funcao da forma como o
sistema previdenciario estd institucionalizado.

Aguirre e Calderén (2005) documentaram que economias que apresentam cambio desvalori-
zado, em relacao a um nivel de equilibrio, apresentam maiores taxas de crescimento. Fazem um
exercicio econométrico em duas etapas. Na primeira, para um painel de economias entre 1965
e 2003, estimam o cambio de equilibrio em funcao de varidveis macroeconémicas, tais como o
passivo externo liquido, a produtividade do setor de bens comercializdveis e o gasto publico.

'Ver, por exemplo, Blanchard e Fischer (1989), Capitulo 2.
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No segundo passo, rodam uma regressao na qual a taxa de crescimento é varidvel explicada,
utilizando, além dos regressores usuais, o desajuste cambial, isto é, a diferenga entre o cambio
observado e o cambio de equilibrio previsto pelo modelo estimado no primeiro estdgio. Concluem
que um desajuste cambial de 10% na direcao de desvalorizacao estd associado a uma taxa de
crescimento do PIB per capita até 0,5% maior. O modelo aqui construido sugere que hd um
problema de omissao de varidvel na estimativa de cambio real em Aguirre e Calderén (2005). E
necessario considerar como varidvel explicativa do cambio real de equilibrio, além das varidveis
por eles consideradas, a taxa de poupanca doméstica.

Para estudar o problema em tela escolhemos combinar um modelo de crescimento neoclassico
com dois setores em economia aberta com a estrutura de geragoes sobrepostas apresentada em
Blanchard (1985). A tradicao de modelos de dois setores vem de longa data, sendo Uzawa (1964),
Dasgupta (1968) e Ryder (1969) exemplos de versdes em economia fechada. Em economia
aberta podemos citar Brock (1988), Gavin (1990) e Pessoa (1999). Brock (1988) emprega
modelo semelhante ao apresentado no Capitulo 1 para analisar a dindmica de ajustamento do
cambio, do prego-sombra do capital e do saldo em transacgoes correntes em decorréncia de choques
tributdrios e de gastos governamentais. Ja Pessoa (1999) avalia a dinamica de ajustamento da
economia a uma elevagdo permanente e nao-antecipada da produtividade da economia. Gavin
(1990) utiliza um modelo com dois bens produzidos domesticamente, um que pode ser consumido
e outro totalmente exportado, além de um terceiro que nao é produzido domesticamente mas é
consumido, para estudar a dinamica apés um choque de termos de troca. O modelo desenvolvido
no Capitulo 1 descende mais diretamente de Pessoa (1999).

Destaca-se que a literatura de modelos de dois setores possui uma ligacdo natural com a
literatura de transformagoes estruturais. O modelo apresentado no Capitulo 1 se assemelha, por
exemplo, a Acemoglu e Guerrieri (2008), que desenvolvem um modelo de agente representativo e
dois setores em economia fechada para estudar as alteractes na composicao setorial da economia
em decorréncia de diferencas na intensidade de utilizacdo dos fatores de producao entre os
setores. Os autores demonstram a consisténcia entre o processo de transformagao estrutural,
entendido como o processo de realocacao setorial de fatores de producgao, bem como as alteragoes
na composicao setorial da economia, e os chamados fatos de Kaldor, que se referem a relativa
constancia da razao capital / produto, da participagao do capital na renda e das taxas de juros e
de crescimento economico. Ngai e Pissarides (2007) produzem resultados semelhantes utilizando
um modelo multisetorial com diferencas nas taxas de progresso tecnolégico entre os setores. Sob
a Otica da literatura de transformacoes estruturais, o trabalho aqui apresentado pode contribuir
oferecendo mais uma possivel causa para diferencas entre composicoes setoriais, as diferencas
nos sistemas de previdéncia.

A utilizacao de uma estrutura com dois setores é necessdria para que faca sentido falar
em cambio real de equilibrio, que é definido como o preco relativo entre dois bens, um que
pode ser transacionado com o exterior e outro cujo consumo deve, necessariamente, advir de
producao doméstica. A utilizacao da estrutura de juventude perpétua apresentada em Blanchard
(1985) é conveniente, dada sua tratabilidade analitica. A hipdtese de que os individuos possuem
probabilidade de morte constante desvincula da idade a expectativa de sobrevida e a propensao
marginal a consumir de cada individuo, facilitando imensamente o trabalho de agregacao do
modelo.

O sistema de previdéncia é introduzido no modelo da seguinte maneira. Também seguindo
Blanchard (1985), supbe-se que a produtividade do trabalho do individuo decai & uma taxa
constante, de modo que a fragao da renda do trabalho agregada a que determinado individuo
faz jus cai a medida que este se torna mais velho. Adicionalmente, permitimos que a renda de
fato recebida pelo individuo decaia a uma taxa potencialmente diferente, em consequéncia da
existéncia de um sistema previdencidrio. Note-se que o sistema de previdéncia nao é explici-
tamente modelado como um mecanismo onde individuos escolhem acumular ativos de modo a
gerar um nivel 6timo de suavizacao de consumo ao longo da vida. Ao contrario, ele é visto como
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uma instituicao exdgena, que o individuo considera como dada ao fazer suas escolhas de con-
sumo e investimento. Pretende-se, através desta estrutura formal, alcancar um modelo tedrico
capaz de analisar o problema em questao ao menor custo possivel em termos de complexidade
analitica.

O trabalho estd organizado da seguinte forma. O Capitulo 1 apresenta um modelo de
crescimento neocldssico em economia aberta com heterogeneidade restrita ao lado da oferta. O
modelo possui agente representativo, dois setores, livre mobilidade de fatores entre setores e
mobilidade imperfeita de capital entre a economia doméstica e o resto do mundo, expressa na
existéncia de custos de instalacao do capital. O cambio é determinado endogenamente através
da condicao de factibilidade do mercado de bens domésticos. Este modelo ja apresenta as
propriedades basicas do modelo final, desenvolvido no Capitulo 2, especialmente no que se refere
a dinamica de acumulacao de capital.

O Capitulo 2 introduz geragoes sobrepostas e sistema previdenciario na estrutura formal
apresentada no Capitulo 1. Especifica-se a estrutura demografica e as condigOes iniciais da
economia, bem como o problema do individuo, que é construido de modo semelhante ao do agente
representativo. Obtém-se um sistema no qual a dindmica do consumo esté relacionada ao grau
de generosidade do sistema previdencidrio. O Capitulo 3 discute duas estratégias alternativas
de calibracao do modelo e quantifica a sensibilidade do equilibrio da economia a diferentes
niveis de gastos previdenciarios. Demonstra-se que, tudo mais constante, uma economia com
gasto previdenciario maior apresentard, no longo prazo, divida externa maior, estoque de capital
também maior (embora em proporgdo menor) e consumo menor. Embora o cambio de longo
prazo independa do sistema previdenciario, ao longo da dindmica de transicao o cambio serd
tanto mais apreciado e a trajetéria do consumo tanto menos inclinada quanto mais generoso for
o sistema previdenciario.

Finalmente, o Anexo 5.5 apresenta uma versdo em economia fechada do modelo, na qual,
no longo prazo, a taxa de juros sera tanto maior e o prego relativo do bem doméstico sera tanto
menor quanto maior o gasto previdencidrio, sugerindo que alteracoes no estimulo a poupanca
agregada em escala global podem produzir impactos relevantes na estrutura de pregos relativos
nacionais.
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2 Capitulo 1: um modelo de crescimento neoclassico com 2 se-
tores em uma pequena economia aberta

2.1 Descrigcao informal do modelo

Trabalhamos com uma pequena economia aberta onde sdo ofertados 2 bens, um bem comercia-
lizédvel com o exterior (produzido pelo setor 2) e outro bem nao-comercializdvel com o exterior,
que denominaremos bem doméstico? (produzido pelo setor 1). O bem comercializdvel é o bem
numeréario da economia, e seu preco é normalizado para unidade (isto é, adota-se a normalizagao
p2 = 1). A taxa real de cambio é definida como o prego relativo do bem doméstico em unidades
do bem comercializével, p (isto é, p = p1/pa = p1). Logo, quando utilizarmos a terminologia
apreciacdo cambial ou valorizacdo cambial estaremos nos referindo a um aumento de p, ou a
um encarecimento relativo dos servigos. A populag@o cresce a uma taxa constante igual a n,
a taxa de progresso tecnoldgico exdgeno é constante e igual a g, sendo homogénea entre os
setores, e o tempo evolui continuamente. O fator trabalho é ofertado inelasticamente. A tecno-
logia de producdo de cada bem é descrita por uma funcio de producao do tipo Cobb-Douglas?.
Existem custos de instalacao do capital, que impedem que o produto marginal do capital da
economia doméstica, liquido da taxa de depreciacao, se iguale instantaneamente a taxa de juros
internacional.

A estrutura estatica da economia é representada pelo modelo padrao de dois setores e livre
mobilidade de fatores utilizado tradicionalmente pela teoria de comércio internacional*. Em
cada periodo as firmas escolhem quantidades de capital e trabalho de modo a maximizar seus
lucros tomando como dados as dotagoes agregadas de fatores (K e L), além dos pregos dos
fatores (w e r) e dos bens finais (p). O preco relativo dos fatores (0 = w/r) é determinado
pelo equilibrio no mercado de fatores, guardando relagao com o preco relativo do bem doméstico
(w = @(p)). Logo, a oferta de cada setor poderd ser expressa em fungao da razao capital /
trabalho agregada, (k = K/L) e do preco relativo do bem doméstico, p °.

A dinamica desta economia é derivada do comportamento 6timo e factivel do agente re-
presentativo, que vive infinitamente e escolhe consumo e investimento de modo a maximizar o
somatorio descontado das utilidades futuras. Como é usual em modelos com economia aberta,
os descasamentos temporais entre absorcao interna e produto nacional bruto se refletem em
variagoes no estoque de ativos externos nas maos dos residentes na economia doméstica.

Em cada periodo a taxa de cambio é determinada pela condigao de factibilidade no mercado
de bens domésticos. Isto é, o preco relativo do bem doméstico devera ser tal que a oferta de
bens domésticos se iguale & demanda por bens domésticos. Conforme explicado anteriormente,
a oferta de bens domésticos serd fungao do prego relativo do bem doméstico e da razao capital /
trabalho agregada. J& a demanda total pelo bem doméstico sera igual a demanda por consumo
deste bem somada ao custo de instalacdo do capital®. Conforme veremos, o consumo de bem
doméstico serd funcao de seu preco relativo e da renda permanente 7. J4 o custo de instalacio
do capital serd funcao do estoque de capital por trabalhador e do investimento, que por sua vez
dependerd do preco-sombra do investimento®. Entdo, o cAmbio serd funcio do estoque de capital

2Utilizaremos as denominacoes bem doméstico e servigos nos referindo ao mesmo conceito.

3Supomos que o setor produtor do bem comercializdvel é mais capital-intensivo, isto é, s > a1, onde oy é a
participagdo do capital na renda do setor i € {1,2}.

4Ver, por exemplo, Kemp (1969), capitulo 1.

®Tsto é, teremos y; = y;(p, k), onde y; é o produto per capita do setor i € {1,2}.

SEmbora neste modelo o bem de investimento seja comercializével, supomos que o custo de instalacio do
capital seja expresso em bens domésticos, refletindo a idéia de que, para que o capital se torne ”funcional”, é
necessdria a aquisicao de servigos domésticos, tais como construgdo civil e transporte. Ver Brock (1988).

"Isto &, teremos ¢; = ¢ (p, M), onde Ao é um indice de renda permanente e ¢; é o consumo per capita do bem
i€ {1,2}.

8Este preco desempenha papel semelhante ao preco relativo do capital criado por Tobin (1969), conhecido
como q de Tobin.
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por trabalhador, do prego-sombra do investimento e da renda permanente (p = p(k, g, \o)).

A dindmica do modelo é caracterizada por um sistema de equagoes diferenciais que descrevem
a evolucao do estoque de capital por trabalhador (k) e do preco-sombra do capital (q), além
da condicao de factibilidade do mercado de bens domésticos. A dinadmica da divida externa
é separada das dinamicas de k e ¢, sendo impactada por mas nao impactando as iltimas. O
sistema tem estabilidade de sela na vizinhanca do estado estaciondrio, que é tinico. As varidveis
de estado do sistema sao o estoque de capital por trabalhador efetivo, k, e a divida externa por
trabalhador efetivo, b, enquanto as variaveis de controle sdo os consumos dos 2 bens (¢; e c2) e
o investimento (7).

No longo prazo a produtividade marginal do capital no setor de bens comercializaveis é dada
pela taxa de juros internacional acrescida da taxa de depreciacao do capital. Portanto, a razao
capital / trabalho no setor de bens comercializdveis esta fixada. Entao, dada a hipétese de livre
mobilidade de fatores entre setores, obtém-se, a partir do problema das firmas, a razao capital
/ trabalho no setor de bens domésticos, k3° e a taxa de cambio, p**. Como o cambio de longo
prazo é dado em funcao da taxa de juros internacional, além de parametros de preferéncias e
tecnologia, a varidvel de ajuste que garante o equilibrio no mercado de bens domésticos é a
razao capital / trabalho agregada de longo prazo, k*°. Portanto, em caso de aumento da renda
permanente, com consequente elevagao do consumo de longo prazo dos dois bens, o ajuste se da
pela reducao £*® de modo a viabilizar uma elevacao da oferta no setor trabalho-intensivo.

2.2 Problema das Firmas

Em cada instante as firmas escolhem quantidades de capital e trabalho de modo a maximizar
seus lucros tomando como dados os precos relativos dos bens finais e dos fatores de producao,
além das dotacoes agregadas de capital e trabalho. Como estamos trabalhando com merca-
dos competitivos, bem como preferéncias e tecnologias bem comportadas, podemos recorrer ao
Segundo Teorema do Bem-estar para caracterizar o equilibrio estdtico resolvendo o problema
do planejador, que consiste em escolher alocacdes setorias de capital e trabalho de modo a
maximizar o lucro total das firmas. Portanto, o planejador resolve:

max peF (K, AvLlag) + Fo(Kop, Aoy Loy) — ri (K + Kop) — wi(Liy + Lay)
{K1¢,K2t,L1¢,L2¢}

onde K;; é o estoque de capital alocado no i-ésimo setor, L;; é o estoque de trabalho alocado
no i-ésimo setor, F; é a fungao de produgao da firma do i-ésimo setor, A;; é a Produtividade
Total dos Fatores (PTF) do i-ésimo setor e p; é o prego do bem doméstico em unidades do bem
comercializavel. Suponho fungbes de producao do tipo Cobb-Douglas:

Yit = Fyu(Kit, AuLir) = K (AuLi)' ™%, i€ {1,2} (1)

Note que a funcao objetivo do problema das firmas pode ser reescrita da seguinte maneira:

peF (K, Arelag) + Fo(Kop, Aoy Log) — ri (K + Kop) — we(Lig + Loy)
=pe K (A1 L) 0 + K92 (Ao Log)' ™2 — 1y (Kyy + Kop) — wi(Lyy + Lay)
=pr A1 L1k} + Ao Locks? — ri (K + Kot) — wi(Li + Lot)

Aoy Loy 122 (th Ky, Aoy Loy Koy > wy <L1t L2t>}
P (i U A2t L2t Wt
2 Ly Ayl Ay Ly AgLoy

Ly
—Ay Ly |p g o 2222
1 t[pt JE +A1t L

AL\ L Ly

1
=A L [ptlltfl(klt) + alay fo(kat) — re(likay + alogkay) — wp—

i, (It + l2t)}

onde a = ﬁ—fﬁ ¢é a razao entre as produtividades totais dos fatores entre os 2 setores, L; é a

populagao, ki = Affj'jn é o estoque de capital por trabalhador efetivo alocado no i-ésimo setor,
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lit = LLit‘ é a proporcao da populacdo alocada no i-ésimo setor e f; = ki é o produto por
trabalhador efetivo do i-ésimo setor”.

Vale notar que a existéncia de progresso tecnologico faz com que o salario real da economia
cresca de forma nao-estacionaria!’. Buscando simplificar a notacio e evitar a utilizacdo do termo

A%t no problema normalizado, defino

1
— - 2
Wy = Wy ” (2)

permitindo, assim, que o equilibrio da economia seja descrito por um sistema de equagoes di-
ferenciais autéonomo. Além disso, como a taxa de progresso tecnoldgico é a mesma nos dois
setores, torna-se desnecessario indexar o termo de produtividade total dos fatores, de modo que
adoto A1y = Ay e Ayr = aA;. Logo, o problema do planejador pode ser reescrito como

max ALy {pilie fr(kie) + alog fo(kar) — re(Lickiy + alatkar) — wi(liy + 12¢) }
{k1t,k2e,lie,l2e }

As condicoes de factibilidade nos mercados de fatores sao

Ki = K+ Koy ou ki = ligky + alagkoy (3)

Lt = th + th ou llt + lgt = 1 (4)

onde k; = ﬁ é o estoque de capital por trabalhador efetivo agregado da economia. Pode-
mos entao expressar [;; em funcao de k;, kj; e k. Em forma matricial temos:

A A P R P R B
ke akoy lot k¢ lo akoy — ki | —k1e 1 Ky
akzt — k‘t kt - klt

=ly=——"— € lx

akar — kit " aka — kg

As condicGes de primeira ordem do problema s&o:

(k1] © AeLy {pelaefi(kie) —relie} =0

= 1o = pofi (k) = praaky ™ (6)
[kat] : AtLy {alae fo(kar) — rrala} =0

=7 = fo(kat) = cok? ™! (7)
(le] = AeLe {pe f1(k1e) — rikre — wi} =0

= wi = pe[fi(k1e) — fi(kw)ki] = (1 — an)pekiy (8)
[lor] - AiLi{afa(kor) — reako —wi} =0

= wi = alfa(kat) — fa(kat)kat] = (1 — ag)aky? 9)

Repare que, em equilibrio, os produtos marginais dos fatores serdao os mesmos nos dois
setores, o que decorre da hipotese de livre mobilidade intersetorial. Defino a varidvel @ como a
razao entre as remuneragoes dos fatores

9A normalizacio das varidveis para unidades eficientes esté sendo feita utilizando o termo de PTF do setor 1.
No entanto, repare que, como o progresso tecnolégico nos 2 setores é igual, esta escolha é arbitraria.
Dai a necessidade de se multiplicar o saldrio real pelo termo % no problema normalizado por trabalhador

A
efetivo.
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_we filk) o, [fz(kzt) _ ]
Iy T Bl (o B

Defino
m= - Y ie{1,2) (10)
(A
Entao temos:
_ 1
= ki =mor e ko= R (11)

Isto é, a razao capital / trabalho em cada setor serd tanto maior quanto maior for o preco do
trabalho relativamente ao preco do capital. Este preco relativo, por sua vez, se relaciona com a
taxa de cambio, o que pode ser visto através de (8) e (9), donde temos:

pefi(kir) _ Wi + pe f1(k1e) ke

afa(kar)  wi + afy(ka)kor
_wy ik afa(kay)

=>p =
‘ fi(ki) wi + argky
Sy = Wy + ke afa(kay)
= -
f1(k1) @ + akat
wr + ki akS?
=p = 13 - t _ 2t
kY wp + akoy
Ly — Dt mE a(Lnawy)
t = - - —
(mor)™r @ + nator
1 &2
1+mn2m;
Defino
1 .
0, = 1tm) (12)
i
Entao temos:
Q
_ et —an—ag
bt=a 0, t
Qo
:>7a2 [e%1 ag—1°"74
w a let
N ap—1 Qz ag—aq
— (92— 21 _Z
Wt a let

Defino
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ag—1

ap = a°2-"1 (13)
Entao temos
Q 1
Wy = ay <Qipt> o (14)
o
:>—w>0(:>oz2>oz1 (15)

dp

Ou seja, supondo que o setor 1 é trabalho-intensivo (isto é, ag > ay € 72 > 71), um aumento
do preco relativo do bem doméstico induzird um encarecimento relativo do fator trabalho, con-
forme previsto pelo Teorema de Stolper-Samuelson''. A intuicdo é a seguinte: uma mudanca
no preco relativo dos bens finais induzird uma mudanca na demanda relativa dos bens finais, e,
portanto, nas demandas relativas dos fatores de producao, dada a diferenca na intensidade no
uso dos fatores entre os setores. Como, num dado instante, a oferta agregada de fatores estd
fixa, esta mudanca nas demandas relativas induz uma alteragao na remuneracgao relativa dos
fatores. Isto é, um aumento de p; elevard a oferta relativa do bem doméstico, estimulando assim
a demanda relativa por trabalho e, portanto, aumentando o preco do trabalho relativamente ao
preco do capital.

Levando (14) em (11) obtemos:

1

Q a9y —o
k1y = a1m [QZPt] o (16)
1
1

aj QQ a2 —ay
koy = — — 1
2t a 72 |:le{| ( 7)
k3®  1m
2 _ = 18
ki® am (18)

Podemos expressar o produto por trabalhador efetivo em funcao da taxa de cambio e da
relagao capital/produto. Note que:

Vie = K3 (AuLi)' ™% = AuLykl, i€ {1,2}

1t 2t
=Sy = —— = Ik = = alykS? 19
Y1t AL 1tFq € Yo AL Alotkg ( )
Entao, utilizando (5), temos
aka — ki
ki) = ——k a1 20
lpe ) = 22— () (20)
wy — k
= y1t(pe, ke) = e e [0t (pe) ]
2wt — Mwy
2wy — k _ _
= yu(pe, k) = dat tﬁ?lwt(pt)al !
2 —m
1
Qo ag—ag ay—1
ain2 (mpt) - kt QQ ag—aq
= ,k‘ _ aalfl aq ( > 21
y1e(pe, ke) = af pr— U o (21)

"Stolper e Samuelson (1941).
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Similarmente, temos a seguinte expressao para o setor de bens comercializaveis:

a ke — k1
akar — k1t

ke —may [1 a2
= Yot (pe, ke) = atimt [772‘2%(1)15)}

Yor (e, k) = ko [w(pe)]* (22)

Moy — Mt | a
o Bt — M o, _
= Yot (pr ) = a' 02 LB oz ()02
n2—mM

ag—1 1

o —a Q ag—aq ag—1
st b= a0 (%) (B)
Pt

= yor(pr, k) = al”2q 2=a Ty
N2 —m

1

k - (ﬁ >a2_a1 aa2770¢1
R G S L 5 (Qth) o (23)

= yQt(Pu kt) =a; —— b

Repare que as equagoes (20) e (22) implicam que

oy

Thl, 20eaza (24)
2]
ok Ip

conforme previsto pelo Teorema de Rybczynski-Samuelson'?. Ou seja, se o setor de bens comer-
cializaveis for o setor capital-intensivo, entao, para um dado preco relativo do bem doméstico,
um aumento da razao capital / trabalho na economia induz uma realocagao de fatores que
atua na diregdo de aumentar a participagao deste setor na quantidade total produzida (o que
nao necessariamente implica um aumento da participacao deste setor no walor da producao
agregada).

Finalmente, repare que o produto agregado pode ser expresso como

20@0&22&1 (25)

Yy =piYie + Yo

= L +
Yt = = Pty Y2
t AtLt LIt ¢
= Y = ptlltk?tl + algtkgf (26)

e os produtos setoriais podem ser expressos como

ylt(Pt, kit) = Wl(Pt) - Zl(pt)k‘t (27)
Yor(pe, k) = Za(pe) ke — Wa(pe) (28)

onde

2Rybezynski (1955).
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aal—l QQ P
Zip) = A e () 2
1(p) IR oW (29)
Q 1
ag—ag
Wi(p) = a1m2 <Q?p> 1(p) (30)
ag—1
a1t Qo a22—a1
Zolp) = e <> 31
2(p) mom \q (31)
0 C¥2i0t1
Wa(p) = arm <Q2p> 2(p) (32)

2.3 Problema do Agente Representativo
2.3.1 Formulagao do problema

O agente representativo, além de alugar capital as firmas e ofertar sua forga de trabalho, é
responsavel pelas 2 decisoes intertemporais nesta economia: poupanca e investimento. Como
estamos trabalhando com uma economia aberta, poupanca e investimento nao serao necessaria-
mente iguais. A seguir apresentamos o problema de otimizagao dindmica resolvido pelo agente
representativo:

o0
Inax/ e~ P [C eqy, eo0)]dE
t=0
( i{?t = it — 5EFkt
i)t = R*by + prere + acoy + iy + pr(iy — 5EF7<3t)T (%) —wi — Tk

1-1/c
s.it. 8 u[C(eit, car)] = %

e—1

C(c, cat) = {W(Atcu) = +(1- ’y)(aAtcgt)E%l} =t
bo, ko dados

* * _ 13 . Iy , . . . _ i 4
onde R* = r g—n”, iy = x4 € o investimento por trabalhador efetivo, by = ar ¢a

divida externa por trabalhador efetivo, c1; = AC; £~ € o consumo por trabalhador efetivo do bem
doméstico, coy = agfj:t é o consumo por trabalhador efetivo do bem comercializavel, I; é o
investimento agregado, B; é a divida externa total, C; é o consumo agregado do bem doméstico
e Co; é 0 consumo agregado do bem comercializavel'*.

Entao, o problema do agente representativo é maximizar o somatério de suas utilidades
futuras descontadas a taxa p. O crescimento populacional também é levado em conta, com o
peso de cada geragdao sendo proporcional a seu tamanho. A funcao utilidade é uma CRRA,
onde o é a elasticidade de substituicao intertemporal e C(cy¢, cor) é um indice que depende do
consumo de cada um dos bens através de uma fungao que apresenta elasticidade de substituicao
constante entre os bens, igual a . A maximizacao é sujeita a 2 restrigbes: a lei de movimento
do capital, que descreve a variacao do estoque de capital como o excesso de investimento sobre

13A divida externa é remunerada & taxa de juros internacional r*. O termo R* surge no procedimento de
normalizagdo do modelo, onde todas as varidveis sao divididas por A L.

MNote que, mais uma vez, todas as varidveis agregadas estdo sendo normalizadas através do termo de PTF do
setor 1, A;; = A;. Conforme ja foi explicado, esta escolha é arbitrdria, dada a hipotese de progresso tecnolégico
homogéneo entre os setores. Este procedimento é necessario para que o sistema dindmico resultante seja composto
por equagoes diferenciais autéonomas.
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a depreciacdo do capital'®, e a restricdo orcamentéria intertemporal, que descreve a variacio da

divida externa como o excesso de absorcao interna sobre o produto nacional bruto.
A fungao T'(.) representa o custo de instalagao do capital em unidades do bem doméstico, que
depende da taxa de variacao do estoque de capital. Para se instalar i; de unidades de capital,

incorre-se num custo de instalagao igual a kT (%) unidades do bem doméstico'®. Repare que,

se definirmos x; = %, entao o custo de instalacao pode ser expresso como

CIt = ktxtT(a:t) (33)
Supoe-se que
dC1,
d$t20<:>$20 (34)
e
d*CI,
0 35

2.3.2 Condicoes de otimalidade

Montando a funcao auxiliar de Hamilton em valor presente:

H, = e~ (Pt {u]C(c1y, car)]

* . . EF Z't - 5EFkt
— A | Ry + prerr + acoy + iy + pe(iy — 077 k)T —m ) wp — 1kt (36)
t

—I—)\tqt (’it - (5EFk‘t)}

Var. de estado: k¢, b;.

Var. de controle: ci¢, cot, it

Var. de coestado: —A¢, A:g;.

Repare que —\; é o prego-sombra corrente da divida externa, de modo que A; é o preco-
sombra do bem comercializavel. O preco-sombra do capital instalado é A\;q:, de modo que ¢ é
o preco relativo do capital em unidades do bem comercializavel.

Aplicando o Principio do Méaximo obtemos as seguintes condigOes necessarias para a tra-
jetéria otima:

Ke _ I K

A;Ly — AiL: A¢Ly

Bsto é, Kt = I; — 0K;. Normalizando para unidades de trabalhador efetivo, ficamos com
ou fft = iy 75EFkt, onde §FF = d+g+mn.
16Ver Hayashi (1982) e Pessoa (1999).
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[c1t) : He =0

= Uey, [Clere, cot)] = Mpy

= O(c1p, c2t) Yo Cens, can) /oy A (Areers) ™
[cat] : Hey =0

= Ug,, [C(c1t, cat)] = aN

1
€

= )\tpt (37)

= C(c1t, c20) V7 C ety ea0)VE(1 - 'Y)aAlt(aAltCQt)_% =a\ (38)
[Zt] : Hz =0
~_EFk '_EFk '_EFk
= e ()t {—At [1 +pT (“ 0 t) Lm0 R <“ 0 t>] —l—)\tqt} —0
ks ky ky
. —(SEF]{: . —5EFk: . —5EF]{:
= 1+pT t L +ptZt by (X L) =g (39)
ke ke ke
d
: = —— | — 7(p7n)t
[b] : Hy 7 { e >\t:|
= —e PTIIN R = —(p —n)e”PTIEN, 4 e(PmE Y,
A
(g m) = (o) +
¢
hY
=T —ptg—r (40)
At

d
(k) : Hp = I [ef(pfn)tkt%}

- _ SEF : _ SEF
= —6_(p_n)t)\t {_5EFptT (Zt Z kt) + pt(it o (SEFkt)T, (Zt Z kt)
t t

—08F ey — (iy — 0FFk (e —(p— - .
|: : ]i?t t):| — T+ qtdEF} = _[_(P - n)e (p ”)t)\tqt +e (o n)t(Atqt + )\tqt)]
t
'_EFk '_EFk —EF]{:—'—EF]{:

o B (WO L gy (k) [0k = e = 07 k)

ke Ky k;

EF At .

— 1+ @™ = —(p—n)q + )TtQt‘i‘Qt
= —§8Fp,T i = 0"k §EF p, 1t = 0%kt g (i1 = 0Tk

ky Ky k

ip — 0P\ ? , (ie — 65k, EF * ;
(e T — —re+qd"" = —(p—n)g + (p+9— 1" + G

o i — 0FFN? (i, — 6FFk, . . .
= —0"" (¢ — 1) —py B T B — — 1+ qd"" = (g+n—71")q + G
i §EF N2 . _ §EF}
= G = R*q; 4+ 6FF — |1y +py (ztkt> T (Ztkt> (41)
t ¢

As equagoes (37) e (38) afirmam apenas que, ao longo da trajetéria 6tima, a utilidade
marginal e o prego-sombra do consumo devem ser iguais. A equacao (39) estabelece a relagao
entre a taxa de variagdo do estoque de capital e o preco-sombra do capital. A equagao (40)
determina a taxa de variacao da utilidade marginal do consumo. A equacao (41) estabelece a
taxa de variacao do preco-sombra do capital em funcdo do seu nivel, da produtividade marginal
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do capital e da variacao marginal do custo de instalacao do capital. Repare que, dada a hipdtese
de que o custo de instalacdo se da em bens domésticos, a dinamica de ¢, e portanto de ki,
dependerd da taxa de cambio.

Finalmente, temos ainda que impor a condicao de transversalidade:

lim e~ (""qk, = 0 (42)

t—o00

2.3.3 Dinamica do capital

A partir da CPO para 4; podemos definir a funcao ¢(p,q), com ¢4(p,q) > 0 e ¢(p,1) =0 Vp
tal que k; = iy — 0%k = kip(pr, q¢)'". Entdo podemos reescrever a equacio (41) da seguinte
maneira:

G = R*q + 6" — [ry + ped(pe, 00)* T (d(pr, a1))] (43)
N Gt LT +pep(pe, ) *T" (PP ar)) — 6 _ R (44)
at qt

A equagao (44) possui uma interpretacao classica, segundo a qual o retorno total proporci-
onado pelo capital, igual a sua apreciacao somada a taxa liquida de lucro, deve ser igual a taxa
de juros internacional, por um argumento de nao-arbitragem.

Temos entdao um sistema dindmico caracterizado pela equacao (43) e pela lei de movimento
do capital. Vamos trabalhar com a seguinte forma funcional para o custo de instalagdao do

capital'®:
(=8 kY _ (b i — 6EF B\ ¢ (45)
ke 1+¢ kg

onde b e £ sdo parametros a serem calibrados. Entao a equacao (39) se torna:

b it—aEFkt>f it—éEFkt< b )(it—(sEFth‘l
—1
qt + Dt <1+§> < . +&pe s 1t¢ ky
ca= v (1) () e (1) ()
gt = P 1+€ ks Dt 1+€ k;

i, — §EF 13
:>Qt_1—pt<1_[:_§> (Zt ko kt) (1+¢)

. <Zt - 5EFkt>§ o qr — 1
Ky bpy

iy — 6P ky (fh — 1>1/§
:> = = s 46
kt oo (e, qr) (46)

Entao a equacao (43) se torna:

=G = R'q + 6" —

2/¢ -1
g —1 £ (a1
S
rt—i_pt( bpt ) 1+§< bpt ) ]

¢ fq -1\ EVE
Tt+b1+€pt< oy > (47)

=G = Riq +6"" —

1"Ver, por exemplo, Blanchard e Fischer (1989), capitulo 2.
188eguindo Duczynski (2002). O parametro b nos permite calibrar o nivel do custo de instalagdo, ao passo que
o parametro £ nos permite calibrar seu grau de convexidade.
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Utilizando a equac@o (46) para reesecrever a lei de movimento do capital, obtemos

Note-se que o investimento pode ser expresso conforme abaixo

it = [¢(pe, qr) +5EF]I€

—1
:>it: [ qt +(5EF

k 4
bpt ! ( 9)

Finalmente, integrando (47) entre [t, c0) obtemos

* Rt EF § g — 1\
= - - r—0 b / dt 50
w= ] e o0 oo (1) o0

Isto é, o preco-somba do capital deve equivaler ao valor presente liquido do fluxo de rendi-
mentos futuros gerados por cada unidade adicional de capital, incluindo-se entre os rendimentos
a redugao do custo de instalacao do capital.

Observando (48), e lembrando que £ > 1, temos que ki s6 esté definida para ¢ > 1, caso
contrario obterifamos uma raiz de um nimero negativo. Portanto, o modelo sé trabalha com
k; > 0. Conforme serd visto na secdo 2.7, teremos ¢°* = 1. Logo, dada a concavidade das
fungdes de produgao, deve ficar claro de (47) que ¢ < 0 e ¢ | ¢*° ao longo da dinamica de
transicao, para valores razodveis de parametros.

2.3.4 Consumo

Multiplicando equagao (37) por ¢, a equagao (38) por ¢z, e somando as duas obtemos:

1 1 1
A (prcrr + acar) = Clers, ) "Y7C(erry ea0) 7 |Y(Aser) ™= + (1 — y)(aAse)' =

e—1

_ 1 -1
=i (pec1s + acar) = Cley, car) "7 C (cs, cat) = Clens, ear) =
o—1

= A(picir + acyy) = Clew, car) o (51)
Defino o dispéndio com consumo em unidades do bem comercializavel:

Dy = preir + acy (52)

Entao temos:

Clere, ear) = (MDy) 71 (53)
Agora dividindo as equagoes (37) e (38) obtemos:

1
€

Yo few |t
(T—7) Lacz b

1 _ —E&
=c1p = acy { S ,th] (54)




Utilizando a equagao (54) podemos reescrever C(ci¢, c2¢) como

aAicot Dt
Y

e—1

+ (1 —=7)(aAicar) =

Cleit, cot) = |y

€

e—1
1 _ —& €
=C(c1t, car) = adiea |y [( 5 7pt> + (=)
=C(c1r, ) = adyear [Y(1 =)' ""p "+ (1 =)=
Combinando as equagoes (51) e (55) obtemos
o=l r ¢ l—e, 1—¢ e
ADy = (aAicar) = [ (1 =)' "p, 5 +1—7]ED
ADy)71
=Cot = ( t t) ——
aA; [y (1—y)l=epi =+ 1 -7 "
\Dy)7 1 1—vy 1°°
:>Clt == ( ! t)l — € |: ’th:|
A [ve(L=y)l=ep, S +1—7]=TL 7

Alternativamente, podemos combinar as equagoes (51), (54) e (55):

1 _ —€
At [ptaCQt( 5 7pt) + acyy

o—1 £

£ o—1 e o—1
= Atacy [(&) pg_a + 1] = (aAica) @ [fya(l — 7)1_5pt1_6 +1 - ’y] toe
e o—1
T e O e (It o
:>620t:a/ U)TAta [ t&‘ 1 ]
A (S
e o—1
v € 1—e¢ e—1 o
1 11 et [(1_7) [(j) D +1”
:>C§t:a U)\iAtU £ 1
t () i 1]

1
=Cop = EA;"A;’*I(I — ) e T

1 e(oc—1) [ € e—1
=Cot = aA;UA(tFl(l =) T <7 > P+ 1]

Ly o 401 eo=1) [ v ) l1—e i
=e = A AT (L =) 15 ) P +1

1 e(o—1) r.e.l—e 1— el =1
=g = 5)\;01427—1(1 _ ’Y) po—) 7Pt +( 7) :|

e(oc—1) — o—¢

1. - _po—e _
=ey = N TATT =) s (=) T ()T

1 —0 AO— —
=eu = A TATT =) [y (L)

= (adiear) = [F(L=)' oy F L] T
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(57)
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Note que em (57) co; depende do tempo, uma vez que 4; = Apedt, o que ndo é desejavel, uma
vez que se espera que as expressoes para as varidveis normalizadas sejam autonomas. Vamos
utilizar as equacoes (38)e (55) para encontrar uma expressao para a taxa de variacao relativa
de )\ti

e=1 o—¢ _1
a)\t = (]_ — ’)/)(aAt)TC(Clt’ CQt)?CQtE

og—¢€

e—1 oc—e 9—€ e !
= ak = (1-9)(ad) T (@d) T e |[F(1-7)""p =+ (1= 77| 7
o—1 _1 o—¢
= a)\t = (]_ — ’)/)(aAt)Tc2tU [75(1 _ 7)175]);.—5 + (1 - ’}/)] a(e=1)
N _o-14d lcw o-c d
At A Loy, o-e d
AN o A ocey o(e—1)dt
ool e, o-c K

AR U2 58
At s J ogcy o(e—1) h(Pt)pt (58)

[ (=) + (1= )]

onde

h(pr) =77 (1 =)' 7" + (1) (59)
Combinando (58) com (40) temos

& oc—1 1 ey o—e h(p)

Mo o Yoo ae-Dhmy TP
1 ey o—¢e hW(p) . 1 *

e e - 60
oey  o(e—1) h(pt)pt Gg+p g (60)

Note que, se (60) vale todo instante ¢, vale, em particular, no estado estacionario. Avaliando
(60) no estado estaciondrio obtemos

1
0=—g+p—1" (61)
o
1
:>7‘*:p—|-;g (62)

. _ /
2t _ g e h'(pt)
e €—1 h(p)

);t oc—1
ML t 4
:>)\t pa v (64)

pr vt (63)

=\ = Age 7 9 (65)

No Anezo 5.1 mostramos que a expressao (61) é uma condigdo necessaria para que o resto
do mundo, visto como uma economia fechada, tenha um estado estacionario bem definido.
Utilizando (64) e A; = Aged® podemos reescrever a equacao (57) como:

—_

1 o—¢€

e = ~[hoe T 9]~ [Aged T (1 = )° [p} + (1 - 7)) 5

—Q

=Cor = a)\EUAg_l(l —9)° [ (1 7)°] =t (66)

Repare que (66) independe do tempo. Entao, utilizando a equagao (54), temos:
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B B B o—c [1 — —€
et =N "ATTH L — ) [VprE 4+ (L= )]t [ S ’th}

€ og—E&
sac= 2745 (1) b e 4 -y (7
Definindo
lpe) = o S+ (=) (68)
o—1
Ja(pe) = [¥pr S+ (1 =) (69)
temos
/y £
w=27457 (1) it (70)
aco = Ay A5 = )1 (pe) (71)
Dy = pierr + acyy
Dy = piagTAg ! (;) J1(0) + 257 ATH A — ) (1)
IS
=Dy =\ AF () [pt (;) + (1 - ’Y)E]
t
o—1
=Dy = A\ 7ATT [y T+ (L= )]
=D, = AEUAg_ljé(pt) (72)

Note que, pelas equagoes (71) e (70), o consumo de cada um dos bens pode ser expresso como
funcéo apenas da taxa de cambio e de \y. Valores mais altos de Ay estao associados a uma maior
utilidade marginal do consumo e, portanto, a niveis de consumo menores. Portanto, Ag pode
ser visto como um indice de renda permanente. Note também que tanto ¢; quanto cy possuem
valores de estado estaciondrio bem definidos desde que o preco relativo do bem doméstico de
estado estaciondrio, p**, seja finito. Para um dado p**, tanto cJ* quanto c5° sao fixos, implicando
que, no longo prazo, o consumo per capita de cada bem cresce a taxa de progresso tecnolégico

g.

2.4 Determinacao da Taxa de Cambio

A taxa de cambio sera determinada pela condigao de factibilidade no mercado de bens domésticos,
segundo a qual o consumo de bens domésticos somado aos custos de instalacao do capital deve
ser igual a producao de bens domésticos. Isto é:

c1t(pe, A) + ke (e, p) T [0(qe, p)] = y1 (pe, ki) (73)
Utilizando as equagoes (27), (45) e (70) obtemos

E+1
—0 AO— : . b —1] ¢
)‘0 Ao ! <;> Jl(pt) + mk‘t |:qtbpt } =W (pt) - Zl(Pt)kt (74)

=pt = pe(qt, ki /Ao, Mo) (75)
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onde

qilp) = e+ (=)t

No Anezro 5.8 mostramos que

. Op
(243): 2 >0
. Op

Interpretamos (243) e (244) da seguinte maneira. Um aumento na razao capital / trabalho
aumenta o custo de instalacdo do capital e reduz a oferta do bem doméstico, tudo mais constante.
Logo, para que o mercado de bens domésticos permanecga em equilibrio, é necessario que o preco
também aumente de modo a gerar reducao do consumo. Ja um aumento do preco-sombra do
capital estd associado a uma taxa de investimento maior, aumentando o custo de instalagao do
capital e gerando um cambio mais apreciado de modo a viabilizar uma elevacao de ;.

Portanto, dado que ao longo da dinamica de transicao temos k>0e g < 0, o sinal de p é
ambiguo em principio. Entretanto, no procedimento de calibracao (Capitulo 3) verificamos que
p > 0 para valores razoaveis de parametros. Isto é, ao longo da dindmica de transicao a taxa
real de cambio se aprecia e os servicos se tornam relativamente mais caros. Intuitivamente, é de
se esperar que, se os bens sao complementares (isto é, se £ < 1), entao, ao longo do processo de
acumulacao capital, com a economia se tornando gradativamente mais rica, o consumo de ambos
os bens se eleve de forma equilibrada. Como o bem de servigos nao pode ser importado, sua
producao precisaria aumentar, o que, em equilibrio, depende de aumento de seu preco relativo.

2.5 Restricao orcamentaria intertemporal

No modelo de crescimento neoclassico em economia aberta as decisoes de poupancga e investi-
mento sao independentes. A possibilidade de tomar recursos emprestados do resto do mundo
viabiliza uma plena suavizacao do consumo, e as variagoes da divida externa refletem o des-
casamento temporal entre oferta e demanda na economia, além do préprio servico da divida.
Reescrevendo a restricao orcamentaria intertemporal temos:

ky

Daso condicoes de otimalidade do problema das firmas temos

: N . ‘ EF i — 6Pk
bt =R bt +pt01t + acot + 1t —l—pt(zt —_) ]{Zt)T —_— | — Wt — Ttkt (76)
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(6),(7) s 7t =pefi(kie) = fo(kat)
(8):(9) s wir = melfi(k1e) — fi(kie)kie] = al falkar) — f3(kae) ko]
=wi + ek = a[fo(kar) — fo(kar)kor] + fo(kor) ke
=w; + riky = a[fa(kar) — fo(kae)koe) (e + l120) + fo(kar) (lekie + alagkay)
=wi + ek = afa(koe)lie + afo(kar)lor — afo(kor)karlie — afa(kae)karlor + fo(kae)lickie + afs(kae)latko
=w; + riky = afa(ka)lie + afo(kar)lor — afo(kar)karlye + fo(kae)licky
=wy + ik = afa(koe)lor + alyg[f2(kae) — fa(kae)kae] + pefi(kie)licke
=wi + riky = afa(ka)loy + pelie[f1(ke) — f1(kve)kie] + pefi (ki) ek
=wi + ik = afo(kar)lor + pelie f1 (k1)
=wi + rike = py1 (pe, ke) + y2(pe, ke) (77)
onde estamos utilizando (26). Levando a equagao (77) na restrigdo or¢camentdaria intertemporal

obtemos

iy — 0k,
T — Pty1 (Pt, kt) - ?JZ(Pt, k?t) (78)

—by = R*by + acas + it — y2(pe, ki) (79)

bt R bt + DtCit + acat + ’Lt + pt(zt — 5 Fkit)T (

onde estamos utilizando a condicao de factibilidade no mercado de bens domésticos. A equacao
(79) ilustra a decomposigao cléssica do déficit em conta corrente, que é igual a renda liquida
enviada ao exterior somada ao hiato de recursos, que por sua vez é igual ao excesso de absorcao
sobre produto no setor de bens comercializaveis.

Defino a variavel transferéncia liqguida de recursos ao exterior:

tl@t = Y2 (pt, kt) — acot — it (80)
Entao a equacao (79) pode ser reescrita como
i)t = R*bt — tlet (81)

Resolvendo esta equagao diferencial obtemos

by = / e Rt [y2(pe, ki) — acoy — i) dt (82)
t=0

onde estamos supondo auséncia de jogo de Ponzi. Isto é, a divida externa inicial deve ser igual
ao valor presente liquido das transferéncias liquidas ao exterior futuras. A taxa de desconto
deve ser modificada de modo a levar em conta o fato de estarmos trabalhando com variaveis
normalizadas por trabalhador efetivo.

Note-se que, utilizando

(28) : yau(pe, k) = Za(pe) ke — Wa(pe)

L\ Ve
(49) : z‘t:[<%bp ) + 6FF
t

(71): aco = )\6‘714871(1 — ) 71(pt)
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podemos reescrever (79) da seguinte forma

) . - B . _ 1\ V¢
= b = R'b + X\ A7 1(1 —¥)%j1(pe) + <Qt ) + 6FF — Zo(pe) | ke + Wal(pr) (83)

Podemos também combinar as equagoes (28), (49), (71) e (82) para relacionar A\g com a
renda permanente do agente representativo, conforme abaixo.

by = / e ya(pe, ke) — acoy — ¢ dt
=0

o= [ o k) 57 A5 () ) — ]
t=0

o0
eR*tjl(pt)dt—/ e Tl dt

=by = / e ya(pr, ke )dt — NG AGTHL - 7)6/
o =0

t=0

:>/\5”A8_1(1 — 7)5/ e*R*tjl (p)dt = / e*R*t[yg(pt, k) — i¢]dt — by
t=0

t=0
S -1 00
7 = |ag = [ e iaar] {7 e k) - il - )
t

t=0 =0

° o —1\'¢
=X\ = ¢61 {/ Oe_Rt (Zz(pt) - <thpt ) —|-5EF> ky — WQ(Pt)] dt—bo}
t—

onde

w= 450 [ e pal (34)
t=0
Logo, temos
)\0 = Ao(bo,Ao) (85)
(86)
e
& >0 (87)
bo

2.6 Definigcao do Equilibrio

Um equilibrio competitivo nesta economia é definido como trajetérias consumo, capital, divida
externa, alocagoes setoriais de fatores de produgao, {ci¢, car, ki, by, k1t kot, L, lgt}te[(), 50)1 € Pregos,
{re, wy, pt}te[o, o0)’ tais que o agente representativo maximiza sua utilidade dadas suas condicoes
iniciais, kg e by, e tomando como dada a trajetoria de precos, {rt,wt,pt}te[om); as firmas
maximizem seus lucros tomando como dada a trajetéria de pregos, {r:,wy, pt}te[o,oo)3 e as
condicoes de factibilidade sejam validas, incluindo a igualdade entre oferta e demanda de bens
nao-comercializédveis em cada periodo e a restrigdo orgamentéria intertemporal (isto é, o valor
presente das transferéncias liquidas ao exterior seja igual ao valor inicial da divida externa).
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2.7 Estado estacionario e estatica comparativa

Iniciamos a caracterizacao do estado estacionario através das condicoes de equilibrio para o
problema das firmas. Podemos calcular £5° utilizando o fato de que, em estado estacionario, o
produto marginal do capital no setor de bens comercializaveis liquido da depreciagao deve ser
igual a taxa de juros internacional:

Jh0) = 6 =1 = ag(k5*) T =5 = 1"

5 ag—1
kg = [T i ] - (8)
a2
Podemos entao calcular o salario de estado estaciondrio através da equagao (9):
wSS — a(l o aQ)(kSS)OLQ
6 o 1
=w* =a(l — a9) [T i ] . (89)
a2

Entao, com w*® conhecido, podemos expressar p*® em funcao de k1°® utilizando a equagao
(8):
wSS — (1 _ al)pSS(kSS)Oll

1— 5]
s = a2 [ gy (90)

Levando (90) em (6) obtemos:

pss]c{(ki%) _ (S — T*
:pssal(ki%’)al—l _ 5= 7‘*

ag
1- g §| eI _ _
S [ . ] T (k)™ =0 40
lll-aif oy agilkss_ 1
aayl—ag|r*+0 1 r* 40
a2
l—ap [ 1 '@t
=SS — 1 ‘12
LT ety Ty a1 [r* + (5}
9 ag—1—a2
e (e%) 1 az—1
=k3° = 2
! a1y 1—og [r* + 5}
21—y, 1
=k = acya, ™ s [ 4 0] 2T
as 1l — as _1
=SS — 1 az * 4§21
= acog 22 g g
ar 1—ay 1
=k = 2 [p* 4 §laz-1
i al_a1 o ay 2 [r* 4 0]
5 ag—1
i [0 o
=ki® = a—k: (92)

72
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Levando (91) em (90) obtemos:

o 1 —Q
Ny 1_a2(r*+5>a231 m[r*+5]a2-1 '
P =a a—

1—oq a0 2 e}

o = gl 102 <”2) 1 (7' +‘5> = (93)
1—o1 \m o9
1 1— (6] 72 “ (kSS)az (%1
=p¥=a NM—2 <> -
1 —ap \m 2

Agora vamos encontrar o valor de estado estaciondrio para o prego-sombra do investimento.
Da equagao que descreve a dinamica do preco do capital (equacao (47)) temos:

ss (&+1)/¢
0= Rq* + 68F — |pss 1 p—S ss<q 1) ]

1+ £p bpss

Lembrando que 1% = f(k§°) = r*+ 0 fica evidente que ¢ = 1 constitui um ponto de repouso
para o preco-sombra do capital. Observando a lei de movimento do capital, concluimos que
g =1 é compativel com k = 0. Portanto, ¢* = 1.

Finalmente, o capital agregado por trabalhador efetivo de estado estacionario, k**, serd cal-
culado de modo que a condicao de factibilidade no mercado de bens domésticos seja respeitada.
Isto é, k*° deve ser tal que a oferta de bens domésticos se iguale ao consumo de bens domésticos
acrescido do custo de instalacao do investimento, conforme previsto pela equacao (74).

(73) . CTS(pss7 )\O) + kss¢(qss7pSS)T[¢(qss7p55)] =y (pss7 kss)
£+1
€ b qss —11 ¢
)\—O'Ao'—l l . ss eSS
=Ag Ag <pss> Jl(p)+1+€ {bp“]

— Wl(pss) _ Zl(pSS)kSS

41
b qss _ 1 e B . ’)/ £ .
| (5) T o] s wer - () o
€
o W0 2745 () )
= e
Z1(p*s)
0 1 aa171 Q ay—1 1 5 o—¢
e A2 (ﬁp) =t/ (Q%p> = A7AD <pl-> (e () e+ (1= )7] =
- a1—1
aal_l (9] @ lfa
77;—77177(1%1 (Qifpss) o
akssa?171 arp [ W -l — 5
55 — 2 ne—m 1 \a 1
= - & -1 _Nar—1
1 a1 (@
m2—mi ' (m)
akss (mw)*1 cSS
= kSS — 2 mpo—mo 1
o (mo)*1
N2Ww—"10

akss — fss
ss _ ss _ ssV2 1
=k% = ak‘2 Cq (kfs)al
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onde estamos utilizando as equagoes (11) e (14). Note que k*¢ é condicionado pelo indice de
renda permanente, A\g. Um choque positivo de renda permanente (isto é, uma reducao de A,
com consequente aumento de ¢{*) eleva o consumo de londo prazo dos 2 bens e, por consequéncia,
reduz k°°. Isto ocorre porque a elevacao do consumo de longo prazo do bem doméstico tem que
ser acompanhada por uma elevacdo equivalente de sua oferta de longo prazo, o que s6 pode
ocorrer através de um processo de desacumulacao de capital, uma vez que o setor produtor de
bens domésticos é trabalho-intensivo, o que pode ser visto pela (24).

)
0k lp

Repare que, pela equagao (85) temos (?97?;\3 > 0, de modo que

(24): 20@0&120&2

8k88
0bg

Ou seja, quanto mais endividada uma economia inicia a dinamica de transi¢ao, menor sera
sua trajetéria de consumo e maior serd sua razao capital / trabalho de longo prazo, de modo a
viabilizar uma transferéncia liquida de recursos para o exterior maior, sob a forma de exportagoes
liquidas de bens comercializaveis.

Em caso de um choque positivo de produtividade relativa do setor de bens comercializaveis
(elevacao de a) terfamos efeito similar. Observando as equagoes (88) , (91) e (93), temos

>0 (95)

19

1
[ 40)mT Ok
(88): k3 :[ - ] = aé =0 (96)
6k88
(92) : kisza%k?: 5 >0 (97)
1-a A g\t gp
. ss _ l—aq 2 @ p
(93): p*=a o <771> < - ) = 90 >0 (98)

Isto é, em caso de elevacao da produtividade relativa do setor de bens comercializaveis, o
cambio de equilibrio de longo prazo se aprecia e a razao capital / produto de longo prazo no
setor de servigos se eleva. Ja a razao capital / produto no setor de bens comercializaveis se
mantém a mesma, dado que ela estd determinada pela condicao de nao-arbitragem de taxas de
juros entre a economia doméstica e o resto do mundo.

No caso da razao / capital produto agregada de longo prazo temos

SS

(94) 1 K* = ak§® — ak$® L + ¢ (k5*) 1

(ki*)
ocss s$S\ov Ss S$S\ov1— Okss
;‘@:k“—k” o — aks® e (k7)1 — effaq (kf*) M 1 5L
Oa 2 2 (kfs)oq 2 (kfs)2al
t” (osyi- oy OK
— (k5 a1 SS(1 — LS5y~
+8a(1) + %( o) (E$%) o
SS — —€ ocss ss ss\a os ssvor— ks’
i 58 ss ss |:02 (%pt> M 6; 8ga :| (kl ) oA al(kl ) ! 187(11
% = kQ (1 — ll ) - akQ (kfs)2al
55 1—7 Ot op*® ss\1—a ss s8\—a ok$®
HE ( Y pt) T 8]1) 8@](k1 )T (1 — an) (K5) 187;

(99)

19Repare que um choque positivo de termos de troca pode ser visto como um caso particular de choque positivo
de produtividade relativa do setor de bens tradables.
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onde estamos utilizando o fato de que ¢i* = y7*, yi* = I7°(k7®)*! e a equacao (54). Logo, em
condigoes normais, teriamos a primeira e a tltima parcelas de (99) positivas. Vamos agora

avaliar %:
P

€ £
(67): c1=X"A5! (Z) [vepl_s + (1 —7)°]

S0 _ g ('Y)E_l (—1> [P+ (1= 7))
(9p 0 0 p p2
€
o a0—10 — € _ g=c_ _
+ Mg 7 AF 1»3*1 <;> P T+ A=) [ —e)yp ]
o= () () () v va ™
>——=—¢( -+ — ) A4 = e 4 (1 —)f] =t
Op p p2 )0 0 D [7 ( 7”

c—e (1—e)npe o qo-1 (V) [,ys 1-¢ =
e—1ypl=s (1 -7 °°

oc € 1 c—e (1—e)p=©
JOa () <> o+ (17 L
op v) \p e-1yple+ (11—

3 [(6) ; T ]
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Isto é, o sinal de agf: também é ambiguo a principio, a depender dos valores de o e €.

No Anexo 5.3 mostramos que % > 0, e na calibracdo obtemos, durante a dinamica de

transicao, p > 0, ¢; > 0 e é3 > 0. Note-se que, pela equacao (54), temos

cit 1—y 1°°
(54): —=a be
Cat Y

Entao, temos um trade off classico entre efeito renda e efeito substituicao. Este ultimo se
manifesta no fato de que, para um dado nivel de a, um aumento de p deve diminuir a razao
c1t/c2. No entanto, uma elevagao de a produz efeito contrario, elevando a renda permanente
e estimulando o consumo de ambos os bens. O procedimento de calibragao sugere que, para
valores razoaveis de parametros, temos

Ok et

ocs?
Oa <0, Oa

da

> 0, >0 (101)

2.8 Dinamica consolidada e método numérico

A dinamica do modelo pode ser caracterizada a partir das condicoes iniciais kg, qo, bo, Ao, Lg €
Ay, pela condicao de transversalidade (equacdo (42)) e pelo sistema de equagoes:
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b= (50) "k )

1\ (E+1)/¢
= R*q 4 0%F — [7‘1& + blgfgpt (qlt)ptl) ] (47)

L=p+g—r* (40)

. Ve
be = R*by + Ag 7 AT (1 = )% (pe) + [(q}iptl) + 05 — Zo(pi) | i+ Walpe)  (83)

el
A TAg! <plt> J1(pe) + 1+§k {q{,;tl} S =Walp) — Zi(pe)ke  (74)

onde
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(32): Wa(p) =aim (le> m Z5(p)

O modelo possui duas varidveis de estado, k e b. Para ko < k*%, tem-se ¢ < 0 e gop > 1 para
valores razoaveis de parametros. Mostra-se na secdo 5.2 que o modelo possui estabilidade de
sela, de modo que dado um ko, a trajetoria convergente estd associada a um unico go. Mostra-se
também que % >0e 2 > 0. Como temos k > 0 e ¢ <0, o sinal de p > 0 seria ambiguo a
principio, porém na cahbra(;ao obtemos p > 0 ao longo da dinamica de transicao.

A equagao (48) fornece a taxa de variagao relativa do capital em fungao do prego-sombra
do capital e do prego relativo do bem doméstico: ky = kt(k:t,pt,qt) A dependéncia da taxa
de variacao do capital em relagdo ao cambio é uma consequéncia direta da hipétese de que o
dispéndio com o custo de instalacao do capital se dd4 em bens domésticos.

J& a equagdo (47) fornece a taxa de variacdo do preco-sombra do investimento: ¢ =
Gt (pe(keyqr), g, me(pe(key q1))). A equagdo (74) fornece o prego relativo do bem doméstico através
da condigao de equilibrio do mercado de bens domésticos: p; = pi(kt, qr)-

Repare que, pela equacao (85), o valor inicial da a da utilidade marginal do consumo estd
fixado em fungao do passivo externo liquido inicial, Ay = Ao(bp, Ag), e sua dinamica é dada
em funcao dos parametros do modelo, A = (p,g,7*, \¢), sendo completamente independente do
resto do sistema. Além disso, a taxa de juros internacional estd dada pela equacao

1
(228): 1 =p+—g
o
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de modo que A < 0 desde que o < 1 e g > 0. Se g = 0 terfamos e = 0.

Finalmente, a dinAmica da divida externa é funcao das demais varidveis do modelo: b, =
bt(kt,qt,bt, pt, o). Repare que tanto ky quanto ¢; independem de by, isto é, a dinamica da
divida externa nao afeta, embora seja afetada, pelas dinamicas das demais varidveis do modelo.
Note também que nao hé restricao para o valor terminal da divida externa, isto é, nao ha
expressao fechada para b*°, ao contrario do que ocorre quando se introduz geracoes sobrepostas,
conforme sera visto no proximo capitulo. Com agente representativo, b*° sera resultado de by,
que determina Ao, e da dinamica de transicao.

A solucao numérica do modelo foi obtida através de um método que segue uma logica de
forward shooting, confome descrito a seguir. Inicialmente, determina-se condigoes iniciais para o
capital e para a divida externa: kg e by. Como o valor de Ao compativel com a solvéncia externa
da economia é desconhecido, chuta-se A\g. Dados kg, by, Ag, chuta-se qg e roda-se o sistema para
frente utilizando-se o método de Euler?” até k; alcancar k*°. Caso seja observado um excesso de
acumulagao de capital (isto ¢, caso k tenha chegado em k*° antes de ¢ chegar em ¢*%), recalibra-
se o chute de gy para baixo. Caso contrario, recalibra-se o chute de qg para cima. Se k e ¢
alcangarem seus valores terminais simultaneamente (dentro de uma margem de tolerancia pré-
determinada), interpreta-se que encontrou-se a direcao da sela. Checa-se, entao, se a restrigao
orcamentaria intertemporal foi satisfeita. Em caso de excesso / falta de consumo, recalibra-se
Ao para cima / baixo e repete-se o procedimento.

20Ver, por exemplo, Judd (1998).
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3 Capitulo 2: geracoes sobrepostas e previdéncia

Neste capitulo introduzimos geracoes sobrepostas e sistema previdenciario no modelo desen-
volvido no Capitulo 1. Seguindo Blanchard (1985), trabalhamos com o modelo de juventude
perpétua, onde os individuos possuem probabilidade de morte constante, v. Esta hipétese des-
vincula da idade a expectativa de sobrevida e a propensao marginal a consumir de cada individuo,
facilitando imensamente o trabalho de agregacdo do modelo. Cada geragao é composta por um
continuo de agentes, de modo que o tamanho de cada geracao decai de forma nao-estocéstica a
taxa equivalente a probabilidade de morte, embora exista incerteza em relagao ao tempo de vida
do ponto de vista individual. O problema do individuo é anilogo ao do agente representativo
utilizado no capitulo anterior, as principais diferencas sendo a taxa efetiva a que o individuo
desconta o futuro, agora igual a p + v, e o tratamento dado as redistribuicoes de ativos entre
individuos em decorréncia da possibilidade de morte.

A incerteza quanto ao tempo de vida poderia motivar os individuos a realizarem poupanca
precaucionaria, de modo que herancas nao-intencionais poderiam ocorrer, mesmo que as pre-
feréncias nao considerem altruismo em relacao a prole. Para evitar este problema supomos a
existéncia de mercados de seguros competitivos e com livre entrada. Como trabalhamos com
um continuo de agentes, seguros podem ser oferecidos sem risco. Cada individuo pode pagar /
receber um determinado valor para / da seguradora contingente a sua morte. Em equilibrio, os
individuos escolherao contratar seguro recebendo uma anuidade em troca de ceder seus créditos
com o resto do mundo as seguradoras em caso de morte. Logo, se o individuo é credor em relacao
ao resto do mundo, ele recebe rendimentos sobre esses ativos equivalentes a taxa de juros inter-
nacional acrescida da probabilidade de morte, r* + v. Caso o individuo seja devedor em relagao
ao resto do mundo, supomos que a taxa a que a divida externa serd remunerada serda a mesma.
Interpretamos que o individuo localizado no resto do mundo tem acesso a mesma remuneragao
que o individuo localizado na economia doméstica, de modo que ele sé aceitara comprar titulos
da economia doméstica se a remuneracao recebida for nao-inferior a seu custo de oportunidade.

No caso do capital fisico aplicamos um tratamento diferente. Supomos que o capital fisico de
propriedade dos individuos mortos ¢é redistribuido igualmente entre as geragoes vivas, de modo
que a taxa de decaimento do estoque de capital individual, na auséncia de investimento, se
torna igual & taxa de depreciagao liquida da probabilidade de morte, § — v. Essas hipdteses sao
suficientes para que as redistribuigoes de ativos na economia, em decorréncia da possibilidade
de morte, sejam neutras do ponto de vista agregado?!.

Introduzimos sistema de previdéncia no modelo da seguinte maneira. Também seguindo
Blanchard (1985), supomos que a produtividade do trabalho do individuo decai & uma taxa
constante e igual a . Isto é, a fracao da renda do trabalho agregada gerada por determinado
individuo cai a medida que este se torna mais velho. A novidade, entretanto, é que permitimos
que a renda de fato recebida pelo individuo decaia a uma taxa potencialmente diferente, «,
em consequéncia da existéncia de sistema previdencidrio. Se o sistema previdencidrio atua na
direcao de suavizar a renda individual, entao temos o < . Logo, é de se esperar que exista
uma relagao direta entre o gasto previdenciario e 8 — «. Note-se que o sistema de previdéncia
nao é explicitamente modelado como um mecanismo onde individuos escolhem acumular ativos
de modo a gerar um nivel 6timo de suavizacao de consumo ao longo da vida. Ao contrario, ele é
visto como uma instituicao exdgena, que o individuo considera como dada ao fazer suas escolhas
de consumo e investimento. A ideia é gerar um modelo tedrico capaz de analisar o problema em
tela ao menor custo possivel em termos de complexidade analitica.

Conforme demonstrado em Blanchard (1985), a possibilidade de morte e o dacaimento da
renda individual ao longo da vida produzem efeitos opostos sobre o equilibrio de longo prazo
da economia. Enquanto a primeira atua no sentido de elevar a taxa de desconto do individuo,

2Tsto é, no modelo agregado, as leis de movimento do capital e da divida serdo idénticas as do modelo de agente
representativo.
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reduzindo o nivel de riqueza e aumento da taxa de juros de longo prazo, o segundo atua na direcao
de elevar o estimulo a poupanca, aumentando a riqueza e reduzindo a taxa de juros de longo
prazo. Portanto, a introdugao do sistema previdencidrio nos moldes aqui apresentados permite
mensurar a relagao entre o gasto previdenciario e o equilibrio de longo prazo da economia.

O lado da oferta do modelo é idéntico ao apresentado no Capitulo 1: dois setores com
tecnologia de producao Cobb-Douglas, um produzindo o bem doméstico e outro produzindo o
bem comercializavel. As preferéncias de cada individuo sao idénticas as do agente representa-
tivo. A préxima secao detalha a estrutura demogréfica e o sistema previdenciario da economia.
Em seguida, resolvemos o problema do individuo, agregamos o modelo, calculamos a dinamica
agregada e o estado estacionario.

3.1 Condigoes Iniciais, Demografia, Ciclo de Vida e Sistema Previdenciario

As condigGes iniciais da economia sao definidas em um instante inicial {5 > —oo, no qual a
populagao ¢ igual a Ny, o capital fisico agregado inicial é Ky, e a divida externa agregada inicial
é Bto-

Como o objetivo do trabalho nao é estudar a dindmica da distribuicao de riqueza, nao
especificamos a distribuicao inicial de capital e divida externa. Isto é, dados nossos objetivos,
é suficiente dizer que existem vetores de capital e divida externa por geracao, {k(s,to)}sec Ny ©

{b(sa tO)}seNtO , tal que

to
N(s,to)k(s,to)ds = Ky,
_tzo
N (s,t0)b(s,to)ds = By, (102)

onde N(s,t) é a quantidade de individuos que nasceram no instante s e se encontram vivos no
instante ¢, ao passo que k(s,t) e b(s,t) sdo, respectivamente, o capital fisico e a divida externa
observados no instante ¢ associados a geragao nascida no instante s.

Em cada instante s > ¢y nascem Ntoe”(s_to) individuos, onde n é a taxa de crescimento do
numero de nascimentos e Nto ¢ o numero de nascimentos do instante inicial. Os individuos en-
frentam uma probabilidade de morte igual a v. Entao, a quantidade de individuos que nasceram
no instante s > tg e se encontram vivos no instante ¢t > s é dada por

N(S, t) — Ntoen(sfto)fv(tfs)
= N(s,t) = Ntoe”(s—to)—v(t—S)Jrnt—nt
= N(s,t) = Ny ent=to)g=(nFv)(t=s)
= N(s,t) = Nye  ("F0)(=9) (103)

onde Ny = Ny, e™(t=10) & o ntimero de nascimentos no instante ¢ > to.
As geragoes nascidas a partir de g iniciam suas trajetérias sem capital e divida externa, isto

k(s,s) =0,
b(s,s) =0, s>t

A quantidade de individuos com idade nao superior a s no instante ¢ > s é dada por
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t
Fls,t) = / N(s,t)ds’
t ~ !
=F(s,t) :/ Nte—(n+v)(t—s)d8/

~ t /
:>F(S,t) _ e—(n-i—v)tNt/ e(n—‘rv)s ds’

I
e(n—i—v)s’ s=t

=F(s,t) = e”"TVIN,

n+v
s'=s

T [e(n—l—v)t _ e(n—i—v)s}
n v

= F(s,t) = Nyyet=t) [1 - e—<"+v>(t—8>} (104)

onde estamos adotando a normalizagao

Ni, = (n+v)Ny, (105)

No instante inicial, em particular, temos

F(s,t)) = Ny [1 - e—(“+v>(t0—$>] (106)

Note-se que %F(s,to) = —(n 4+ v)Ny, [e*(’”r“)(to*s)], onde o valor absoluto de %F(s,to)
corresponde & medida da populacao com idade entre s e s 4+ ds no instante inicial.
A populacao no instante t é dada por

t
Nt:/ N(s,t)ds
_tzo

¢
= N; = N(s,t)ds+ | N(s,t)ds

—00 to

t
= N, = Nyye 010 4 [ N(s,t)ds
to
t
= N; = Ntoefv(t*to) + N, | e (t0)t=s) g

to
s=t
= N, = Ntoe—u(t—to) +(n+ U)Ntoen(t—to) 6(7:—?:‘9)
= N; = Nye V(=10 4 N en(t=to)[] — g~ (n+v)(t—to)] o
S N} = Ny [e010) 4 gnlt=to)[] _ g=(mto)(i=to)]
S IV = Nigle™710) 4 gnlt—to) _ g=vlo—to)]
= N, = Ntoe"(t_to) (107)

Isto é, a taxa de crescimento da populacao agregada é igual a taxa de crescimento do ntimero
de nascimentos, implicando numa taxa de natalidade constante e igual a n + v. Ou seja, dado
que em cada instante a populacao agregada cresce a taxa n e morre a taxa v, a razao entre o
numero de nascimentos e a pupulacao agregada tem de ser igual a n + v.
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Supoe-se uma queda da capacidade laboral de cada individuo a taxa 3, de modo que o salario
do individuo pertencente a geracao s no instante t > s é dado por

w(s,t) = X} e P9 Ay,
= w(s,t) = Ay, X} eIt0)=B0=s)y, (108)
onde A; = Atoeg(t_to) ¢é a produtividade total dos fatores, g é a taxa de progresso tecnolégico,
Ajw; é o salario médio e wy é o saldrio em unidades eficientes no instante ¢.

O termo X} é definido de modo a gerar consisténcia entre os saldrios individuais e o saldrio
médio da economia. Isto é, dado que A;w; é o salario médio no instante ¢, temos

1 t
Aywy = / N(s,t)w(s,t)ds
Nt J_o

r rto t
= Ay = = N(s,t)w(s,t)ds + [ N(s,t)w(s, t)ds]
Nt LJ —c0 to
1 [ rto _ t
= Ay = A Nto e~ (nV)to=s)g=v(t=t0) (s f)ds + [ Nye FVIE3)yy (s, t)ds]
t L to
r t
= Ay = i N v(t— to)/ —(n+v)(to—s) (S, t)ds + Ntoen(tto)/ ef(nJrv)(tfs)w(s7 t)ds]
Nt tO
N t
= Ay = 7Xt Apwy [6 vit= to)/o e (n+v)(t0S)eﬂ(ts)ds—i—en(tto)/ 6("+U)(ts)e’8(t5)ds}
—00 to

t t
=>1=(n+ U)%th [e_y(t_to) / ’ e~ (V) (to—ttt—s) —p(t—s) gq | e”(t_to)/ e_(”+”+5)(t_5)ds]
t —00 to

t t
= 1= (n + U)LXlen(tfto) 0 e,(n+v+ﬁ)(tfs)d8 + ef(nJrUJrﬁ)(tfs)dS
Ntoe”(t—to) t PN to

¢
=1=(n+ ’U)th/ e~ (Mt HB)(t=9) g

—00

o~ (nrotB)(t-s)]*"
>1=mn+v)X} | ————
n+v+p
s=to
= 1= & 1
n+v+p
= X! = ntvtf (109)
n-+uv
Entao temos
w(s, 1) = "V TB =809 4.4,
n—+uv
(s, t) = Agg " UT B coti-to)-a-s)y, (110)

n+uv

A existéncia de um sistema previdenciario faz com que em cada instante a renda liquida
percebida pelo individuo seja igual a seu saldrio descontado (acrescido) de uma contribuigao
(beneficio) previdencidria(o), sendo dada por

w(s,t) = X2e™=3) A,
w(s,t) = Ay X2edltto)malt=s)y, (111)
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Como o papel do sistema previdenciario é suavizar a queda de renda ao longo da vida, impoe-
se a < . O beneficio previdenciario recebido pelo individuo pertencente a geracao s no instante
t é dado por

bp(57 t) = w(sa t) - w(s, t)
=bp(s,t) = the_’g(t_s)Atwt — Xfe_a(t_s)Atwt
=bp(s,t) = | X2e %) — the_ﬁ(t_s)} Apwy (112)
O termo X} ¢é definido de modo a gerar consisténcia atuarial para o sistema previdencidrio.

Para isso, impoe-se que, em cada instante t, a soma de beneficios e contribuicoes das diversas
geracoes seja nula:

0= /t N(s,t)bp(s,t)ds

to t
=0= N(s,t)bp(s,t)ds + | N(s,t)bp(s,t)ds
—00 t
to ’ t
=0= Nyye~(mFollto=s)g=v(t=to)py(s t)ds + | Nyem I pp (s, t)ds
—00 to
~ to 5 t
=0 = Ntoe—v(t—to) / e_(n+v)(t0_t+t_s)bp(8, t)dS + Ntoen(t—to) / e—(n-&-v)(t—s)bp(s7 t)ds
—0o0 to
t, t
=0 = Ntoe—v(t—to)e—(n—l—v)(to—t) / 0 6_(n+v)(t—s)bp(s’ t)ds + Ntoen(t—to) / 6_(n+v)(t_s)bp(8, t)ds
—00 to

_ to t
=0 = Ny, entt) {/ e~ (=) (s 1) ds —i—/ e("+v)(t3)bp(s,t)ds]

to

_ t
=0 = Ntoen(t_tO)Atwt [/

—00

e—(n—l—v)(t—s) [Xth—a(t—s) o the_ﬁ(t_s)}d8:|

t t
thZ/ e*(n+’u+a)(tfs)d8 _ th / e*(n+v+ﬁ)(t*s)d8

—00 —0o0
o—(ntvta)(t—s) """ o~ (o) (t—5) ="
Ly | g e
n+v+a« n+v+p
s=—00 s=—00
x; X
= =
n+v+a n+v+p
:>Xt2 — thw
n+v+p
= X2 = W (113)
n+uv
Entao temos
n+v
w(s,t) = Ato%eg(t_“)_“(t_s)wt (114)

O beneficio previdenciario recebido pelo individuo pertencente & geracdo s no instante t é
dado por
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b (s, =w(s,t) —w(s,t)
=bp(s,t) = [Xfe_o‘(t ) — X} e BP9 A,
bp(s, 1) = [“ VA s We—w—s)] Ay, (115)
n+v n+v

Note-se que, como a < 3, temos X2 < X', de modo que, inicialmente, temos w(s,t) <
w(s,t). Isto é, a condicao de factibilidade do sistema previdencidrio faz com que a suavizagao do
consumo ao longo da vida ocorra as custas de rendimentos menores no periodo pré-aposentadoria.
Até determinada idade a geragdo s apresentard bp(s,t) < 0, recebendo rendimento inferior a
sua produtividade. Interpreta-se que, neste perido, esta geragdo estd no periodo contributivo.
Quando bp(s,t) > 0, a gerac@o s recebe rendimentos maiores que sua produtividade. Interpreta-
se que, neste perido, esta geragao estd aposentada. Consequentemente, a idade de aposentadoria
id é tal que bp(s, s+ id*) = 0.

3.2 Escolha individual

O individuo pertencente & geracao s escolhe consumo e investimento de modo a resolver o
seguinte problema:

max / e~ PHIE=S)y (O (ey (s, 1), ea(s, t))]dt
t=s

Pt = i(s,1) = (5 = v)k(s.1)

WD) — (% + 0)b(s, ) + prer (s, t) + ca(s,t) +i(s,t) + pefi(s,t) — (5 — v)k(s, )]z

—w(s,t) —rik(s,t)

s.t. ’U,[C(Cl(s, t)7 CQ(S, t))] C(Cl (s t%‘ 621(/80_15))1 1/o

Cler(s, ), ex(5,1)) = [1(er(s,1) T + (1= )(eals, ) T |7

b(s,s) e k(s,s) dados

onde p; é o preco do bem doméstico em unidades do bem comercializavel, x; é o custo de
instalagao do capital por unidade de investimento liquido, k(s,t) é o capital em ¢ do individuo
nascido em s, b(s,t) é a divida externa em ¢ do individuo nascido em s, i(s,t) é o investimento
em t do individuo nascido em s, ¢ (s,t) é o consumo do bem doméstico em ¢ do individuo nascido
em s, ca(s,t) é o consumo do bem comercializavel em ¢t do individuo nascido em s.

Entao, o problema do individuo pertencente a geragao s é maximizar o somatorio das uti-
lidades futuras descontadas a taxa p. A probabilidade de morte é levada em conta, com a
utilidade de cada instante ¢ sendo multiplicada por e~ ¢, a probabilidade do individuo nascido
em s estar vivo em ¢, gerando o fator de desconto ajustado e~ (P9t A funcéo utilidade é uma
CRRA, onde o é a elasticidade de substituigao intertemporal e C(ci(s,t),ca(s,t)) é um indice
que depende do consumo de cada um dos bens através de uma funcao que apresenta elasticidade
de substituicdo constante entre os bens, igual a €. A maximizacao é sujeita as seguintes res-
trigoes: (i) a lei de movimento do capital, que descreve a variacao do estoque de capital como o
excesso de investimento sobre a depreciacao do capital liquida da probabilidade de morte, (ii) a
restricao orgamentaria intertemporal, que descreve a variagao da divida externa como o excesso
de absorgao sobre a renda individual, (iii) os valores iniciais para divida externa e estoque de
capital.
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3.2.1 Condigoes de otimalidade

Montando a funcao auxiliar de Hamilton em valor presente:

H(s,t) = e P09 fu[Cler(s, 1), eals, )] + Als, t)als, ) [i(s, t) — (5 = v)k(s,t)]

—A(s, 1) [(T +v)b(s,t) + peei(s,t) + ca(s,t) +i(s,t) + pefic — (0 —v)k(s, t)]z — w(s, t) — rek(s, t)]}
(116)

Var. de estado: k(s,t),b(s,t).

Var. de controle: ¢1(s,t),ca(s,t),i(s,t).

Var. de coestado: —A(s,t), \(s,t)q(s,t).

Aplicando o Principio do Méximo obtemos as seguintes condigOes necessarias para a tra-
jetoria otima:

[Cl] N Hq =0
= Uy (s,t) [C(Cl(sv t)v 02(37 t))] = )‘(57 t)pt

= C(Cl (5’ t)7 02(87 t))_l/ac(cl(sv t)a 62(57 t))1/67(61(57 t))_% = )‘(87 t)pt (117)
[co]: He =0
= Ue,, [C(c1(s,t), ca(s, t))] = A(s, t)
= Cle1(s,t), ca(s, 1)) ™7C(cr(s, 1), eals, 1)) VE(1 — ) (ca(s, 1)) "= = A(s, 1) (118)
= —A(s,t) [1 + pexe] + A(s, t)q(s,t) =0
= 1+ pry = q(s,t) (119)
B Hy— _% e (or)t=9) 5 (5. 1)
L R\ (5 ) (1 + 1) = —(p + V)~ PHIEI N (5. 1) + e—(p+v)<t—s><9A((3)8tvt)
. B OA(s,t) 1
= —(r"+v)=—(p+v)+ ot As.)
~ méi’t) — s, 8)(p— 1) (120)
K] : Hy= —% [ TEN (s, £)q(s, )
= —e(PFIE=) \(5 1) {—(6 — v)pras — 74 + q(s,1) (6 —v)}
[ p+v)e” PTIETIN(s g (s, 1) + e~ PTIE) (mg’ t)q(s,t) + A(s, 1) 8q§;’ t)ﬂ
= (0~ o) = e a0 = ) = (o o)a(ont) + P (o) + P
= (0~ V)prr 4l D0 —v) = ~(p+ v)als, 1) + (p— gl 1) + 2L
= —(6—V)[g(s,t) — 1] — e +qls,0)(6 —v) = —(r* +v)g(s,t) + 8q§;’ )
= D gt t) — [ v - (121)

As equagoes (117) e (118) afirmam apenas que, ao longo da trajetéria étima, a utilidade
marginal e o prego-sombra do consumo devem ser iguais. A equagao (119) estabelece a relagao
entre o custo de instalacdo do capital e o prego-sombra do capital. A equagao (120) determina
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a taxa de variacao da utilidade marginal do consumo. A equagao (121) é a equagao de Euler do
modelo, estabecendo a relagao entre o prego-sombra do capital e a produtividade marginal do
capital.

Finalmente, temos ainda que impor as seguintes condicoes de transversalidade:

tlim e~ PHIE=S) g (5 1)k (s,t) = 0 (122)
—00

im e~ (" Hv)(t—s) —
th_gloe b(s,t) =0 (123)

3.2.2 Funcao consumo individual

A derivagao das expressoes para o consumo individual dos dois bens é analoga ao procedimento
realizado na se¢ao 2.3.4, de modo que julgamos desnecessario reproduzir todo o algebrismo
novamente. Nos limitamos a dizer que, partindo de (117) e (118), chegamos a

a(s.0) = A7 (1) o) (124)
ca(s,t) = Als, )77 (1 = )" j1(pe) (125)
D(s,t) = picr(s,t) + ca(s, t) = A(s,t) "7 ja(pe) (126)

onde D(s,t) é o dispéndio com consumo da geracdo s no instante ¢ e

(68):  ji(pe) = [vopr S+ (1 —7)]"
(69 galpe) = [Pl (1)

3.2.3 Restricao or¢camentaria intertemporal individual

Ob(s,t)

T (r* +v)b(s,t) + D(s,t) + I(s,t) —w(s,t) — rik(s,t)

onde I(s,t) =i(s,t) +pifi(s,t) — (0 —v)k(s,t)]x; é o dispéndio com investimento da geracao
s no instante ¢ bruto do custo de instalacao do capital.
Utilizando a equacao (119) temos também que

q(s, )[i(s,t) = (0 —v)k(s,t)] = [1 + prae] [i(s, 1) — (6 — v)k(s, )]
=i(s,t) — (0 — v)k(s,t) + praeli(s,t) — (0 — v)k(s, )]
= I(s,t) — (6 —v)k(s,t)
= I(s,t) = q(s,t)[i(s,t) — (§ —v)k(s,t)] + (§ — v)k(s, 1)

Entao a restricao orcamentéria individual pode ser expressa como
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Ob(s,t)

ot = (T* + U)b(S,t) + )‘(5’ t)_0j2(pt) - w(’S?t) - Ttk(svt)

+q(s,t)[i(s,t) — (0 —v)k(s,t)] + (0 — v)k(s, 1)
abi‘;{/t ) (" +v)b(s, t) + (s, ") " Ta(pr) — w(s, ') — rvk(s, 1)
+q(s,t)]i(s,t') — (6 — v)k(s,t")] + (6 — v)k(s, 1)

:>e—(7“*+y)(t’—t) abgstvltl) o (’I"* + ’U)b(s,t/):| =
eI N (5, 8) o pr) — w(s, t') — r(E)k(s,t) + q(s,)[i(s, ') — (5 — v)k(s, )] + (5 — v)k(s,1)]

= e, )] = O [, )70 Dy ) — (s, )

—r(t)k(s, t') + q(s,t)i(s,t) — (0 = v)k(s, )] + (6 — v)k(s,1)]

onde estou utilizando o fator de integracao e~ (")’ =1) ¢ o fato de que A(s, ') = (s, t)eP~7IE =) =
A(s, )77 = A(s,t) "7~ (p=m )= Integrando entre [t, T], utilizando a equacdo (121) e a lei de

movimento de capital obtemos

T T
e—(r*—i—u)(T—t)b(S’ T) o b(S, t) — )\(57 t)—o— / 6_[T*+U+U(p—r*)](t/_t)j2 (pt/)dt/ N / 6—(7~*-|-v)(t/_t)w(s7 t/)dt/
t t

ot’

T / T
+/ 6_“**“)“'_%(8,t’)akf;t’,t i + (6 — u)/ e~ T (s 4t
t t

T T
=e TIN5 T) — b(s, t) = )\(s,t)"/ e*[”JrU*(l*")(r*7p)](t/*t)j2(pt/)dt’ - / e*(’"”r”)(t/*t)w(s,t’)dt'
t t

T t T /
+/ e(r*%)(t/t)Q(S,t/)aké, )y +/ e~ (MHVE =) [&I(;t’,t) —(r" —I—U)Q(s,t/)] k(s,t")dt'
t t
(127)

T /
_ / (o) (¢ 1) [_&I(Sat) (7 +0)g(s, ) + 5 — U} k(s, t')dt
t

onde estou utilizando o fato de que

(p—r")=r"+v+alp—r)+(p—1")—(p—17)
=ritutolp—r)=r'+u+(c-L(p—r)+(p—7)
7’*+v+0(p ) =p+v+(c—-1)(p—r")
r"+uvtolp—r)=p+tv+(1—-0o)(r—p) (128)

Repare que as ultimas 2 parcelas de (127) podem ser expressas como

+u+o(p—r

o0 / /
[ g,y PR B s, ) = (oot k(o)
t

— /too e—(r*+v)(t'—t) |:88t’ [q(s t )k(s,t/)] — (7“* + U)q(s,t’)k(s,t/)] dt’

- / % [, ¢ g, )|
t

= lim e~ "TITNg(s TVk(s, T) — q(s, t)k(s,t) = —q(s, t)k(s, t) (129)

T—o00
onde estamos utilizando a condi¢do de transversalidade (122) e supondo r* > p?2. Entao,

*2Caso r* < p precisarfamos trocar p por r* em (122).
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levando (129) em (127), tomando 7" — oo, utilizando a condigao de auséncia de jogo de Ponzi e
definindo

= [T e I (130)

h(s,t) = ooe*<r*+v><t’*t>w(s,t’)dt' (131)

a(s,t) = q(ts, )k(s,t) — b(s,t) (132)
obtemos

—b(s,t) = A(s, )77 e~ ot (=)0 =pIE=0) o (py)dt' — h(s,t) — q(s, t)k(s,t)
t

=A(5,t)77 = jg; [h(s,t) + a(s, t)] (133)

Repare que, quando o — 1, temos ja(p) — 1 e jgtl —p+v+(1—0)(r*—p).
Derivando (133) em relagao ao tempo devemos obter a equacao (120). Vejamos:

& 7s 1)) = ;{j;[h@,w +als, )]}
= —0 (s, t)"igz: 2 = —%[h(s, t) +a(s, )] + ja; [h(s,t) + d(s,t)k(s,t) + q(s, t)k(s,t) — b(s,1)]
= —oA(s, t)_”}\(s’ b _ —j:ﬁ/\(s, 177 4z [h(s,t) 4+ d(s, 1)k (s, t) + q(s,t)k(s,t) — b(s, 1)]

A(S,t) J3t

Precisamos encontrar as derivadas de js; e h(s,t) em relagdo ao tempo. Utilizaremos a Regra
de Leibniz, segundo a qual, se f(z,0), a(0) e b(#) sao fungoes diferencidveis em relagao 6, entao

d " 8y b(0).0)-Lb(0 0.0 Laor+ [ Lz 00 1
0 L 0= 5000 500) 16,0 oo + [ G ow s
Entao temos:
d . d [ ot (o) (% — o) (¢ — _ o1
£]3t =2 t e~ lptv+(1—0)(r*—p)|(t'—1) [vaptll Sr(1- 7)6] =1 g
d . o1
Ao el =) (T—) [e 1e | (1 _ et
=—js = lim e ot =y ST
. -1
_ o~ lptvt(1=o)(r—p)](t—t) [V pie + (1 —~)] = %t
e d * ! L_l
n / 4 [6—[p+v+<1—o>(r oI [yepioe 4 (1 — 4] 5T ] gt
t

o—1 o—1

d . S B o1 B
= ds = lp+ v+ (1-o)(r —p)}/ e PP [aeple 4 (1 — )] = H dt — [ypy =+ (1 — )] =
t

=>ij3t =p+ov+(1- U)(T* — p)ljst — j2(pe)

dt
P g (L= o) — p) — 22LPY) (135)
J3t J3t

No caso de h(s,t) temos
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ah(s7t) _ 0 Ooe—(r*-‘rv)(t’—t)

5 = w(s,t')dt’
t
Oh(s,t) _ 1. _(rqu)(T—t) 9 () (t—t) 9 / O ) —t), o ] g
> = tlggoe w(s,T) pr (T)—e w(s,t) 5 (t) + . [e w(s,t")| dt
ah;’ b _ (r* 4 v) / e~ THIE=D (5 ¢V dt — w(s, t)
t
éah;’ D 4 0)h(s, ) — (s, ) (136)

Utilizando as equagoes (121), (135), (136), além das leis de movimento do capital e da divida,

obtemos

>

(Svt) _ j3t o - %
O = T i 0 )R, 1) — (s )

+[(r* +v)g(s,t) — (re +v = 0)]k(s,t) + q¢ [i(s, 1) — (0 —v)k(s,1)]
[ 4+ 0)b(5,8) + Ao B) o) — (5. 8) — (e + v — (s, ) + ali(5.8) — (8 — (s, )]}

—oA(s,t)7 7

>
~—

>
—

»

~~
S~—

o oA (s, 6)" (5, 0)7 4 (4 (s, ) + (7 + v)a(s, )k(s, 1)

A(s, t) J3t

=[(r* +v)b(s, t? + A(s,t) g2 (pe)] }
= —oA(s, t)"igz’ t; = —%)\(s, £+ j3 {7+ 0)[j3eA(s,0) 77 — a(s, 1))
+(7’ + U)[th(sj t) - b(37 t)] - )‘(87 t)_an(pt)}
= —oA(s, t)—aig’ 3 - —%)\(s, 77 + i {0 + 0) s (s, £) "7 — als, 1))
+(r* +v)a(s, t). — A5, )" j2(pe) }
:—wawtrﬂigjg——jzx<tr0+u*+v»@trv+zy{—M&w-%xmn
= —o\(s, t)"igz’ 2 = _gA(S’ )77 + A(s,t)° {7’* tou— jﬁtq
= —a)\(s,t)"igz’g = A(s,t)77 {— [p +v+(1—0o)(r* —p)— 2](3]?} +rf+v— Ziit)}
= o = =+ (L= 0) o))
= o3 = - (- 0)" - )
= Uigzzg =o(r*—p)

/'\(s,t) B .

Mot p—r (137)

Note-se que (137) coincide com (120).
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3.3 Agregacao
3.3.1 Agregacao do capital

O capital fisico agregado no instante ¢, K, é igual a soma dos capitais de todas as geragoes vivas
em t:

t
Kt:/ N(s,t)k(s,t)ds
,tzo

t

=K, = N(s,t)k(s,t)ds+ | N(s,t)k(s,t)ds
—0o0 t,
to ’ t
= ANk = N(s,t)k(s,t)ds + [ N(s,t)k(s,t)ds
—00 to

onde ky = K; /ANy é o capital normalizado por trabalhador eficiente. O 1° termo do lado
direito da expressao acima corresponde ao capital agregado, em ¢, associado as geracoes vivas
em to. J4 o 2° termo corresponde ao capital agregado, em t, das geragoes nascidas apds tg.
Temos entao

to t
Ay Niky = N(s,t)k(s,t)ds + | N(s,t)k(s,t)ds
—0o0 to
to t
= ANk = Ntoe*(’”r“)(to*s)e*“(tfto)k(s, t)ds + Ntef("Jr”)(t*S)k(s, t)ds
—00 to
- to - t
=A;Niky = Ntoe_“(t_to) / e_("+“)(t°_t+t_s)k(s,t)ds + Ntoe"(t_to) / e_("+v)(t_5)k(s,t)ds
—0o0 to

- to B t
= ANk, = Ntoe_v(t_to)e_(""‘“)(to_t) / e_("+“)(t_s)k(s,t)ds + Ntoen(t_to) / e_(”+v)(t_s)k(s,t)ds

—o0 to

B to t
=A; Nk = Ntoe"(t_to) [/ e_(”+“)(t_5)k:(s,t)ds —|—/ 6_(”+“)(t_5)k(s,t)ds]

to

_ t
:>AtNtk‘t == Ntoen(t—to) / 6_(n+v)(t_s)k(5, t)dS (138)

Alternativamente, temos

to - t
= A Nyky = eVt t0) / Ny e~ (0 C0=9) k(s t)ds + N, / e~ (M=) k(s ) ds

to
Ok(s,t)
ot

t
dt] ds + Ny [ e~ =9k (s t)ds

to

to
:>AtNtk‘t == G_U(t_to)/ Ntoe—(n—‘rv)(to—s) |:k‘(8,t0) —|—/
—00 to

to t ot
= Ay Niky = e~ v(t-t0) |:Kt0 + Nyye~(mo)lio=s) [/ k(s ) dt] ds] + Nt/ e~ M=) k(s 1) ds
to

—0o0 to

:>AtNtkt —e ’U(t tO)K +e ’U(t t() / Nt e~ 7’L+U (t() s

ot
~ to
= A;Niky = e PO K, 4 N, en(tto) [/ —(n+v)( [/

t
dt} ds + N, / e~ (M=) k(s t)ds

to

dt] ds —i—/ (=9 k(s t)ds
to
(139)

Ou seja, o capital agregado no instante ¢ corresponde a parcela remanescente do capital
inicial inicial acrescido do capital acumulado entre t5 e t. Este, por sua vez, corresponde ao
capital acumulado pela populacao viva em ty acrescido do capital acumulado pelas geracgoes
nascidas a partir de tg.
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3.3.2 Agregacao da divida externa

A divida externa agregada no instante ¢, B, é igual a soma das dividas externas de todas as
geragoes vivas em t:

B - / " N(s.0)b(s, t)ds

to t
=B, = N(s,t)b(s,t)ds+ [ N(s,t)b(s,t)ds
—00 t
to ’ t
=A;Niby = N(s,t)b(s,t)ds+ | N(s,t)b(s,t)ds

—0o0 to

onde by = B;/A;N; é a divida externa agregada normalizada por trabalhador eficiente. O 1°
termo do lado direito da expressao acima corresponde a divida externa externa agregada, em ¢,
associada as geracoes vivas em tg. J4 o 22 termo corresponde & divida externa externa agregada,
em t, das geragoes nascidas apods tg. Temos entao

to t
A Niby = Ntoe_(""’“)(to_s)e_“(t_to)b(s, t)ds + Nte_(”+”)(t_s)b(s, t)ds
—o0 to
_ to B t
=A;N;by = Ntoe“(tto)/ e*(”Jr“)(tO*tH*s)b(s,t)ds + Ntoe"(t*to) / e*("“’)(t*s)b(s,t)ds
—0o0 to

_ to _ t
= A;Nyby = Ny v(Et0)g=(n+o)(to—t) / e~ (T 1)ds + Nyye™tt0) [ e=(F0E=9)p(5 1)ds
—00 to

B to t
= A;Nyby = Ny, enttto) [ / e~ (M=) (s 1) ds + / e(”Jr“)(tS)b(s,t)ds}
—0o0 to

t
S ANy = Ny entto) / e~ () (E=p(s. £)ds (140)

—00

Alternativamente, temos

t
= A;Nyb; = e~V (t10) / Nyye~(moto=s)p(s t)ds 4+ N, / ~( =95, t)ds

to

L Ob(s,t)
ot

= A Nyby = e~ v(t—t0) / Ny e~ (mHo)(to=s) [b(s,to)—i— dt] ds + Ny / —(nF0)E=s)p(s, t)ds

to

to
to t
:>AtNtbt == G_U(t_to) |:Bt0 + Ntoe_(n+v)(t0 5) |:/ g ) :| ds :| + N / (n+v)(t_s)b(57t)d8
to

—0o0 to

t
— A, Nib; = e —vu(t— to)B +ev v(t—to) / Nt —(n+v)(to—s) I: 8b (s,t) dt:| ds—i—Nt e*(nJFU)(t*S)b(s,t)dS
to
~ to
ANy = Ut By 4 N entt0) [ / o (ntv)(t-5) [ / 85; t) dt] ds + / (s, 1)
—00 to to

(141)

Ou seja, a divida externa agregada no instante ¢ corresponde a parcela remanscente da
divida externa inicial acrescida da divida acumulada entre g e t. Esta, por sua vez, corresponde
a divida externa acumulada pela populacao viva em tg acrescida da divida acumulada pelas
geracoes nascidas a partir de tg.
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3.3.3 Agregacao do capital humano

No caso do capital humano repetimos procedimento analogo e obtemos

t
ANy = Ny, en(t=to) / e~ (=) b5 s (142)

N to t t
AtNtht — e—’u(t—to)HtO 4 Ntoen(t—to) |:/ e—(n—i—v)(t—s) I:/ 8h(87t) dt:| ds +/ 6_(n+v)(t_s)h(87t)d5
to

oo ot to
(143)
3.3.4 Agregacao do consumo
Vamos agora calcular a variavel de coestado agregada. Temos
/ N(s,t)A(s,t)"%ds
=A N A, / N(s,t)\(s,t)"%ds
S AN = / N (s, 6)j3t [h(s. £) + als, £)]ds
¢
AN = it / N (s, 0)[h(s. 1) + als, £)]ds
:>AtNtA;0:]3t [/ N(s,t)h stds+/ N(s,t)a(s,t)ds
= AN 7 = 5 (ANehy) + 3" (AeNeay)
:>)\;U = ]3t (ht + at) (].44)

Sejam C4; e Uy os consumos agregados do bem doméstico e do bem comercializavel, e c1; e

c9t 0s respectivos consumos por trabalhador efetivo, com A;Nyciy = Cqp e a Ay Nicoy = Cop, onde

a= % ¢é a produtividade relativa do setor 2. Entao temos

t
Clt:/ N(s,t)er(s,t)ds

¢
=A;Nicyy = / N(s,t)ci(s,t)ds

t £
ANiew= [ Nis,0A s, (”) J1(p)ds

Dt

A Niery = <7>5j1(pt) [ / too N(s,t))\(s,t)"ds]

Dbt
=A;Nicyy = <];yt) J1(pe) AeNe A

€
ey = <;) Jp)A (145)



52

t
C’gt:/ N(s,t)ea(s,t)ds
oo t
:>aAtNt62t:/ N(s,t)ca(s,t)ds
¢
=aA;Nicop = / N(s,t)A(s,t)77(1 — v)%j1(pr)ds

t
=aAiNicor = (1 —v)j1(pr) [/_ N(s,t)\(s,t) %ds

=aAiNicoy = (1 —7)51(pe) AilNe A,
=acy = (1 =) 1(p) A\, ¢ (146)

3.3.5 Agregacao do custo de instalagao do capital

Agora calculamos o custo de instalagao agregado, lembrando que o custo de instalacao individual,
em unidades do bem doméstico, é dado por ci(s,t) = [i(s,t) — (0 — v)k(s,t)]xs. Definimos a
fungao custo de instalagdo unitdrio como

EY:

onde k; = iy — 6PF &y, conforme serd demonstrado mais adiante. Entao temos

t
CIt:/ N(s,t)ci(s,t)ds
—oo
:AtNtcit:/ N(s,t)ci(s,t)ds
—o0

Ay Nyciy = /_ N (s, )[i(5,8) — (5 — 0)k(s, 8)]zeds

= A Niciy = azt/ [N(s,t)i(s,t) — (6 —v)N(s,t)k(s,t)]ds

:>AtNtCit = It [AtNtit — ((S — ’U)AtNtkt]
=cCip = [Zt — ((5 — 'U)kt]xt (148)

3.3.6 Agregacao da condicao de factibilidade do mercado de bens domésticos

Agora obtemos a condigao de factibilidade no mercado de bens domésticos com base nas varidveis
agregadas.
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t t
/ N(s,t)cl(s,t)ds—i—/ N(s,t)ci(s,t)ds = Y1

=C1t +CI; =Y

= Ay Nicry + AiNieiy = ANy

=ci + [is — (6 — v)ke] 2 = Yyt

=c1(pe, Ar) + [ie — (0 — v)ki]zy = yi(pe, ki)

3
} = y1(pt, kt) (149)

3.4 Dinamica

Nesta secao obtemos as equacoes diferenciais que descrevem a dinamica do sistema agregado
a partir das expressOes para as variaveis agregadas obtidas na secao anterior. Faremos uso
intensivo da Regra de Leibniz?3. Vale notar que estamos interessados apenas na dinamica para
t > tp, de modo que nao precisaremos nos preocupar com a distribuicao inicial de ativos, dado
que b(t,t) = k(t,t) =0 Vt > to.

3.4.1 Dinamica do capital agregado

A dindmica do capital fisico pode ser obtida tanto através da equagao (138) quanto da equagao
(139). Partindo da equagao (138) temos

t

K, = Ny, en(t=t) / k(s Pds  (138)
. ~ t _OO

=K; = nNt/ e~ (M=) k(s t)ds

t t
+ N, [k(t, t)— (n+v) / e~ (M=) k(s 1) ds + / e_(”+“)(t_s)%k(s, t)ds
. _ _ t_C>Q _ _O: o
=K; = Nik(t,t) — vN; / e~ M) k(s ) ds + Ny / e*<”+“><t*8>ak(s,t)ds
¢
=K; = —vK; +/ N(s,t)akéi’ ) ds
t
=K, = —vK; + / N(s,t) [i(s,t) — (0 —v)k(s,t)] ds
d
dt (AtNtkt) = —UKt + It — ((5 — U)Kt
:>kt + (g + n)kt =4 — 5kt
:>k:t—zt—(5+g+n)kt
:>k't =1 — (SEFkt (150)

Partindo da equagao (139) temos

Se f(,0), a(d) e b(9) sdo fungdes diferencidveis em relagdo 6, entdo J5 fb((:) f(z,0)dz = f(b(0),0)-Lb(0) —
1(@(6),0) 550(0) + [, (5} 5 (@, 0)da.
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t
K; = e VU 4 N, en(tto) {/ ’ e~ (ntv)(t—s) [/ 81{(811 t)dt} ds +/ (n+”)(t_s)k(s,t)ds] (139)
to

—00 to

: <[ [ Ok(s, t)
=K, = —ve " K, 4+ nN, [ / e~ (o) (t=s) [ / dt] ds + / (”+”)(t5)k(s,t)ds]
to to

oo ot
- [o [ t Ok(s,t) a [t
N, | = —(n+v)(t—s) / ) (n+v)(t—s)
* t{at /_Ooe ot —, dt| ds S+ o), k(s,t)ds
. - to t
=K, = _Uefv(t*to)Kto +nN, [/ e~ (nt+v)(t—s) [/ 51{:( 1) dt] ds -l-/ 6("+v)(ts)k(s,t)ds]
—00 tO at tO
~ tO t ak(s t) t() a tak(s t)
N, | — —(n+v)(t-s) ) / —(n+v)(t—s) | ¢ / )
+ t{ (n+v)/_ooe M dt| ds + _Ooe ot ), ot dt| ds
t t
+Nt |:(TL+U)/ 6_(n+v)(t_s)k(8,t)d8+/ 6—(n+v)(t—s) ak(s7t) d5:|
to to ot
. - to t to
=K; = —Ueiv(tftO)Kto + Ny I:—'U/ e~ (nt+v)(t—s) [/ Ok(s,1) dt:| ds +/ e~ (ntv)(t—s) Ok(s, 1) d8:|
—00 to 8t —00 8t
. t t
N [—v e s yds 4 [ e ‘9’“3’”(15]
to to ot
. - to
=K, = —ve VK, — uN;, [/ e~ (nHv)(t=s) [/ Ok(s, )dt} ds +/ (n+v)(t5)k(57t)d3]
—00 tO 8t tO
. Ok(s,t
v [ i} et B0
t
:>Kt = —vK; —|—/ N(S,t) 81{3(88t,t) ds

SR, = 0K, 4+ /_t N(s,8) [i(s,1) — (6 — v)k(s, )] ds

_d
T
=k + (g +n)kr = ir — Oky
=kt =iy — (0 + g +n)k
=k = iy — 6CF k (151)

(AtNtkt) = —UKt + It - ((5 - U)Kt

Note-se a elevacio da taxa de depreciacio efetiva do capital, de §7F para a 6%F + v, relati-
vamente ao modelo de agente representativo e horizonte infinito. A possibilidade de morte dos
individuos gera uma pressao adicional no sentido de reduzir o estoque de capital, elevando a
taxa de depreciacao efetiva do capital e, portanto, o investimento agregado de longo prazo.

Combinando (119) e (147) temos

. 7€
Ky
=1 b|—
qt + Pt kt]
1/¢€
; q—1
= 152
=k kt[bpt] (152)

ky (153)

Finalmente, dado que eficiéncia marginal do capital é a mesma para todas as geracoes, a
dinamica do preco-sombra do capital é dada por
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G = (r"+v)g — (re +v—29) (154)

que corresponde a equagao (121) exceto pela troca de ¢(s,t) por ¢;. Integrando (154) entre
[t,00) obtemos

@ = / e~ I [ gy — §)dt! (155)
t

Isto é, o prego-somba do capital deve equivaler ao valor presente liquido do fluxo de ren-
dimentos futuros gerados por cada unidade adicional de capital liquidos de depreciagdo. A
probabilidade de morte potencializa tanto a taxa de desconto como os rendimentos.

Observando (152), e lembrando que £ > 1, temos que ki s6 estd definida para g > 1, caso
contrario obteriamos uma raiz de um nimero negativo. Portanto, o modelo sé trabalha com
k; > 0. Assim como no Capitulo 1, teremos ¢** = 1. Logo, dada a concavidade das funcoes de
producao, deve ficar claro de (154) que ¢ < 0 e ¢ | ¢°° ao longo da dindmica de transicao, para
valores razoaveis de parametros.

3.4.2 Dinamica da divida externa agregada

Similarmente, a dindmica da divida externa pode ser obtida tanto através da equacao (140)
quanto da equagao (141). Partindo da equacao (140) temos
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t
Bt:NtOe”(ttO)/ e~ (M HIE=)p(s t)ds  (140)

ot
=B = nNt/ e_(”+“)(t_5)b(8,t)ds

— 00

t t
+ N [b(t,t) — (n+w) / e~ HIE=9p(s t)ds + / e(’”“)(ts)gtb(s,t)ds
. s 8
==y (5 1)ds + N, / ) D (s, )

—0o0

_ _ t
=B; = Ntb(t, t) — UNt/

db(s, t)

d
ot

t

=B, = —vB, +/ N(s,t)
. _tw

=B, = —vB; + / N(s,t)[(r" +v)b(s,t) + peci(s,t) + ca(s,t) +i(s,t)] ds

+ /_ N(s,t) [pefi(s,t) — (0 — v)k(s,t)]xy — w(s,t) — rik(s,t)] ds

d *
i@(AtNtbt) = —UBt + (’I” + U)Bt +pt01t + Cgt + It + pt[-[t - ((5 - ’U)Kt]l’t - AtNtwt - Tth

=by + (g +n)by = r*by + prew + aco + iy + peliv — (5 — v)kelwe — wp — ik
=b = (r* — g —n)by + prcir + acop + iy + peliy — (0 — V) k] — wy — Tk
=by = R*by + acy + iy — y2(py, ke

=by = R + (1 = 9)%1(p) A, + it — y2(pe, ke

=b = R+ (1= 1)1 (p) A\ 7 + ke + 67 ke — ya(pr, k)

=b = R+ (1= 9)"1(p) A\ 7 + ke + 67 ke — y2(pr, k)

. . ' ~ 1\ /¢
=by = R + (1 — ) j1(pe) N, © + ke <thpt > + 65 gy — Y2(pt, kit)

(Qt - 1>1/£ 4 §EF

onde R* = r* —n—g é a taxa de juros internacional normalizada. Estamos utilizando a condicao
de market clearing no mercado de bens domésticos (cip + (it — (0 — v)kp)ze = y1(pt, kt)), a
identidade entre renda e produto (y; = piyir + y2r = wi + 7¢ki) e o fato de os individuos
comegarem a vida sem divida externa a partir de to (b(t,t) =0 Vi > t).

Partindo da equagao (141) temos

=by = R*b; + (1 — 7)1 (pe) A, 7 + ke — yo(pe, ki) (156)
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t
By = et p, 1 N, ¢n(t—to) [ / * o) (=) [ / 85; t)dt} ds + / (”Jr“)(ts)b(s,t)ds} (141)
—00 to

to
- to
=B, = —ve """ B, 4+ nN, [ / e~ (mtV)(E=s) [ / ‘%E,;t t)dt] ds + / ("+“)(t_s)b(s,t)ds]
—00 to to

_[a [t L ob(s,t) o [t _
g —(n+v)(t—s) ) v —(n4v)(t s)b \d :|
+Nt[at/_we Uto pr dt}d +6t/ (s,t)ds

N to t
=B, = —ve V"B, + N, U e~ (t)(t=s) [/ (%E;t ) dt] ds +/ (”“’)(t‘s)b(s,t)ds]
—0o0 to to

3 to Ab(s, 1) to o [0 [tOb(s,t)
LN _n+v/ e~ (mHo)(i- >[/ dt]d +/ e~ (o) (=) [/ dt] ds
t[ (n+v) . Y . ot ), ot

- ! t b(s,t
+ Ny {—(n—i-’u)/ e (M=) b5 1)ds +/ 67(”“’)(’&75)78 g;; )ds]

to to
~ to to
:>Bt = —Ue_“(t_tO)Bto + Vg [—U/ e~ (ntv)(t—s) {/ 9b(s, ) dt] ds +/ o~ (n+V)(t=s) ob(s, 1) ds]
—o0 to 8t —00 8t
t t
+ N {—v / e~ ()b (5 )ds + / o~ (ntv)(t-5) 905, 1) ds]
to to ot

. ~ to
S ) : A { / e~ (o)1) [

t
+ Nt/ e—(n+v)(t—s) ab(s7t) ds

L ob(s,t) dt] ds +/ (n+v)(t—s)b(s7t)d8:|
ot o

to

ot

=B, = —vB; + /t N(s,t)abgt’t)ds
=By = —vB; +/ N(s,t) [(r* +v)b(s,t) + peci(s,t) + ca(s, t) +i(s, t)] ds

/ N (s,8) [pe]i(s, 1) — (6 — v)k(s, )]z — w(s,t) — rek(s, £)] ds

d
dt
= by + (g +n)be = 177bs + prcir + acar + i + pific — (0 — V) ke]xy — wp — iy

=by = (r* — g — )by + prciy + acay + iy + piliy — (6 — v)kelay — wp — riky
=by = R*by + acy + i — y2(pr, ke)
=by = Ry + (1 — 7)1 (pe) A\, 7 + e — y2(pe, ke)
=by = R'b+ (1= )10 7 + ke + 65 ke — ya(pr, k)
=b = R*by + (1= 9)"71(p0) A, 7 + kit + 67 ke — y2(pe, kt)

—(A¢Niby) = —vBy + (1" + v) By + piCit + Cop + It + pe[Lt — (6 — v) Ki|xy — A Nywr — me Ky

1 1/¢
—b = Rm+u—)ﬁmuf+m<% ) + 65k — ya(pr, kt)

=b = R+ (1 — )51 (p) A\ 7 + — y2(pi, k) (157)

Utilizando a equacao

Yoi(pe, ki) = Zo(pe)ky — Wa(pe) (28)
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a equacao (157) se torna

. . . B -1 1/¢€
by = R*by 4 (1 =) 51(pe) Ay 7 + ke (‘-’tbpt ) + 055 — Zo(py) | + Wa(py) (158)
Finalmente, expressando o investimento bruto como
iby = it + pifir — (6 — v) ki
=1b; = (1 —i—ptxt)[it — (5 — ’U)k‘t] + (5 — ’U)]{?t
=ib; = qt[it — (5 — ’U)k‘t] + (5 — ’U)k‘t (159)

chegamos a uma terceira equagao para a dinamica da divida externa agregada:

i)t = R*b; + pe1r + acop + iby — wyp — 1iky
i)t = R*bt +j2(pt))\t_a + qt[it - (6 - U)kt] — Wt — (T’t +v— 6)]% (160)

Definimos a transferéncia liquida de recursos para o exterior como
tlet = yz(pu kt) — acyt — it (161)

3.4.3 Dinamica do capital humano agregado

Assim como no caso da divida externa e do capital fisico, a dindmica do capital humano agregado
pode ser obtida de diferentes formas. A seguir apresentamos duas abordagens possiveis.



99

t
H, = N, / e~ M) (s H)ds  (142)

—00

_ t 00 y ,
=H, = Nt/ e~ (nHv)(t=s) [/ e~ (Ut _t)w(s,t')dt'} ds
—00 t

t 00
SH, = Nt/ o~ (ntv)(t—s) {/ e(r*+v)(t’t)TH_U—FO‘ea(t'S)At,wt,dt’} ds
t

o n—+v

t
g = "tvtag / o~ (n+v)(t-3) / T et =t g=alt =+t 4ot | ds
n—+ v —oo t

g, ="TUTAR, / e~ (ntvta)(t=s) [ / e~ (rtvta)(t'=1) At,wt/dt’] ds
t

n+v
t

=H; = n + v+ a ~ / (r +v+a)(t’_t)At/wt, [/ 6—(n+v+a)(t—s)ds:| dt’

n —|— U .

. , ~(ntvta)(t—s)]*"

=H, = ’I%—HJ—FOéNt/ e —(r*+v+a)(t _t)At’wt/ e T dat'

n+v t n+v+a

s=—00
00 . ) 1
=A;Nihy = n—l_v_‘_aAtNt/ ef(r +uvta—g)(t ft)wtl |::| dt’
n+wv ¢ n+v+a
by = /OO o~ vta=g)(t'—t), gy (162)
t

1 0 * —(r*+v+a—g)(t'—
:>ht:8t/ e~ Hvta= =, dt!

0
Bt(

oo
=hi=(r"+v+a—g) / e~ vty 4t — w,
t

=hy = lim e~ (" FvFa=a)(T=t)y, .
%

8 0 * /
—(r*+v+a—g)(t— t) —(r"+vta—g)(t'=t),, /
T)—e t( )+/t r [e wy | dt

=h; = (r"+v+a—g)h —w (163)

Alternativamente, podemos derivar em relacdo ao tempo a expressao que descreve o capital
humano agregado, obtendo



t
H, = N, en(t=t) / e~ =) b5 Pds  (142)
t
=H;, = nNt/ e_("+“)(t_s)h(s,t)ds

t t

+ Ny [h(t,t) — (n+v)/

—0o0 —0o0

t
=H, = Nth(t,t) — UNt/
Oh(s, )

d
ot

t
=H; = Nth(t,t) —vH + / N(S,t)

=H, = N;h(t,t) — vH, + /_t N(s,t) [(r* +v)h(s,t) —w(s,t)]ds

d ~
j%(AtNtht) = Nth(t, t) — ’UHt + (T‘* + U)Ht — AtNt’wt

. 1
=hi+ (g+n)he =1r"hy —we + (n+ U)Zh(t, t)
t

] 1 o * ’
=ht=(r" —g—n)hy —w + (n + U)zt / e~ Ty (¢, ¢ dt!
t

1

=h; = R*hy — wy + (n+v)— / o (rHu)(t'—t) [We—a(t'_t)
t

Ay n+uv

=h; = R*hy — w; + (n+v+a) / e~ (M tuta—g)(t'=t) ., gt/
t

=hy = (" —g—n)+(n+v+a)h —w

=hy = (" +v+a—g)h —w;

s, yds + [ =9 0y

N t
S (s, 1)ds + Ny / )= O

At’ Wy dt,
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(164)

Observe-se que estamos utilizando a equagao (131) e a condigao de factibilidade do sistema

previdencidrio ffoo N(s,t)bp(s,t)ds = 0 para obter

t t
/ N(s,t)w(s,t)ds:/ N(s,t)X2e= =% Ayw,ds

t t
:/ N(s,t)w(s,t)ds:/ N(s, )X} e P9 Ayw,ds
it ‘o
:>/ N(s,t)w(s,t)ds:/ N(s,t)w(s,t)ds
—too —00
é/ N(s,t)w(s,t)ds = A Nywy

3.4.4 Dinadmica do consumo agregado

Derivando (144) em relagdo ao tempo obtemos

== Z{jgf (e + ar]}

—O')\ j —1r3 . . .
= —o\ )\ft = _]%[ht + as] + ]3t1[ht + Gikr + qeky — by
t J3t
—g')\t . jgt —0 —1r1 . y 7
= =0\ T = == N7+ iy [+ deke + qikr — by

At J3t

(165)
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Utilizando as equagoes (151), (154), (164) e (160) obtemos

A j
— oA TS = B (0 + v+ o — )y — wy
At Jat
=+ [(’F* + U)qt — (T‘t + v — (S)]kit + qt [’Lt — (5EFk't]
—[R*b + A\, g2 (pe) — wi — (re + v — 0)ky + qelis — (6 — v)ki]]}

At Jat

= —oA T = _j?)‘t_a +is {(r v+ a—g)h + (F +0)gke — (9 +n+ v)gike — [R¥by + A, 7j2(p)]}
t t
fo/.\ j —o .— * . —o * * —0o
= —0o\, )\—t = —%)\t + Jait {(r* +v+a—g)lsA 7 —ad + (r* — g — n)atky — R*by — N 7j2(pe) }
t t
)‘\ ° ' - B .
= —JA;U—t = —].ﬁ)\;a + (" +v+a—gA\ 7 — jgtl(r* +tuvt+a—g)a +]3t1R*at -\ 032'(]915)
At Jst Jst
= —U)\t_”—t = —‘zﬁ)\t_”—i- <r* +v+a—g— jz'(pt)> A7 = jat (a4 v+ n)a
At J3t J3t
Ao 15 ' _
4z [‘Bt - (r* +vt+a—g-— jz'(pt)) + gt (v + n)at)\g} (166)
At o LJ3t J3t

(69):  Jja(pe) = [¥pr =+ (1—)F] ¢
(130 ju= [ PRy ay
t

(135): B vt (1— o) —p)— 22
J3t 3t

Levando (135) em (166) obtemos a equagdo de Euler:

A1 ' ]
t:{|:p+’U—|—(].—O')(T*—p)—j2,(pt):|—<T*+U+Oé—g—]2.(pt)>‘l—j%l(a"‘v"‘n)at)\g}
A O Jat Jat
)‘\ ]. * s— ag

:‘Xi =—[ptg+(1-0) " =p) = (" + ) + 5 (o + v+ 1) (arke — b)A] (167)

A expressao (167) pode ser reescrita como

N1

x = [—a(r* —p)+(g—a) —i—j:;l(oa + v+ n)(qek: — bt))\ﬂ
}\t o * g 1 —1 a
S =pT —I—;—l-;[—a—i-j:% (a+ v+ n)(qeke — be) N | (168)
¢

Repare que, nao fosse pela ultima parcela do lado direito de (168), terfamos chegado a
equacao de Euler do modelo de crescimento neocldssico com agente representativo e um setor
em economia fechada:

}‘t_ * g
)\—t—p 7“—1—0_ (169)

Além disso, caso a taxa de juros internacional fosse a mesma observada no modelo de agente
representativo,
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a Fquacao de Fuler se tornaria

M1 _ o
)\f T [—a+j5;' (a+ v +n) gk — b)AT] (170)

Também podemos obter uma expressao para a dinamica de A partindo diretamente da ex-
pressao para agregacao do consumo, conforme abaixo:

t
A7 = / N(s,t)\(s,t)"%ds
—00

t
éi@ngnm/ne4mwwwx&ww@
t t
)= 0 3 (o p=ogs

e—vﬂﬂo&—@A(&t>—ods+-j/ -

—0o0

+ N [A(t,t)“’ — (n+v)/

—0o0

t t
;»% (A77) = NA(t, 1) 77 — vl / e~ (M=) N (5, 1) ds + N, / e_(”+“)(t_s)%)\(s, t)"%ds
d —c \ —0 - ! —oj‘(svt)
T (A7) = NeA(t, 1) 77 —vA;[ 7 — a/oo N(s,t)\(s,t) D) ds
d

_ t
= (A7) = MMt 1) — oA —(p— 1) / N(s,DA(s, 1)~ ds

d .
T (A7) = NeA(t,0) 7 —vA[ 7 —a(p—r*)A

d .
:>% (AtNt)\t_a) = Nt)\(t,t)ia — ’UAtNt)\t_U — O'(p — T*)AtNtAt_a
:>(AtNt + AtNt)A;U - O'AtNt)\;Uil);t == Nt)\(t, t)_g - UAtNt)\;U — O'(p — T’*)AtNtA;U

—o —O'Xt Nt —c —o *\\—0
=(g+n)\ % —o) N AtNt)\(t,t) —vN T —a(p—1")\
A ndv (A7 .
:>g—|—n—o)\t— A, < N > —v—o(p—r7)
X ndv (ALY .
S At( < ) —(gtntuv)—alp—r)
A AZNt )\ 7
LA _ndv (AREDY T gdnto
)\t g )\t g
A ATt )\
LA g v (AN am)
)\t g At
Impondo a condigao (228) obtemos
X n+v ANt )\ 7
- 11— (222 172
)\t o < >\t ( )

Igualando (170) a (172) temos
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1 ., o1 ntv
p [—oz + ]3t1(a + v+ n)(qk — bt))\t] =

(5]

ATN(E D)
= —a+jpl(a+ v+ n)(ghk — b)AT + (n+ v) (t;)> Cmtw
t

— + _
:>]3t1(a+v+n)(%kt_bt))‘g‘i‘nTtU)\(t,t) TN =n+v+a
_ 1 n+w _
—1 —0 o
kt —by) + ———— A, 1) "7 = A
=Jae (qeke t)+Atn+U+a (t,t) ¢
:,<A<“>> _ntvta, [1—%’“?""5@
At n+v J3t
VR Ry MV] A
n—+v L 3¢
[ ki —b
At )T = YT, A;U—q“.t}
n+v L J3t
_ n+vt+a [ gk — by
=\t t) T =———A h _ ottt
( ) ) n—+ v t -,]3,5 ( t"‘at) jgt :l
h
@A(t,t)fgzw t.*t
n—+uv J3t
0 n+v+ao . _ ot oto—a)(t—
SA(H 1) :Atmj?’tl/t o~ utamg)(F 1), gy

= At 6)77 = ! / T e rutasa)i =0 a0yt ¢y
t

=\, 1) = jig! / e~ THOIE =D (¢, ) dt! (173)
t

3.5 Equagao de equilibrio no mercado de bens domésticos

O preco relativo do bem doméstico deve ser tal que sua demanda, dada pelo consumo do bem
doméstico acrescida do custo de instalacao do capital, seja igual a sua oferta:

cit(pes M) + (i — (0 — v)kp)xy = y1(pe, k)

1

7\ am (8p) = <k s, N
= () B+ 6 k= i* (gen)
t

N2 —mM

= <;>8j1(pt)A;" + (it — (6 — v)ke) e = Wi(pe) — Z1(pe) ke (174)

Podemos expressar o custo de instalacao do capital da seguinte forma:

Cit = [Zt — ((5 — U)k‘t] Tt

=iy = [k + 07"k — (6 = v)ke] b6 (pr, @)°

o\ €] ¢
=ciy = [(¢(pe, @) + 9 +n+v)k] b [<qt 1> ]

bpt
-1 1/¢
=ciy = ky [(Qt ) +g+n+v

()
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Repare que o custo de instalacao é decrescente no parametro b, isto é:

1-¢
<> (0) " ()
a T\ p bpe b2p,

1
dciy C_It—l (It—l €
o bpt
deiy  k 1 %
Clt Rt 4y —
= — = < 0
0b f ( bp; )

Logo, a equagao de equilibrio do mercado de bens domésticos se torna

_1\ V¢ -1
(th > +g9g+n+v (qt > = Wi(pt) — Z1(pe) ke (175)
pt pt

= pt = pi(kt, @, M) (176)

(;) J1(pe) A7 + Ky

t

3.6 Definicao do Equilibrio

Um equilibrio competitivo nesta economia é definido como trajetérias consumo de cada geragao,
{c1(s,1), CQ(S,t)}te[Opo), de capital, divida externa, alocacgoes setoriais de fatores de producao,
{k¢, by, kg, kot i, l2t}t6[0,oo)’ e precos, {ry, wt,pt}te[ojoo), tais que o cada geracao maximiza sua
utilidade dadas suas condigbes iniciais, k(s, s) e b(s, s), e tomando como dada a trajetéria de
pregos, {1, wy, pt}tG[O,oo); as firmas maximizem seus lucros tomando como dada a trajetéria de
precos, {n,wt,pt}te[opo); e as condigoes de factibilidade sejam vélidas, incluindo a igualdade
entre oferta e demanda agregadas de bens nao-comercializaveis em cada periodo e a restricao
orcamentaria intertemporal de cada geracao.

3.7 Estado Estaciondario

Avaliando as condi¢des de primeira ordem do problema das firmas no estado estaciondrio en-
contramos k{°, k5°, p** e w*® de forma andloga ao procedimento adotado no Capitulo 1:

O): K _m [r*—i-d}%l
! 2 | a2

ss | T +90 ‘121
W )

Qg

(89): w* =a(l - as) [T + 5] =

2]

(93): pP—glm iz <?72>“ <r* + 5)
- m a9

Agora vamos encontrar o valor de estado estacionario para o prego-sombra do investimento.
Da equacgao que descreve a dindmica do prego do capital (equacao (154)) temos:

0=0"+v)¢* — (r**+v—9)

Lembrando que 1% = f4(k§°) = r*+ 0 fica evidente que ¢ = 1 constitui um ponto de repouso
para o preco-sombra do capital. Observando a lei de movimento do capital, concluimos que
q = 1 é compativel com k = 0.
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Repare que, avaliando (130) em estado estacionério, temos

j5e = / e lpHuH=0) (" =PI 1) o (155) g
t

=5* = da(p) [ oIty
t

o lptot(—o) =)l —) 1=

vt -0 -,

=7j35° = ja(p**)

_ J2(p**)
ptv+(l—0o)(r*—p)

Entao, avaliando (167) em estado estacionario, temos

0= (p+9) +(1—0)(r* — o) — (r* +a) + ()Mo + v+ m)(k** — b (A)°

S0=(pt )+ (1—0)r* —p)— (" + )+ G5) (o + 0) + (1= )" — o)+ v 4 m) (k*° — ) (A%
55 _ hSS)(\SS ss (T —I-Oé) (1_0)(T*_p)_(p+g)
= = R A=) — @+ v+ m)
(T* Oé) (1 _0)(T* _p) - (p-l-g) $8\—0

o ra-or —arorn) (178)

:>bSS — kSS 32 ( )

Defino o parametro

[(p+v)+ (1 =0)(r" —p)l(a+v+n)

= 179
(@)~ (L o) —p)— (o +9) 1

Lembrando que o dispéndio com consumo é dado por
D(p) =pc1+c2 = ja(p)A™7 (180)

fica evidente que T corresponde a razao entre o consumo e a riqueza no longo prazo. Isto é:

T _ jz(pSS)()\SS)—O'

kss — pss
pSSCiS + C;s
Y="—— =
= kss — pss
D(p*)
=T = ——
kSS —_ bSS
D(p*)
psS — 55 _ 181
= T (181)
Avaliando (158) em estado estaciondrio temos
qss -1 1/¢
0= R + (1 _ ,y)é‘jl(pss)(ASS)—U e < e ) + 5EF _ Z2(p55) + W2(p35)
1 - SS SS\—0O
b = — [(Za(p™) — 65TV — Wa(p™) — (1 — 7)1 () (A™) ] (182)

R*
Igualando (178) e (182) obtemos
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1 . SS SS\—0O 1 SS SS SS E SS SS\—0O
B = 200" (W) = o [(Za(p™) = 051)R = Wa(p™) = (1= 7)1 (p™) (A™) 7]
1 € . ss 1. ss $S\—0 1 ss %7 7.88 WQ(pSS)
= | =00 - a0 = g [2267) = 67 — ]k = 2
1 €5 (mSS) _ l oNCE ss\—o __ SS\ (. ss WQ(pSS)
= | @00 - ™) (0007 = [2a%) = (7 + D~ T2
N (}\53)—0 _ I%* [Z2(pss) _ (T* + 5)] LSS _ WQ]%ZSS)
2= (L= 7)%j1(p%®) — $j2(p°*)
7. SS\ __ (% ss __ SS
= ()\35)—0 — [ 2(]9 ) - .(7" :;5)] k — W2S(§9 )
(1 = 7)1 (p*s) — R*5j2(p**)
e (s v (s () —(1—0)(r*—p)—(p+g) ] /7
e _ | L) — B0 Gt o (arun) (183)

[Za(p**) = (r* + §)] k=% — Wa(p)

Portanto, a utilidade marginal do consumo de estado estacionario estd plenamente deter-

minada pelo capital por trabalhador efetivo e pelo cadmbio de estado estacionario: A% =
A% (k% p®%). Além disso, basta observarmos (178) para perceber que o mesmo vale para a
divida externa de estado estacionario: b*® = b%*(k*%, p*®)

O capital agregado por trabalhador efetivo de estado estacionario, k°°, sera calculado de

modo que a condicao de factibilidade no mercado de bens domésticos seja respeitada:

Cl(pSS, )\SS) — yl(pSS, kSS)

= (L) A = W) - 21

= Zl(pSS)kss _ Wl(pss) _ <’y)5j1(pss)()\ss)0'

[Z2(p*®) — (r* + 6)] k*° — Wa(p™)
(1—7)%j1(p**) — R*xja(p**)

(%) )

(1—7)%j1(p**) — R*xja(p>®)

= Z1(p*)k*s = Wi (p®*) — <7>€j1(p“)

pSS

= Zl(pss)kss — Wl(pSS) +

[(r" + 0 = Za(p™)) k™ + Wa(p™)]

Defino
€
0 (pzs) J1(p*) (184)
3= . ;
(1= 7)%j1(p**) — R* 12 (p**)

Entao temos

Zl(pSS)kSS — Wl(pss) + QS[(T* + 5 _ ZQ(pSS))k;SS + WQ(pSS)]

= {Z1(p**) + Q3[Z2(p™®) — (™ + 0)]}E** = Wi (p™®) + Q3 Wa(p™)

s W1 (p*™) + QsWs(p™) (185)

Z1(p**) + Q3[Z2(p**) — (r* + 6)]

onde
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<pzs)€j1(]988)

(1 =) (p*) — R*52(p*)
[(p+v)+ (1 —0)(r" —p)l(a+v+n)
(r+a) =1 —=0o)(r* —p) - P+g)

o 1 —a r* 44 T
. SS 1— 2
(93): p a 1—a1< ) ( o )

(184) : Q3 =

(179): YT =

o— E o—1
(68) — (69) : ji(p) = [vp' T+ (L =)=, jalp) = [P T+ (L —9)]
a;—1 1
a® ! o [ ag—oaq Q ag—oaq )
-2 2z = ()" W= () " ) i)
N2 —m 1 1
ang—1 . 1 .
(10),02),(18): m=ater, p= 2 0= ;72)7 ie{L2)

Portanto, dado que p** = p**(a, a1, ag, 7%, d), temos k** = k%% (a, a1, oo, r*, 0, p, v, €, 0,0, v, g, n),
)\SS = )\SS(a’ OZ]_,O[Q,T*,(S,p,’Y,g,O', O[)Uvg7n) € bSS = bss(a7a17a27’r*)5a pvvag)avaav)gan)‘
3.8 Estatica Comparativa

Obtemos, empiricamente, as seguintes relacoes:

8k85 8b58 aass 8)\85

0, —<0, —>0 0
6a<’6a<’8a>’8a<

Quanto mais generoso for o sistema previdencidrio, menor serd o estimulo & acumulagao de
ativos e, consequentemente, maior serd a divida externa de longo prazo. Uma divida maior
implicard numa transferéncia liquida de recursos ao exterior também maior, sob a forma de
exportagoes liquidas do bem capital-intensivo, o que implicard numa relagao capital / trabalho
maior. A riqueza liquida de longo prazo, k% — 0%, entretanto, sera menor, refletindo a menor
acumulacao de ativos ao longo da dindmica de transigao (isto é, o excesso de divida domina
o excesso de capital). Como a economia possui menos riqueza, é natural que seu consumo de
longo prazo também seja menor.

O Anero 5.1 apresenta a sensibilidade ao gasto previdencidrio de longo prazo do estado
estacionario do modelo obtida através da calibracdo base apresentada no préximo capitulo.

A obtencao dos sinais das derivadas algebricamente parece ser um exercicio fadado a frus-
tracao, como pode ser visto abaixo.

Wi (p**) + Q3 Wa(p*)
Z1(p*) + Q3[Za(p*®) — (r* +0)]

(185): K =

onde

(%) )
= 1= (™) - B Lja ()
[(p+v)+ (1A —0)(r" —plla+v+n)
(r+a)—(1=0o)(r*—p)—(p+9)

(184) : Q3

(179) : Y

Derivando T em relacdo a « temos



68

0 [+ +(L=0)" = P +0) = (1= 0)(" = p) = (p+9) — (a+ v+ n)}

Ox [(T*‘l‘a)—(1—0)(T*—p)—(p+g)]2
L0y _lpt0)+ 1 =0)(" = p){olr" = p) ~ (g + v +n)}
oo (" +a) = (A=) —p)— (p+ 9

Entao, supondo o < 1, temos

g+n+wv

0
—YZ0&r"Zp+ .

Oa

Na calibragdo base temos p = 0.0229, ¢ = 0.50, g = 0.015, n = 0.01 e v = 0.0125, de modo
que

(186)

9
p+ Y 500795 0.06 =1 = 2T <0 (187)
o Oa
Entao temos
€
9 9) (PZS> jl(pss) * ( 53) 19
[N = T ; ; 2P )55 7~
da [(1 = 7)=1(p**) — R* 542 (p**)]? T2 Oox
9
Sy 1
=503 > 0 (188)

Wi (p**) + Q3 Wa(p™)

S 2o + B - (7 +0)
8 SS
3" =
L Q3Wa(p**){Z1(p**) + Q3[Zo(p**) — (r* + 0)]} — Q[ Za(p**) — (r* + 6){W1(p**) + QsWa(p**)}
{Z1(p**) + Q3] Z2(p*s) — (r* + 9)]}2
sinal <aaak:ss> =7 (189)

Podemos mostrar que, se duas pequenas economias abertas, com os mesmos parametros
de preferéncias e tecnologias, iniciam a dindmica de transicdo com a mesma riqueza inicial
(at, = qiokt, — by,) mas com sistemas previdencidrios diferentes, a economia com previdéncia
mais generosa (o menor) apresentard consumo inicial (); ?) maior.
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to
A7 = A NigAi” = / N(s,to)\(s, to) " ds
to -
= A1, Nig Ay, = N (s, tO)jr;s(l) [h(s,t0) + a(s,to)]ds

to to
S AN = g [ Nsto)a(s. to)ds + ji;) / N (s to)h(s, to)ds
o

—0o0

to 00 ,
= Aty Nighy,” = G Aso Nigagy + Jig: N{(s, o) { / e~ (o)t to)w(s,t’)dt’] ds
—00 t

0

to 00 , ,
:>AtoNt0)\7;)g = jf;féAtoNtoato + ]f;fé N(Sa tO) |:/ e—(r o)t —to)X2€—oz(t _S)At’wt/dtl] ds
—0o0 to

_ 1
= A Nig )‘tog = J3to Ay Niyar,

Ato (TL + U)Nto /

n—+v oo

to o0 ,
=\ = g {ato +(n+v+ a)/ e~ (ntvte)(to=s) [/t g~ (" vta=g)(t _to)wt/dt'] ds}
0

to

e~ (ntv)(to—s) [/oo e(r*+v)(t’t0)eg(t’t0)a(t’s)wt/dt’] ds
to

—0o0
n+v+a [ * '
=\ = .1 Y= —(r*+v+a—g)(t'—to) Ldt
to ‘73t0{at°+n+v+a/to e W
o0
gt {ato N /t 6—0“*+v+a—9>(t’—to>wt,dt’} (190)
0
=Xy = G Lty + o} (191)

Entao temos

0 0 0 0 0
— N7 <0, —Xy >0, —/—X; >0, —N\; <0, —X\;, <0
da o T da” T Oby, T Okyy " Oqr, °

Isto é, sob a Otica da populag@o viva em £y, um « maior significa um capital humano menor
e, portanto, uma renda permanente menor. Portanto, sistemas de previdéncias mais avarentos
produzirao um nivel menor de consumo na fase inicial da dinamica de transigao.

Repare, para que as riquezas iniciais (a¢,) sejam iguais nao basta que os niveis de capital
e divida externa iniciais (k;, e by,) sejam os mesmos. E preciso que o prego-sombra do capital
g, também seja o mesmo. Duas economias com os mesmos niveis de capital e divida externa,
porém com sistemas previdenciarios diferentes, poderao apresentar diferentes niveis para o preco-
sombra do capital inicial. Como, de (319), (320) e (321), temos

apto apto 8pt0
> 0, > 0, < 0,
akto ath 8)\t0

nao podemos afirmar que o cambio inicial da economia com previdéncia mais generosa sera
mais apreciado, embora este seja o resultado encontrado na calibracao. Isto é, ainda que o
consumo inicial seja maior na economia com previdéncia mais generosa, é possivel, em tese, que
a diferenca em ¢y produza efeito contrario cuja magnitude sé pode ser descoberta empiricamente.
Entretanto, caso nao houvesse custo de instalacao do capital ou se este custo nao ocorresse em
bens domésticos, poderiamos, sim, afirmar que o cambio inicial da economia com previdéncia
mais generosa seria mais apreciado.

Avaliando (191) em estado estaciondrio, e utilizando (177) e (181), obtemos a razao entre
salario (w*®) e riqueza (a**) de longo prazo, conforme abaixo.
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(N35) 77 = ()7 o + 1)

:ﬁ(Aﬁ)_”==(j?ﬁ‘l{afs+-1nn e—v*+v+a—gxﬂ—uouﬁsdy}

to—o0 to

:>()\35)7cr — ptu+ (1 — U)(T* — p) a®® + w® lim > ef(r*+v+afg)(t’7t0)dt/
to jz(pss) to—o0 o

SS
éﬁ@ﬂ@ﬁV“=M+v+ﬂUWﬁm%fs+ﬁ+;ia_g}
wSS
w+v+a-g}
prvt(l=0)" —p) .,

=Ta* =[p+v+(1—-0)r* —p)] {ass +

S {T—[p+v+(1-0)0" = p)]}a =

r+uvta-—g
Wt T—ptutd-o) —p) .
:>ass— vt (-0 =) (r+uv+a-—g)
W T—[prot(-o)it—p), .
= — 192
:>k‘557b55 pt+v+(1—0o)(r—p) (" +v+a—y) (192)

Finalmente, note-se que o resultado de que o cambio de longo prazo independe do sistema de
previdéncia estd baseado na premissa de estarmos tratando de uma pequena economia aberta,
que toma a taxa de juros internacional como dada. Neste contexto, o cambio de longo prazo é
determinado no problema das firmas em conjunto com a condicao de nao-arbitragem de taxas
de juros. Entretanto, no Anero 5.5 mostramos que, em economia fechada, o prego relativo do
bem trabalho-intensivo de longo prazo depende de «, sugerindo que uma mudanca em escala
global nos estimulos a formagao de poupanca poderia afetar o cambio de equilibrio.

3.9 Dinamica consolidada e método numérico

A dinamica do modelo pode ser caracterizada a partir das condigoes iniciais kg, qg, Ag € bg, das

condigoes de transversalidade (122) e (123), em conjunto com o seguinte sistema de equagoes
diferenciais:

. 1
ke = Ky [qbpt

}1/5 (152)

G =(r*"4+v)gg — (re+v—209) (154)

A =2+ 9+ =a) = p) = (" +a) + 3 (@ + v+ n)(ake — b)A7]  (167)

. N 1/€
bt = R*bt + (1 — ’}/)Ejl(pt))\;a + k‘t |:<qlt)m1) + 5EF — Zz(pt):| + Wg(pt) (158)

<%>ej1(]9t)/\t—0’ + k¢ [(qlt)m1>1/€ +g+n+ v] (Qtp—:l) =Wi(pt) — Z1(pe)ke  (175)

onde
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(130) gy = [ IO D
t

69) = ©9): 71p) = [+ (1=, o) = [+ (=) 5

a;—1
a®r ! o [ 2 ag—aj Q ag—aj .
(20)— (32): Zi(p) = Ly <p) . Wilp) = arms (p> Zip), i€ {12}
2 —Mm 0 Q4
ag—1 . 1 .
10),(12), (13) : a1 = am2 o1, 1= —2 Q:% ie{1,2
1 7
—Q n;

A principal diferenca deste sistema dinamico em relacdo ao do modelo com agente represen-
tativo, resumido na se¢do 2.8, se refere a dindmica do consumo. E 1til colocar as duas equagdes
de Fuler lado a lado, conforme abaixo.

(40) : i\\z:p—i-g—r*
167 =L+ 000 =)~ 0 o) g ko )k )]

Ao contrario do que acontece no modelo com agente representativo, o modelo de juventude
perpétua nao apresenta independéncia entre a dinamica do consumo e das demais variaveis. De
fato, a dinamica de A; passa a depender da riqueza a economia, a; = q:k; — b;. Além disso, a
varidvel relacionada ao sistema previdencidrio, «, entra na equacao potencializando os efeitos
da taxa de juros internacional. Isto é, quanto mais avarento for o sistema previdenciario, ou,
equivalentemente, quanto maior for «, mais declinante serd a trajetéria da utilidade marginal do
consumo. Logo, um gasto previdenciario menor estara associado a um perfil de consumo mais
inclinado, com niveis de poupanca maiores nos primeiros estagios da dinamica de transicao.

Outra caracteristica a se notar é que, neste modelo, os valores de estado estacionario tanto
para a divida externa quanto para a utilidade marginal do consumo estao fixados, também ao
contrario do que ocorre no modelo de agente representativo. Existem expressoes bem definidas
para b*® e A**. O maior grau de interdependéncia entre as variaveis neste sistema dindmico eleva
consideravelmente sua complexidade.

Mostra-se na se¢ao 5.6 que a—i > 0, % >0e % < 0. Um aumento do capital tende a elevar
o custo de instalacao do capital e reduzir a oferta de servicos, de modo que o cambio precisa se
apreciar para que o equilibrio se verifique. No caso do preco-sombra do capital o argumento é
semelhante, com o cambio precisando se apreciar para elevar a oferta e compensar o aumento
do custo de instalacao. Finalmente, uma elevacdo do consumo deve ser compensada por uma
depreciacao do cambio. O primeiro e terceiro efeitos dominam o segundo, de tal forma que, ao
longo da dinamica de transicao temos k > 0, ¢ < 0 e p > 0. A dindmica do consumo depende da
evolucao do estoque de riqueza, de tal sorte que nao é possivel afirmar que o sinal serd sempre o
mesmo, mas o comportamento tipico é A < 0. Finalmente, a dinamica da divida serd fortemente
afetada por seu valor inicial. Na calibracao escolhemos uma divida inicial em torno de 50% do
produto, de modo que o comportamento tipico é b > 0 na fase inicial da dinamica de transicao.

Para avaliar a sensibilidade da dinamica ao sistema de previdéncia, considere duas economias,
uma do tipo Brasil (o baixo) e outra do tipo China (« alto), com as mesmas condigoes iniciais
em termos de capital e divida externa. Sabemos que, no longo prazo, o Brasil apresentara b%°
e k** maiores, além de a* = k*° — b% e D(p®%) = p**c;® + ¢§° menores. Tipicamente, a China
iniciard a dindmica de transicao com cambio mais depreciado e consumo menor. A medida
que sua riqueza se eleva seu consumo cresce mais rapidamente e eventualmente ultrapassa o do
Brasil. O cambio de longo prazo sera igual, mas durante a dinamica a China apresentara cambio
mais depreciado.
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Foram implementadas trés estratégias para obter a solugao numérica do modelo, sendo que
as duas primeiras produzem solugoes equivalentes. O primeiro método se baseia num sistema
de “chutes educados” para as condicOes iniciais de A¢, js: e ¢ dentro de uma légica de forward
shooting, semelhante ao método utilizado no Capitulo 1. Inicialmente, determina-se condicoes
iniciais para o capital e para a divida externa: kg e bg. Chuta-se A\g e j3o. Dados kg, bg, Ao € J30,
chuta-se gy e roda-se o sistema para frente utilizando-se o método de Fuler®* até k; alcancar k*°.
Caso seja observado um excesso de acumulagao de capital (isto é, caso k tenha chegado em k**
antes de ¢ chegar em ¢°°), recalibra-se o chute de gy para baixo. Caso contrério, recalibra-se o
chute de gg para cima. Se k e g alcangarem seus valores terminais simultaneamente (dentro de
uma margem de tolerancia pré-determinada), interpreta-se que encontrou-se a direcdo da sela
no plano kXgq.

Compara-se, entao, o valor terminal de A; com A*°. Caso Ay > A%, interpreta-se que
a trajetéria do consumo foi subdtima e recalibra-se o chute de A\g para baixo. Caso \; <
A%%interpreta-se que a trajetéria do consumo violou a restricao orcamentaria intertemporal e
recalibra-se o chute de Ay para cima. Repete-se o procedimento até que k, g e A alcancem k*%, ¢°°
e A% simultaneamente. Quando isso ocorre, compara-se, entao, o valor terminal de j3; com j5°.
A medida que o valor terminal de j3; fica acima / abaixo de j3°, j3o é recalibrado para cima ou
para baixo e repete-se todo o procedimento. Com isso, espera-se obter uma trajetéria na qual
k,q, A e j3 alcangam k*°, ¢, A\*% e j3° simultaneamente.

O segundo método se baseia em forca bruta computacional. Essencialmente, cria-se um grid
de valores para cada varidvel cuja condicao inicial precisa ser descoberta. Para cada combinacao
de condigoOes iniciais, roda-se o sistema para frente até k; alcancar k*° e verifica-se a distancia
euclidiana da condicao terminal do sistema em relagao ao estado estacionario. Seleciona-se a
condigao inicial que mais se aproximou da convergéncia do sistema e, em torno dela, cria-se um
novo grid, agora mais refinado, com amplitude e incrementos menores. Repete-se o procedimento
até se alcancar o nivel de precisao desejado. Os resultados gerados através deste método sao
equivalentes aos do primeiro, porém a um custo maior em termos de tempo computacional.

Repare que, para este sistema dindmico se encontre em ponto de repouso, é necessario que
também a divida externa agregada alcance seu valor de estado estacionario. Isto é, é preciso
que o vetor (k¢, by, qi, Mt, ja¢) convirja para (k°%, 0%, ¢*%, X%, j5°). A convergéncia de k; para k*°
ocorre por construcao, ja que durante a dindmica de transi¢ao temos k> 0 e 0 método numérico
é interrompido quando k; alcanca k°°. A convergéncia de ¢; ocorre quando o algoritmo consegue
encontrar a direcao da sela. As convergéncias A; e js; ocorrem a medida que os chutes iniciais
se aproximam dos valores corretos. Note que nao restam instrumentos para perseguirmos a
convergéncia de b, que precisa acontecer em fungao da dindmica das demais varidveis. Por isso,
testamos também um terceiro método, que equivale ao primeira exceto por uma diferenca: o
critério de recalibragao do chute para Ay é a distancia euclidiana entre o valor terminal de b; e
b%%, ao invés da distancia euclidiana entre o valor terminal de A\; e A%%.

24Ver, por exemplo, Judd (1998).
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4 Capitulo 3: Calibracao

O modelo ¢é plenamente caracterizado pelas condicbes iniciais kg, by, qo, Ao, Lo € Ag, além dos
seguintes parametros:

Parametro Descrigao

o Participacao do capital na renda do setor 1

Participacao do capital na renda do setor 2

Q
%

Taxa de progresso tecnoldgico

Taxa de crescimento populacional

Taxa de depreciagao do capital

Coeficiente de elasticidade de substituicao intratemporal

Coeficiente de elasticidade de substituicao intertemporal

Slalo|o 3|

Taxa de juros internacional

Taxa de preferéncia temporal

Indice de produtividade relativa entre os setores

Fator de ponderacao do consumo do bem nao-comercializavel na fungao utilidade

Taxa de decaimento da renda do individuo

Taxa de decaimento da produtividade do individuo

Probabilidade de morte

Parametro de nivel da funcédo custo de instalacao do capital

M| S | @RI

Parametro de convexidade da fun¢ao custo de instalagao do capital

Tabela 1: Lista de parametros

Nas estratégias de calibracao alternativas apresentadas a seguir suponho a; = 0.28, as =
0.48, g = 0.015, n = 0.01, § = 0.035 ¢ = 0.76, 0 = 0.5 e v = 0.0125.

Os valores para aj, ag e € foram escolhidos com base em Acemoglu e Guerrieri (2008).
Neste artigo, a; e ag representam a participagdo do capital na renda dos setores trabalho-
intensivo e capital-intensivo na economia americana, respectivamente, estimadas com base na
North American Industrial Classification System (NAICS).

Também aproveitamos a estimativa de Acemoglu e Guerrieri (2008) para o coeficiente de
elasticidade de substituicao intra-temporal, . Repare que, tomando o logaritmo neperiano da

equagao (54), obtemos:
1—
In <clt> =Ina—cln <Py> —elnp,
Cat g

3
=In <Clt> =In [a <7> ] —elnp
ot I—7

Logo, se estimarmos um modelo econométrico do tipo In (%) = B1+ B2 In py +uy, poderemos
utilizar —f32 como estimador de . Além disso, a partir da estimativa do intercepto desta
equagao, 1, obteremos uma relagdo entre o parametro de ponderacao do consumo do bem

nao-comercializavel na fungao utilidade v, e o termo de produtividade relativa entre os setores,

emfo(;2) T mamen (122 199

Seguindo este procedimento para dados da economia americana, Acemoglu e Guerrieri (2008)
obtiveram ¢ = 0.76.

a:
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4.1 Estratégia de Calibracao da Taxa de Decaimento da Renda do Individuo

Para calibrar a taxa de decaimento da renda disponivel, «, utilizamos as varidveis observaveis
gasto com previdéncia como propor¢ao do PIB, v, e idade média de aposentadoria, id*. Supomos
que o individuo com idade igual ou superior a d“? estd aposentado, recebendo rendimento su-
perior a sua produtividade. Entao, de forma agregada, o montante de beneficios previdenciarios
recebido pelos individuos aposentados deve corresponder a gasto previdencidrio observado, con-
forme abaixo.

t—id*P
/ N(s,t)bp(s,t)ds = 1Y,

—0o0

(194)

Tratando separadamente a populacao inicial da populacao nascida a partir de tg temos

to t—idar
N(s,t)bp(s,t)ds —|—/ N(s,t)bp(s,t)ds = 1 Y;
—0o0 to
to t—idoP
= Ny~ (mtollto=s)g=v(t=to) (s #)ds + / Niem =9 pp(s 1)ds = 1Y,
—00 to

3 to 5 t—idoP
:>Nt0€_v(t_t0) / 6_(n+y)(t0_t+t_s)bp(8, t)dS + Nto en(t—to) / e—(”l-f—v)(t—s) bp(S, t)ds —_ th

oo to

B to ~ t—id*P
:>Ntoefv(tfto)ef(n+v)(t07t) / ef(nJrv)(tfs)bp(s7 t)dS + Nto en(tfto) / ef(nJrv)(tfs)bp(S’ t)ds = 1Y,
—0o0 to

_ to t—idoP
= Ny, e(t—t0) {/ e~ (=) b5 1) ds +/ e("JrU)(tS)bp(s,t)ds} =1Y;
—0o0 to
t—id*P

:>Nt0 Cn(t_to)Atwt |:/

—0o0

¢~ () (t-5) [y 2 alt—s) _ the—mt—s)]ds] LY

t—id®P 1 Y,
N / e~ ()-8 [y 2e—alt=s) _ xlo-Alt-s)gg —, L Yt
oo Wy AtNtoe"(t—tO)

t—id®P t—id®P 1 Yt
:>Xt2 / e*(n+’u+a)(t78)d8 o th / ef(TH*U‘hB)(t*s)dS — Vt; T N
—00 —o0 1 AglVg

—idoP —idep
:>n +v+a /t ‘ o~ (ntvta)(t—s) 7o _ n+v+p [ e~ (ntvtB)(t—s) 7o _ ” 1 1 Y

n+wv oo n+v oo wrn +v Ay N;
t—id*P t—idop 1
=n+v+a) / e~ (nrvre)t=s)gs _ (n 4 v + B) / e~ (MR =s) g — 1, —y,
—00 —00 Wt

onde estou utilizando as equagoes

N(s,t) = Npe~ (=) (103)
Ny = (n+v)N; (105)
n+v+p

Xl=—-—- (1
L= (109)
X2 = ntvta (113)
n-—+v
bp(s,t) = | PPV @ att— P EVED ses| 40 (115)

n—+v n—+v
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Avaliando em estado estaciondrio obtemos

t—idop 58
|:e—(n+v+oz)(t—s) - e—(n+v+ﬁ)(t—s):| _ VSSL

— 0 wSS

:>e—(n+v+a)id“p - e—(n+v+,3)idap - Y
WSS
oS o
Sa=——ln [uw + ¢~ (ntvtB)id } —(n+v) (195)

Isto é, temos o = a(v*%,id, B, v, n,w**,y**). Pelas condi¢oes de primeira ordem do pro-
blema das firmas temos w*® = w*¥(a, a9, k2(p®*,a)) = w** = w*(a,p*®,as), de modo que
— Ss , Ja SS SS
Oé:Oé(V ’Zd p,ﬁ,v,n,y , @, P ,042)-

4.2 Estratégia de Calibracao do Estado Estacionario 1

Nessa estratégia utilizamos quatro varidveis auxiliares observaveis: a participagdo do consumo
de bens comercializdveis no consumo agregado, ¢, o gasto previdencidrio como propor¢ao do PIB,
v, o tempo médio de permanéncia do individuo no mercado de trabalho, 1d®?, e a relacdo divida
externa / PIB de longo prazo, b*° /y*s. Adota-se ¢ = 0.10, v = 0.05, id® = 30 e b**/y** = 0.50.

Supomos conhecidos a3 = 0.28, ag = 0.48, g = 0.015, n = 0.010, 6 = 0.035, ¢ = 0.76,
o =0.50 e 7* = 0.06%°. Através das equacdes (88), (91), (93) e (89), conhecemos a razio capital
/ trabalho no setor 2, k5° = k5%(r*,0,a2), e podemos expressar a razao capital / trabalho
no setor 1, a taxa de cambio e o salario em funcao do indice de produtividade relativa a,
k3® = k3% (o, ag, 7%, 6,a) = ki*(a), p** = p**(an, ae, 6,1, a) = p**(a), e w* = w**(a, ag,r*,0) =
w*® = w*(a) conforme abaixo.

* (5 ag—1
(88): k3 = [r + ] TS = 22,5382
Q2
1
* 4 §lan 1
O1): K=ol [’" + ] ke = k()
T2 Q2
(93): p* = glmn 1702 <772>a1 <r* + 5) TS = p(a)
I—a1 \m ol
o9
* 4§ an1
(89) : w* = a(l — ag) [T + } o = w*(a)
Q2

Normalizamos para a unidade o produto por trabalhador de estado estacionario, o que
também nos permite expressar as fragbes de mao-de-obra alocadas em cada setor em fungao
do indice de produtividade relativa a:

25 A escolha do valor para a taxa de juros internacional teve como objetivo produzir uma razio capital / produto
de longo prazo entre 3 e 4. Caso tivéssemos adotado r* = 0.04, por exemplo, obterfamos uma razao capital /
produto entre 4 e 5.



88 —

Yy
SR 4+ als () = 1

aq
i (o) at - i) <1
2

a
= [ (Zg) a1 =1 gy
2

1— a1 a1
— { |:a1—a1 Qa2 (772> (kgs)ag—al] (amk§s> . a(kgs)az} is -1— a(kgs)az

m 2

1—
= oot ) - alhg)| 0 =1 - alig)

1 — 88\ Q2 788 ss\a
:><1—a1_1)a(k2)2l1 :1—a(k2)2
a1 — 2 88\ Q2188 ss\«

= (S22 atky iy =1 gy

= (52 atk) iy =tk -1
a(ks)*2 — 1

() alhg)es

~ i = 1)

onde estou utilizando (26) e (92).
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(196)

(197)

(198)

Utilizando a variavel observavel participacdo do consumo de bens comercializdveis no con-
sumo agregado em estado estaciondrio, (*®, obtemos uma relacao entre v e a, conforme abaixo.

A Coy
¢ = & ¢ = A Aaly _ acy ss acy’
t— t = t = = <&
Cy A?Et piCit + acoy pssci® + acs?
I3
:>CSS: (1_’7) :>Css: 1

(P**)' =5y + (1= )°

€ __ 88 1 __ /88 1/e
:>(pss)15< Y > :1 C = i :(pss) = <1 C )

-~ ¢ -~
ss e—1 17(35 1/6
(@)= (55°)
e—1 _(ss 1/5
L+ ((a) = (55)
=7 =7(a,¢%)

==

Dado que ¢*° = 0.10, ficamos com v = v(a).

(199)

Da condigao de equilibrio no mercado de fatores, equagao (3), em conjunto com a equagao

(197), temos
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(8): k" =1 (@ki*(a) + al3* ()3’

=SS = 1- a((i;S)CQ 771 k’ 1— a(k,ss)a k;s
pss (a%k§s> _ a(kgs) 2 771 kss) a(kgs)oQ
1— a(kgs)ag 771 ot k85> 1 1
:>k58 - SS M 1.88 o 88\ oo k 771 ss EEAYe D kis
p (aﬁgkb ) —a(k3’)* S k3 — a(k3’)
:>kss - a:]]; k.ss _ 2711 (kss)a2+1 + aa1+1 Ss % Oél kss aj+1 k;s

pss (a%kss)al _ a(k s)ag

1—
aa1+1 (%>a1 (k)gs)a1+1 <pss o al—al (%> a1 (kgs)a2_al> n <% B )akgs

= k% = aq
ps (amhy) —alhky)e

ar+1 (1 * Ess ai+1 [ 1—az (12 o _(m 1—an 1—ag (kss)azfoq m_1 Jess

a 2 (k3°) I—a1 \'m 72 a 2 T\ aks
= k% = & &

al— ali Zf (%> 1 (k};s)az_al (a%k58> 1 . a(kss)az
a1 — QX 1 1_051 EXAYe) SS

()" (b (3)" - (1)) o (- ) i

= k% =
(1—52 ) a(ks®)e
() el (- ) e .
(s=2r) (ko)

= k%% = kss(a) (201)

Levando (199) e (200) em (185) obtemos uma equagao que define implicitamente a em funcao
de C7a17a2797n7 67570-7T*7p SeH

- W (a)) + Dya.0 ) Walp™ ()
F) = 2 @) + sl p) [ Zalp (@) — (1 9) (202)
onde
(%) 1)
(184) : Qg =

(1 =) (p*) = R*52(p*)
[(p+v)+ (L —0)(r* —p)l(a+v+n)
(r*+a)—(L—-0o)(r*—p) - (p+g)

(93): p* = 1—o¢11_a2 (772>041 <r +(5> az =
1—051 m a9

o—¢€

(68) = (69): j1(p) = [y T+ (L= T, o) = [y T+ (L —7)] T

(179) :

Q

a® Oy \ e Q5 \ az—a1 ,
(20)— (32): Zip) = Ly <p) W) = (p> Zip), e {12}
2 —mM 2 9]
ag—1 . 1 .
(10),(12), (13) : a1 = amor, = - = U0FM o g

I—a; ;
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Observando as equagoes acima e lembrando que ja conhecemos (, a1, a9, g,n,d,e,0,r*, fica

claro que (202) fornece uma relagao entre a, p e «:

fl(aapva) =0

Da equagao (195) temos a = a(v**,id?, 3, v,n,y**, a, ay), conforme abaixo.

SS

1 ss Y
idep w*s(a)

+ e‘(n+v+5)id‘”’ _ (TL + U) (195)

Como ja conhecemos %, id®?, v, n e y*5, (195) define uma relacao entre «, a e f:

fg(a, «, ﬂ) =0

(203)

(204)

Deve-se notar que o gasto previdenciario nao guarda relacao direta com o nivel de «, mas
sim com a diferenca entre a e 8. Quanto maior o termo S — «, mais generoso serd o sistema
previdenciario e maior serd o gasto associado ao mesmo. No entanto, o nivel de « é critico para
a calibragao, conforme serad visto a seguir. Como o nivel de « estd associado ao nivel de 3, a
escolha de 8 também serd critica. Trabalharemos com quatro valores para 3, consistentes com
uma razao entre produtividade no momento da aposentadoria e produtividade ao nascer de 10%,

30%, 50% e 80%, conforme tabela abaixo.

Produtividade Aposentadoria I3
10% Produtividade inicial 0.0768
30% Produtividade inicial 0.0401
50% Produtividade inicial 0.0231
80% Produtividade inicial 0.0074

Tabela 2: Valores alternativos de

Mesmo fixando (3, ficamos com duas equagoes, (203) e (204), e trés incdgnitas, a, a e p.

Nossa terceira relagao vem das equagoes (178), (179) e (183) combinadas.

(178) 1 1% = k*(a) — Ga(p** (@) (A*) Y
el 0)+ (- o)~ p)l(atv+n)
O = e~ =) - -+ 9)
(1= 7(@)*1(p** (@) — R*a(p*(a) 752) 17
[Z2(p(0)) — (" + 0)] k**(a) — Wa(p™*(a)
:>f3(a7p7 Oé) =0

=T=T(p,a)

(183) : A% =

= >\ss = Ass(afa P a)

(205)

Note-se que 5% é conhecida. Portanto, o préximo passo é resolver, numericamente, o sistema,
nao-linear de trés equagoes, (203), (204) e (205), em trés incégnitas, a, p e a. A tabela a seguir

apresenta os resultados para cada valor de 5.



Parametro | 5 =0.0768 | 5 =0.0401 | g =0.0231 | 8 =0.0074 Tipo

P 0.0774 0.0554 0.0401 0.0229 Endégeno
Q@ 0.0463 0.0267 0.0144 0.0017 Endégeno
a 0.2837 0.2837 0.2837 0.2837 Endégeno
k®¢ 3.6004 3.6004 3.6004 3.6004 Endégeno
b%® 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 Exo6geno
y%® 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 Exo6geno
r* 0.0600 0.0600 0.0600 0.0600 Exo6geno
p*s 0.6924 0.6924 0.6924 0.6924 Endégeno
A58 1.5692 1.5692 1.5692 1.5692 Endégeno
T 0.2472 0.2472 0.2472 0.2472 Endégeno
~y 0.9529 0.9529 0.9529 0.9529 Endégeno
kg8 2.6934 2.6934 2.6934 2.6934 Endégeno
k5? 22.5382 22.5382 22.5382 22.5382 Endégeno
;58 0.7549 0.7549 0.7549 0.7549 Endégeno
15? 0.2451 0.2451 0.2451 0.2451 Endégeno
%% 0.2160 0.2160 0.2160 0.2160 Endégeno
w*s 0.6580 0.6580 0.6580 0.6580 Endégeno
V58 0.0500 0.0500 0.0500 0.0500 Exo6geno
¢ 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000 Exo6geno
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Tabela 3: Estratégia 1 - correlagdo entre p e a para um dado nivel de riqueza

Repare que a mudanca no valor de [ altera a calibracao de apenas dois parametros do
modelo, p e a. A relagao entre a e ( é facilmente compreendida pela equagao (195). Para um
dado nivel de gasto previdenciario, a taxa de declinio dos rendimentos estara diretamente ligada
a taxa de declinio da produtividade.

Para entender a relagao inversa entre p e a na calibracao é ttil compararmos as Equagoes
de Euler individual e agregada, reproduzidas abaixo.

(120) : m((;t’ D \s.8)(p— )
067 3= Lot g+ 0 -0)6" ) 0 4] + [z (o o+ m)aks — b))

Note-se que, em ambas equagoes, p e r* aparecem com sinal trocado, como era de se esperar.
Quanto maior for a taxa de juros internacional, para uma dada taxa de impaciéncia, menor
serd a taxa de variacao de ), indicando um perfil de consumo mais positivamente inclinado,
ou menos suave ao longo do tempo. Trata-se de resultado perfeitamente natural, uma vez que,
quanto maior for o custo de oportunidade do consumo percebido pelo individuo, maior serd sua
propensao a poupar.

Na equacao de Euler agregada, percebemos, na calibracao, que o primeiro termo entre col-
chetes possui magnitude bastante superior ao segundo, sendo, portanto, a parcela relevante na
determinacao da taxa de variagao de A. Neste primeiro termo, observe que a taxa de declinio da
renda individual, o, se soma a taxa de juros internacional, potencializando suas consequéncias.
Com efeito, é de se esperar que um sistema previdenciario menos generoso, refletido num «
maior, incentivard um aumento da poupanca individual, atuando na mesma direcdo de uma
elevacao da taxa de juros internacional.

A esta altura é 1til refazermos os passos desta estratégia de calibragao. Fixamos a parti-
cipacdo do consumo de bens comercializdveis no consumo agregado, ¢, como auxilio para cali-
brarmos o fator de ponderacao do consumo do bem ndo-comercializdvel na funcao utilidade, ~y.
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O gasto previdencidrio como proporg¢ao do PIB, v, e o tempo médio de permanéncia do individuo
no mercado de trabalho, id®", servem como auxilio para calibracao de «. Fixamos também a
rela¢ao divida externa / PIB de longo prazo, b*° /y®*, e normalizamos para a unidade o produto
por trabalhador de estado estacionario, de modo que a divida externa de longo prazo também
estd dada. Finalmente, como a taxa de juros internacional foi tratada como varidavel observavel,
bem como a participagao do capital na renda de cada setor, a razao capital / trabalho em ambos
os setores estd determinada.

Assim sendo, tudo se passa como se a riqueza de longo prazo da economia estivesse dada.
Como ela depende positivamente de r* e a, e negativamente de p, e como r* esta dada, a reducao
de « precisa ser acompanhada de uma redugao em p de modo a manter constante o estoque de
riqueza da economia.

A questdao que se coloca, entdo, é qual critério deve ser utilizado para escolher entre as
possiveis alternativas para p, a e 8. Do modelo de agente representativo, sabemos que a taxa
de juros internacional deve obedecer a seguinte relacao:

1
(228): " =p+ —g
o

De acordo com (228), para r* = 0.06, g = 0.015 e 0 = 0.5, deverfamos ter p = 0.03.
Além disso, esperamos que o modelo desenvolvido em Blanchard (1985) apresente, em estado
estaciondrio, produto marginal do capital maior do que no modelo de agente representativo. De
fato, Blanchard e Fischer (1989), capitulo 3, sugere que a taxa de juros no modelo de juventude
perpétua deveria se situar entre r e r + v, onde r é a taxa de juros observada no modelo de
agente representativo?®. Podemos utilizar este intervalo para definir uma espécie de regido de
aceitacdo para p, conforme abaixo.

1 1
p+—g9g<r*<p+—g+v
g g
1 . 1
=—g<r —p<—-g+v
g g
=-—-r+—-g<-—p< -1 +—g+v
g g

.1 .1
=1t g zp>rt - Sg v

g ag
=0.030 > p > 0.0175 (206)

Repare que a tltima calibragao da tabela, na qual a produtividade ao se aposentar equivale
a 80% da produtividade inicial e S = 0.0074, fornece p = 0.0229, préximo ao ponto médio do
intervalo de aceitacao. Portanto, elegemos esta a calibracao mais razoavel dentre as apresen-
tadas, e a denominamos calibracao base de agora em diante. A tabela a seguir compara esta
calibracao com calibragoes alternativas impondo variacao de meio ponto percentual na taxa de
juros internacional e na taxa de declinio da renda individual.

Observe que uma elevagao tanto de r* quanto de o produz um aumento na riqueza de longo
prazo da economia, medida pela diferenca k° — b®®. Vale notar que esse aumento de riqueza é
acompanhado de uma redugdo da razao capital / trabalho, de modo a viabilizar a elevagao da
oferta do bem cuja tecnologia é trabalho-intensiva.

26De fato, este resultado é demonstrado para o caso particular em que a = 0.



Parametro | Calibracao base | r* = 0.065 | a = 0.0067 Tipo
p 0.0229 0.0229 0.0229 Endégeno
r* 0.0600 0.0650 0.0600 Exégeno
B 0.0074 0.0074 0.0074 Endégeno
o 0.0017 0.0017 0.0067 Endégeno
a 0.2837 0.3065 0.2924 Endégeno
k*® 3.6004 3.2196 3.3874 Endégeno
b%® 0.5000 -1.7788 -2.3456 Exo6geno
y®® 1.0000 1.0000 1.0000 Exégeno
p%° 0.6924 0.7178 0.7077 Endégeno
A58 1.5692 1.2377 1.2186 Endégeno
T 0.2472 0.1756 0.1533 Enddégeno
v 0.9529 0.9524 0.9526 Endégeno
k3® 2.6934 2.6368 2.7762 Endégeno
k5° 22.5382 20.4211 22.5382 Endégeno
I5° 0.7549 0.8391 0.8397 Endégeno
15° 0.2451 0.1609 0.1603 Endégeno
%% 0.2160 0.1932 0.2032 Endégeno
w®® 0.6580 0.6780 0.6782 Endégeno
v 0.0500 0.0515 0.0059 Exégeno
¢ss 0.1000 0.1000 0.1000 Exégeno

Tabela 4: Estratégia 1 - Resultados finais e estatica comparativa em

r* e «
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4.3 Estratégia de Calibracao do Estado Estacionario 2

Nesta secao apresentamos nossa segunda estratégia de calibracdo, que endogeniza a taxa de
juros internacional e a taxa de impaciéncia, fixando de partida a razado capital / produto e a
razao divida externa / produto, além de normalizar o produto por trabalhador para a unidade,
conforme abaixo.

S8

Y =
k** =3.5
b** = 0.5

Assim como na se¢ao anterior, utilizamos a participacdo do consumo de bens comercializdveis
no consumo agregado, ¢, o gasto previdencidrio como propor¢do do PIB, v, e o tempo médio de
permanéncia do individuo no mercado de trabalho, id®P, adotando (** = 0.10, v** = 0.05 e
1d® = 30. Para a taza de decaimento da produtividade adotamos o mesmo valor escolhido na
secao anterior: 8 = 0.0074.

Supomos conhecidos a1 = 0.28, as = 0.48, g = 0.015, n = 0.010, 6 = 0.035, ¢ = 0.76 e
o = 0.50. Portanto, através das equagoes (88), (91), (93), (197) e (199), podemos expressar a
razdo capital / trabalho em cada setor, a taxa de cambio, o saldrio, a fracao da mao-de-obra
alocada em cada setor e o fator de ponderagao do bem doméstico na fungao utilidade em fungao
do indice de produtividade relativa, a, da taxa de juros internacional, r*, conforme abaixo.

1

ss 40| et ss S8, %
1

ss m 7"+ 0| 21 55 _ 1,88 *

(91) : 1 = a— |: ot :| = 1 = kl (a,’/" )

o

2]

1— aq * 6 prop—

(93): po =gl 22 (12 L TS p® =% (a,r)
Il—a1 \m e%)

(89): w¥ =a(l - a)(k5’)*? = w* = w**(a,r")
(ao7): I = Ak 21
(=) ahse)e:
e—1 __ (88 1/6
(v (a,r) = ()

E— —(Ss 1/E
L+ (p(a,r) = ()

=17° =1{%(a,r")

(199): ~=

=7 =7(a,77)

Como a razao capital / trabalhador estd dada, podemos calcular o indice de produtividade
relativa através a equacao (200), obtida a partir da condicao de factibilidade do mercado de
fatores.
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) ) —aq=g (1 81) ()t
() Gt
el C e L e e I T C e
(22) k() — b (558) (o)™
e (1 8) G epen
=a = a(r*) (207)

(200) : k% = (

=q =

Para calcular taxa de decaimento da produtividade do individuo, «, utilizamos novamente a
equacao (195), conforme abaixo.

SS
(195) . o= — n I:l/ss wsz(,r*) + e—(n+v+ﬂ)zdap _ (TL + 'U)

l
1dor
=a = ar")

Vamos agora calcular o parametro que mede a razao entre dispéndio com consumo e a riqueza
de longo prazo, Y.

[(p+v)+ A =0)0" = pllalr™) +v+n)  DE*())

) Y = ) — (=) —p) = (h T g) = b=
=T =7T(r") (208)

onde estamos utilizando o fato de que k% e b*® sao conhecidos. Da equagao (185) temos

Wi(p*(r*)) + QsWa(p*(r))

Z1(ps(r*)) + Q3[Za(p®s(r*)) — (r* + 0)]

=Q3[(r" + 8 — Zao(p™ (r™))) k™ + Wa(p™(r*))] = Z1(p**(r)) k™ — Wi (p* (1))
Zy(p*(r*))k** = Wi (p*(r™))

[r* + 0 — Zo(p*s(r*))] k55 + Wa(p*s(r*))

:>Qg = Qg(?"*) (210)

(185) : k* =

=03 =

Podemos entao utilizar (184) para encontrar uma equagao que define implicitamente r*:
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)R ( (*)
Q3(r*)R*j2(p** (1))

(1= =) () = (57 ()

Finalmente, da equagao (183) temos

ST () =

. ss\—0 _ [22(1953(7,*)) _( )] WQ( ( ))
e e R() o)

Pode-se mostrar que esta estratégia produz uma calibragao tnica no espago relevante de
parametros. Definindo a funcao ¥ (r*)

(7)) L DR - W)
(L= () = Rogeya@ () 7 40 = Bl (r)Jks + W)

U(r*) =

podemos concluir que a calibragdo serd tnica se ¥(r*) tiver apenas uma raiz no conjunto de
valores razodaveis para 7*. De fato, é o que o grafico abaixo mostra para r* € [0.02,0.10].
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Figura 1: Unicidade da Estratégia de Calibragao 2

Note-se que o grafico possui duas assintotas, uma em .~ 5.95% e outra em 7, .. =~ 6.95%,
sendo que a unica raiz, 15 =~ 6.25%, se localiza entre ambas.

A tabela a seguir apresenta os resultados dessa estratégia para k% = 3.5, y*¢ = 1 e trés
niveis de passivo externo, b** =0, b°®* = 0.5 e b** = 1.
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Parametro Descrigao b** = 0.00 | °* =0.50 | b** =1.00 Tipo
k*® Capital 3.5000 3.5000 3.5000 Exo6geno
y®° Produto 1.0000 1.0000 1.0000 Exégeno
b%? Divida externa 0.0000 0.5000 1.0000 Exo6geno
r* Taxa de juros internacional 0.0615 0.0625 0.0635 Endégeno
p Taxa de preferéncia temporal 0.0233 0.0253 0.0276 Endégeno
«a Decaimento da renda 0.0018 0.0017 0.0017 Endégeno
15} Decaimento da produtividade 0.0074 0.0074 0.0074 Exo6geno
vs° Gasto previdenciario / produto 0.0500 0.0500 0.0500 Exo6geno
¢s® c5® | D(p*®) 0.1000 0.1000 0.1000 Ex6geno
A58 Utilidade marginal do consumo 1.4900 1.5619 1.6435 Endégeno
p°° Taxa de cambio 0.6987 0.6981 0.6974 Endégeno

D(p*s, X*9) Dispéndio com consumo 0.7900 0.7713 0.7515 Endégeno
a Ay /Ay 0.2897 0.2909 0.2921 Endégeno
ci® Consumo servigos 1.0175 0.9943 0.9698 Endégeno
c3® Consumo tradable 0.2727 0.2652 0.2573 Endégeno
k3® Capital servigos 2.6682 2.6284 2.5872 Endégeno
k5? Capital tradable 21.8631 21.4493 21.0258 | Endogeno

° Proporgao méao-de-obra servigos 0.7731 0.7586 0.7432 Endégeno
58 Proporgao mao-de-obra tradable 0.2269 0.2414 0.2568 Endégeno
%% Investimento 0.2100 0.2100 0.2100 Endégeno
T Consumo / riqueza 0.2257 0.2571 0.3006 Endégeno
0% Peso servicos fungao utilidade 0.9528 9528 0.9528 Endégeno
Qay Particip do K na renda servicos 0.2800 0.2800 0.2800 Exo6geno
a2 Particip do K a renda tradable 0.4800 0.4800 0.4800 Exo6geno
Qg Particip do K na renda agregada 0.3378 0.3412 0.3447 Endégeno
g Progresso tecnolégico 0.0150 0.0150 0.0150 Exo6geno
n Crescimento populacional 0.0100 0.0100 0.0100 Exo6geno
0 Depreciagao do K 0.0350 0.0350 0.0350 Exégeno
€ Coef elast subst intratemporal 0.7600 0.7600 0.7600 Exégeno
v Prob de morte 0.0125 0.0125 0.0125 Exo6geno
w5* Salario 0.6626 0.6588 0.6553 Endégeno
yi® Produto servigos 1.0175 0.9943 0.9698 Endégeno
y5° Produto tradable 0.2890 0.3059 0.3236 Endégeno
tle®® Transf liq rec exterior 0.0000 0.0187 0.0385 Endégeno

Tabela 5: Estratégia 2 - Resultados
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4.4 Dinamica de Transicao

Nesta secao apresentamos os resultados obtidos numericamente para as dinamicas de transicao
de duas economias: uma do tipo Brasil e outra do tipo China. As duas economias sdo calibradas
seguindo a mesma estratégia adotada na calibracdo base apresentada na Secdo 4.2, exceto pelo
coeficiente de elasticidade de substituicao intertemporal, para o qual agora adotamos ¢ = 1.
Esta alteragao produz um valor diferente para a taxa de preferéncia temporal, p = 0.0414, além
de tornar constante o termo js,

(130) gy = [ IR0

! o—1
(69): Jalpe) = [y =+ (L —7)T] "
de modo que o =1 = j;;l = p+wv. Isso reduz em uma dimensao a regiao de busca das condigoes
iniciais, bastando encontrar gg e Ao, ao invés de gy, Ag € j3o, diminuindo substancialmente o
custo computacional do método numérico. As duas economias sdo idénticas no que se refere
aos demais parametros de preferéncias e tecnologias e riqueza inicial (kg = 0.50 e by = 0.10
em ambas), diferindo, entretanto, nos respectivos sistemas previdencidrios. O parametro « é
calibrado considerando diferentes niveis de gastos previdenciarios de longo prazo: v** = 0.025
para a economia tipo China e v** = 0.075 para a tipo Brasil. Portanto, a economia do tipo
China apresentard, no longo prazo, produto, capital e endividamento externo menores, bem
como consumo e ativos liquidos maiores. J4a na fase inicial da dinamica de transi¢ao a economia
tipo Brasil apresentard consumo maior e cambio mais apreciado. A tabela abaixo resume os
resultados.

Parametro | Brasil China
vss 0.0750 | 0.0250
Q -0.0008 | 0.0045
Ta 1.0170 | 0.9832
k33 3.7795 | 3.4235
bs® 2.0836 | -1.0635
p*® 0.6924 | 0.6924
NS 1.3941 | 1.2270
q°° 1.0000 | 1.0000
ko 0.5000 | 0.5000
bo 0.1000 | 0.1000
Do 0.4945 | 0.4934
Ao 2.1527 | 2.7375
q0 1.8244 | 1.8263
kg 3.7795 | 3.4235
by 2.0761 | -0.8971
Dy 0.6715 | 0.6483
Y 1.9744 | 2.6102
qf 1.0000 | 1.0000

Tabela 6: Resultados para a dindmica de transigao

Note-se que a economia nao apresenta convergéncia perfeita. Enquanto que, no plano kXgq,
a convergéncia ocorre sem problemas, no plano bX A\ ocorre um trade-off entre as convergéncias
de b; e de \;. Este padrao foi encontrado em todos os métodos utilizados. Os resultados acima
foram obtidos através do terceiro método apresentado na Secdo 3.9, que busca Ay de modo a
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aproximar by de b**. Quando utilizamos o primeiro método, que busca Ay de modo a aproximar
Ay de A%%, obtemos convergéncia em A as custas de um afastamento entre by de b, o que
sugere que o modelo ndo possui um mecanismo interno que garanta convergéncia para o estado
estaciondrio. A tUnica situacao na qual conseguimos gerar convergéncia perfeita do sistema foi
quando nos permitimos variar byg. No entanto, trata-se de situacdo pouco interessante do ponto
de vista analitico, uma vez que nao nos permite isolar o efeito do sistema previdenciario sobre
o equilibrio da economia.

A néo convergéncia de um sistema dinamico é algo comum, porém pouco usual em modelos
macroecondmicos tradicionais. Conforme observado no Capitulo 1, modelos de agente repre-
sentativo com economia aberta possuem dinamica relativamente simples, nao havendo restricao
sobre o valor terminal da divida externa. A convergéncia depende da identificagdo da direcao
da sela, dada pelo autovetor associado ao autovalor convergente, conforme explicado no Anexo
5.8.

No caso do modelo do Capitulo 2 nos deparamos com situagao pouco usual caracterizada por
condigoes terminais bem definidas para k, g, p, b e A. Tratando k£ e b como varidveis de estado,
podemos escolher gy € Ag. A escolha de qg ¢é feita de modo a gerar convergéncia no plano kXg,
ou, equivalentemente, para fazer com que k; alcance k*° ao mesmo tempo que ¢; alcance ¢°*°.
Logo, ficamos apenas com um instrumento, Ag, para gerar convergéncia no plano bXA. Quando
fazemos Ay “olhar” para A®®, by nao converge. Quando fazemos Ay “olhar” para b*®, A\; nao
converge. A convergéncia ocorre quando nos permitimos variar by porque, assim conseguimos
igualar as quantidades de instrumentos e objetivos.



5 Anexos

5.1 Estatica Comparativa do Estado Estacionario
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Nesta secao apresentamos o efeito de diferentes niveis de gastos previdenciarios sobre o estado
estacionario da economia tomando a calibracdo base apresentada na secdo 4.2 como cendrio de

referéncia.

Parametro | v** =0.000 | v»** =0.025 | v»** =0.050 | v** = 0.075 | v*® = 0.100
k58 3.2462 3.4227 3.6004 3.7798 3.9615
y*® 0.9664 0.9831 1.0000 1.0170 1.0343
b5 -2.6311 -1.0706 0.5000 2.0861 3.6925
r* 0.0600 0.0600 0.0600 0.0600 0.0600
p 0.0229 0.0229 0.0229 0.0229 0.0229
« 0.0074 0.0045 0.0017 -0.0008 -0.0031
15} 0.0074 0.0074 0.0074 0.0074 0.0074
vss 0.0000 0.0250 0.0500 0.0750 0.1000
¢ 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000 0.1000
A58 1.2359 1.3872 1.5692 1.7921 2.0699
p*° 0.6924 0.6924 0.6924 0.6924 0.6924

D(p®s, \# 0.8637 0.8152 0.7665 0.7172 0.6674
a 0.2837 0.2837 0.2837 0.2837 0.2837
ci® 1.1225 1.0596 0.9962 0.9322 0.8674
cs® 0.3045 0.2874 0.2702 0.2529 0.2353

78 2.6934 2.6934 2.6934 2.6934 2.6934
ks® 22.5382 22.5382 22.5382 22.5382 22.5382
5° 0.8506 0.8029 0.7549 0.7064 0.6573
15 0.1494 0.1971 0.2451 0.2936 0.3427
158 0.1948 0.2052 0.2160 0.2274 0.2393
T 0.1470 0.1814 0.2472 0.4235 2.4818
~y 0.9529 0.9529 0.9529 0.9529 0.9529
o 0.2800 0.2800 0.2800 0.2800 0.2800
oD 0.4800 0.4800 0.4800 0.4800 0.4800
Qg 0.3191 0.3307 0.3420 0.3531 0.3639
g 0.0150 0.0150 0.0150 0.0150 0.0150
n 0.0100 0.0100 0.0100 0.0100 0.0100
0 0.0350 0.0350 0.0350 0.0350 0.0350
€ 0.7600 0.7600 0.7600 0.7600 0.7600
v 0.0125 0.0125 0.0125 0.0125 0.0125
w3® 0.6580 0.6580 0.6580 0.6580 0.6580
yi® 1.1225 1.0506 0.9962 0.9322 0.8674
ys5° 0.1891 0.2494 0.3102 0.3715 0.4337

tless -0.0953 -0.0381 0.0175 0.0718 0.1250

Tabela 7: Relagao entre riqueza de longo prazo e sistema previdenciario -

Resultados
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Figura 7: Gasto Previdenciario / PIB de SS X Transferéncia Liquida de Recursos ao Exterior /
Produto de SS
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© da mio-de-obra

Gasto Previdenciario/ PIB de §S

Figura 8: Gasto Previdenciario / PIB de SS X Fragao da mao-de-obra alocada no setor de
tradables de SS

no produto de SS.

Gasto Previdenciario/ PIB de S

Figura 9: Gasto Previdenciario / PIB de SS X Participagao do setor de tradables no produto
de SS
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5.2 Modelo do Capitulo 1 em economia fechada

Suponho que o resto do mundo estd em estado estaciondrio e que os parametros de preferéncia e
tecnologia sao os mesmos na economia doméstica e no resto do mundo. O problema das firmas
¢ idéntico ao do modelo com economia aberta. Vamos, portanto, nos concentrar no problema
do agente representativo. Tratando o resto do mundo como uma economia fechada (lembre-se
que estamos estudando uma pequena economia aberta), o problema das familias é:

A ™
o prci + acoy + iy + pe(ie — 6P k)T (“i%) —wt —1thy =0
max e” P Mu[C (e, cop)]dts.t. 1-1/o
I Clern AL 0y, o) = e

e—1 571:| =—1

Clcrp, cat) = [’Y(AtCu)T + (1 =) (aAico) =

5.2.1 Condicoes de otimalidade

Montando a funcao auxiliar de Hamilton em valor presente:

Hy = e P~ y[C e, car)]
_ )\t PtCit =+ QacCot + 1t +pt(lt — 6 kt)T (]{j) — Wt — Ttkt:| (211)
t
-l-)\tqt (it - (SEF]{?t)}

Var. de estado: k;.

Var. de controle: ciy, cot, iz.

Var. de coestado: —A¢, Argy.

Aplicando o Principio do Méaximo obtemos as seguintes condigOes necessarias para a tra-
jetéria otima:
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[Clt] . Hq = 0

= Uy, [C(Clt; C2t)] = A\t

= C(c1, )7 Cenr, C2t)1/E’YAt(AtCIt)_é = \tpt (212)
[Cgt] . HCz =0

= Ug,, [C(c1t, c2t)] = aN

= C(eyt, czt)_l/UC’(clt, czt)l/a(l — ’}/)(IAt(aAtCQt)_% =al\ (213)
[Zt] . HZ =0

. —5EF]€ . _5EFk . _5EFk,
:>e(p")t{—>\t [1 +pT (“ t) + oyt tT’(“ ’*)] +)\tqt} —0
kg ks ks
. CEF . CEF . CEF
g (R i = 05 ke i = 8B R (214)
Ky Ky Ky
d
. — _ 2 e (p—n)t
(k] Hy 7 [6 /\tQt}
. CEF . _ §EFY,
= —e_(p_")tkt —5EFptT u + pe(iy — 5EFI<:t)T’ w0 Rt
k‘t kt
—6EFk, — (iy — 6FFE (o o)t )
[ : k(;2t t)] — Tt q?f‘SEF} =—[-(p—n)e 0 )tAtQt +e (e )t()‘tQt + Atdi)]
i

EF it — 5EFk;t . EF 1 — 6EFkt —5EFk?t - (it — 5EFkt)
= —0 ptT (kt —l—pt(zt —_) ]{Zt)TI kt k;tz
hy .
—r+ @ = —(p—n)q + )TtQt + Gy
t
i — 0FF L T T
_§EF, (W9 Rt _ sEF U tpr (U ¢
= Dt ( %, Dt k, ky
i — 6FFN\? (i, — §FF b ,
) T ) @b = —(p—n)g + g+ G
kt kt )\t
i — 0PFN? (i — 0Pk X '
:>*5EF(Qt*1)*Pt S T S *TtJer(;EF: J*P+n qt + q¢
kt kt )\t
A i — 0Pk ", (i — 65Fk
= Gy = P_n_*t Qt+5EF— Tt + Pt R T pzo (215)
)\t k’t k’t

As equagoes (212) e (213) afirmam apenas que, ao longo da trajetéria étima, a utilidade
marginal e o prego-sombra do consumo devem ser iguais. A equagao (214) estabelece a relagao
entre a taxa de variagdo do estoque de capital e o prego-sombra do capital. A equacao (215) é
a equacao de Euler do modelo.

Tomando a razao entre as equagoes (212) e (213) obtemos:

1

cip | ¢ 1-— -

R o
— ¢

Utilizando a equagao (216) podemos reescrever C(cyy, o) como

1—7~ €
aAicoy < Pt>
Y

e—1
e

o
|
—

e—1

+ (1 —v)(aAicar) =

C(Cln CZt) =17
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e—1
€

1 _ —&
= C(cit, 1) = aAea |y [( 5 7pt) + (1 —7)

= C(c1t, cat) = aAcoy [’yg(l — 'y)l Ep% T+ (1- 'y)] -1 (217)

Vamos utilizar as equagdes (213)e (217) para encontrar uma expressao para a taxa de variagao
relativa de As:

o—e —1

ahi = (1= 7)(ady) = Clew, ear) 7 cop”
= ah = (1 —7)(ady) = (ady) ey [Ml NP+ (1 )] Ej} T et
o—1 1 e
= al\ = (1 — fy)(aAt)T102to [,76(1 ,Y)l Epi <4 (1 _ ’Y)] )

);t G*lAt ].C'Qt oc—¢ d 1o 1—
2t o2y " P fAaf(1 = epl=e 4 (1 =
e AT (1)

)\t g At O Co¢
N o—1 Ley o—ec N(p) .
7t - 218
At s 7 ocy o(e—1) h(p) b (218)
onde
h(p) =+ (1—7)""p; "+ (1—7) (219)

Entao a equagao de Euler se torna

-1 1 B ’ . ¢EF 2 . SEF
o . ot o—¢c h(p) . :|q+5EF Tt+pt<2t o k’t> T/(Zt 0 ky

=P I e a(e— 1) hip )pt ot kot
(220)

Temos ainda que impor a condicao de transversalidade:
lim e~ ("~qk; = 0 (221)

t—o00

5.2.2 Dinamica do capital

A partir da CPO para 4; podemos definir a funcao ¢(p,q), com ¢4(p,q) > 0 e ¢(p,1) =0 Vp
tal que ky = iy — 6¥Fky = ko (pr, ¢)?". Entdo podemos reescrever a equacio (220) da seguinte
maneira:

oc—1 1le o—¢c I ;
i ) 5 | 4+ 677 — [re + pe¢(pe, 00)*T" (D(pr )]

= |p—n-— b
@=1° o T oew ole—1) hip)” )
(222)
. 27 _ SEF 1 1 ¢ —c K
o & m + ped(pe; q)*T" (¢(pr, qe)) — 6 —p—n— a g+ ley o—¢ (pt)
qt qt o ogcy  o(e—1) h(pt)
(223)

2"Ver, por exemplo, Blanchard e Fischer (1989), capitulo 2.
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Temos entao um sistema dinamico caracterizado pela equacao (222) e pela lei de movimento
do capital. Vamos trabalhar com a seguinte forma funcional para o custo de instalagdao do

capital?®:
. _ SEF . SFEF 13
T ¢ 5 k?t _ b (2 (S k‘t (224)
Ky 1+¢ k¢

onde b e £ sdo parametros a serem calibrados. Entao a equacao (214) se torna:

b it—(sEFkt)f it—éEFkt< b )(it—dEFkt)5‘1
=1+
qt Pt (1_1_5) ( o +&py o 1 +e ks
b i — 0FF N\ b i — 6FF N\
-1
& +pt<1+5>< ki > +€pt<1+€> < ki >
b it—éEFkt>§
=>q—1= 1
qt Pt <1+£> < it (1+¢)
:><it—5EFk7t>§_ g —1
ky bpy

i — 5EFkt q—1 1/
= = 22
RA— ( o o (pe, qt) (225)

Entao a equagao (222) se torna:

-1 1 — h
|:p—n _ o T CQt g—¢ (pt) 't:| q _|_5EF _

o= s ! 0 Cot (5 —1) h(p)
. oc—1 1 cot o—e N(p) . EF 3 g —1 (E+1)/¢
=G = |p—n— 0t — b
o [p ! o g+002t (5—1) h(pt)pt “r e 1+§pt bpt
(226)
Avaliando (226) no estado estaciondrio obtemos
-1
TSS:p—n—a g+5EF
o
oc—1
Ss:p—n—Tg—F(é—i-g—Fn)
1
P =p+d+t—g (227)
o
Definindo a taxa de juros internacional como r* = r* — § temos que
N 1
= pt g (228)

288eguindo Duczynski (2002). O parametro b nos permite calibrar o nivel do custo de instalagdo, ao passo que
o parametro £ nos permite calibrar seu grau de convexidade.

2/¢
q—1 '3 g —1
b
Tt+pt( bp; ) 1+§< bpy

)]
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No modelo com agente representativo e economia aberta temos o seguinte sistema dinamico em

ke, qi e py:

qgt—1
bp:

. 1/¢
Ky = ) ke (48)

(

= R*q + 0%F — |:""t + bﬁpt (

D(qe, pe)ke =

qt—
bpt

1)(£+1)/5] (47)

+ (=] ek [45E] € =

Q
aa1—1 aimn2 (Qifpt> -

qt—1

~
bpt

pt

AT () et

—oq ks

ay—1
ag—aq

0 (74)

1 n2—m

let>

i

Para estudar a estabilidade do sistema em torno do estado estacionario nos baseamos no

Teorema de Grobman-Hartman.

Segundo este teorema, para um dado sistema de equacgoes

diferenciais autonomas nao-lineares, existe uma vizinhanca em torno do estado estacionario na
qual o comportamento do sistema nao-linear é equivalente ao do sistema linearizado em primeira
ordem, desde que o estado estaciondrio seja hiperbélico®. Além disso, caso o sistema linearizado
possua autovalores com partes reais negativas, entao existird um conjunto de condicbes iniciais

para as quals o sistema COHVQI'glI'a. para o estado estac310nar1030

Tomando uma expansao de Taylor de primeira ordem em torno de um par arbitrario (k*, ¢*)

obtemos:
R =5 by — k) + Ok — g
) = Tl gy B~ F B gy (00— )
‘ =3t ke — k*) + 52 —q
qt‘(k*vq*) Ok (k*,q*)( t ) afIt (k*,q*) (Qt q )
ok
Calculando (%t
ak: Jp
== &(qe, pe) + ktﬁbp(Qtapt)akt
t
_ )Ug_l(%—l)l/& ktapt
akt §\ bpt e Oky
o1 /¢
(Qt 1) (1 _ 1kt8pt> (229)
3kt bpy & pr Oky

Avaliando o sistema linearizado em k* = k% — & e ¢* = ¢° + 6, para &,6 > 0 arbitrariamente

pequenos, temos

. 1/¢
ok - 5 ( L1k op )
Okt | (k* %) bp* & p* Ok | (ke q7)
ok £,610 8l%t
b 2N )= —= 2
jakt‘(lﬂ*,q*) 0 8k)t ss ( 30)

Ver Acemoglu (2009), pagina 926. Diz-se que o estado estaciondrio de um sistema de equagoes diferenciais
autonomas lineares é hiperbdlico se a matriz correspondente nao possui autovalores nulos.

3%er Acemoglu (2009), pagina 272.
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onde estamos utilizando o fato de que g—i’i

( : possui valor absoluto finito, conforme sera
k*7q*
mostrado mais adiante.

Derivada de kt em relagao a ¢

816,5 apt
Mk “rt
34 ¢ [%(Qt,]?t) + ¢p(Qtapt)an
Lok, 1(%—1)151_1(%—1)%1%
Oq “le\ b bpy £\ bp: Pt 0qy

Ok <Qt_ 1)5 1 [ (Qt_ 1) 8pt:|
=>— =k 1-5 —
gy ! bpy bp: Dbt 0q;

£ 1 <1_th—1%3]%> (231)

bpy q Pt Oqt

Avaliando o sistema, linearizado em k* = k** — € e ¢* = ¢°° + B , para 5,5 > 0 arbitrariamente
pequenos, temos

_o 1=t _
Ok 1(06)° 1 6 q* dp
- = k" 1—bp—1 2= 232
0qy (k% q7) '3 <bp*> bp* ( q* p* q‘(k*,q*) (232)

Note que, dada a convexidade da funcao custo de instalagao, temos £ > 1, implicando que
a derivada de k; em relacao a ¢, g—zz, nao é definida em &,6 = 0, ou, equivalentemente, em

(kt,qe) = (K%, ¢%%)3":

8k.t £,610

htiid 50 233
0qi 1(k*,q%) (233)

Derivada de ¢; em relacao a ky:

94: _ Odt Op:
(9k‘t 8}?75 8k‘t

e41 1
D4 nep. Okat 3 (qt—1>£ & &+1 <qt—1)€<qt—1> py
=>——=— k b —b et 12
Okt [ 2 (har) Opt * E+1\ bpt &+ 17 13 bpy bp? Ok
£+1
D4 ag—2 Okat 3 q—1\ ¢ E+1
7 = _ 1 2 1 > ' =

dq a1 — o) kG271 1 g — 1 o
:>t:[2 2) % 4y <t > ]t

Ipe
Ok

Ok g — a1 Py §+1\ bpt Ok
+1
. o *\ag—1 < e
Ok 1(k* q*) s — g p* §+ 1\ bp* Oky 1(k*,q%)
. .5 _ *\ap—1
%’ £510. az(l —ag) (k3) %’ (235)
Ok 1 (k" ,q%) g — o p* Okil(k*,q%)

£,610 . . .
—/—= 0, conforme serd mostrado mais adiante.
(k*,q*)

31Estamos utilizando o fato de que g—’;z
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onde estamos utilizando o fato de que %

El(k*,q*)

< 00, conforme serd mostrado mais adiante, e

que, pela equacao (17), temos

ak% 1 ai QQ a210¢1 ( l-agtay
Opy g — Q1 a

= 2 (236)

Derivada de ¢; em relacao a q:

1
0qy * '3 §+11 <Qt - 1) 3 17 Okoy apt
9 _ pe_y - Pk
Oqy &+ 17 § bpy \ bpy 2 (k) 5" Gp gt

_b5<qt—1>%“+b ¢ 41 <qt—1> (qt—l)p
E+1\ by cr1 ¢ P\ o, bpt 9

k RN
é% —R*+a2(1—a2)k§t2_2%%_ <Qt >§ § <

SNGESL
3 Oq

0qy Opt Oqy bp:
4 1\ € ok 1 &
qt * qt — ag—20K2¢ Qt Pt

=1 _—R + |a k92~ +b £

g = = (M) et et o (Y ] ou

1 ~ £+1

8(]}5‘ 6 \°¢ as(1 — ag) (k3)a2—t 1 J < oy
N — R - + +b —‘ 237

gy 1(k* g% (bp*) az —ai p* E+ 1\ bp* gt 1(k*,q%) (237)
;»%‘ ESI0, o (238)

0qy 1 (k" 0%)

£ 6¢0

9t — 0, conforme sera mostrado mais adiante.

onde estamos utilizando o fato de que Bar

(k*,q%)
Agora calculamos % e % utilizando a equacao de factibilidade para o mercado de bens

domésticos (equagao (74)). Definimos a seguinte fungao:

£+1
3

_ _ € o—¢ b g — 1
k) =A% AC 1 l e, 1—e 1— el e—1 L
G (pe, qe, ki) =Xg 7 AQ (pt> Vp f 4+ (=)=t + il

1
(9} ay—a a1 —
a;—1 @z (ﬁpt> S kt ai (QQ > a217a11
—a n o Pt

! 2 —m N

Pelo Teorema da Funcao Implicita sabemos que

dp _ 0G/ok . Jdp _ 0G/0q
ok 0G/0p dq  0G/op

(239)

onde
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- _ E+1 ay—1
N (L (L
Ok 14+& | bpr | Yo \
oG b g~ 1] L me)™ (QQ > e
Oke  1+& [ bpr | D —m \
LG _ b [a-1]F 1 (k)
Oky  14+& | bpr | m2—n W
- o E+1
S = + (k)™
Ok 1+& [ bpr | o — oy 10
oG 2510 (k,ss)a
— —— 24
:Bkt’(k*,q*) kS — K (240)
Note 9G
que, se ag > a1, entao Fr ) > 0.
*7q*

oG AN < ’y) o=
=\ O'AO' 1 < ) €, 1— € 4 (1 —~)F]
ap 0 o 2 [p e+ (1= 7))
6 —
5 —

—0 AO— i g € =1
+ Ao 7Af 1<> -1 ['ysp% E—I—(l—y)s]

bt
1
bkt [Qt—l]f <Qt—1)
§ bpt bps?
1
Q ag—a a1 —
,’72 (ﬁf) 2 1 1 ( )17a2+a1 a <Q2 ) a21_a11
— p ag—ag 7p
M2 —1m Q2 — o ! n 04 !

1
QZ ag—aq al—l
2 (Wlpt> — ki Do\ 2—e1 @ —1 20q-09-1
72 — M 9 g — o

l—e

€
—0 po— Y 1— —— 1 og—¢& (1_6)’7 Dy
=_ ) A I € €+ 1— 651|:5_
0 0 (pt) [’7 Dt ( ’Y)] P 6—1fyp1 €y (1_ )5

et1
bk |:Qt - 1} £ 1 1 1 mpiy (me)® on—1 1 kg — Ky (madoy)™!
§ [ bpe Pt Qe —aipime—m W ay—aipeme—m @
€ g—¢ 1 ,.yE(pt)l—s
__)\—O’AO’—I(,‘Y> ,yaptl—a+1_,yaa_1|:€+ o—¢ :|
0 0 D [ ( ) ( ) ] D ( ),ye(pt)l—a + (1 _ "}/)5
41
bkit |:qt — 1:| % 1 1 1 k2t kal a1 — 11 k2t - k?t kal
§ [ bpe Pt o —aipky—ki T as—aypr ko — ki M

e 1—e

=—A"A"1<;) €+(1—7)5]Zfl[s+(a—a) TP ]
15

P vepy A+ (1 — )¢

1 1 (k)™
— kot — (1 — aq) (ko — k
Dt a2_a1pt kot — kg [ 2 ( 1>( 2 t)]

_bkt[

§ bpy
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oG _ _ y N _ o—e 1 ,.)/E(p*)lfs

- — )\ O'AO' 1 < ) 15 *\1—e + 1 _ Ele—1 |:€ + o—¢

op | (k*,q%) 0 70\ prs ) (=] p* ( )75(29*)1‘6 +(1—7)
L™ e (1 - an) (kg — k)] (241)

ag — ay p* k3 — kj

Avaliando cada termo de (317) percebemos que, para valores razoaveis do vetor de parametros,

teremos 2 < 0. Entao, se as > a1, teremos g—Z’ > 0.
SS

9P | (ke q*)
1
(bpt>
1

e

dg  1+€" € | by

oG b E+1] 6 |°F < 1 >
== = k=
Oq l(k*q*)  14+¢ § | bp* bp*
Op £,510
op .0 242
0q ! (k*,q*) (242)

Note-se também que, em geral, para k < k*° e ¢ > ¢°°, teremos

9G
dp

Op
— 24
T 0 (243)

<0

Interpretamos (243) assim: um aumento na razao capital / trabalho aumenta o custo de
instalacao do capital e reduz a oferta do bem doméstico, tudo mais constante. Logo, para que o
mercado de bens domésticos permaneca em equilibrio, é necessario que o preco também aumente
de modo a gerar redugao do consumo.

=—=—>0 (244)

Interpretamos (244) da seguinte forma: um aumento do prego-sombra do capital estéd associ-
ado a uma taxa de investimento maior, aumentando o custo de instalacao do capital e gerando
um cambio mais apreciado de modo a viabilizar uma elevagao de y;.

Defino A, B, C e D como

Oy
Okl (kg%

Ok;
b= gt 1(k*q%)

_ Odt
Oky (k= ,q%)
94t

0qs 1 (k* %)

D
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Entao a dinamica do sistema linearizado em torno do par (k*, ¢*) é caracterizada pelo seguinte

sistema de equacoes:
ky — k¥ A B ke — k¥ ]
= 245
[Qt_q*] [C DH%—(J* (245)

Os autovalores associados a esta matriz sao dados pela seguinte equacao:

(A=p)(D—=p)-BC=0
:>u1:O.5(A+D—\/(A+D)2+4BC)

:p2:0.5(A+D+\/(A+D)2+4BC>

Repare que, avaliando o sistema linearizado em k* = k% — € e ¢* = ¢*° + 5, para £,6 >0

o 2,60 2,510 .
arbitrariamente pequenos, teremos p; < 0. De fato, como A i> 0, B i> 00, e C e D sao
positivos finitos, teremos

‘ £,610
—00 € U2 — 0
(k*,q*)

£,610
251 ‘ —
(k*,q*)

A trajetéria da sela é dada pelo autovetor associado a uq, Vi = [(v1)1, (v1)2]. Este autovetor

deve satisfazer
AN

(vi)2 ~ A-—m
(1}1)1 o B

onde & é o coeficiente angular associado a Vj. Como B > 0e A — 1 > 0, teremos & < 0,
implicando que a inclinagao da sela sera negativa. Note que

A-05(A+D- A+ DP?+4BC) ;,
— 2% 0 (247)
(k*.q%) B

Ou seja, nas proximidades do estado estaciondrio, Vi é aproximadamente horizontal.
Temos entao a seguinte situacao. O sistema linearizado em primeira ordem nao estd definido

(k*,q%)
podemos avaliar o sistema linearizado em um ponto arbitrariamente proximo do estado esta-
ciondrio ((k*,¢*) com 5,5 > 0 arbitrariamente pequenos). Neste ponto o sistema é definido,
possuindo um autovalor maior do que zero (tendendo a 0o) e outro autovalor menor do que zero
(tendendo a —00), e 0 autovetor associado ao autovalor negativo (convergente) possui inclinagao
negativa (embora tendendo a zero). Note que, neste ponto, as taxas de variagao de k e ¢ nao
serao exatamente iguais a zero, mas serao arbitrariamente préximas de zero.

A trajetoria de sela serd caracterizada por

quando avaliado no estado estaciondrio, uma vez que B := oo. Entretanto,

[k‘t—k*

= CpeMtV; 248
G —q" } 0= (248)
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onde Cy é uma constante determinada pelas condigoes iniciais. Note que teremos

ke — k* 1
t k _ (Ul)l —— (249)
@ —q  (v)2 @
Logo, se kt — k* = € < 0, entao
G =q +ae>q" (250)

Isto é, nas proximidades do estado estacionario podemos encontrar a direcao da sela através
do coeficiente angular do autovetor associado ao autovalor convergente. Repare que, como
~ £,610
« v 0, teremos
(k*,q*)

ki —k*=e>ae=q—q"
(251)

de modo que, na trajetéria de sela, ky <0=q > 0.
(k*,q%) (k*,q%)
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5.4 Teorema de Grobman-Hartman e Estabilidade de Sela

Definicao: Homeomorfismo

Uma funcao h : X — Y é um homeomorfismo entre X e Y se ela é uma bije¢ao continua
com inversa continua. A existéncia de um homeomorfismo entre 2 espacos X e Y significa que
X e Y possuem estruturas andlogas. Quando h (ou h~!) é aplicada ao espaco inteiro, ela ndo
altera a “estrutura de vizinhancas”.

Definigao: FEstado estaciondrio hiperbdlico
O estado estacionario de um sistema de equacoes diferenciais é dito hiperbdlico se os auto-
valores do Jacobiano avaliado no estado estacionario possuirem partes reais nao-nulas.

Definigao: Fluxo de um sistema dinamico

Considere o sistema dinamico nao-linear & = f(z) com condicao inicial zp. Entao o fluxo as-
sociado ao sistema, gZ;(t, xg), fornece a solugao espacial para o sistema dinamico dada a condigao
inicial, desde que a solucao para este sistema exista e seja tnica.

Teorema 1: Existéncia e Unicidade (Teorema Fundamental das EquagGes Dife-
renciais)

Considere o sequinte problema de valor inicial: ' = f(x), x(0) = xo, onde zg € R". Su-
ponha que a funcdo f : R* — R™ é C'. Entdo, existe wma tnica solu¢do para este problema.
Mais precisamente, existe a > 0 e uma unica solu¢ao = : (—a,a) — R"™ desta equagao diferencial
satisfazendo a condig¢do inicial x(0) = xo.

Teorema 2: Grobman-Hartman

Seja © € R™. Considere o sistema dindmico nao-linear © = f(x) com fluzo b € o sis-
tema dindmico linear © = Ax, onde a matriz A € o Jacobiano Df(z*) de f e x* € um estado
estaciondrio hiperbdlico.

Suponha que f seja C' em E € R™ com x* € R". Entdo, existem In C R, U C R* eV C R",
tal que U, V e Iy contenham x*, e um homeomorfismo H : U — V tal que, Vxg € U e Vt € I,

H o ¢y(m0) = e H ()

Portanto, existe uma vizinhanca em torno do estado estaciondrio na qual o fluxo do sistema
nao-linear € homeomorfo ao fluxo do sistema linearizado.

Teorema 3: Estabilidade de Sela

Seja x € R™. Considere o sistema dinamico ndao-linear auténomo

i = f(x) (252)

onde f : R — R", e suponha que f seja C'. Seja x* o estado estaciondrio do sistema:
f(z*) = 0. Defina A = Df(z*), onde a matriz A é o Jacobiano Df(x*) de f avaliado em
x*. Suponha que m < n autovalores de A possuam partes reais estritamente negativas e o0s
restantes possuam partes reais estritamente positivas. Entdo existe uma vizinhanca aberta de
x*, B(x*) C R™, e um subespa¢o m-dimensional M C B(x*) tal que, partindo de qualquer
z(0) € M, o sistema dindmico (252) possui uma unica solugdo x¢ com xy — x*.
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5.5 Modelo do Capitulo 2 em economia fechada
5.5.1 Com custo de instalagao do capital

Suponho que o resto do mundo esté em estado estacionario e que os parametros de preferéncia e
tecnologia sao os mesmos na economia doméstica e no resto do mundo. O problema das firmas
¢ idéntico ao do modelo com economia aberta. Tratando o resto do mundo como uma economia
fechada, o problema do individuo nascido no instante s é:

max / =)y 1O (e (5,4, ea(s, 1))t
t=s

) — i(s,t) — (8 — v)k(s, )
peci(s,t) + ca(s,t) +i(s,t) + peli(s, t) — (6 —v)k(s, t)]xe — w(s,t) — rik(s,t) =0

c1(s,t),ca(s,t))t™ /e
st ulClei(s,1), ca(s, 1)) = Sty

€
e-l|e—1

Cler(s, 1), eals, 1) = [v(ea(s,0) T + (1= 7)(eals, 1) =
k(s,s) =0

5.5.2 Condicoes de otimalidade

Montando a fungao auxiliar de Hamilton em valor presente:

Hy = e~ P Ly[C e (s, 1), ca(s,1))]
— A(s,t) [pre1(s,t) + ca(s, t) +i(s,t) + pefi(s, t) — (0 — v)k(s, t)]xy — w(s, t) — rik(s, t)]

+A(s,1)q(s,t) [i(s,t) — (0 — v)k(s, t)]}
(253)

Var. de estado: k(s,t).

Var. de controle: ¢1(s,t),ca(s,t),i(s,t).

Var. de coestado: —A(s,t), \(s,t)q(s,t).

Aplicando o Principio do Méximo obtemos as seguintes condigOes necessarias para a tra-
jetoria otima:
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[c1]: He =0

= U [Cler(s, 1), ca(s,t))] = A(s, t)p;

= C(c1(s,t), ca(s,1))"/7C (cr (s, 1), cals, £)) /oy Ay (Arer (s, 1)) % = A(s, t)py (254)
[ca] : He, =0

= Ugy(s,0)[Cle1(8, 1), ca(s,1))] = al(s, 1)
= C(c1(s,1), ea(s,8)) "7 C(c1(s, ), eals, ) Yo (1 — ) Ag(adiea(s, )= = A(s, 1) (255)
= ¢~ P L N(s, ) [L+ pee] + A(s,t)q(s,6)} = 0

= 1+ pry = q(s,t) (256)
K2 He= = [ OG0l 1)

(P+U)t)\(s ) {=(6 —v)prxy — re +q(s,t)(6 —v)}

= —e¢
—(ptv)t —(pto)t a, —a
—(p+wv)e A(s,t)q(s,t) +e 6t)\(5’t)q(s’t)+>\(8’t)8t%

= (0 = Ol = i+ a(5,006 — ) = ~(p-+ vla(ent) + A § el + ra(enn)

= (0 =v)[1 —q(s,8)] =t +q(s,8)(6 —v) = =(p +v)q(s, 1) + ;A(S t)A(Sl’ pals)+ gtq(svt)
= (0= 0)la(ent) — 1= e+ 0= s ) = (A5~ 0+ 0) ) a0+ Gatenn)
= aq(s,t) = [p +uv-— ;A(S’t))\(i,t)] q(s,t) — [re +v — 4] (257)
Tomando a razao entre as equagoes (254) e (255) obtemos:
~y c1(s,t) -t B B 1—y 1°°
laen ety —ato| ] )

Utilizando a equagao (258) podemos reescrever C(cq(s,t),ca(s,t)) como

s {Y aAtCQ(S’t)C;W“)E E +<lv><Atc2<s,t>>€5]

= C(Cl(s,t), Cg(S,t)) = AtCQ(S’ t) |:’Y [(1 ; ’th) —€

= Cle1(s,1), ca(s,1) = Ageals,t) [ (1 —7) " pi =+ (1 — )] 71 (259)

Vamos utilizar as equagoes (255) e (259) para encontrar uma expressao para a taxa de
variagao relativa de A(s, t):



aA(s,t) = (1= 7)(A) T Cler(s. ), cals, 1) 7 eals, )

O—¢&

(1= 9)(A) 7 (ad) F eals, )7 [ (1 =)' pt 7+ (L= )] ]| 7 eals, )7

SA(s,) = (1= 7)(A) T eals, ) [¥(L =) ""p} ™ + (1 — )] 7D
=S A(5,1) = (1= 7)(A) 7 ea(s,t) o 1 (p) /7
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:>8)\( ) 1 c—1d 1 16(75) 1 +1d,()1
— (s =——A— — ——cos,t) ——+ —— —
ot 7 A(s,t) o dt'tA g0t 2 eo(s,t) o dt’tP J1(pe)
0 1 o—1 10 1 1d 1
—A(s,t)—— = - —— t)——+——J — 260
o056 T T Y ca ey T e a P (260)
onde
(68):  jilpe) = [vpr "+ (L=
Entao a equacao de Euler se torna
0 o—1 10 1 1d 1
t) = - ——y(s,t)——— — ——j t) — —6
(5,0 = |p+u 9+ —5eals, )CQ(SJ) Jdtjl(pt)jl(pt) q(s,t) = [re + v —0]
(261)
Temos ainda que impor a condicao de transversalidade:
lim e~ PH)g(s, t)k(s, ) = 0 (262)

t—00

Repare que a agregagao da equagao (261) se mostra bem mais complexa do que as agregagoes
anteriores, pois mistura duas taxas de variagao na mesma equacao. Por isso, na proxima secao
resolvemos o modelo em economia fechada sem custo de instalagao, no qual a agregacao analitica
serd possivel. Como nosso interesse, no que se refere ao modelo em economia fechada, se restringe
a calibracao do estado estacionario, no qual o custo de instalacao é nulo, ndo hé prejuizo em

adotar este procedimento.

5.5.3 Sem custo de instalacao do capital

Suponho que o resto do mundo esta em estado estaciondrio e que os parametros de preferéncia
e tecnologia s&o os mesmos na economia doméstica e no resto do mundo. A estrutura estatica
é idéntica a do modelo com economia aberta. Tratando o resto do mundo como uma economia

fechada, o problema do individuo nascido no instante s é:
max/ e~ (PHIE=3)y[C(e1 (s, 1), ca(s, )] dt
t=s

D) = i(s,1) — (6 — v)k(s, 1)

pec1(s,t) + ca(s, t) +i(s,t) —w(s, t) —rk(s,t) =0
c1(s,t),ca(s,t) '~/

s, ulClen(s, 1), exfs, 1)) = Clrtetientsn)

e
e—1

Clerls 1), eals, 1)) = [(er(s,0)F + (1= 7)(eals, ) =] 7
k(s,s) =0
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5.5.4 Condicoes de otimalidade

Montando a funcao auxiliar de Hamilton em valor presente:

Hy = e~ PO Lu[C(er (s, 1), ea(s, )] 4+ A(s, t) [w(s, t) + (re +v — 8)k(s, t) — prer (s, t) — cals, )]}
(263)
Var. de estado: k(s,t).
Var. de controle: ¢1(s,t),ca(s,t).
Var. de coestado: A(s,t).
Aplicando o Principio do Méaximo obtemos as seguintes condigOes necessarias para a tra-
jetéria otima:

[c1]: He =0
= ue, [C(er1(s,t), ca(s,t))] = A(s, t)pe
= C(c1(s,1), ca(s, ) Y7C(c1(s, t), ca(s, 1)y Ap(Ager (s, )~
o] Hey =0
= Uey (s,1) [Ce1 (s, 1), c2(s,1))] = aA(s, t)
= C(c1(s,t), ca(s,1))"Y7C (1 (s, 1), cals, £))VE(1 — 7) Ag(adiea(s, 1)) = = A(s,t)  (265)
)

1
€

= A(s,t)pt (264)

d

. Hpy = —— (ptv)t
(k] & pr e~ A(s, t)
- 6_(p+“)t)\(s,t) [ri+v—08]=— [—(p + U)e_(’“”’)t)\(s’t) + e_(p'H’)t%)\(s,t)
0 1
=>rnt+v—>0=p+v— &)‘(5775))\(8’0
;A(s t) = X(s,t) [p+ 6 — 7] (266)
= A(s,t) = A(s, s)e Js () —p—dldr (267)

Repare que a restricao orcamentaria pode ser expressa como

peci(s,t) + ca(s,t) + ((9 b_ w(s,t) — (re +v—0)k(s,t) =0
= A(s,t) 7 ja(pe) + (3t ) —w(s,t) — (re+v—209)k(s,t) =0
Zﬁcé&;t) =(re+v—20)k(s,t) +w(s,t) — A(s,t)"7ja(pt)

= di |:k( ) ft Nv— é]dt’} —¢ ft N4v—4§]dt’ [ (S,Z) o )\(S,Z)inQ(pz)]
z
= [k?(s,z)e_f: [T(tl)w—(s}dt/]:o:/ e Jelr(trromolar <3az)dz_/ e IRl (5, 2) 0 o (2 ) dz
t t
N / o ftz [r(t’)—i—’u—&]dt’)\(s’ Z)_UJQ(pz)dz — k(s’t) + h(S,t)
t

N / o 5 [r(t/)‘f'v_&]dt,)\((s’ z)_UjQ(pz)dZ = k(s’ t) + h(S, t)
t

N )\(S,t)_a/ e J [r@)+v=dldt’ o [ [r(t) p—E]dt’jZ(pz)dZ = k(s,t) + h(s,t)
t

= A(s,t)77 = jg [k(s, 1) + h(s,1)] (268)
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onde

o—1

Jo(pe) = [¥pi =+ (1 — )]

h(s,t) = / e~ S I Fo=dldt g ),
t

j3t:/ e_ftz[Jp-l-v-i-(l—a)(r(t’)—é)}dt’jQ(pz)dz ou j3t:/ e—ftz[P+U+(1—U)(T’(t’)—5—0)]dt’j2(pz)dz
t

t (269)

5.5.5 Agregacao e dinamica

A derivagao da agregacgao e a dinamica do modelo é feita de forma analoga aos procedimentos
utilizados nas secoes 3.3 e 8.4 do Capitulo 2, de modo que nao reproduziremos aqui todo o
algebrismo. Abaixo seguem as expressoes para as variaveis agregadas do modelo.

t
ANyky = Nyt / e~ (M=) k(s 1) ds (270)
t
AtNtht = Ntoen(tito) / 67(n+v)(tis)h(8, t)dS (271)
N7 =gt (he + ay) (272)
€
ex = (”) HONT (273)
Pt
acgr = (1 — 7)1 (pe) N\, 7 (274)

No caso da restricdo orcamentaria individual, temos

i(s,t) = rik(s,t) +w(s,t) — A(s,t) "7 j2(pe)
:>/ N(s,t)i(s,t)ds = rt/ N(s,t)k(s,t)ds +/ N(s,t)w(s,t)ds — jz(pt)/ N(s,t)\(s,t) " %ds

=i = wy + ik — Jo(pe) A (275)

Abaixo seguem as equacos que descrevem a dindmica agregada do modelo.

hy=(ri+v+a—g—0)h —w, (276)

for = w + (re — 675k — jo(p) A\, 7 (277)

N1

)\ft = [p +94+(1—=0)(rt)—d—p)—(n—0+ ) +j3_tl(oz + v+ n)kt)\f] (278)
t

5.5.6 Condigoes de factibilidade

O preco relativo do bem doméstico deve ser tal que sua demanda, dada pelo consumo do bem
doméstico acrescentada do custo de instalacdo do capital, deve ser igual & sua oferta:

cie(pes M) = y1(pes ke)

1

Qo ag—ajy ap—1

€ a2\ o Pt - k;t Q ag—a

v . . ar—1 (Q1 ) o < 2 > 201
= | — A7 =aj? H==p 279
<pt> J1(pe)A; 1 o — U t (279)
= pt = pe(qs, ke, At) (280)
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Além disso, como estamos em economia fechada, a demanda por bens comercializdveis deve
ser igual a sua oferta:

cat(pes M) + i = ya(pe, ki)
=iy =k + 65k = y2(pe, k) — coe(pey Ar)
=k = yo(pt, ki) — (1 —7)J1(pe) Ay 7 — 65 &y

1
_ 9, \@-e ay-1
=k = a7 ! R — aim (let) Ny %pt e
! N2 — M 2\

— (1 =%(p)A 7 — 6"k (281)
5.5.7 Dinamica do sistema consolidado

A dinamica do modelo pode ser caracterizada a partir do seguinte sistema de 3 equacoes dife-
renciais em k¢, As € py:

1
ag—aq ag—1

. 1 kt—a1m &pz ag—a . —
ey = a7t gfim) y” (%Pt) U= (=)l AT — 08 ke (281)

E=Llp+g+Q—-0)(r(p) —6—p)— (r—6+a)+j5 (@ +v+n)kA]] (278)

ay—1

Qo ag—aq
€, _ _qa1m2 g=pt —kt po——
(plt) )N T =aft (017722771 Ui (%fpt) U (279)

além das condicoes iniciais kg, Ag e da condicao de transversalidade.

5.5.8 Estado Estacionario

Da equacio k; = 0 temos

Zz<p53)k,ss _ Wz(pSS) _ (1 _ 7)8j1 (pSS)()\SS)fa _ 5EF]€SS =0
=[Za(p*) — 6771k = (1 =) 51(0™)(A**) 77 + Wa(p™)

e (L2007 + Wa(p™)
Zz(pss) _ 5EF

(282)

onde

aal_l S) ag—a
B1):  Za(p) = ——n5” <2p> o

(32) : Wa(p) = aim (gjp> e Z»(p)

Repare que, avaliando (269) em estado estaciondrio, temos
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o = / o= J7 ot (=) (¢)=5=p)dt o (1 Vg
t

jos = / o= J7 ot (=) —5=p)ldt sy g
t

=j3" = j2(p™) / e I o=l r=aplldt
t

, e~ oot (1=0)(r* =6=p)l(z=t) 1777
= 88 _ g SS _
J3 J2(p**) p+uv+(1—0o)rs—8—p) -
J2(”) (283)

i'SS:
B o (1—0) (™ — 65— p)

Entao, avaliando (278) em estado estaciondrio e utilizando (283), temos

0=(p+g)+(L=0)r*=0—p)— (r =6+ a)+ (j5) (a+v+n)k® (1)
=0=(p+g9)+(1—-0)(r” =0—p)—(r*-d+a)
+ (5 M(p+v) + (1= 0)(r*° = 6 — p)l(a + v + n)k*(A**)”
SS(\S8S\O __ ss (’I”*—i-a)—(1—0’)(7“85—(5—p)—(p—|—g)
=R = R r =) == @+ v+ n)
ss_(TSS_6+Q)_(1_0—)(T88_5_p)_(p+g)~ Ss ss\—o
K = T T Ao == pllatotn 2@ (284)

Defino o parametro

[(p+v) + (1= 0)(r** =5 — p)l(a+v+n)
(rss—d4+a)—(1—o)(r**s—=56—p)—(p+9) (285)

T

Note-se que, pelo problema das firmas, temos r°° = r(p**), de modo que T = Y(p*9).
Lembrando que o dispéndio com consumo é dado por

(180) :  D(p) = pc1 + co = ja(p)A~°

fica evidente que T corresponde a razao entre o consumo e a riqueza no longo prazo. Isto é:

T _ jQ(pss)()\ss)—U

kss
pSSCg{S + C%S
T="—"-""=
= kss
D SS
Ly = ff; ) (286)
D SS
kS = (f; ) (287)

Igualando (282) e (287) temos
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(1 _ ,y)&jl(pss)(ASS)—O’ + W2(p88) _ D(pSS)

Z2 (pss) _ 5EF T
L A=) i) (A) 7 + Wa(p™) _ a(p)A™7
Z2 <pss) _ 5EF T
h@_ﬂ—ﬂ%@ﬂ(wrm_ Wa(p™)
T ZQ(pss) — §EF - ZQ(pss) _ §EF

()\33)—0— _ WQ(pSS)
[Za(p) = 5P| — (1= )22 (p)
Log()? temos )\SS = )\SS(pSS’ U) p7 ’7) E? gJ n? 5) a? a17 a27 a7 U) € kss = kss(pss7 O-J p7 ,YJ 87 g7 n7 57 a) al) a?) a? U)

Entao, a equagao (279) define implicitamente p** = p*$(o, p,7,¢,9,n, 0, a, a1, a2, a,v). Levando
(288) em (279) podemos definir a funcao G(p, k, o) conforme abaixo

(288)

(279) . ( Py >€j1(p88)()\88)—0' — Wl(pss) . Zl(p85>kss

pSS
13
Y . Ss WQ( SS) ss SS\ 7.588
:»( ) iy ( W) - 2
P [Za(p*) — 0BF B — (1= )51 (p*)
15
7\ Wa (p**)
éG(pss,k‘SS,Oé) — <53> jl(pss) - _ Wl(pss) + Zl(pss)kss
p [Za(p*s) — 0FF B — (1= 9)51 (0™)

Pelo Teorema da Funcao Implicita sabemos que

dp  0G/0a . ok 0G/0a
da 0G/0p da 0G/0k

Calculando 0G/0k

oG
— Z SS
apss — 21(0%)
o 1
L 0G _ et <Qgsﬁa;%
Ok mp — 771 Ql
8G a1 1 a;—1
k™ N2 — 771 < )
oG 1 (k)™

Okss  mp—m W
oG _ (k{)™
ok kg — ke

>0 (289)

Calculando 0G/0a:

_ 52(0°)[Z2(p°*)=6""] oY

oG E, ss ss S5 )2 da
= (%) arme) T —
{1Z20) = 67F |52 — (1 =)o) }

32(p°%)[Za (p**) —67F]

% _ <7>8 jl(pss) WQ(pSS) T (p*s,a) ﬁ
SS T SS ss . 2
da p (p*s, @) {[Zz(ps ) — 6EF| Y%Efs C)Y) (1— ,y)ajl(pss)} da

(290)
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onde

QT: (p+v)+ (1 —0)(r** =5 —p){(r**—d+a)—(1—0)(r** =0 —p)—(p+g9) — (a+v+n)}

oo [(T’SS—(S—I—Oé)—(1—0)(7‘55—5—p)—(p—|—g)]2
L0 _le+v)+ (1 =0)(r =5 —p){o(r" =3 —p) = (g +v+n)}
oo [(Tss_5+a)_(1_0)(7455_5_/))_(/)_’_9)]2

Entao, supondo o < 1, temos
0 > > g+n—+wv
%TZO@M’SS—(SZ,O—FT (291)

Na calibragao base temos p = 0.0229, o = 0.50, g = 0.015, n = 0.01 e v = 0.0125, de modo
que

)
p+ I Y 50979 > 0.06 = 7 — § = ST <0 (292)
g (6

Além disso temos Zo(p**) — 6%F ~ 0.282, de modo que
0G
— 2
90 < 0 (293)
Calculando 0G/0p:

i) (oo () 2 () oy

%k_awl
dp dp
oG ¢ v>€. _ (7)5&71(10) - <7>5. oN°
a5 =—-|= N o e AT+ =
=2 (2w (1) 2 1) )%
3Z1k_3W1
Op Op
oG 7)5 _ { € 1 8]1(]9)] <7>5 O\
— == R -
02:, oW,
op Opt

oG AN _ 5 1 o—c¢ 1— o=c_ _
_ oc|_ < 13 £ 1— el e=1 €(1 — 15
= (p) F1(p)A [ 513 [vp' =+ (1 —)7] (1 —e)p*]

Ji(p)e—1
Y\ ° . ON?
+<p> Ji(p) dp

1

wa ) *2741 ay—1
2 w1 1 l—agtag 1 <WZ ag—ay
- —D

D ag—oaq o
N2 — M a2—a1() o\ oy

1

w2 ag—oq aj—1
2 (47110) —k o (w2221 ap —1 2ea-es-l
— n z= _ -

ag—agq
M2 —m w1 Qg — Qg
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€ 1—¢
v o =1 oc—e (1—e)yp
— (1) i bt ) e T D
p P —1yept=e +( 1
N (’y)sjl(p)@)\_“ 11 e ()™ ar—11k—k GJ
p Op  aw—aipp-m W M- pnp—m W
v E~ o 15 1—e € = 1 ,Ys(p)l—s :|
=—|= A +(1- - le+(oc—¢
(p) AT () (=7)] p{ @ )vf(p)l‘“r(l—v)a
y E, oX—° 1 1 ko a —11k—k a
+ (1 - = o ko
(P) 7i(p) op  as—aipky—ky ! 2—Oé1p/<?2—/<31

€ enl—e
o <;> AN )T A=) [ o =) 1 we}
11 (k)™

B oA
ag —aypky —ky

3

= (1= ) = 1]+ (1) 00 %

Note-se que as primeira duas parcelas da expressao acima sao negativas para valores razodveis
de parametros. Defino

X =2 ~ "2 (1 y)ia(0) (204)
Calculando OX~7 /0p:
. —0 __ WQ(p)
(288): A7 = 22
LT D) X — Wy(p) 2 _8W2(p)_W()l87X
op X2 - Op 2P Op
Temos
a;—1 T |
aZQ(pt) g — 1 % all o <QQ >a2a1
Opt as—ar Qi —m 2\
0Z5(pt) -11
= = —7 <0 295
Opt Q2 — O Pt 2(pi) (295)
1 1
oW (p:) <QZ >“‘2“‘1 0Z5(pt) 1 <Q2 )%—afl
= =an (o + aim (=2 Z
Ipy e Ipt az—ar M\ Q” 2(pt)
1
8W2(pt) <Q2 >a2—a1 1 0Za(pr) 1 ((22 >_1
= Q o Z _|_ i
I T\ a” 2(pt) Za(pt)  Op az —ar \
1
8VV2(pt) Qg \ e2—o1 oy —1 Q9 1 Q9 -1
opt “ma” 2(pt) ag — a1 " as —an \ (296)

Percebe-se que o sinal de 2 Tp é ambiguo a principio. Na calibragao temos 8V(g2p(p o< 0e

X > 0. Além disso, de (54) sabemos que um aumento em p eleva Q de modo que é claro que

8% > 0. Portanto, temos 227 < 0, implicando que
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0G oG 0G
a—p <0, S0 < 0, 5 >0
8kss 8pss
= >0 e 90 <0 (297)

Note-se que o efeito total de uma alteracao de « sobre p*® precisa levar em conta que p**
também depende de k%°. Isto é,

dpSS apSS apss 8k.88
= +
do OJa 0k’ Ou
De fato, na calibracao obtemos % > 0. Isto é, quanto menos generosa for a previdéncia («

maior), maior serao a riqueza (k°%) e o consumo de longo prazo, e maior serd o prego relativo
dos servicos.

Finalmente, mostramos que o consumo inicial serd tanto menor quanto maior for a. No
instante inicial temos

to
Ay” = A Nighy” = | N(s,t0)A(s,t0) 7ds
to -
:>At0Nt0)‘1;)a - N(S, tO)j?,_t(l) [h’(sa tO) + k(87 tO)]ds
to to

= Ay Nig A" = s N (s, to)k(s, to)ds + N (s,to)h(s,to)ds

to [e%s) ,

:>At0Nt0)\;)U _ ]3;5(1)K0 +]?;5(1) N(S,to) |:/t e—(n/—5+u)(t _tO)W(S,t/)dt/:| ds
oo 0

to

o
= Aty NigAie” = dan Ato Nigho + dgs | N(s,t0) [ / e—““t'—‘””)“’—“)X?e—a“’—smywt/dt’] ds
o) to

:>At0 Nto )\;}0’ = ]3;/(1) Ato Nto k‘o

n+v+o to
Jap—————— Ay (n+ )Ny /
3to n-+uv 0 0 -

T {ko +(n+v+ a)/ e~ (ntvta)(to—s) [/t e_(rt/_5+”+a_g)(t/_t°)wt/dt’} ds}
o .

oo
=" = Jatg {k‘o yRrtvra / e—“‘t'—5+U+a—9>(t"t0)wt,dt’}

6—(n+v)(t0—5) |:/C>O 6_(Tt/_6+U)(tl_tO)eg(t/_tO)_a(t/_s)wt/dt/:| ds
to

to

0 n+v+a«a to
oo
AT = j?;}) {kto n / e(rt/6+u+ag)(t't0)wt,dt’} (298)
to
SN = Gt Lty + ey} (299)

Entao temos

%)\;0" <0, %)\to > 0, mio)\to <0, a—aapto <0

Ou seja, se duas economias fechadas, com os mesmos parametros de preferéncias e tecno-
logias, iniciam a dinamica de transi¢do com a mesma riqueza inicial (k) mas com sistemas
previdencidrios diferentes, a economia com previdéncia mais generosa (« menor) apresentara
consumo inicial (A;,7) e prego relativo do bem doméstico maiores na fase inicial da dindmica
de transigao. No longo prazo esta economia apresentard nivel de riqueza (k*°) menor, e prego
relativo do bem domeéstico (p**) menor e taxa de juros maior.



117

5.5.9 Estratégia de Calibragao

Adotamos os mesmos valores para os parametros de preferéncias e tecnologias utilizados na
calibragdo base, apresentada na secdo 4.2, para ai, a9, g,n,90,€,0,p, 5 e v. Para calibrar a e 7,
seguimos 0 mesmo procedimento adotado no Capitulo 3, obtendo

SS

1
(195): a= In [V“y

B Z’dap wSss

_ ss :ga ss ss
:>O[:Oé(lj 7de7ﬂvvan7y , @, P )OQ)

- e(”“’*midap] —(n+v)

(199): ~=

e—1 ss 1/8
L (0(a) = ()
=7 =7(a,Q)

Pela equagao (287) sabemos que k*° = k*(a, p*®). Entao, a condigao de equilibrio no mercado
de bens domésticos (equagao ((279))) nos fornece uma primeira relagao entre a e p**:

pSS

<'Y(a7 C)) A (PN (0%, ala, p**, v, id™))]~°

1
Q85| 2221 _ 1.85 ss ap—1
o () Bt @) 0y )
! N2 — M LAy
:>f1<a7p8871/7 idapv() =0 (300)

Para obter uma segunda relagao entre a e p®® utilizamos a condicao de equilibrio no mercado
de fatores e o fato de que k§* = ki*(a,p®®), k5° = k5°(a,p®®), 17° = [5°(k*°, k5%, k5%, a) e 157 =
U5k ki 3, a):

kSS(CL7 pSS) — lfs(a/’ pss)kis(a’ pSS) + algs(a,pss)kgs(a7pss)
= fa(a,p®) =0 (301)

A seguir apresentamos a sensibilidade do estado estacionario do modelo ao grau de avareza do
sistema previdencidrio. Repare que, quanto mais generoso for o sistema previdenciario, menores
serao o produto, a razao capital / produto e o consumo por trabalhador, e maior serd a taxa
de juros de longo prazo. Além disso, sistemas de previdéncia mais generosos estarao associados
a niveis menores do preco relativo do bem doméstico, sugerindo que alteracoes nas instituigcoes
previdenciarias que afetem a poupanca global podem ter efeito sobre as taxas de cambio.
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0,08 0,10

Gasto Previdencidrio/ PIB de 55

Figura 10: Gasto Previdencidrio / PIB de SS X Produto / trabalhador de SS

0,06 0,08

Gasto Previdencidrio / PIB de 5§

Figura 11: Gasto Previdencidrio / PIB de SS X Capital / Produto de SS
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0,06 0,08 0,10

Gasto Previdencidrio/ PIB de 55

Figura 12: Gasto Previdencidrio / PIB de SS X Preco Relativo dos Servigos de SS

0,06 0,08 0,10

Gasto Previdencidrio/ PIB de 55

Figura 13: Gasto Previdencidrio / PIB de SS X Taxa de Juros de SS
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0,06 0,08 0,10

Gasto Previdencidrio/ PIB de SS

Figura 14: Gasto Previdencidrio / PIB de SS X Consumo / Produto de SS

0
0
=

0,06 0,08 0,10

Gasto Previdencidrio/ PIB de 55

Figura 15: Gasto Previdenciario / PIB de SS X Consumo / trabalhador de SS
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5.6 Estabilidade e dinamica do modelo do Capitulo 2

No modelo com geragoes sobrepostas temos o seguinte sistema dinamico em k¢, g, A, by € py:

}1/5

— [qg;tl (152)

g = (r"+v)g — (re+v—25) (154)

Tomando uma expansao de Taylor de la.

(k*,q*, \*,b*) obtemos:

ks Oke| Okt
v* dkt v* aQt v*
Gt 94 94t
v* — 8kt v* 6% v*
\ (2273 (2273
)\t v* akt v* 6qt v*
; by by
L bt v* d L 8kt v* aqt v*
ket .
Calculando ok
Ok

Ok,

:>67kt

] _ 1\ 1/¢
Ok (el 1
Ok bpy

X =L{(pta)+(1L—0)(r* —p) — (" + ) iz (o + v+ m)(arks — b)A]

b = R*by + (1= 7)1 (p) A7 + ke [(qutl

<plt>6jl (p)A; 7 + Ky [(qlt)m1>1/§ +g+n-+ v] (qtp—:l) =Wi(pt) — Zi(p)ke  (175)

= $(auspe) + k(e pr)

Ol qt—1>1/5_1<qt—1>1/fktapt

(167)
)1/5 4 §BEF _ Z2(pt):| + WQ(pt) (158)

ordem em torno de um vetor arbitrario v* =

t v* 13 v* k _ k*
9t 24t L
8>\t V¥ 8bt v* Qt - q

.t v* .t v* Bk
bt by b=t
OAt | Oby |, v

py
Ok

€\ by e Oky

& pe Ok (302)

Avaliando o sistema linearizado em v* = v*® + §, para § arbitrariamente pequeno, temos

, N3
ok _ (&))" _1rop
8]{3,5 v* N bp* §p* Ok lv*
6k v*—vSS o akt

= Ok o = Dy lss (303)

onde estamos utilizando o fato de que g—’éi

mostrado mais adiante.
Derivada de k; em relacao a ¢;:

possui valor absoluto finito, conforme sera
,U*
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8]6'15 8;0,5
ML el
oa: t [%(%Pt) + ¢p(Qt7pt)3qJ
Lk, 1(%—1)151_1(%—1)%1%
gy "le\ b bpy &\ bp: Pt Oqy

8k}t 1 (qt—1)5 1 |: Qt—1> apt:|
=>—=k — |1-=0b —
g bpy bpt pe ) Oq

¢ <1bq’*_1%8pt> (304)

bpy q Pt Og

Avaliando o sistema linearizado em v* = v°* -+ 1) ara 0 arbitrariamente pequeno, temos
) )
1-¢

1 5~1 ¢ 1 (5~1 q* 8]9
= k"= 1—b—— 305
vt £ (bp*> bp* ( q* p* 9 lv- (305)

Note que, dada a convexidade da fungao custo de instalagao, temos £ > 1, implicando que
a derivada de k; em relagdo a ¢, g—];:, nao é definida em § = 0, ou, equivalentemente, em
(kt,qu}\t,bt) — (kss’qss7>\ss7bss)32:

ok
Oq

ak‘ft 5—0
— — 306
ar v (306)
Derivada de f{:t em relagao a As:
3kt Opy

87)\15 = kt¢p(Qtapt)a)\t

. 1
8]{,5 1 <qt—1>5 1 (9]9,5
= — = k _— -
on ! [ €\ bpt Pt O\

Avaliando o sistema linearizado em v* = v*® + §, para ¢ arbitrariamente pequeno, temos

% 5—0 0
8)\t v*
Finalmente, como nem k nem p dependem de b, temos g—lgf =0.
,U*
Derivada de ¢; em relacao a ky:
opt <o

32Estamos utilizando o fato de que s ——— 0, conforme serd mostrado mais adiante.
-
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9G: _ 94: 9pt

8kt 8pt 8kt

04 _ ' )% Ipe

8kt 22t apt 8kt

dqy an—20kat | Opy

s L -1 2—2 74t
:>8kt |:062(CV2 )th 8]),5 :| 8kt

0G| az(l—az) k27| opy
= = 2
ag—ap  py | Ok

_ 06| _ [a2(1—a9) (k)] Opy
Oky lv* Qg — a1 p* Ok v~
| 50, az(l —ao) (k$°)*~" Opy (307)
Dkt 1o az—ar  p¥ Okl
ape

onde estamos utilizando o fato de que o | . < 00, conforme serda mostrado mais adiante, e
,U*

que, pela equacao (?7?), temos

1

Okay . 1 Qg 0‘2*041( )1;;2%‘1’1
ope as —ar P\ bt

1 <92 >a21a1 1
= N2 | =Dt —
g — aq O Dt

1 Wy
= 7]2—
Q2 —a1 Pt
1k
= w2 (308)
Q2 — Q1 Pt
Derivada de ¢; em relacao a ¢:
04y " Okat Opy
—=r"tv— fy(ky) 57—~
gt 2 (k) Opt Og
0dy _9Okoy Opy
=—=1r"+v+a(l —a)ks? "——=—
gt 2 2k Ipt Oqt
a4 1-— k3)e2—19
J0d ) e 02l o) (R5)%T Opr
0qy lv Qg — Qg p*  Oq lv*
8% 6—0
— —=r 309
B o r*+uv (309)
onde estamos utilizando o fato de que g% =0, 0, conforme serd mostrado mais adiante.
Derivada de ¢; em relagao a A;: b
Oa _ I )8k2t%
8At 2\ 3pt 8)\15
Ody _9 Okoy Opy
— = 1— o)k " ————
8At 012( OQ) 2t Bpt 8)\t
a4 5 1-— k55)e2—1 9
_ 06| a0, az(1l — ag) (k3°)*2™" Opy (310)

O | a9 — PSS Ol
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Finalmente, como nem ¢ nem p dependem de b, temos abt

v*

Derivada de \; em relacao a ky:

oM Mo

(9/615 [jgt (a+v+ n)qt)\t}

T

YA _ *(\¥)O
:>8kt s Lg(a—i—v—i—n) ( )]

O\t 50 A% ss\or
:><977tv Ujgs[(aJerrn)(/\ )7]

Derivada de A\; em relagao a ¢;:

8)'\13 o )\t 1 o
éth_a[ (04+U+7”L)k‘t>\}

i% _N [ (v +v+n)k* (")
0qy v o |J;

LT N (a4 v 4 )k (A7)
8qt v* 0']3

Derivada de A\, em relacao a A;:

o 1 . _ -
I~ o P9 = (7 )+ i (@t vt n)an]]
At
+ - [j3t (v +v+n)aoA] ™ 1]
O\t 1 1
- — _ _ * * )\* o
éa)\t LT [(p+g) (r —|—oz)+j3(oe—|—v+n) ( )]
+ s [i(a +u+ n)a*a()\*)”_l}
o |73
Tl T 5 |0 - (7 o)+ e o)
)\SS
+ —— [(a + v+ n)a**a(A**)7 ]

Derivada de \; em relacio a by:

M M, Y
—abt = []3t (a+v+ n)bt/\t]
)Y B
:>8bt " . [jg(a—i—v—i—n) (A")°
O\t | o0 AT
bSS )\85 g
:—abt o 0]3 < (a4 v 4+ n)b* (A*%)7]

Derivada de Bt em relagao a ky:

=0.
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be = R*y 4 (1 — 7)1 (pe) A\, 7 + Ky [thpt + 5EF] — y2(pt, kt)
( Ok, Ok

+ 5EF> + ki < >
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bpy a ZTt 37]% Ok Opy

_ O
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071t Opy
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e
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E—O0

Y Py
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+ (1 =)

o = Ju
Ipt VeD:
A oferta do setor de bens comercializdveis pode ser expressa como yo = Za(p)k
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1
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Derivada de b; em relacao a ¢;:

i)t = R + (1 =) j1(p) Ay 7 + ke [qtb;t
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R
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Iqt
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O0yat Opy

Bpt (9 kt
Opy

11
or, B

— Wa(p) onde

(312)

1 9
) Za(pt)

)]

(313)

(314)



126

Derivada de Bt em relagao a As:

. ] Y -1
b = Ry + (1= 7)1 (o) A\ 7 + ke [thpt + 6“@ = u2(p1, h)

b, . o1 _ 071t Opt q— 1\ Opr  Oyat Opy
— = —0(1—7~)° PV 1— )N T == —— 4+ k| — _
:>8)\t O'( ’7) ]l(pt) t + ( ’Y) t 8]7,5 8)\t + t bp% 8)\75 8pt 8)\t
b, o ) _ 501t Opr ki (q— 1)\ Opr  Oyzt Opy
220 (1 —A)E P4 1 — Ao 2 et AL e £
:>8)\t )\t( 7) jl(pt) ¢ +( Py) ¢ Opt ON¢ Dy bpy Ot Opy O

Derivada de by em relaco a by:

; x . Y -1
by = Ry + (1= 7)%j1(pe) A, + ke {thp + 5EF] — ya(pr ke)
¢
by
=—=R"
by
Agora calculamos g—i’z e g—gz utilizando a equacao de factibilidade para o mercado de bens

domésticos (equagao (174)). Definimos a seguinte funcgao:

G<pt7 qt, kta )\t) = (;;) j1<pt)At_o- + kt

Pelo Teorema da Funcao Implicita sabemos que

dp  0G/0k dp  0G/0q dp  0G/OA

op _ _ @P__ o 315
ok 9Gjop  aq  aG/op © o G op (315)
onde
_ - ay—1
oG g — 1)1/5 <qt - 1) agr ! (Qz )
o = +g+n+v + ==
Ok < bp: g |\ » m—m o
G |(aq-— 1)1/5 ] <qt - 1) a ! <w)a11
== +g+n+v + I
Ok < bpy g ] Dt N2 — M o\
0G¢  [fq—1\"¢ 1 fa—1 1 (k)™
t i Dt | bt 2 — 11 Wt
oG | qt—l)l/f ] (qt—l) 1
= = +g+n+v + k1)
Ok _( bpy g | Pt kot — klt( 1t)
oG g810  (k§*)™
;57’ solog \M) 316
Oky (k> g7 kss — ks (316)

~~ O0G
Note que, se az > a1, entao i

(k*,q*)
A oferta do setor de servicos pode ser expressa como y; = Wi(p) — Z1(p)k onde Z;(p) =
ap—1

ay—1 1
Z;—m nt (%p) 2T e Wi(p) = a1ne (%p) 27 Z1(p). Entdo temos
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o—e ] epl—e
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£+
bk:t { T 1 (ki)™
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- = )\O’AO’ 1< ) 15 *ls+ 1— 551|:€+ o—¢
B ey = = [V (p") (1—7)7] p (0 —¢) P G
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Avaliando cada termo de (317) percebemos que, para valores razoaveis do vetor de parametros,
teremos

0G
— <0 318
Op 1(k*q*) (318)
Entao, se ag > a, teremos
Jp
—| >0 319
8]{: SSs ( )

Interpretamos (319) assim: um aumento na razao capital / trabalho aumenta o custo de
instalacao do capital e reduz a oferta do bem doméstico, tudo mais constante. Logo, para que o
mercado de bens domésticos permaneca em equilibrio, é necessario que o pre¢o também aumente
de modo a gerar redugao do consumo.

Finalmente,

oG _k (q—l)“: P (q—l)l? (1)

dqg p bp g b&p bp P

0G
:>87q>0
:>g§>0 (320)

8G o (v\° . _
(=) nA™”
3)\7: At \p
:% <0
o\
dp
=>—<0 321
B (321)
Interpretamos (321) da seguinte forma: se o consumo diminui (ou A aumenta), o cambio
de equilibrio se deprecia, pois a oferta do bem domético serd menor. J& (320) nos diz que
um aumento do preco-sombra do capital estd associado a uma taxa de investimento maior,
aumentando o custo de instalacao do capital e gerando um cambio mais apreciado de modo a

viabilizar uma elevacao da oferta de bens domésticos.
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