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Resumo

Neste trabalho apresentamos um novo método numeérico com passo adaptativo baseado
na abordagem de linearizacao local, para a integraciao de equagoes diferenciais estocasti-
cas com ruido aditivo. Propomos, também, um esquema computacional que permite a
implementacao eficiente deste método, adaptando adequadamente o algoritimo de Padé
com a estratégia “scaling-squaring” para o calculo das exponenciais de matrizes envolvi-
das. Antes de introduzirmos a construcio deste método, apresentaremos de forma breve
0 que sdo equacgoOes diferenciais estocasticas, a matematica que as fundamenta, a sua
relevancia para a modelagem dos mais diversos fendmenos, e a importancia da utilizacao
de métodos numéricos para avaliar tais equacoes. Também é feito um breve estudo sobre
estabilidade numérica. Com isto, pretendemos introduzir as bases necessarias para a cons-
trucdo do novo método/esquema. Ao final, varios experimentos numéricos sao realizados
para mostrar, de forma pratica, a eficicia do método proposto, e compara-lo com outros

métodos usualmente utilizados.

Palavras-chave: Equagoes diferenciais estocasticas, Esquemas exponenciais de Lineari-
zagao local, Passo adaptativo, A-estabilidade, Andlise numérica, Simulagdo computacio-

nal.
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Abstract

In this work we present a new numerical method with adaptive stepsize based on the
local linearization approach, to integrate stochastic differential equations with additive
noise. We also propose a computational scheme that allows efficient implementation
of this method, properly adapting the algorithm of Padé with scaling-squaring strategy
to compute the exponential of matrices involved. To introduce the construction of this
method, we briefly explain what stochastic differential equations are, the mathematics
that is behind them, their relevance to the modeling of various phenomena, and the im-
portance of using numerical methods to evaluate this kind of equations. A succinct study
of numerical stability is also presented on the following pages. With this dissertation, we
intend to introduce the necessary basis for the construction of the new method/scheme.
At the end, several numerical experiments are performed to demonstrate, in a practi-
cal way, the effectiveness of the proposed method, comparing it with other methods

commonly used.

Keywords: Stochastic Differential Equations, Local Linearization Exponential schemes,

Adaptive stepsize, A-stability, Numerical analysis, Computer simulation.
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Capitulo 1

Introducao

Equagoes diferenciais estocasticas, ou simplesmente EDEs, surgem da modelagem de
varios problemas oriundos das mais diversas dreas da ciéncia, e nos permitem estudar
fendmenos como ruidos na transmissao de sinais de telecomunicagoes, a trajetéria de
um satélite, um circuito elétrico que sofra efeitos de ruidos térmicos, a dindmica de uma
reacdo quimica, a dispersao de poluentes no ar ou na agua, a dindmica de populacoes;
enfim, utilizamos EDEs para modelar sistemas que sofrem a interferéncia de ruidos

aleatorios.

Podemos ainda dizer que equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) sao utilizadas para
modelar situagoes ideais, onde o que afeta o sistema de forma significativa pode ser
mensurado e explicado, mas quando queremos um modelo mais proximo da realidade,
considerando suas imperfei¢oes, as EDOs néo sao suficientes, e disto surge a necessidade
da adi¢ao de um termo estocastico, um “ruido”, resultando no nosso objeto de estudo, que
sdo as equacoes diferenciais estocasticas. A adicao deste termo estocastico nos permite
modelos mais préximos da realidade, porém, isto nos traz diversos outros problemas, pois
ao sair da seara das equagoOes deterministicas e adentrarmos os processos estocasticos, o

calculo diferencial tradicional que conhecemos nao se aplica mais, e precisamos de uma
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nova base matematica para podermos estudar suas solucoes’

, € mesmo assim, muitas
destas equacOes nao possuem solucao com forma fechada, o que nos leva diretamente ao
estudo de métodos numéricos para determinar solugdes aproximadas de EDEs. Assim,

iremos neste trabalho estudar métodos numéricos para EDEs, e diversos fatores relevantes

ao desenvolvimento e a construcao de tais métodos.

1.1 Objetivos

Este trabalho visa contribuir com o estudo de equagoes diferenciais estocasticas, em
especifico com o estudo de métodos numéricos para a aproximacao forte de solugoes de
EDEs com ruido aditivo. Diversos métodos numéricos para EDEs tém sido utilizados
nas tltimas décadas, como os métodos strong Taylor (onde os mais conhecidos sao o
método Euler Maruyama e o método de Milstein), bem como os métodos de Runge-
Kutta, Preditor-Corretor, dentre outras familias de métodos que podem ser encontradas
em praticamente qualquer livro sobre o tema, e.g. [7], [8] e [9]. E mais recentemente foi
desenvolvida uma classe importante de métodos numéricos que utilizam a abordagem
de linearizacdo local (LL) para equagoes com ruido aditivo, onde para cada passo do
método, a EDE é localmente aproximada através de uma EDE linear. Tais métodos LL
vém sendo estudados e ha diversas publicagdes sobre o tema, como [10], [11], [12], [13],
[14], [15] e [16] dentre outras, onde podemos ver que estes métodos numeéricos, além de
A-estéveis, preservam propriedades dinamicas das solucgdes, e ainda necessitam de um
esforco computacional muito menor que outros métodos com propriedades semelhantes.

Entretanto, nestes trabalhos s6 foram estudados métodos numéricos com tamanho de
passo fixo, ou seja, todos os passos executados pelo método possuem o mesmo tamanho e
nao ha um controle do erro de aproximacao. De fato, nenhum método LL para EDEs com

ruido aditivo até entdo publicado utiliza tamanho de passo adaptativo, isto é, quando

'Estas bases foram dadas pelo matemético Kiyoshi It6 em [6].
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o tamanho de cada passo é definido de acordo com as caracteristicas da equacao que
estd sendo integrada, assim estes métodos sao capazes de identificar os intervalos onde
a solucao é mais propensa a erros de aproximacao numérica, e assim reduzir o tamanho
de passo nestes intervalos afim de controlar este erro, e por sua vez efetuar passos
maiores nos intervalos menos criticos da solucao. Entdo, o que propomos com o presente
trabalho é preencher esta lacuna, aplicando a metodologia de passo adaptativo a métodos
exponenciais de linearizacao local, e construir esquemas computacionais eficientes para

estes métodos.

Observacdo. Embora tenha sido desenvolvido recentemente um método LL com passo
adaptativo para EDOs, vide [17], ndo existem referéncias na literatura de métodos ex-
ponenciais com passo adaptativo para EDEs. E disto vem a originalidade do método
proposto neste trabalho.

Admitindo que o leitor possua conhecimentos sobre equacdes diferenciais ordinarias?

e teoria da probabilidade?, vamos ainda neste capitulo, introduzir os conceitos necesséarios
para a compreensao das equagoes diferenciais estocédsticas e o ferramental necessario para
o desenvolvimento dos capitulos seguintes. No capitulo 2, estabelecemos as bases neces-
sarias a construcao de métodos numéricos para solugao forte de EDEs, apresentamos os
métodos mais comuns e os métodos LL que iremos utilizar para a construcao do nosso
método adaptativo. Estudaremos também a estabilidade numérica dos métodos LL no
capitulo 3. No capitulo 4, se d& a construcdo do algoritmo adaptativo, e introduzimos
uma forma diferente de calcular as exponenciais de matrizes envolvidas no esquema nu-
mérico proposto, de forma que construimos uma implementacao aninhada dos métodos
LL envolvidos, reduzindo consideravelmente o custo computacional do método, e final-
mente, no capitulo 5, apresentamos simulagoes de diferentes tipos de EDEs utilizando o

método/esquema com passo adaptativo proposto nesta dissertacao, e os métodos mais

2Uma boa referéncia para teoria de EDOs é [18], e para métodos para aproximagdo numérica de EDOs
é [3].
3Duas boas referéncias para teoria da probabilidade sdo [4] e [5].
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comuns.

1.2 O que sao equacoes diferenciais estocasticas?

Inicialmente, vamos pensar em uma equagao diferencial ordinaria da forma

dX () = f(t.X(t))dt, (1.1)

e vamos adicionar um “ruido”, assim a versao estocéstica de (1.1) pode ser dada por

dX(t) = f(t,X(t))dt + “ruido”, (1.2)

onde este “ruido” se apresenta na forma de um valor aleatério, cuja distribuicdo de
probabilidade é conhecida. Desta forma, uma EDE possui um termo deterministico
(como em uma equagdo diferencial ordindria) e um termo estocéstico que representa o
“ruido”, resultando assim que as suas solucbes sejam processos estocasticos.

No ambito deste trabalho, iremos tratar de EDEs nas quais as pertubacoes aleatorias
podem ser descritas por um ruido branco continuo no tempo, cuja integral é um processo

de Wiener. Assim uma equacao diferencial estocédstica se apresenta da forma

dX (1) = f(¢,.X())dt + g(t, X (£))dW (), (1.3)

X (o) = Xo.

Onde a fungdo f é chamada de coeficiente de deslocamento (ou "drift"em inglés, como
¢ mais conhecida), a funcdo g é chamada de coeficiente de difusdo, {W(t),t > 0} é um
processo de Wiener, o qual iremos definir na secdo abaixo, e Xy é o valor inicial do

problema.
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1.3 O Processo de Wiener

O processo de Wiener, também conhecido como Movimento Browniano, tem origem no
estudo do movimento irregular de graos de pdlen suspensos em um liquido. De acordo com
[2], para descrever matematicamente o movimento destas particulas ¢ usado o conceito
de um processo estocastico, que da a possivel posicdo de uma particula em um certo

tempo t.

Definic¢ao 1.3.1 (Processo de Wiener). Dado um espago de probabilidade (€2, F,P), um
processo estocéstico {Wt}te[o, +o0) definido nesse espaco diz-se um processo de Wiener

(ou movimento Browniano) se satisfizer as trés propriedades a seguir:

(ii) W(t) — W (s) tem distribuicdo normal com média 0 e varidncia [t — s|,

(iii) para todo t, 0 < t; <t < --- < t,, as varidveis aleatérias

W (t1), W(ts) — W(t1), ..., W(tn) — W(tn_1)

sao independentes, ou seja, os incrementos sao independentes.

£ 10} W/\lj\/ A
A5 W\W”\ .

220 | | | | | I | | I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t

Figura 1.1: Exemplo de trajetéria Browniana no intervalo [0, 100], com 300 amostras.
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Observagdo. Mais sobre espagos de probabilidade pode ser encontrado em [4].

1.3.1 Processo de Wiener m-dimensional

Um processo de Wiener m-dimensional é um vetor em que cada posicdo é um processo

de Wiener como descrito na definigao 1.3.1, assim definimos abaixo.

Definicéo 1.3.2 (Processo de Wiener m-dimensional). E chamado de um processo de

Wiener m-dimensional o processo {Wi}ie(o,4o0) = {Wt(l), cee Wt(m), }te[o +00) quando
;oo
(i) para cada k = 1,...,m, a componente {Wt(k)}te[o +o0) é um processo de Wiener
;oo

unidimensional, como na defini¢ao 1.3.1 e

(ii) os processos {Wt(k) , para k =1,...,m sdo independentes entre si.

}t6[0,+oo)
Mais informagdes sobre o processo de Wiener podem ser encontradas em [1], [2], [7],

[9], e [20].

1.4 A integral de It6

O que nos permite estudar solugdes de EDOs é o fato de termos a integral bem definida
no caso deterministico, porém no caso das EDEs precisamos fazer uso de integrais es-
tocésticas e apesar de existirem diversas definigbes possiveis para estas, a definicdo de
1t6 é a que possui as melhores propriedades probabilisticas, fazendo com que seja a mais
utilizada. E portanto é a nossa escolha para este trabalho.

Considerando o problema de valor inicial 1.3, podemos escrever sua equacao integral

equivalente como

X (1) :Xo+/Otf(s,X(s))ds+/Otg(s,X(s))dW(s) (1.4)

Integral (1) Integral (2)
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Assim a Integral (1) é uma integral deterministica, e a Integral (2) é uma integral
estocastica, a qual é o tema desta seccdo.
Analogamente & aproximacdo de uma integral por uma soma de Riemann finita,

vamos considerar uma soma de N subintervalos [t;_1, t;] da forma

N
Sy =Y 97X (1)) (W(t:) — W (ti—1)) (1.5)
i=1
onde 7; € [t;—1,t;]. Esta soma converge na média quadratica para valores diferentes da
integral, ou seja, para cada 7; existe um I, tal que o valor esperado E[(Sy — I,)?] = 0,
quando N — oo. Essa demonstragao pode ser vista em [20], [9], [2], [1].

Se tomarmos 7; = t;_1, ou seja, o extremo esquerdo de cada intervalo, temos a integral

de Ité, definida como

N
I[t@ = tg(S,X(S))dW(S) = lim Zg(ti—hX(ti—l))(W(ti) — W(ti_l)) (16)

to N—o0 =1

onde ¢g(t) é um processo estocastico definido no mesmo espago de probabilidade (€2, F, P)
que o processo de Wiener W (t), e g é nao antecipativo, ou seja, a informagao sobre g em
um certo tempo t ndo depende de eventos posteriores ao tempo t. Desta forma, a integral
de It6 preserva algumas propriedades do processo de Wiener, em especifico, o fato de
W (t) ser um martingale implica que a integral de It6 forme um martingale, o custo disto
para o desenvolvimento da teoria é que nos leva ao estudo de um novo célculo diferencial

e integral, o chamado céalculo de Ito6.

Teorema 1.4.1 (Propriedades da Integral de I1t6). Sejam g1, g2 duas fungoes Ito-

integrdveis, uma constante c e tg e T, tais que 0 <ty < T. Entdo
(i) J(cgr + g2)dW (t) = c [i} grdW (t) + [ g2dW (1)
(i) E [ 1w (1)] =0

2
(iii) E {(ftf gldW(t)) ] =E [ftf g%ds} Conhecido como Isometria de Ito.
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(iv) ftz; g1dW (t) € ndo antecipativa.

Demonstragao.
(i)
T N
| (et gaw () = tim Ylegi(ti1, X (i) +
to — 00 i—
+92(tim1, X (tim1))| (W (t:) — W (tiz1))
N
= ¢ lm > g1(tio, X (L)) (W (t:) = W(tiz1)) +
i=1
N
+ lim_ 292(t¢—17X(ti—1))(W(tz‘) = W(ti-1))
T - T
= C/t g1dW (t) + t g2dW (1)
(ii)

T N
E [/ gldW(t)] = E L\}lm Do g1t X (tim1)) (W (i) = W (ti1))
to — 00 =

(como g1 e (W(t)—W(t —1)) s@o independentes entre si)
N
= dim Y Egi(ti1,X (L) E[(W () — W (tio1))]

N%ooi:1

¢é finita =0

(iii)
T 2 N
E [(/0 91dW(t)> ] = ]\}i_IPOOZE[Qi(W(ti)—W(tz‘—l)ﬂ
i=1
- ngnmixa[gi] E[(W(8) = W (i-1))°]

=Var [(W(tz) - W(tifl))Q]
=t; —ti—1
N

= lim ZE [gi (ti — tz;l)} =K |:/0T g%dt]

N—oo pt



1.5. A regra da cadeia de It 9

(iv) Vem direto do fato de g ser ndo antecipativa.
O

Observagdo. Uma outra integral estocastica importante é a chamada integral estocdstica
de Stratonovich, que ao contrario da integral de It6, atende as regras do calculo real,
mas nao tem boas propriedades probabilisticas. O que a difere da integral de 1t6 é que a
funcao integranda é avaliada no ponto médio do intervalo, e ndo no seu extremo esquerdo.

Ou seja

I o = lim ivj <ti_ti‘1 X(ti_ti‘l)) (W (t;) — W (ti1)) (1.7)
Stratonovich — N-oo i:1.g 2 ) 2 i i—1))- .

Note que uma integral de Itd pode ser representada como uma integral de Stratonovich

e vice-versa, como pode ser visto em [2]

1.5 A regra da cadeia de It6

Um dos inconvenientes do uso da integral de It6 é que a regra da cadeia do céalculo
tradicional ndo mais tem validade, e entdo ha a necessidade de construirmos uma nova

regra da cadeia, ou como iremos chamar, a Férmula de Ité.

Teorema 1.5.1 (Férmula de It6). Seja X (t) tal que dX (t) = f(t,X (t))dt+g(¢t,X (t))dW (),
e seja Y (t) = u(t,X(t)), onde u(t,x) é uma fungao com derivadas parciais continuas %—?,

2 . . .
g—g, e %. Assim a formula de Ité ¢ dada por

iy = PEO) g PO
2U u
+;gQ(t,X(t))a§§(t))dt + g(t,X(t))WdW(t) (1.8)
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FE na forma integral temos

Y(t) = Y(0)+/Ot (WH(&X(S))W+

2U S S
+ ;gz(s,X(s))a(a;;(())> ds +

+/ 9(s,X (s (Saf( D aw (s) (1.9)

A demonstragéo deste teorema pode ser encontrado em [8] e [2].

1.6 Existéncia e unicidade de solugoes

Teorema 1.6.1 (Existéncia e unicidade de solugdes de equacoes diferenciais estocasticas).
Sejam f(-,) : [0,T] x RY — R9, g(-,+) : [0,T] x R? — RIX™ duas fungdes mensurdveis,
T > 0 e uma constante C, tais que para todo t € [0,T] e z,y € R? satisfazem
(i)
[f(t2)[? + |g(t,2)? < CP(1+ z])? (1.10)

onde que |g]* =3 |gi;|%;

(ii)
|f(tx) — fty)| + lg(tz) — g(ty)| < Clo -yl (1.11)

Além disso X é independente de W (t) para t > 0, e E[|X(|?] < oc.
Entdo existe uma tnica solugdo X (t) da equacdo (1.3) no intervalo [0, T] que é
continua em t, ou seja, dadas duas solugoes de (1.3) em [0,7], a probabilidade que elas

sejam iguais entre si é 1.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em diversos livros como [2], [19]

e [20]. E uma construgdo muito interessante da solu¢do de uma EDE unidimensional
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pode ser vista em [1].

1.7 Equacoes diferenciais estocasticas com ruido aditivo

Equacgoes diferenciais estocasticas com ruido aditivo sao utilizadas em modelos matemé-
ticos para descrever processos aleatérios em diversas areas, como em modelos de energia
celular, sistemas de coagulacao de sangue, atividade elétrica de massas neurais dentre
muitos outros.

Uma EDE é dita com ruido aditivo quando o coeficiente de difusdo g ndo depende

da variavel X, ou seja g(t,X(t)) = g(t), sendo assim é dada pela equagao

dX(t) = f(t,X(t))dt + g(t)dW (2). (1.12)

Agora suponha que estejamos trabalhado com um modelo que sofre mais de uma
pertubagao aleatéria, onde estas pertubagoes sejam independentes, desta forma teriamos

uma EDE com mais de uma fungao de difusdo. Assim, dado um processo de Wiener

m-dimensional {W} (o, 4o0) = {Wt(l), e Wt(m), }te[o +o0) e m fungoes de difusao g;(t),
temos que
dX(t) = f(t,X(t)dt + D gi(t)dW'(t) (1.13)
i=1

Outra notagao para para a equacao (1.13) é dada por

dX (1) = f(t,.X(t))dt + G(£)dW (1) (1.14)

onde G : R — R¥™ ¢ uma matriz onde cada coluna é um vetor g;(t) de dimensao d.
Usaremos uma das definigoes (1.12), (1.13) ou (1.14) quando esta for mais conveniente.

Mais a frente apresentaremos um método/esquema para a solugao deste tipo de EDEs,

o qual é o tema principal deste trabalho.
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1.8 Meétodo de variacao de parametros

O lema abaixo descreve a versdo estocastica do método de variagdo de paradmetros
para equacdes com ruido aditivo, que usaremos em alguns momentos quando houver a

necessidade de encontrar solucoes de alguns tipos de EDEs.

Lema 1.8.1 (Método de variagdo de pardmetros para equagoes diferenciais estocdsticas
com ruido aditivo). Seja a EDE (1.13), com condicio inicial X (to) = Xo, Xo € R%.
Suponhamos que sejam satisfeitas as condigcoes de existéncia e unicidade de uma solugdo
forte X (t). Entdo, consideremos que f(t,X) = A)X + a(t,X), e ¢/ (t,X) = B/ ()X +

V(t,X), com A, B/ € C(Ry R, Seja ¢(t,tg) a matriz fundamental que satisfaz

dolthe) = AWo(tto)dt+ 3 BI(1)o(tto)dW
j=1

o(toto) = Iixds

entdo

X(t) = o(tto)

Xot [ 67 (s (a<s,x<s.to,xo>> SN B <s,X<s.to,Xo>>) dst
to j=1
oy t¢—1<s,to>w<s,x<s;to,Xo»de] (1.15)
j=17t

Uma demonstragao para este lema pode ser encontrada em [22].
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Métodos numeéricos

Raramente, equacgoes diferenciais estocasticas utilizadas para modelar problemas do
mundo real possuem solucao explicita, e esta é a principal motivacdo para o estudo
de métodos numéricos para determinar solucdbes de EDEs. H4 também a recorrente
necessidade de analisar nao s6 a solugdo de uma EDE em um certo instante do tempo,

mas também a sua trajetoria.

Neste trabalho, vamos tratar de aproximagoes numéricas de EDEs que se baseiam

em uma discretizagdo de um intervalo de tempo [tg, 7], como

o<t <ta<---<tny_1<tny=T

onde se quer avaliar o comportamento de uma EDE. Essa discretizagdo também é co-
nhecida como uma parti¢io do intervalo [tg, T]. No caso de métodos de passo temporal
fixo, temos que a distancia entre dois pontos consecutivos de uma particdo é dado por
hi=t, —ti_1 = % para todo i tal que 1 <¢ < N € N. E como veremos mais a frente,
em métodos com passo temporal variavel (ou adaptativo), essa distancia h; entre dois

pontos consecutivos da particdo vai depender da estimativa do erro local obtido no passo

anterior pelo método/esquema numérico.
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2.1 Convergéncia forte e fraca

Sempre que trabalhamos com métodos numéricos é imprescindivel ter formas de men-
surar a sua eficiéncia, em especifico, analisando a sua ordem de convergéncia. Assim,
dependendo do tipo de aproximagao utilizada, temos diversos critérios que podem ser
utilizados para analisar a convergéncia de um método numérico.

Em especifico, quando tratamos de modelos estocasticos, os dois principais tipos
de convergéncia sdo a convergéncia forte, que tange aproximacoes das trajetorias de
solucoes de EDEs em um intervalo de tempo, e a convergéncia fraca, que diz respeito a
aproximacoes de EDEs a distribui¢oes correspondentes. Para definir convergéncia forte

e fraca, vamos primeiro definir os padroes de erro utilizados.

Defini¢do 2.1.1 (Erros). Seja z, a varidvel aleatéria correspondente a aproximagao

numérica da solugdo de uma EDE no momento ¢,, entdo

(i) o erro forte é dado por

errof”"* = sup(Ella(ta) ~ au)) (2.1)

(ii) e o erro fraco é dado pela diferenca entre os valores esperados de z(t,) e x,, ou seja

erroimco = S%P(E[p(x(tn))] — Elp(xn)]), (2.2)

onde p : R — R é uma funcio de teste.

Podemos dizer que o erro forte é a média do erro, e que o erro fraco é o erro das

médias.
Definic¢ao 2.1.2. (Convergéncia)

(i) Dizemos que um método tem uma ordem de convergéncia forte -y, se existe uma

constante C' tal que
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erro] = sup(E[|z(tn) — z4[)) < C.HT = O(RY),

(ii) e um método tem uma ordem de convergéncia fraca [, se existe uma constante C'

tal que

errof ™ = sup (E[p(e(ta)] - Elp(za))) < C.1* = O(F).

Neste trabalho, vamos nos ater ao estudo da convergéncia forte de EDEs. Mais sobre

convergéncia de métodos numéricos para EDEs pode ser encontrado em [8].

2.2 Taylor estocastico

Aqui vamos apresentar a versao estocédstica da famosa expansdo de Taylor. Esta serve
como base para a construcao de diversos métodos para solucdo forte de EDEs, e é

conhecida como expansdo de Ito-Taylor.

Assim dada a equacdo integral

t t
X(1) :X0+/ f(s,X(s))ds+/ 9(5.X (5))dW (s)
0 0
e considerando os operadores

LO — ﬁ+ifi+lii . 872 (23)
Ot =1 kal‘k 2 ki 9L.j O0xL1; ’

d
, 15)
L = . 2.4
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que no caso escalar ficam da forma

0 0 1, 0%

o _ Y o2

Lw = at+f8:c+2g 0x2
0
1 — -
L= g@x

e aplicando a formula de Ité apresentada no teorema 1.5, temos que

X(0) = XG0) + [ [0 X000 + [ 15X )du +

to to

+ f(u,X(u))dW(u)} ds +

to

t s
+/ [g(to,X(to)) + [ Lg(u,X(u))du +
to
+ [ Lgu X @)aw )| aw(s)
reorganizando a equagao (2.5) ficamos com

X(t) = X(to) + f(to,X(t())) tdS + g(to,X(t(])) tdW(S) +7r

to to

onde o resto r; é dado por

r = /t SLOf(u,X(u))duds +
to Jto
+/t T X (w) W () ds +
to Jto
+/t T LOg(u,X (w)) du dW(s) +
to Jto

_|_/tt tsng(u,X@J)) dW (u) dW (s)

16

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Expansoes de ordem superior podem ser encontradas aplicando sucessivamente a
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férmula de It6 as fungbes integrandas do resto.

Uma construgao detalhada da expansdo de Ité-Taylor pode ser encontrada em [8].

2.3 Meétodo de Euler Maruyama

Este método é a versao estocastica do método de Euler para EDOs, e se trata da aplicacio
direta da expansao de Ito-Taylor apresentada acima.

Entao, dada a EDE (1.3), temos que o processo estocastico X = {X;,to <t < T}
é uma solucao de (1.3), assim tomamos uma particdo do intervalo de tempo [to, T,
e aplicamos a expansao de Taylor descartando o resto em cada “subintervalo” desta

partigao, temos que a aproximagao de Euler Maruyama de X (¢,,+1) é dada por

tni1 tnt1
Xpp1 = X+ f(tn.Xn) /t ds + g(tn, Xn) /t AW (s)

- Xn + f(tn,Xn)(thrl - tn) + g(tnaXn)(W(tn+1) - W(tn))

(2.8)

tomando h,11 = tp41 — tn, € a propriedade (ii) da definicio 1.3.1 e obtemos a
expressao recursiva do método de Euler Maruyama

Xn+1 = Xn + f(tnan)hn-H + g(tnaXn) hn+1N(071) (29)

onde N(0,1) é uma varidvel aleatéria com distribuigdo normal, com média 0 e varidncia

1, que é gerada para cada passo do método.

Teorema 2.3.1. (Ordem de convergéncia do método de Euler Maruyama)
Seja X, a aprozimagio da solugio X (t) de uma EDE pelo método de Euler Maruyama,

suponhamos que

(i) E(1X(to)]?) < o0,
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(i) E(|X (to) — Xo[?)? < K1h2,

(i) [f(tx) — fEy)]+ [g(tx) — g(ty)| < Kalz —yl,

(iv) [f(ta)] + |g(ta)| < Ks(1+ |z]),
(v) |F(s,2) = F(to)| + lg(s.2) — g(t2)| < Ka(1+ [a])|s — ¢]2,

para todo s,t € [tg,T], com ty <0 e z,y € R?, com K1, K, K3,K4 e C sdo constantes
que ndo dependem de h entdo podemos afirmar que o erro forte do método de Euler

Maruyama é dado por

errol® = sup(B[jz(t,) — za|]) < C.h2

e assim a ordem de convergéncia forte é dada por Yeyler = %

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [8].

Para EDEs especificas, o método de Euler Maruyama pode ter ordem de convergéncia
superior a 0,5, em especifico, para as equagoes com ruido aditivo (conforme descritas na
se¢do 1.7 do capitulo 1) sob certas condigoes acerca da suavidade da fungéo de desloca-
mento f(¢,X(t)) e da funcao de difusao g(t), este método tem ordem de convergéncia

forte v = 1.

2.4 Meétodo de Milstein

O método de Milstein é construido de forma semelhante ao método de Euler Maruyama,
pois também se baseia em aplicar a expansao de It6-Taylor a cada subintervalo de uma

partigdo do intervalo [to, T'], mas tomamos mais um termo da expansao de Taylor. Assim,
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aplicando a férmula de Itd ao integrando da tltima integral dupla do resto r1 temos

[ Batux) awiw aw = gxw) [ [ aw ave +
N /:/t t " LOL g(0, X (v)) dv dW (u) dW (s) +
e[ e X ) awe) ave) awe)

(2.10)

Substituindo (2.10) em (2.7) e depois em (2.6) obtemos

X() = X(0) + £, X 00) [ ds-+9(t0 X () [ W (s)+

LY g(t0, X (t)) / T AW (w) AW (s) + 7 (2.11)

to Jto

onde r9 é dado por

t s
ro = / LOf(u,X (u)) du ds +
to Jto

L X () aW () ds +

to Jto

[ g (w)) dudw(s) +

to Jto

t s u
+/ / LOL (v, X (v)) dv dW (u) dW (s) +
to Jto Jto
t s u
+ / / LML g(0,X (v)) dW (v) dW (u) dW (s) (2.12)
to Jto Jito
Analogamente a construcao do método de Euler, descartamos o resto 12 e aplicamos a

equagao (2.11) a cada subintervalo de uma partigao do intervalo de tempo [tg, T], e assim

temos
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Xltas) = X)+ f6nX(0) [ ds b glta X)) [ W) +

F LY g(t, X (1)) /t " ts AW (u) dW (s)

X () Hn X () b1~ )+ gl X ()W ()~ W(t) +
9t X))t X 1)) [ (W 1) = W (00)) WV (5)

X () Fn X))t 1) + g X ()W) — W(0)) +
(00 XD 10 [ [ W) W (5) = W ()W (1)
+W2(t)]

= X(ta) + £l X () (b1 — ta) + (8, X (1)) (W (5) = W () +
gt X (1)) b X () |5 V2 (ts2) = W2t) = (tass — )+
—W (t)W (tns1) + W2 (L))

= X(ta) + (0 X () (i1 — t) + gt X (1)) (W (1) = W (t0)) +
50, X (1)) 92 b, X (00)) [ () = W 00))? = (s — 1)

(2.13)

e finalmente tomamos hy, 11 = t,41 —ty, € utilizamos a propriedade (ii) da defini¢ao 1.3.1,

e obtemos a expressao recursiva do método de Milstein

Xn+1 - Xn + f(tn7Xn)(tn+l - tn) + g(tann) hn+1N(071) +

+%g(thn)gm(thn)hn+l {(N((),l))Q - 1}

(2.14)

A ordem de convergéncia do método de Milstein pode ser verificada de forma analoga
ao que fizemos para Euler no teorema 2.3.1, mas vamos mostrar de uma forma mais

ituitiva, assim, voltando & primeira igualdade da equagdo (2.13), note que o método
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de Milstein utiliza uma integral estocastica multipla em dWdW, como a ordem de

convergéncia surge do quao maior for a expansao It6-Taylor, temos que

errol® < AW.AW ~ AW.AW = O(h'/2.n'/?) = O(hY)

logo a ordem de convergéncia do método de Milstein é dada por v = 1. Uma prova
rigorosa pode ser encontrada em [8].

Uma abordagem numeérica muito interessante para a verificagdo da ordem de conver-
géncia dos métodos de Euler Maruyama e Milstein é dada em [25].

Outros métodos de ordem superior podem ser construidos seguindo a mesma ideia
da construgao do método de Euler Maruyama e do método de Milstein, ou seja, usando

expansoes [t6-Taylor de ordens ainda maiores.

Observagdo. No caso de EDEs com ruido aditivo, temos que g ndo depende de X, entao

gz = 0, logo o método de Milstein fica idéntico ao método de Euler Maruyama.

Em [26] podem ser vistas algumas aplicagoes dos métodos de Euler Maruyama e de
Milstein em sistemas famosos, como o modelo de Black-Scholes’.

Até aqui, estivemos focados em apresentar as nogoes bésicas de EDEs, e os métodos
numéricos mais comuns e gerais quanto a sua aplicagdo. Da préxima se¢do em diante
iremos finalmente tratar do assunto que motivou este trabalho, que sdo os métodos de
linearizacao local para EDEs com ruido aditivo, métodos estes que serao utilizados no

capitulo 4, na construcao do novo esquema adaptativo proposto nesta dissertagao.

2.5 Meétodos de Linearizagao Local

Os métodos de linearizagao local (LL) consistem em aproximar a fun¢ao de deslocamento
(drift) com uma funcao linear, pois esta costuma oferecer uma aproximacao melhor do

que o uso de uma constante, como é o caso dos métodos que apresentamos anteriormente.

!Modelo matemético para precificacio de opgoes financeiras (Europeias).
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Geralmente, cada método de linearizacao local atende a algum tipo especifico de EDE,
por exemplo, o método de Ozaki® é destinado a EDEs com funcio de difusdo constante.
E como ja estabelecido, nesta dissertagdo vamos trabalhar com EDEs com ruido aditivo,
sendo assim iremos nos focar em métodos LL para equagoes do tipo (1.14). Entao dada
a EDE

dX(t) = f(t,X(t))dt + G(t)dW (t).

Queremos aproxima-la por outra EDE que seja mais simples de resolver, particularmente
uma EDE linear que seja préxima da nossa equagao original. Para tal, podemos utilizar
a expansao de Taylor deterministica para aproximar a funcao de deslocamento f(¢,X (t))
como uma fungao de (¢,X), assim, como queremos aproximar f no instante (¢,X(t))

partindo de (t,,X), obtemos

f(t7X(t)) ~ f(tnaXn) + fa:(tnaXn)(X(t) - Xn) + ft(tnaXn)(t - tn) (2’15)

onde f, é a matriz jacobiana de f, e f; = %. Entao usando (2.15), temos a seguinte

“aproximagao” de (1.14)
dX(t) = [f:c(X(t> - Xn) + (ft(tTZan)(t - tn) + f(tnaXn))] dt + G(t)de(t) (2'16)

Assim, podemos definir a férmula recursiva do método de Linearizagdo Local 1 (LL
1) como sendo a solucdo da equacdo (2.16) em t,41, partindo de X, aplicado a cada

subintervalo de uma particao de [to, T7.

Note que esta aproximacao da funcdo de deslocamento pode ser mais precisa se

utilizarmos que X (t) satisfaz a equagao (1.14), sendo assim, vamos tomar uma fungao

?Mais sobre o método de Ozaki pode ser encontrado em [27].
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auxiliar U : [to,T] x RY — R*| tal que

Ut,X(t) = Ultn, Xp) + tLOU(s,X(s))ds + i/t LU (s,X(s))dW?

tn
onde os operadores L° e L7 sio dados por (2.3) e (2.4).
Agora, para U = f, obtemos
t :
FEX D) = F(tnX) +/ LOf(s,X (s))ds + Z I f(s,X (s)) AW
J=1
e para U = L'f, a equacdo acima fica
X)) = f(bnrXn) + L0 (L, X / ds 3 I (1 X, / AW+
7=1

onde o resto r; é formado por integrais estocasticas multiplas.

Mas note que

1 m
0 _
L7 f(tn, X)) = Je+{fs [z 5 ; (1 ®g] )fng]]
faf (tn,Xn)
L]f(tnaXn) = [(gj7fx>](tn,Xn)
f
zJj5

onde & representa o produto de Kronecker e f,, é a matriz Hessiana de f. Assim temos

m

1
Z Tixa ® g]—r)f:v:cgj (t—tn) +

FX0) = 0, Xa) + [t fuf + 5
7j=1

+§: (fogi)) W2 (t) = W (t,)) +71 (2.17)
7j=1

com f, fu, fzo € ft avaliados em (t,,X,,), e g em t,.
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Agora para U = X (t),

t m t )
X(t) =X, + f(tn,Xn)/t ds + Y g;(tn) /t dW3(s) + 1o
n jil n

X(t) = X+ f(tn, Xn)(t = ta) + Zgj — W (tn)) + 72 (2.18)
Multiplicando (2.18) por f,(¢,,X,) obtemos

fx(tnaXn)(X(t) - Xn) = fcc(thn)f(tann)(t - tn) +

m

+ Z Fo(tn, X0)gj (tn) (WO (t) — W(t,)) + Ry (2.19)

Assim, de (2.17) e (2.19), e desconsiderando os restos, temos

X(1) = [fx(X(t) - X,) (

dt +

l\’)“—‘

Z Id><d®g] fa:m.%) (t—tn)+ f

LG (AW (t)

(2.20)

com f, fr, fzx € fr avaliados em (¢,,X,,), e g em t,. E assim definimos o método LL
1.5 como a solugao da equagao (2.20), aplicada a cada subintervalo de uma parti¢ao de

[tov T]

2.5.1 Esquemas exponenciais para LL 1 e LL 1.5

Vamos apresentar agora como construir os esquemas de calculo para os métodos LL 1 e
LL 1.5 conforme pode ser visto em [12]. Primeiro, note que a equagao (2.16) referente

ao método LL 1 e a equacao (2.20) do método LL 1.5, representam aproximagoes da
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EDE com ruido aditivo (1.14), e por si s6 ndo podem ser calculadas, precisamos entao,
determinar uma solucdo para essas EDEs para obtermos esquemas calculaveis para

aproximar numericamente esse tipo de equacao.

Desta forma, dado hy1 = tp+1 — tn, suponhamos que

(LL 1) Xny1 = Xnt+ 1 (tnaXnJ hn+1) +& (tnaXn; thrl) (2-21)

(LL 1.5) Xp41 = X+ 01500, X0 hngt) + 150, X0 Ant1) (2.22)

sejam solugdes de (2.16) e (2.20) respectivamente. Onde ¢ representa a parte determinis-

tica e £ a parte estocdstica da solucdo.

Assim, de [12] temos que ¢;1 de (2.21) pode ser expressado por

0adx1
¢1(tn, Xn; hny1) = < Tixa Ogxo >€A1(t"’X")hn+1- 0 (2.23)

1

onde a matriz A é dada por

fat(thn) ft(thn) f(thn)
Al(tnaXn) = 01x4q 0 1 (224)

01><d 0 0

com I;xq é a matriz identidade de dimensao d, e 0,4xp é a matriz nula com a linhas, e b

colunas. e & de (2.21) é

§1(tn, Xns hny1) = G(ta) AW, 4,41 (2.25)

onde AW}, , = Wior — Wi, ~ Vhnt1.N(0,1). E assim fica definido o esquema

n+1]

exponencial de LL 1.



Capitulo 2. Métodos numéricos 26

Analogamente ao LL 1, temos que o esquema exponencial para LL 1.5 é dado por

del
¢1.5(tn7Xn;hn+1) - ( Id><d 0d><2 >€A1'5(tn’Xn)h"+l. 0 (226)

1

com A5 dado por
A1.5(tn’Xn) =

Fe(tn:Xn)  feltn, Xn) + 5 270 (Taxd @ 95(tn) ") fae (tn: Xn) g5 (8n)  f (0, X0)
= O1xd 0 1
O1xd 0 0
(2.27)

Agora, para & 5 de (2.22) vamos tomar a expansao Itd-Taylor de ordem 1.5 apenas

para a parte estocastica de (2.20), assim, descartando o resto rs temos

tnt1 lnt1 fs
fl.5(tn7Xn§ hn—I—I) - G(tn)/ dW(S) + fw(tnaXn>G(tn> / dW(u>dS +
tn tn tn

tntl tn+1
Gy (b)) s / AW (s) — Gi(t) / AW (u)ds
tn tn

ln

Tomando
tn+1
AW[tn,t»,H_l] = /t dW(S)
tnt1 s
AZ[tn,tn+1] = /t ] dW(u)dS
onde AW, ;.1 =Wy, ., — Wy, tem distribui¢do normal com média 0 e desvio padrao

3/2

Vhni1, € AZy, 4,1 tem distribuigao normal com média 0, e desvio padrao "Tgl, ea
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covariancia E(AW,AZ) = %h% 1 1- Assim, dadas duas varidveis aleatérias com distribuigao

normal N7 e No, independentes entre si, com média 0 e desvio padrao 1, ficamos com

AW bl = A/ 1N (2.28)
i1/ Fon N.
AZy ) = smiVini <N1 + 2) (2.29)

n+1} - 2 G

V3

e assim temos

§15(tn, Xni hnt1) = Gtn) AWy, 0] + fo(tn, X)) G(#n) AZp,, 1,00 +

+Gt (tn)(AW[tn,tn+1}hn+1 - AZ[tnythrl]) (230)

e assim, de (2.22), (2.26) e (2.30) fica definido o esquema exponencial de LL 1.5.

De [16] temos que LL 1 e LL 1.5 possuem ordens de convergéncia 1 e 1,5 respectiva-
mente, como os proprios nomes ja sugerem. Esquemas LL de ordem superior para EDEs
com ruido aditivo podem ser construidos, e podem ser encontrados em [14] e [16].

Estes esquemas nos fornecem uma forma para implementar os métodos LL de ordem

lelp5.






Capitulo 3

Estabilidade

O estudo da estabilidade numérica surgiu quando comecgou-se a utilizar computadores
para calcular aproximacoes de integrais, e por consequéncia, determinar solugoes numéri-
cas de equagdes diferenciais. Métodos comprovadamente convergentes geravam resultados
com erros muito maiores do que se esperava, erros os quais nao eram explicados apenas
pela discretizacao do problema, enfim, este fenémeno era causado pelo acimulo de suces-

sivos erros de truncamento. Duas boas referéncias para estabilidade numérica sao [29] e

[30].

De maneira informal, podemos dizer que estabilidade é a insensibilidade do estado do
sistema em relagdo a pequenas mudancas nos seus parametros, ou no seu estado inicial.
Assim, em um sistema estavel, as trajetorias que sdo préximas em determinado instante,
permanecerao proximas em cada um dos instantes seguintes. No caso de métodos para

solucao numérica de EDEs nao é diferente.

Para ilustrar o problema no caso estocastico, construimos dois exemplos de EDEs

diferentes, mas que possuem mesma solugio.
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Exemplo 3.0.1.

z1(t z1(t 2sen(t 1
10 ) _ Ay - 1(t) i ®) dt + et dW (1)
x2(t) xa(t) 2(cos(t) — sen(t)) 1
(3.1)
onde
-2 1
A =
1 -2
com condicdo inicial
Exemplo 3.0.2.
t t 2sen(t 1
AR D P O I ) dt + et AW ()
ya(t) ya(t) 998(cos(t) — sen(t)) 1
(3.2)
onde
-2 1
Ag =
998 —999
com condigao inicial
) | [ 2
y2(0) 3

Aplicando o método de variagdo de pardmetros (apresentado na segdo 1.8.1) aos
exemplos 3.0.1 e 3.0.2, obtemos que ambas as EDEs possuem a mesma solugao

LELONN I R 21NN ISR N sen(t) et | ] W, (33)

xo(t) ya(t) 1 cos(t) 1



Solugdo "exata

3.5

Xit)

X

— %
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Figura 3.1: Realizagdo da solugdo dos exemplos 3.0.1 e 3.0.2 sobre uma trajetéria browniana

gerada aleatoriamente.

Milstein, h=0.1

X(t)

Figura 3.2: Simulagdo do exemplo 3.0.1
utilizando o método de Milstein com 100
passos.

x 10

196 Milstein, h=0.1
35 T T T

Y1

25F

Y(0)

t

Figura 3.3: Simulac¢ido do exemplo 3.0.2
utilizando o método de Milstein com 100
passos.
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Milstein, h=0.002002 Milstein, h=0.002

25 T

Y®
Y®

Figura 3.4: Simulagao do exemplo 3.0.2 Figura 3.5: Simulagao do exemplo 3.0.2
utilizando o método de Milstein com 4995 utilizando o método de Milstein com 5000
passos. passos.

Na figura 3.1 podemos ver como a solugdo dos exemplos 3.0.1 e 3.0.2 se comporta, e
vamos comparar visualmente com os resultados obtidos simulando as equagdes por meio
do método de Milstein (figuras 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5. Na figura 3.2 vemos a simulac¢do do
primeiro exemplo com tamanho de passo h = 0,1 (100 passos), e podemos ver que a
dindmica da solugdo se mantém. Ja na figura 3.3, temos a simulacao do segundo exemplo
com h = 0,1, e podemos ver que a dindmica do problema se perde completamente,
e nas figuras que se seguem temos simulacdes do segundo exemplo com 4995 passos
(h = 0,002002), e com 5000 passos (h = 0,002) onde a dindmica do problema se mantém,
assim, podemos ver que embora os exemplos 3.0.1 e 3.0.2 tenham exatamente a mesma
solucdo, utilizando o método de Milstein, a solugdo numérica do exemplo 3.0.1 consegue
se manter proxima da solugdo exata com passos h = 0,1, ja no caso do exemplo 3.0.2
precisamos reduzir significativamente o tamanho de passo para h = 0,002 para obter um
resultado aceitavel.

A conclusdo que queremos extrair dos exemplos acima é que existem equacoes que
geram instabilidade em alguns métodos numéricos, métodos esses ditos instaveis. Como
pudemos ver, este fendmeno nao esta ligado a forma da solucdo, e sim ao sistema dife-

rencial em si.
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A equacdo do exemplo 3.0.2 é uma EDE rigida', e esta rigidez se apresenta por que
o vetor (yl,yg)T tem uma componente “lenta” e outra “rapida”, a componente rapida,
Yo estd associada ao autovalor —1000, que mesmo quando esta presente na solugio, esta
decai rapidamente e se torna desprezivel para o resultado final, mas para a solucgio
numérica esta componente exige uma reducao consideravel no tamanho de passo h para
que esse comportamento seja reproduzido pelo método sem gerar instabilidade na solucéo.
E importante frisar que nio h4 uma definiciio precisa do conceito de rigidez, mas hé boas
discussoes sobre o tema (no caso deterministico) em [31], [29] e [3].

Uma boa defini¢do para métodos numéricos estaveis é dada em [33], como pode ser

visto abaixo.

Definicao 3.0.1. Um método estavel é aquele cujos resultados dependem continuamente

dos dados iniciais.
Para estudar a estabilidade linear de métodos numéricos para EDEs vamos considerar
a EDE de teste
dX(t) = AX(t)dt + dW (), (3.4)

onde W é um processo de processo de Wiener padrao, e a constante A é um nimero
complexo. Seja t,+1 = t, + h uma particdo do intervalo de tempo [tg, T], e X,, uma
discretizacao da equagao (3.4) através de um método numérico dado. Suponhamos entéao

que para qualquer tamanho de passo h, X,, pode ser representado por

Xpi1 = RO Xy + U, (3.5)

onde R : C — C, e U,, é uma varidvel aleatéria que nao depende de nenhum X,. Assim,

podemos definir o conceito de regido de estabilidade.

'Rigidas do inglés stiff.
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Defini¢ao 3.0.2. Dada a EDE (3.4), com uma discretizacao (3.5), uma regido de esta-
bilidade S é dada por

S:={AeC:h>0,Re{A\} <0, |R(\h)|<1}. (3.6)

Agora podemos definir o conceito de A-estabilidade.

Definicao 3.0.3. Um método numérico é dito A-estavel quando a sua regido de estabi-

lidade contém todo o semiplano negativo do plano complexo.

Entdo, se 3.5 é A-estével, temos que se (X,,) e (X)), com condigoes iniciais Xy e X,

sao aproximagoes da solucao de (3.4), entdo

X, — X, = (R(Ah))"(Xo — X{) — 0 quando n — oo,

para todo tamanho de passo h.

O resultado a seguir garante que os métodos LL que apresentamos aqui sdo A-estéveis.
Teorema 3.0.1. Os métodos LL 1 e LL 1.5 sao A-estdveis.

Demonstragao. Para a equagao de teste (3.4), a EDO de sua parte deterministica é dada
por

dX (t) = AX (t)dt, (3.7)

assim, tanto a equagdo (2.16) quanto a equacgao (2.20) ficam da seguinte forma

dX (t) = AX (t)dt + G(£)dW (¢), (3.8)

Entao, toda discretizagdo X, de (3.4) é dada na forma

Xn+1 - Xn + ¢(tnaXn) + f(tn)
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onde X,, + ¢(t,,X,,) é um passo de uma discretizacdo LL para a EDO (3.7), e £(t,,) é
um passo de alguma discretizagdo para o problema estocéstico (3.8). De [34] sabemos
que o esquema LI é A-estdvel para EDOs e entédo, £ ndo depende de X,, para todo n, o

que implica que LL 1 e LL 1.5 sdo A-estaveis. O

Voltando ao exemplo 3.0.2, vamos mostrar como o método LL 1 que como acabamos
de ver, é A-estavel, se comporta para simular uma EDE rigida.

Passo fixo LL 1, h=0.1
35 . .

25 .

15

Y()

0.5F

-05}

-15

Figura 3.6: Simulacgédo do exemplo 3.0.2 utilizando o método LL de ordem 1 com 100 passos.

E como era de se esperar, o método LL 1 nao teve dificuldades para determinar a
solugdo numérica de uma EDE rigida, inclusive, com este método podemos aumentar
ainda mais o tamanho de passo h e ainda obter “boas” solugdes.

Assim, podemos concluir que a importancia do estudo de métodos estaveis estd no
fato de que tais métodos nos permitem obter solu¢ées numéricas satisfatorias de equacoes
rigidas (ou rigidas em alguns intervalos) sem ter que reduzir em demasia o tamanho de
passo, que é pertinente, pois EDEs rigidas surgem com certa frequéncia na modelagem de
diversos problemas. Entretanto, ainda é possivel aperfeicoar a utilizacdo destes métodos

com a utilizagdo de passos de tamanho varidavel como veremos no préximo capitulo.






Capitulo 4

Algoritmo adaptativo

4.1 Motivagao intuitiva

Vamos comegar com uma analogia ao problema de integrar numericamente uma fungao
que tem grande variacdo em apenas uma parte de seu dominio. Suponha que queiramos
calcular numericamente a integral entre 0 e ¢ de uma fungao f(t) como esta do grafico

abaixo.

Note que a funcdo é praticamente constante nos intervalos [0, a| e [b, ¢], mas no
intervalo [a, b] ela é bem complicada. Se fossemos utilizar um método de passo fixo h,
teriamos que usar um h bem pequeno para que possamos obter uma boa estimativa para
esta integral, mas apenas o intervalo [a, b] é problemético. Um método com passo temporal
adaptativo permite que nas partes mais “simples” da funcdo o método avance com passos
maiores, e nas partes mais “complicadas” avance com passos menores, controlando o erro
numérico do método. Agora vamos estender essa ideia para a integracdo numérica de

EDEs.
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t

Figura 4.1: Exemplo motivacional

4.2 Introducao

Pensando de forma andloga ao que foi mostrado acima, ao incorporar um passo temporal
varidvel (ou adaptativo) em um método para solu¢do numérica de EDEs, pretendemos
dar mais atencdo aos intervalos onde a EDE sofra variagoes mais bruscas, efetuando
assim passos menores, e podendo entdo, dar passos maiores no restante do calculo da

solugao.

Desta forma, iremos neste capitulo apresentar um algoritmo que determina qual o
tamanho do préximo passo que o método irad executar, bem como analisa se este foi ou
nao um bom passo, e enquanto isso constréi (ou reconstréi) a trajetéria Browniana de

forma concisa.

O algoritmo adaptativo que vamos apresentar foi adaptado do algoritmo publicado
em [35], e este foi selecionado depois do estudo de diversos outros métodos/esquemas,
como [36], [37], [38], [39], [40] e outros menos relevantes. Embora este esquema se baseie

fortemente no que foi apresentado em [41] e [36], ele foi escolhido pelo fato de trabalhar
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com métodos para convergéncia forte, poder ser aplicado diretamente a EDEs com
ruido aditivo, e por se adaptar bem aos métodos LL com esquema exponencial que
foram apresentados, além de fornecer uma forma simples de lidar com o problema da
reconstrucao da trajetoria Browniana, garantindo assim que esta seja seguida de forma
correta, mantendo a coeréncia do método. Desta forma, ele se encaixa perfeitamente para

os objetivos deste trabalho.

Foi provado em [41] que quando se utiliza passo temporal varidvel, um método numé-
rico estocastico deve ter pelo menos ordem 1 para garantir a convergéncia para a solucao
correta. Como o método que iremos utilizar é a linearizacdo local de ordem 1,5, esta

questao estd satisfeita.

4.3 Estimando o erro local e um préximo passo ideal

Seja X1(t) a aproximagao de X no tempo ¢ pelo método LL de ordem 1, e X15(¢) a
aproximacgao de X no tempo ¢ pelo método LL de ordem 1.5, assim iremos utilizar X 5(¢)
para construir a nossa trajetéria-solucao, e Xi(t) e Xj 5(t) para estimar o erro. Entao
para uma EDE d-dimensional, seja tol; com ¢ = 1,...,d a tolerdncia aceita para cada
posicao i do vetor solucao X, e dado g a ordem do método que estamos usando para

avancar com a solugdo, temos que erro local é dado por

d 2
1 X154 — Xl'i)
. E s . L 4.1
erro d = ( tOll ( )

Como ¢é desejavel que X1 5.; — X1.; = tol;, o passo é aceito se erro < 1, e descartamos
0 passo se erro > 1.

Agora, vamos determinar um préximo passo étimo. E desejavel que o erro seja o mais

préximo possivel de 1, sendo assim
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1
erro ~ ChiT2

1

g+i
I = Ch‘étiﬁw
=
1 \oiT
h(’)tz‘mo = h(erro) 8 (42)

onde h é o tamanho do dltimo passo efetuado. E como estamos usando o método LL 1.5,

temos ¢ = 1,5 entao

1
erro

(4.3)

hétimo =

Observagio. Note que por estarmos utilizado métodos A-estdveis (conforme visto no
capitulo 3) para a construcao do método adaptativo que estamos propondo, temos que
o algoritmo nao precisa reduzir o tamanho de passo para controlar a estabilidade do

método, mas apenas para controlar a convergéncia da aproximagao.

4.4 Mantendo a trajetéria Browniana coerente

Suponha que estejamos resolvendo numericamente uma EDE utilizando passo temporal
adaptativo, conforme visto na secdo 4.3, e tenhamos dado um passo h e obtivemos
erro > 1, quando este passo foi dado foram gerados niimeros aleatérios e encontramos os
valores de AW ;1) € AZy ;1. Mas como o erro nao foi satisfatorio, vamos determinar
pela equagao (4.3) um novo tamanho de passo, que vamos chamar de h,, note que como
erro > 1 implica que h, < h, assim ao executar o novo passo, estaremos dentro de uma
regiao onde o Browniano ja foi definido, e ndo podemos simplesmente desconsidera-lo e
gerar novos valores aleatérios, pois poderiamos mascarar um método ruim com a natureza

aleatoria das EDEs, sendo assim, vamos apresentar a seguir uma forma de reconstruir
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a trajetoria Browniana sem perder as informacoes obtidas anteriormente. Desta forma,

vamos tomar hy tal que h, + hy = h, assim

h
ha hp
l— = ——1— — — — — — — — — — [
t t+ hq t+h
(4.4)
AW[t,t+ha] AW[t+ha,t+hQ+hb]
AZ[t,tJrha] AZ[t+ha,t+ha+hb]
AW iin)
AVATRENS

De (2.28) e (2.29) onde Ny, Na tem distribuigdo normal com média 0, e desvio padrao

1, temos que

AW[t,t-i—h] — \/ENl (45)
hh N
M = 5 (Mi+ ) (1.6)

De [35], sabemos que

AWiirny = AWiirna + AW, i44] (4.7)

AZyivn = AZpprng T AZpsng i+n) + AW i, (4.8)

Agora, vamos particionar o intervalo [t, t + h] em [t, t + hg| U[t + ha, t + h] de forma
que (4.7) e (4.8) sejam satisfeitas. Assim, conhecendo AW/, ;1) € AZ} 1y, € tomando

duas novas varidveis aleatérias N1, No ~ N(0,1), temos que
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hvh Vh

N
AWt t1h,) 1
N
VAT
[t,t+ha] _ T AWiran W)
AWt g t4hathy) A Jh N
2AZ W,
AZlt b t+ha-+hy) V3 ( [t.t+h) [t,t+h}>

onde T é dado por

hahy (1,2 2\ ha V3hahy,
0 —\/ BB (h2 — hahy + hE) b e

havVhahovVhe hahpvhahy(ha—hs) h2 h2(ha+3hs)

T— 2v3vVhy/hZ—hohp+h} 2hVhA/h2 —hahy,+h? 2vh 2hv/3h (4.10)
haliy (2 _ 2y V3hahy '

0 VU0 = haho 1)

—havhahs /By hovha /Ry (h2 —hahy+2h?) R} h2hy—3ha
2v3Vhy/hZ—hahy+h? 2hV/hy/hZ—hahy+h2 2vh  2V3hvh

No algoritmo original, quando partindo de um instante ¢ varias tentativas de passo
sdo rejeitados, apenas a geracdo de AW e AZ da primeira tentativa falha é atualizada
na trajetéria Browniana, o nosso algoritmo atualiza a trajetéria com todas as tentativas,
sejam elas rejeitadas ou aceitas.

Outro problema que surge ao utilizarmos passo adaptativo é quando temos uma par-
ticao do intervalo [tg, 7| dada por [to, t1] U[t1, t2] U~ - - [tn—1, tn] Ultn, tht1] - Ultnsk, T
e conhecemos AW e AZ para cada subintervalo da particdo, e vamos dar um passo de
tamanho h que engloba varios subintervalos da particdo que ja temos, entdo suponhamos
sem perda de generalidade que estejamos no tempo g, e que vamos dar um passo h
que vai até o tempo I, sendo assim queremos encontrar AWy, ; e AZy, ;1. Assim,
outra contribuigao que fizemos ao algoritmo adaptativo é a proposi¢ao a seguir (mais

precisamente o segundo item da proposicao).
Proposicao 4.4.1. As equagoes (4.7) e (4.8) implicam em

(i) AW[to,tn] =>0 AW[ti—hti]
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(i) AZjggt,) = 2iet AZp, 4] + 2oim1 iAWy 1]

Demonstragdo.

(i) vem diretamente de (4.7).

(ii) De (4.8) podemos deduzir que

AZgo 0] = DZltg 1] T A2,y ) + AW 1, 1)

Assim, temos que para n =1

1 1
AZ[to,tl] = Z AZ[ti—hti} + Z hiAW[to,ti_l]
=1 =1
= AZ[to,tl] + ha AW[to,to}
=0
= AZ[tQ,tl]

Agora para n = 2 temos

2 2
AZ[to,tg] = Z AZ[ti—lvti] + Z hiAW[to,ti_l]
=1 =1
= AZ[to,tl] + AZ[tl,tg] + hg AW[to,to} +thW[to,t1}
=0

= AZ[to,tl] + AZ[tl,tQ] + thW[to,tﬂ

que satisfaz (4.11).

43

(4.11)
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E por indugado, temos que

n+1 n+1
AZ[toyth] = Z AZ[tifl,ti] + Z hiAW[to,tifﬂ

=1 =1

= Z AZ[tiflyti} + AZ[tn,tn_H] + Z hiAW[to,ti,l] + hn—i-lAW[to,tn]
=1 =1

= > AZy )+ D iAWy h ) FAZ + [tnstpaa] + b AW, 1)
=1 =1

:AZ[tO»tn]

= AZyy 1) T AZ + [totns1] + hat 1 AW 1]
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4.5 Algoritmo para um passo de LL 115

Abaixo apresentamos o algoritmo que efetua um passo do método que construimos neste

trabalho, utilizando o passo temporal adaptativo que foi descrito neste capitulo.

Entrada: tempo anterior ao passo t, o valor de X no tempo t, e o tamanho
do passo h;

Saida: valor de X no tempo t + h, e o valor de h para o préximo passo;
1. Reconstruir a trajetoria Browniana de acordo com o passo h;

2. Calcular a solucao de X no tempo t + h através dos métodos LL 1 e

LL 1.5;

3. Se o erro entre os resultados de LL 1 e LL 1.5 for satisfatério:

o Utiliza-se do erro para determinar valor de h para o proximo
passo;
e Retorna h;

e Retorna a trajetéria Browniana atualizada;

e Retorna o valor de X calculado por LL 1.5 em ¢ + h;
4. Senao

o Utiliza-se do erro para determinar o valor do novo h;

e Volta ao item 1;
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4.6 Uma implementacao 6tima para os métodos LL 1 e 1.5

Embora os esquemas exponenciais construidos na secao 2.5.1 sejam satisfatérios, no
nosso algoritmo adaptativo temos que calcular LL 1 e LL 1.5 para cada passo, e isto é
custoso computacionalmente, principalmente por termos que calcular duas exponenciais
de matrizes. O que veremos nesta secdo é uma forma de reduzir o calculo das duas
exponenciais de matrizes a apenas uma exponencial, fazendo assim com que o trabalho
computacional seja significativamente reduzido. O que é apresentado nesta se¢do é que
faz com que o nosso algoritmo adaptativo seja viavel, ou seja, é o que torna este trabalho
relevante, pois nao basta construirmos um método funcional, este método tem que ser
computacionalmente eficiente e capaz de determinar uma aproximagao da solucio de
EDESs com ruido aditivo com uma complexidade computacional préxima dos métodos com
passo fixo. Desta forma, a implementacao aninhada (ou “embedded”) que desenvolvemos e
é apresentada nesta secdo, é fundamental para este trabalho, e permite o desenvolvimento
de outros métodos adaptativos eficientes para EDEs (e mesmo para EDOs) que utilizem
esquemas exponenciais.

De (2.16) e (2.20) temos que os métodos LL 1 e LL 1.5 sdo obtidos (depois de fazer
a aproximacao de Taylor correspondente), resolvendo em cada intervalo [t,, t,11], uma

EDE linear da forma

/

R (t) = (An(R(t) — Rp) + bu(t — t) + dy) dt + G(t)dW,

R(t) = Rn.

Onde A,, = fu(tn,Xn), dn = f(tn,X,) coincidem para os dois LL, mas b,, é diferente

para cada LL.

o Para LL 1 b, = fi(ty,Xn), €

m

1
o para LL 1.5 b, = fi(tn, Xn) + ) Z(Idxd ® ng(tn7Xn))f:cac(tn7Xn)gj(tn7Xn)
j=1
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Vamos representar a solugao desta equacao utilizando o método de variagdo de para-
metros (Lema 1.8.1), mas vamos fazer isto de modo que o procedimento possa ser usado
tanto para LL 1 quanto para LL 1.5, se tornando menos custoso para a implementagao

do algoritmo adaptativo, sendo assim, seja
Z(t) = (R(t) — Rt — tn,dp,1) " € R

entao

!

-
Z (t)=M. Z(t)dt + ((;(t)T 0 0) AW,

Z(ty) = [01xq 0 dy 1] T,

onde
An by Igxa Ogxi
M= led 0 led 1
Odxd Ogx1 Ogxa Ogx1

led 0 led 0

A solugédo desta equagao (pelo método de variagdo de pardmetros) é

Observagdo. Note que o vetor Z sem as suas tltimas duas posigoes é uma solucao X (t).

Ou seja, estamos interessados no primeiro componente de Z(t) que corresponde a R(t).

Portanto, observando o primeiro componente de Z(t), segue que R(t) pode ser calcu-
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lado por

R(t) = Ry + [Idxd 0d><(d+2)} M) (01,4 0 dy 1) +

: G(s)
+ |:Id>(d de(d+2):| /eM(t—S) 0 dWS
tn
0

t
=R, + [Idxd 0d><(d+2)} eM(tit") [01><d 0d, 1]T + /GA"(tis)G(S)dWS

ln

Assim, em particular temos que
t
R(tny1) = Ry + [Idxd de(m)} MM 01,4 0dy 1T + / =G (s)dW,  (4.12)
tn

Evidentemente a matriz M é diferente para cada LL, (isto porque b, difere de LL 1
para LL 1.5). De fato e™” é o tinico termo diferente no momento de avancar com cada
um dos métodos.

Como estamos utilizando o Matlab para implementar os métodos propostos neste
trabalho, é pertinente que expliquemos algumas coisas antes de continuar. A funcido do
Matlab que calcula a exponencial de uma matriz é expm.m, e esta fungao utiliza para tal
o algoritmo de Padé que estd descrito em detalhes em [42]. Dito isto, o que vamos fazer é

calcular eMh

usando o algoritmo Padé, porém, ao invés de utilizar a fung¢do expm.m, iremos
alterar o seu algoritmo de forma que ird nos permitir calcular “quase simultaneamente”
eMh para ambos os métodos LL, calculando apenas uma exponencial em vez de duas.

A ideia principal é explorar a estrutura especial da matriz M e adaptar de forma
conveniente a estratégia utilizada por Padé de modo que obtenhamos um algoritmo que
seja computacionalmente mais eficiente de maneira realmente significante.

Primeiramente, vamos explicar de forma sucinta o algoritmo de Padé e a sua estratégia

de calculo com a qual iremos trabalhar.
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4.6.1 O algoritmo de Padé para calcular a exponencial de uma matriz

Dado €“, a sua aproximacio racional de Padé (p,q) é definida por

Pp,q(c) = [dp,q(c)]_le,q(C)a

onde

& (g
Noal€) = 2 Gk it -

q

| .
Z (p+q—J)q! oy,
(p+)l(q —J)!

§=0
Aproximagoes diagonais (quando p = g sao preferiveis, desde que P, 4 com p > ¢ (p < q)
é menos preciso que P,, (FPyq), € Ppp (Pyq) possuem o mesmo custo computacional.
A partir de agora, para facilitar a escrita vamos denotar dy 4(C), Ny 4(C), Py 4(C) por
dqe(C), Ny(C), P,(C) respectivamente.

C

Nos voltando para a exponencial, temos que e“ s6 é bem aproximado por Padé nas

C

proximidades da origem, ou seja, quando ||C| é pequeno. Por isso e é aproximado

m

por (Pq(%)) onde m é o menor inteiro que H%H < 1. Para reduzir o ntmero de

multiplicagbes matriciais, vamos escolher m tal que este seja uma poténcia de dois. E
m

entao (Pq(%)) pode ser eficientemente calculado por repetidas potenciages (poténcias

de 2).

O algoritmo de Padé ! para computar €© pode ser descrito da seguinte forma

(e

2k<

N[ =

1. Determine o menor inteiro &k tal que ‘

2. Calcule Ny(§) e Pq(%)

[\

3. Calcule P, (%) = [dq(%)] IN, (%), resolvendo o sistema d (%)P (20) = Nq(%)

(usando eliminagado Gaussiana ou outro método que seja conveniente)

10 algoritmo de Padé utiliza uma estratégia conhecida em inglés como “scaling-squaring”.
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4. Calcule [Pq(Q%)]Qk através do quadrado de Pq(z%)7 k vezes.

4.6.2 O algoritmo de Padé adaptado para computar ™"

Agora, aplicamos o método de Padé (¢,q) para computar a exponencial da matriz que

nos interessa, C = Mh.

(2 — 5)'¢!

Seja k o menor inteiro tal que YTy
(29)!5!(q = 5)!

1
< 3 e os coeficientes a; =

2k
(1=0,....,9), entao

An bn Id><d

EE’ Qk 2k del
(C) led 0 01><d ok

Odxd Ogx1 Ogxd Ogxi1

01><d 0 01><d 0

A2 Apb,  An by
(26)* (207 (2%)* (28)°

Odxd  Ogx1  Ogxd  Oaxi

01><d 0 01 xd 0
e por inducdo, temos que para todo j > 2, j € N

Al AT, AITL A2,
(2k)) (2ky (2R (2K
<C>] _ | Oixa 0 01x4a 0 W

Odxda  Oax1 Ogxqa  Ogx1

led 0 led 0
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Para facilitar a escrita, vamos denotar A = A,h e b = b,h. E consequentemente,

% () = 2o (5)

I+A (a1 (21,9) +AS) (‘;{HAS) b (‘;‘;HAS) Sb
_ 014 1 Oua  oih
Odxd 04x1 Iixa 04x1

014 0 01x4 1

onde,

7=0
1 aq = (651 =
I+A<—kI+AS) (—kIJrAS)b (—kIJrAS) Sb
(6%
_ O1xa 1 O1xa —o%
Odxd O4x1 Iixa 04x1
01><d 0 01><d 1

onde,

_ I A . (A)qf2
5= (g v+ 0l )

C

ok 2k

4(6)(5) - (5)

C -1 C
Agora vamos calcular P, () = {dq( )} Ny <2k> resolvendo o sistema linear
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. < i g\ .
Assim nao ¢ dificil de ver que P, oF fica da forma

Ul U2 U3 U4
(8]
P (C> Oixg 1 Oixg 2,€7_11
q _ e
Oaxd Oax1 Iigxa Oagxi

01><d 0 01><d 1

onde as matrizes U1, U3 e os vetores U2, U4 satisfazem os sistemas de equacoes lineares

I+A<—;‘;I+AS> Ul =

[ o1 =) ] aq o1 =
1o (22r 0 08)] 2 (221w a5)] - [(22r 45).

[ —]

a1
Fea (2 as))

- a B
_I +A <_2kI + AS)

[ a )1 ag ) @1 &

Desta forma, desde que a matriz fundamental de cada sistema acima seja a mesma
para ambos os métodos LL, podemos explorar isso, e fazer a decomposicao LU para
[I + A (—3;[ + AS’)} (essa matriz ndo depende do método LL que estamos usando) e
entdo usar o procedimento padrio para obtencio da solucio definitiva do sistema linear

de equagoes (veja [44]).

Vamos listar abaixo alguns fatos muito importantes:

e U1, U3 sao os mesmos para os dois LL (1 e 1.5)
e U2=(U3)b

o U4 = (U5)b, onde U5 ¢é a solucdo do sistema

(-8 sas) o5 = (s (-S4 a8) 2] -9)

(e portanto U5 também nao depende do método LL utilizado)
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Uma vez que tenhamos obtido U1, U2, U3, U4, nos resta calcular (Pq (;)) , onde

m = 2F, para concluir o método de Padé. Néo é dificil provar por inducdo que

m

ur U2 U3 U4
aq

C\\™ Oixa 1 Oixa k-1
Oaxd Odax1 Iixa Odqxi

01><d 0 O1><d 1

m—1 . m—1 .
o™ (z (Ul)’) U2 (z (Ul)l) U3 ()
i=0 i=0
(6%
_ | Uixa 1 O1xd 2;;1
Odxd Odx1 Iixa Odx1
O1xd 0 01x4q 1

onde

(%) = (Tnf (Ul)’) U4+% (Tnf (m—1—1) (Ul)i> U2

=0 i=0
Ent&o, substituindo a aproximacao de Padé para eM" em (4.12), temos que

C

Rypt1 =R, + [Idxd 0d><(d+2)} <Pq <2k>> 01%a 0dy 1]" + ¢ (4.13)

:LRn+Qb+<na

onde (, é a aproximagao da integral estocédstica (isto é feito independentemente para

cada método LL), onde

m—1 m—2
Q= KZ (Ul)i> (Us) + % (Z (m—1-1) (U1)Z’> (U3)] :

=0
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Desta forma, nao precisamos calcular uma exponencial matricial para cada método
LL, basta calcular L e @ (que sdo iguais para LL 1 e LL 1.5) e entao cada método LL
avanca de R, para R, usando (4.13). Assim, a diferenca computacional entre os dois
métodos é simplesmente a multiplicacdo de uma matriz ) por um vetor b. E por fim, se
um passo € rejeitado na execugdo do algoritmo adaptativo, e vamos tentar efetuar outro
passo partindo do mesmo instante ¢ da tentativa anterior, temos que a matriz A, nao
muda, logo podemos reutilizar quase tudo que foi calculado, reduzindo consideravelmente

o custo computacional final.



Capitulo 5

Simulacoes

Neste capitulo, iremos através de exemplos aplicar os métodos estudados neste trabalho,
com énfase no método adaptativo LL 115, de forma a poder visualizar o seu funcionamento.
Em cada exemplo vamos apontar diferentes aspectos sobre as caracteristicas dos métodos

e das simulacGes, mas sem a pretensao de fazer um estudo aprofundado sobre os modelos.

Exemplo 5.0.1. Seja a equacado diferencial estocastica com ruido aditivo

aX 2+ 2 () g X(0) =1
(t) = —t"X(t) t+§ i1 (1), (0) =

no intervalo ¢t € [0, 10].

De [10] temos que esta EDE possui solugao exata

3_,3
t7—ty

X(t) = et (X(to) +g t: SildW(s)> .

Para este exemplo vamos fazer dois experimentos conforme descritos a seguir:
Ezxperimento I: Comparar o resultado da solugdo numérica através do método adaptativo
que apresentamos (LL 115), com a solugdao obtida através do método LL 1.5 com passo

fixo efetuando o mesmo niimero de passos utilizados pelo anterior.
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Solugdo "exata"

Figura 5.1: Grafico da solugao “exata” sobre a mesma trajetéria Browniana das simulagdes
apresentadas nas figuras 5.2 e 5.3.

Passo adaptativo LL115

25 Passo fixo LL 1.5, h=0.37037

25

15F ¢ ;
150

X(0)
X(t)

0.5F M
0.5F

o ®.0.0.00 0000000000000 00 o4

Figura 5.2: Simulagao do exemplo 5.0.1,
utilizando o LL 115 (adaptativo) com 27
passos.

Figura 5.3: Simulagdo do exemplo 5.0.1, utili-
zando o LL 1.5 (passo fixo) com 27 passos.

A figura 5.2 mostra a simulagdo utilizando passo adaptativo com tolerancia tol =
0,001, e tentativa de passo inicial de h = %, nesta execucao foram efetuados 27 passos
para atingir a solucao final, e 25 passos descartados. O tamanho de passo minimo e
maximo efetuados pelo algoritmo adaptativo foram Ay, = 0,0382 € hypae = 4,5778. E na

figura 5.3, com esquema exponencial LL de ordem 1.5 com passo fixo, também com 27

passos, sobre uma trajetéria Browniana mantida coerente com a que o método anterior
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)

percorreu (conforme mostramos na segao 4.4). Podemos observar que na regiao de “pico’
o método adaptativo nos fornece um resultado muito mais detalhado.

Comparando os graficos 5.2 e 5.3, podemos notar que no primeiro resultado, o método
d4 mais atengao ao intervalo da solu¢do onde ha mais variagoes (quando ¢ € [0, 2]) e
avanca mais rapidamente, efetuando passos maiores depois do instante t = 2. Ou seja, o
algoritmo adaptativo se comportou como era esperado. Comparando os resultados das
duas simulagoes com a solugao exata, temos que o LL 115 (adaptativo) nos retorna um
erro local maximo de 0,1123, e o LL 1.5 (passo fixo) retorna um erro local maximo de
0,3025, e a ocorréncia deste erro se da no tempo t = 1,4815, ou seja, dentro do intervalo
onde a equagdo tem um comportamento mais oscilatério (quando t € [0, 2], onde o
método adaptativo avanga mais lentamente e fornece uma solucdo mais detalhada da
dindmica do problema.
Ezperimento II: Analisar o comportamento do método de Milstein quando este efetua
passos com mesmo tamanho que o método adaptativo, conforme mostrado na figura 5.2.
E quando utiliza passo fixo igual a h,,;, do método adaptativo, bem como identificar qual

tamanho de passo é suficiente para que o método de Milstein ndo tenha comportamento

explosivo.
Milstein Milstein, h=0.038192
2 Nty * | |
* 4
oo 2r o
of : . 4
w
Ll 15p ;¢
= = 4 %
X 4 S PR
o BN osf, %
AN
-8
ol
-10h

Figura 5.4: Simulagido do exemplo 5.0.1,
utilizando o método de Milstein sobre
a trajetéria adaptativa da execugao da
figura 5.2.

Figura 5.5: Simulacido do exemplo 5.0.1, utili-
zando o método de Milstein com tamanho de
passo hpin = 0,0382.
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Na figura 5.4 vemos que a solucdo pelo método de Milstein explode quando passos
maiores sao efetuados. Mas com tamanho de passo reduzido conforme a figura 5.5, o

método consegue reproduzir os picos. Agora, aumentando gradualmente o tamanho de

passo utilizado obtemos

Milstein, h=0.04
25 T T T T T

-
PP 1

151

X(t)

b
055y kY

Figura 5.6: Simulagdo do exemplo 5.0.1,
utilizando o método de Milstein com
h = 0,04.

10

Milstein, h=0.05
25 T T

15 3

X(t)

0.5
.

Figura 5.7: Simulagao do exemplo 5.0.1,
utilizando o método de Milstein com

h = 0,05.

Como podemos ver, o método de Milstein precisa de passos muito pequenos para nos
fornecer solugdes numéricas satisfatérias. Pois, com passo h = 0,05 (figura 5.7) a solugao

ja explode no final da trajetéria, e falha em retornar uma solugdo para X (10).

Exemplo 5.0.2 (Péndulo ndo amortecido). Este exemplo corresponde a um modelo de
um pendulo ndo amortecido com perturbacoes causadas por forcas aleatérias descrito
em [45]. Seja X (t) = (x1(t),x2(t)) T, tal que

xo(t 0
2(t) dt +

—sen(z1(t) o 0

dX (t) =

no intervalo ¢ € [0, 50], com ¢ = 0,1.

O objetivo com este exemplo é apenas mostrar o comportamento do método adapta-
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tivo com um oscilador, pois passos exageradamente grandes geram distorgoes que levam

a perda das caracteristicas oscilatérias do problema.

Passo adaptativo LL 115 h vs tempo

15

0.45

0.4F
0.351
0.3F

h 0.251

Figura 5.8: Simulagao do exemplo 5.0.2,
utilizando o método adaptativo com
tol = (0,001; 0,001).

Figura 5.9: Tamanho de passo h executado em
cada tempo t.

Na figura 5.8 temos o resultado da simulagao utilizando o método adaptativo LL 115,
e como estamos tragando o plano de fase (z1,z2), e ndo fica visualmente bem definido a
utilizacdo de passos de tamanhos variados, apresentamos na figura 5.9 um grafico que
mostra o tamanho do passo que foi executado em cada instante de tempo, e podemos ver
que ha grande variacdo no tamanho dos passos executados. Nesta simulacao utilizamos
tol = (0,001; 0,001), e 0 método precisou de 559 passos para chegar até o fim da simulagéo,
e foram rejeitados outros 3647 passos, nimero elevado, porém, o método adaptativo foi
bem sucedido em replicar a dindmica do sistema original. Este exemplo também foi

estudado em [46], onde foram feitas simulagoes utilizando outros métodos/esquemas.

Exemplo 5.0.3 (Osciladores de Van der Pol acoplados). Este exemplo representa o

modelo de dois osciladores de Van der Pol acoplados,
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z1(t) 3(t) 0
ot zq(t 0

dX() = d 20| _ alt) dt + AW (1),
x3(t) %.’Eg(t)(l —z2(t)) —x1 + 1—10m2 o1
.Cl?4(t) 51‘4(t)(1 — x%(t)) — .’Eg(t) + %%1 g9

X(0) = (1 10 0)T

no intervalo ¢ € [0, 20], e com o1 = 1,5 e 09 = 2.5.

Com este exemplo, pretendemos apresentar as diferencas causadas pela variacao

da tolerdncia utilizada pelo algoritmo adaptativo. Entao, foram feitas simulagdes com

tolerancias toly = 0,5 x (1; 1; 1; 1), toly = 0,1 x (1; 1; 1; 1), tol3 = 0,01 x (1; 1; 1; 1)

e toly = 0,001 x (1; 1; 1; 1). E os resultados podem ser vistos a seguir.

Passo adaptativo LL 115
60 T T T T T

12

Figura 5.10: Simulacdo do exemplo
5.0.3, utilizando o método adaptativo
com tol = (0,5; 0,5; 0,5; 0,5).
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Figura 5.11: Tamanho de passo h execu-
tado em cada tempo t.

Como foi utilizada a mesma tolerancia para cada componente, por simplicidade vamos

chamar toly = 0,5 x (1;1;1;1) de tol; = 0,5, entdo para tol; = 0,5, como pode ser visto

nas figuras 5.10 e 5.11 a dindmica do problema se perde por completo, e por consequéncia

dos grandes passos gerados no inicio da trajetéria, grandes erros comegam a ser gerados,

0 que obriga a uma reducdo drastica nos tamanhos de passo.



Passo adaptativo LL 115
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100

Figura 5.12: Simulacdo do exemplo
5.0.3, utilizando o método adaptativo
com tol = (0,1; 0,1; 0,1; 0,1).

Passo adaptativo LL 115
15 T T T T T T T

Figura 5.14: Simulacao do exemplo
5.0.3, utilizando o método adaptativo
com tol = (0,01; 0,01; 0,01; 0,01).

Passo adaptativo LL 115
15

Figura 5.16: Simulagdo do exemplo
5.0.3, utilizando o método adaptativo
com tol = (0,001; 0,001; 0,001; 0,001).
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Figura 5.13: Tamanho de passo h execu-
tado em cada tempo t.

h vs tempo

Figura 5.15: Tamanho de passo h execu-
tado em cada tempo t.

h vs tempo
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Figura 5.17: Tamanho de passo h execu-
tado em cada tempo t.



Capitulo 5. Simulagoes 62

tol x (1, 1, 1, 1) # passos # passos maior passo menor passo

aceitos rejeitados efetuado efetuado
0,5 973 7299 0,8395 0,0055
0,1 348 2995 0,2856 0,0175
0,01 1419 10847 0,1000 0,0040
0,001 6675 53170 0,0205 0,0007

Tabela 5.1: Resultados

Podemos ver na figura 5.12 que para tols = 0.1 a forma do oscilador comega a aparecer,
porém ainda nao resulta na dindmica esperada. O curioso é a reducdo no nimero de
passos efetuados e rejeitados em relacdo ao obtido com tol; = 0,5, quando utilizamos
tol, o método avanca com passos grandes demais no inicio da trajetoria, o que gera um
erro muito grande, e faz com que mais a frente a diferenca entre LL 1 e LL 1.5 seja tao
grande, que mesmo trabalhando com uma tolerancia relativamente grande, o algoritmo
impoe uma reducao drastica no tamanho dos passos para manter a solu¢do dentro da
tolerancia.

Agora na figura 5.14 temos a dindmica esperada do problema, e podemos supor que
a tolerancia tolg = 0,01 seja suficiente para estudarmos este exemplo.

E por fim, com tolerancia toly = 0,001, a figura 5.16, no que tange a dindmica
do problema, ndo mostra um ganho significativo em relacdo ao resultado obtido com
tol3 = 0,01, porém é um resultado que mostra as oscilagoes de forma mais detalhada.

Outras simulagdes para este exemplo podem ser encontradas em [46].

Exemplo 5.0.4. Seja X (t) = (21(t),22(t)) a solugdo da EDE bidimensional

dX(t)=d = | 220 |9+ aw(t), X(0) =
x2 (t) 12 0 0

no intervalo ¢ € [0, 1].

De [13] sabemos que dada uma funcio p(X (t)) = e*2() o valor esperado de p(X (1))
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é dado por

2
E(p(X(1)) = 1/Hie62 = 0,805018...

Neste exemplo, iremos mostrar o uso do método adaptativo que propomos para
determinar a aproximacao de um funcional da solugdo e nao aproximagoes de trajetorias
como fizemos até aqui. Entdo vamos aproveitar que conhecemos o valor esperado de
p(X (1)), e efetuar simulacoes de Monte Carlo para verificar a acuracia do nosso método.
Para tal foram executadas 10.000 simulac¢oes para o intervalo ¢ € [0, 1] com o nosso
método adaptativo LL 115 com uma tolerancia tol = (0,0001; 0,0001), cada uma sobre
uma nova trajetéria Browniana gerada aleatoriamente, sendo assim, se p; é o resultado
da i-ésima simulagdo, estimamos o seu valor esperado como

- 1 104
E(p(X(1)) = 104 z:lpi
=

E encontramos E(p(X(1)) = 0,805642..., com um desvio padrdo amostral sd, =

0.174831..., e comparando com o valor esperado real, obtemos uma distancia menor que

0,000625 entre o estimado e o real.






Capitulo 6

Consideracoes Finais

Nao encontramos na literatura sobre equagoes diferenciais estocésticas (incluindo livros,
artigos, dissertacoes e teses) a utilizacdo de métodos LL com passo varidvel ou mesmo
de métodos adaptativos exponenciais em geral. Isto faz com que o método para apro-
ximacao numérica de solucdes de EDEs com ruido aditivo aqui proposto traga, por si
s6, um aspecto de originalidade a este trabalho. Ademais, pudemos conferir no capitulo
4 uma implementacdo que incorpora o célculo do método LL 1.5 ao calculo de LL 1,
reaproveitando resultados, e gerando uma implementacao “embedding” para o método
adaptativo, reduzindo assim, nao sé o esforco computacional, como também o uso de
memoéria para a execucdo do método adaptativo LL 115. Ressaltamos que também nao
encontramos referéncias desta implementacgao na literatura. Além disso, no capitulo 3
fizemos um estudo de estabilidade de EDEs com um exemplo que traz uma cognicao
visual do resultado obtido ao utilizar um método instavel para simular uma EDE rigida,
e a importéancia de trabalharmos com métodos A-estéveis; e no capitulo 5 pudemos ver

que:

e com o exemplo 5.0.1 que o método adaptativo LL 115 fornece solugdes com erros

locais menores que LL 1.5 com passo fixo, e ainda tem sucesso onde o método de

Milstein falha;
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e com o exemplo 5.0.2 que LL 115 consegue preservar a dindmica do problema;

e com o exemplo 5.0.3 os efeitos que a alteracdo da tolerancia utilizada por LL 115

causa nas solugoes obtidas;

e e com o exemplo 5.0.4 que o método consegue obter 6timas estimativas quando

usado em conjunto com o método de Monte Carlo.

Durante os testes e as simulacoes citadas acima, surgiram algumas questoes as quais
ainda podemos aperfeigoar no algoritmo adaptativo, que listamos a seguir junto com

outras possibilidades de continuac¢do desta pesquisa.

6.1 Trabalhos futuros

Ainda hé questoes a serem aperfeicoadas no algoritmo adaptativo, como

e estudar a influéncia do tamanho do primeiro passo efetuado na execucgao do algo-

ritmo adaptativo;
e determinar um tamanho de passo inicial h; 6timo;

¢ encontrar uma forma melhor para determinacio de um novo passo, talvez tentando

controlar a variacdo do tamanho de um passo para o préximo.

Além das questoes que envolvem diretamente o algoritmo adaptativo, temos que o
método/esquema que apresentamos neste trabalho, mesmo possuindo boas propriedades
de estabilidade, ndo possui alta ordem de convergéncia. Entao, temos como objetivo
futuro desenvolver um algoritmo adaptativo com uso de métodos LL de ordem superior,
métodos estes que foram propostos em [28] e [14].

Também ha grande interesse em estudar como um algoritmo adaptativo se comporta
para o calculo de solucGes fracas de EDEs, tema que devemos tratar em uma pesquisa

futura.
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E por fim, muito nos interessa estudar esquemas exponenciais para EDEs com ruido
multiplicativo, ou seja, quando a fungao de difusao g depende de t e de X (t), ja que estas
equacoes tem grande relevancia para a modelagem de diversos sistemas. Dito isto, temos
o objetivo de construir um método adaptativo com esquema exponencial para este tipo

de EDE.
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