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Resumo

Esta dissertacao pretende discutir a provisao de sinistros do tipo IBNR, bem como qual
a melhor forma de estimar estas provisoes. Para tanto, serao utilizados dados reais de
uma grande seguradora Brasileira para um produto de seguro de um ramo Nao Vida.
Serao utilizados no calculo o classico método Chain Ladder e em contrapartida um mo-
delo de Espaco de Estados e Filtro de Kalman, discutindo as flexibilidades, vantagens e

desvantagens de se utilizar tal metodologia.

Palavras-chave: Modelo de Espaco de Estados, Anélise de séries temporais, Filtro de

Kalman, IBNR, Seguros - Brasil.



Abstract

This master thesis discusses the claims reserve of the IBNR type, as well as the best
way to estimate these provisions. For this purpose will be used the real data from a
large Brazilian insurer for an insurance product from a non-life business. Will be used
in calculating the classic Chain Ladder method and against this a State Space model
and Kalman Filter, discussing the flexibilities, advantages and disadvantages of use such

methodology.

Keywords: State Space Models, Time Series Analysis, Kalman Filter, IBNR, Insurance

- Brazil.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Objetivo

Este trabalho tem como objetivo calcular a reserva de provisao dos sinistros de seguros,
ocorridos mas nao avisados (IBNR!), de uma grande seguradora brasileira para um ramo
Nao Vida. A base de dados que contém estas informagoes sera referenciada como "dados
SBR".

Para o calculo, serd utilizado um modelo de Espaco de Estados e Filtro de Kalman,
testando desta forma, a eficiéncia do modelo com dados nao necessariamente bem com-
portados. Esta mesma provisao sera calculada também pelo método Chain Ladder?, para
efeitos de comparacao. O método Chain Ladder foi escolhido para contrapor o modelo de
Espaco de Estados e Filtro de Kalman por ser o mais conhecido e utilizado no calculo da
provisao de IBNR pelas empresas seguradoras, devido a sua simplicidade e por ser livre

de distribuicao estatistica.

1.2 Motivacao

O mercado segurador brasileiro tem crescido 13% em média em termos de prémios
emitidos (incluindo previdéncia e capitalizagdo), desde a crise de 2008. Com perspectivas
de manter seu crescimento nos préximos anos, de acordo com os dados publicados perio-
dicamente pela Fenaseg® [17]. Tendo uma participagao de cerca de 5% do PIB brasileiro
atualmente.

Dessa forma, novas seguradoras tém entrado no mercado brasileiro, outras tantas vém
se fundindo com seguradoras maiores e criando novas empresas. Estes movimentos do
mercado atraem grande atencao tanto por parte dos segurados quanto dos acionistas na

hora de escolher em qual seguradora devem confiar, operar ou, ainda, associar-se.

!Sigla em inglés Incurred But Not Reported.
20 método Chain Ladder sera explicado no tépico 3.3.
3Federacdo Nacional das Empresas de Seguros Privados e de Capitalizacao
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A maneira como uma seguradora provisiona seu capital define de forma crucial o
seu relacionamento com os agentes do mercado. Para um segurado, um capital sub-
provisionado pode significar que seu sinistro, que por ventura venha ocorrer, nao seja
coberto. No entanto, para o acionista, um capital super-provisionado pode significar que
o retorno de seu investimento sera reduzido ou até mesmo consumido pelo aporte do
capital.

No Brasil, 0 6rgao responsavel pela solvéncia das empresas seguradoras ¢ a SUSEP?.
Através dela foram publicadas diversas portarias que regulamentam a forma de provisao
do capital das seguradoras brasileiras. Dentre as que se destacam estao a CNSP n° 8 de
1989 |34] e a CNSP n® 18 de 1998 [35].

Apartir de 25 de agosto de 1998 tornou-se obrigatoério no Brasil, através da resolucao
CNSP n° 18, a constituicao da provisao dos sinistros ocorridos e nao avisados ou, ainda,
IBNR. A SUSEP estipulou que esta provisao devera ser estimada atuarialmente em funcao
do montante esperado de sinistros ocorridos em riscos assumidos na carteira e nao avisados
até a data-base das demonstracoes financeiras.

Cada Sociedade Seguradora foi autorizada a utilizar o método que considere mais
adequado para o calculo do montante desta provisao, desde que informe & SUSEP a
metodologia do calculo através de nota atuarial.

Determinou, ainda, que a estimativa devera ser baseada na informacao sobre a sinis-
tralidade de periodos anteriores completos, de no minimo um ano. A periodicidade do
calculo é mensal e o atuario responsavel podera ser punido no caso de nao cumprimento
das regras.

O que torna interessante buscar novas formas de calculo é a possibilidade de um melhor
provisionamento, sendo mais assertivo, tanto para garantir a solvéncia das instituicoes
quanto para nao onerar excessivamente estas. Garantindo assim, um melhor fluxo de

caixa, evitando prejuizo por parte dos acionistas.

1.3 Estrutura do trabalho

Este trabalho partiu da ideia de compor um estudo que utilizasse as técnicas aplicadas
para o calculo de derivativos financeiros com provisoes de uma companhia seguradora
(assunto de interesse do autor). Nesta busca foi encontrado o artigo classico de Piet de
Jong & B. Zehnwirth [12], do qual partiu a motivacdo do trabalho.

Para simplificar a leitura deste trabalho, prevalecera a notagao deste artigo, precursor
do uso do Filtro de Kalman em estimativas atuariais, apesar de serem utilizadas notacoes

de outras fontes que serao descritas durante o texto.

4Superintendéncia de Seguros Privados
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De modo a facilitar o aprendizado dos conceitos principais necessarios para o desen-

volvimento deste trabalho, o mesmo foi dividido em trés partes distintas:

1 Discussao sobre seguros e a provisao de sinistros do tipo IBNR;
2 As técnicas que envolvem o modelo de Espaco de Estados e o Filtro de Kalman;

3 Estimacao da provisao de sinistros IBNR para uma seguradora brasileira.

A primeira parte comeca com o item 2.1 que apresenta uma breve historia sobre o
desenvolvimento do célculo de IBNR. Em seguida, o capitulo 3 mostra as formas de
organizar a informagao dos sinistros ocorridos utilizados no célculo ou, ainda, o Triangulo
de Run-off. E por fim, o mesmo capitulo é encerrado com a explicacao do método Chain
Ladder.

A segunda parte que trata da teoria propriamente dita, inicia-se no capitulo 4 que
traz os conceitos mais basicos envolvidos no algoritmo do Filtro de Kalman, bem como o
modelo de Espaco de Estados e avanca até o capitulo 5 dedicado ao Filtro de Kalman.

Por fim, a terceira parte concentra o capitulo 6 que contextualiza o modelo de Espaco
de Estados e o Filtro de Kalman para o calculo da provisao de IBNR utilizado no trabalho
e o capitulo 7 que demonstra os resultados obtidos com os dados reais de uma seguradora

brasileira.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 IBNR

Os sinistros de seguros ocorridos, mas nao avisados (IBNR) sao parte importante da
perda esperada nas operacoes de seguros. A provisao de IBNR compoe o valor mensal
contabilizado do sinistro de seguro apurado pela empresa seguradora.

Talvez o mais aceito como o precursor no assunto sobre a importancia do calculo das
reservas de IBNR foi Thomas F. Tarbel. Em seu artigo de 1934 [36], ele conceituou
formalmente o IBNR como a forma correta de provisionar o valor dos sinistros ocorridos,
mas nao avisados de uma seguradora.

Ainda em seu artigo, Tarbel afirma que o problema da reserva de ocorréncias nao
avisadas é essencialmente atuarial ou estatistico. Antes de Tarbel, o valor provisionado
de IBNR era feito com base nos prémios emitidos, assim como é feito hoje no Brasil para
a margem de solvéncia, conforme a resolugdo CNSP n® 8 de 1989 [34].

Vale a reflexao de que Tarbel ja compreendia, em 1934, a complexidade do problema
de composicao destas reservas e propos uma solucao matemaética para o célculo.

Em um momento em que nao se pensava em computadores, ele salientou o fato de
que a problematica é de natureza estatistica, o que torna os calculos complexos e algumas
vezes, até mesmo impraticaveis quando feitos a mao.

Quase quarenta anos depois do artigo de Tarbel, em 1972, Robert L. Bornhuetter
e Ronald E. Ferguson publicaram seu famoso artigo [6] no qual descrevem sua técnica,
uma das mais utilizadas atualmente [32]. Nele, os autores também enfatizam, com mais
cuidado, a importancia da correta estimacao de IBNR. Seu método hoje é conhecido como
"Meétodo BEF". Pouco tempo depois, Finger [18] trouxe uma formalizacao ainda maior ao
Triangulo de Run-off .

Trinta anos apos a publicagdo do Método BF, Mack [25] formalizou o método Chain

Ladder e mais tarde [26] sugeriu a técnica para calcular o erro associado ao método no

1O Triangulo de Run-off sera explicado no capitulo 3.
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calculo das observagoes do Triangulo de Run-off?. Antes de Mack, todas as tentativas
de calcular tais "erros" acabavam por criar novos modelos que nao o Chain Ladder, pois
baseavam-se em alguma distribuicao estatistica, acabando por estimar valores que nao
coincidiam com os originais [3]. Um exemplo é o caso Renshaw e Verral [30] que dis-
correram sobre uma distribuicdo que fundamente o método Chain Ladder, para tanto,
utilizaram uma distibuicao de Poisson.

Mais recentemente, iniciou-se a linha de pesquisa que realiza a estimativa para os
sinistros do tipo IBNR e IBNER separadamente, como no trabalho de Liu & Verrall
[24]. O IBNER, sigla do inglés Incurred But Not Enough Reported, representa as reser-
vas referentes a sinistros IBNR que foram avisadas e mesmo ap6s o aviso do sinistro, o
valor contabilizado deste é alterado. A linha de estudo que separa as duas componentes,
vem ganhando for¢a, mesmo porque ao separa-las a precisao das estimativas encontradas

aumenta. Neste trabalho, estas componentes nao serao separadas.

2.2 Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman3, como sugere Bianco [5], ¢ um dos desenvolvimentos mais im-
portantes da ciéncia aplicada no tltimo século com forte destaque para as aplicacoes em
engenharia. No entanto, as aplicacoes em financas vém ganhando cada vez mais forca
atualmente.

Esse destaque em financas leva a crer que o Filtro de Kalman surgiu nos tltimos anos.
Ao contréario, a filtragem de sinais é um assunto que possui quase um século de pesquisas
na area da Engenharia Elétrica. De acordo com Oliveira [28], ap6s o descobrimento da
eletricidade ao final do século XIX por Thomas Edison, iniciou-se a "Era da Eletronica”.
Esta permeou-se de diversas descobertas e com as quais surgiu uma nova necessidade de
tratar os sinais elétricos e de radiofrequéncia. Tais eventos culminaram, em fevereiro de
1942, na publicagdo de um livro o qual teve pouca circulac¢do, segundo [23], do trabalho
de Wiener que mais tarde seria conhecido como o Filtro de Wiener.

Foi em 1949 que Wiener publicou seu livro [37] que incluia seu trabalho pioneiro.
Nos anos seguintes, seu trabalho foi expandido como em Zadeh & Ragazzini [38]| que
generalizaram o trabalho de Wiener nos problemas de filtragem.

Estas pesquisas culminaram, em 1960, no surgimento do trabalho de Rudolf E. Kalman
[21] expandido em 1961 por este em parceria com Richard S. Bucy que contribuiu com a
teoria, levando o novo trabalho a ser conhecido como o Filtro de Kalman-Bucy [22].

Stanley Schmidt, geralmente creditado como o primeiro a implementar o Filtro de
Kalman, uniu-se ao centro de pesquisa AMES da National Aeronautics and Space Admi-

nistration (NASA) em 1946, no qual passou a trabalhar em instrumentagao, computacao

20 Triangulo de Run-off sera detalhado no item 3.2.
30 Filtro de Kalman serd mais detalhado no item 2.3.
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analogica e teoria de perturbagao linear.

Mais tarde, quando a NASA estava explorando o problema de navegar até a lua no
programa Apollo, Schmidt viu o potencial de estender o Filtro de Kalman linear para

resolver o problema da estimativa da trajetoria.

O resultado foi chamado de Filtro de Kalman-Schmidt |33| (agora conhecido como o
Filtro de Kalman Estendido). Em 1961, Schmidt e John White haviam demonstrado que
esse filtro, combinado com medigoes Opticas das estrelas e dos dados sobre o movimento
da nave espacial, poderia fornecer a precisao necessaria para uma inser¢ao bem sucedida
na orbita ao redor da lua. O Filtro de Kalman-Schmidt foi incorporado ao computador
de navegacao da capsula Apollo e, finalmente, em todos os sistemas de navegacao aérea
[14].

2.3 O modelo de Espaco de Estados no calculo de IBNR

Pouco mais de vinte anos apds a publicacao do Filtro de Kalman, em 1983, De Jong
e Zehnwirth publicaram seu trabalho Claims reserving state space models and the Kal-
man filter [12|. Nele foi apresentado um método detalhado de como calcular as reservas
de IBNR utilizando o Triangulo de Run-off, ordenado pela diagonal, para sugerir um
equacionamento do modelo de Espaco de Estados e dai utilizar o Filtro de Kalman na es-
timacao. Apesar de utilizar conceitos ainda pouco explorados na area de Financas, como

o Filtro de Kalman, o método se mostrou muito adequado a aplicacao.

Em 2002, England & Verrall em seu artigo Stochastic Claims Reserving in General
Insurance [16] levantaram a literatura atuarial que utilizava métodos estocésticos para o

calculo de IBNR, debatendo o conceito de "o melhor estimador" nessas técnicas.

O Filtro de Kalman pressupoe encontrar o melhor estimador desde que a distribuicao
dos erros de observacao siga uma distribuicao Normal®. Essa é sem dtivida a premissa
forte no modelo de Espaco de Estados utilizado no Filtro de Kalman, pois atualmente
j& é notorio que distribuicoes baseadas em séries financeiras, via de regra, nao possuem
distribuicao Normal. Para mais detalhes sobre esta discussao, vale a leitura do artigo de

Cont: Empirical properties of asset returns [11].

Em 2006, De Jong volta a falar de modelos estocasticos em seu novo artigo [13|. E em
2007 Atherino & Fernandes [2] revisitam o modelo de De Jong & Zenwirth retirando das
estimativas os indices de inflacao e de volumes, citados pelos autores do artigo original de
1983 [12].

4A ordenacdo pela diagonal do Triangulo de Run-off serd detalhada no item 3.2.4.
5 A distribuicio Normal sera explicada no item 4.1.1.
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2.4 Contribuicoes deste Trabalho

Este trabalho tem a pretensao de calcular a reserva de provisao dos sinistros de seguros
do tipo IBNR utilizando um modelo de Espaco de Estados e Filtro de Kalman, com dados
observados de uma grande seguradora brasileira. E notério na bibliografia que trata do
assunto, o uso de bases de dados europeias, americanas e da Oceania, mas nunca dados
brasileiros. Sendo assim, verificar a eficicia do método de De Jong & Zenwirth em dados
nacionais traz uma maior garantia no uso deste, por parte das areas atuariais brasileiras.

De forma a atingir este objetivo, na parte pratica sera utilizado o software MATLAB®,
j& na parte teorica sera utilizado, principalmente, o artigo de De Jong & Zenwirth [12],
além das outras fontes citadas ao longo do texto.

Para verificar a eficicia da estimacao, a provisao sera calculada também pelo método
Chain Ladder. Este método é bem conhecido e aceito pelas areas atuariais por ser simples
e livre de distribuicao estatistica.

Por fim, os valores estimados serao comparados com os valores reais obtidos no periodo

posterior ao utilizado na estimagao, testando a assertividade de ambos os métodos.
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Sinistros em Seguros e a estimacao de
IBNR

As empresas seguradoras incorrem em custos nas suas operacoes que sao exclusivos do
mercado segurador, dentre eles, 0os mais notorios, certamente, sao os sinistros de seguros

e suas provisoes.

3.1 Sinistros em Seguros

A palavra "sinistro" é muito utilizada no mercado financeiro. No mercado de crédito,
ela tem sentido de calote, ou seja, ocorre quando o cliente deixa de cumprir sua obrigacao
de pagamento com o seu credor, tornando-se inadimplente. O credor por sua vez, toma
ciéncia do fato no ato da ocorréncia deste. Ja no mercado segurador, o sinistro ocorre
quando existe perda ou dano do bem segurado, nao necessariamente ocorrendo "dolo" por
parte do cliente. Este por outro lado, ao envolver-se em um sinistro, por razoes diversas,
nem sempre notifica o mesmo no ato da ocorréncia. Pior ainda, pode ocorrer com os
sinistros do ramo Vida, em que os beneficiarios da apolice muitas vezes desconhecem a
mesma ou ainda demoram muito para notificar a seguradora devido ao seu periodo de

luto ou mesmo a demora no processo de inventario do segurado.

3.2 O Triangulo de Run-off

O triangulo de desenvolvimento de sinistros ou como é mais conhecido, Triangulo de
Run-off, é a forma mais utilizada para organizar as ocorréncias de sinistros. A razao disto
é a facilidade de visualizar as informacoes dos sinistros ocorridos com ambas as datas de
ocorréncia e de tempo de atraso no aviso deste sinistro em relagao ao acontecimento do
sinistro em si. Caso fosse utilizado um tnico indice para representacao destes sinistros, a

cada novo periodo de tempo (meses, trimestres, anos, etc) o valor do total dos sinistros
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ocorridos em periodos anteriores seria alterado, pois novos valores de sinistros "antigos"
seriam informados.

A escolha do Duplo Indice no Triangulo de Run-off, portanto, elimina este problema
na hora de organizar os sinistros ocorridos, ja conhecidos ou pagos. Também facilita no
que tange a intuicao do que deve ser estimado no calculo da provisao, ja que os dados nao

preenchidos sao os que devem ser estimados.

3.2.1 Representacio em Duplo Indice

3.2.2 Forma Incremental

A forma Incremental do Triangulo de Run-off é representada por uma matriz diagonal
superior, na qual os elementos desta sao os valores pagos ou ocorridos de sinistros de
uma dada seguradora. Ou seja, a varidvel y representa o valor financeiro ou de ocorréncias
(quantidade) no determinado periodo de tempo estipulado para medir os valores, sendo

estes meses, trimestres, anos, etc.

Tabela 3.1: Triangulo de Run-off Incremental

W/d 0 1 - ] - d-1 d
1 Y1,0 Y11 e Y1y - Y1d-1 Y14
2 Y2,0 Y21 cee Y25 oo Y2,4d-1

1 Yi0 Yia cee Yig

wW-1 Yw—1,0 Yw-1,1

W yw,O

A tabela 3.1 evidencia a organizacao na Forma Incremental. Nela, os valores y; ; , com
i=1,. .. ,wej=20,. .. ,d, podem representar o montante total ou a média das
indenizacoes pagas, o valor de sinistros declarados, o valor de sinistros pagos, o montante
dos prémios ou, ainda, a quantidade de apolices.

Dois exemplos da forma Incremental sao mostrados neste trabalho, um na tabela 6.1
da pagina 50 e o outro na tabela 7.1 da pagina 59.

Cada linha da matriz representa um periodo de ocorréncia de sinistros e as colunas
correspondem aos periodos de liquidagao ou pagamento das indenizacoes de sinistros.

As diagonais da matriz sao os "periodos calendarios", ou seja, perfodos em que sao

feitos os pagamentos.
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3.2.3 Forma Acumulada

A forma acumulada do Triangulo de Run-off é utilizada para o calculo da provisao
de IBNR pelo metdédo Chain Ladder, que serd detalhado no item 3.3. A diferenca entre
a forma Incremental e a acumulada consiste em somar as colunas do triangulo no
sentido da passagem do tempo de atraso d. Desta forma, a tltima coluna preenchida
de cada linha representara o valor pago do sinistro daquele periodo i, com ¢ compreendido
entre um e w, do inicio deste até o ultimo valor conhecido no instante ¢ como mostrada

na tabela 3.2. Para ilustrar cada termo C; ; respeitard a equagao 3.1 abaixo:
J
Ci,j = Zyzk (3-1)
k=0

Tabela 3.2: Triangulo de Run-off acumulado

w/d 0 1 j d-1 d
1 CI,O Cl,l e Cl,j e Cl,dfl Cl,d
2 0270 0271 e CZ,j e Cg,d,1
1 Ci,O Ci,l Cm

As letras y (sinistro no periodo) da forma incremental e C' (sinistro acumulado pela
data de ocorréncia) da forma acumulada foram escolhidas de forma a facilitar o estudo

de referéncia como, por exemplo, Mack [25] e Renshaw & Verral [30].

3.2.4 Referéncia Diagonal

Referenciar, ou ainda ordenar, o Triangulo de Run-off pela sua diagonal nada mais
é que reorganizar os indices de linhas e colunas de forma que a ultima diagonal preen-
chida do triangulo corresponda ao vetor Y;. Este contendo todos os lancamentos daquele
periodo calendario (meses, anos, etc) independente de qual o seu ano de origem ou de
desenvolvimento. Os valores do Triangulo de Run-off permanecem os mesmos que no
triangulo incremental, o que muda de fato é a forma na qual os indices sao organizados.
A cada novo periodo, o vetor Y; aumenta sua dimensao, ou seja, no periodo t — 1 ele terd

t — 1 elementos e no periodo ¢ terd ¢ elementos e assim por diante. Nesta abordagem,
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para um dado y; ; havera um y;(t) para j = 0,1,--- ,¢t —2,¢ — 1. Sendo que ¢ é agora a
representacao do tempo de calendario e nao de ocorréncia ou desenvolvimento do sinistro,
como no caso das ordenacoes por Duplo Indice.

No entanto, o indice j remete ao tempo de desenvolvimento do sinistro. Isto sera
importante para identificar qual periodo de ocorréncia w pertence a componente do vetor
com os sinistros Y; no tempo t. Em outras palavras, no periodo calendério t, para 7 = 0

resultara o periodo de ocorréncia do sinitro w = t.

Tabela 3.3: Triangulo de Run-off Diagonal

w/d 0 1 j t-2 t-1
1 Yo (1) vi(2) o gD o gt —=1) yea(t)
2 Yo(2) y1(3) ooy +2) L Yi—o(t)
i) G+ (1)

Assim y;(t) é o valor do Triangulo de Run-off observado no desenvolvimento j e ano de
calendéario t, desta forma, o ano de origem do sinistro é encontrado pela relagdo w =t — j.
A diagonal utilizada como entrada nas estimacoes de IBNR utilizando o modelo de
Espaco de Estados é dada pela diagonal em vermelho da tabela 3.3. Sua forma vetorial é

mostrada na equacgao 3.2 abaixo:

Yo(t)
Y1 (1)

y;(t)

i Ye—1(t)

O vetor y(t) possui dimensao ¢ x 1 no instante t. Nota-se que o primeiro valor do vetor

é o valor de menor indice de atraso na tabela 3.3 para o instante t.

3.3 Estimacao pelo método Chain Ladder

Segundo Mack [25], o método mais popular para estimacoes de reservas de IBNR

é o Chain Ladder, e a razao principal disso é o fato do método ser simples e livre de



Capitulo 3. Sinistros em Seguros e a estimacao de IBNR 26

distribuicao estatistica.

Como explicado no item 3.2.3, Cj; foi definido como o total de reservas acumuladas
do periodo de acidente ou sinistro ¢, do inicio deste até os periodos de liquidacao ou
pagamento das indenizagoes de sinistros ou, ainda, a coluna do Tridngulo de Run-off j.

Considerando-se as reservas acumuladas C; ; como varidveis aleatorias, estas possuem
valores observaveis para 1 <1 <te0 < j <t —1i, comt > 0. Para os outros casos,
os valores das reservas devem ser estimados por algum método que complete as lacunas
do Triangulo de Run-off. O método Chain Ladder consiste em calcular tais sinistros com
base nos valores ja observados de acordo com a seguinte regra de estimagao mostrada a

seguir:

E[Ci,jJrl’Ci,O, [N 7Ci,j] — Ci,j+1 — Ci,j'fi,j (33)
Aqui, o fator fz] definido para cada periodo i é dado por:
i1
it Cigin
t—j—1
> Ciy

Sendo que o tltimo termo a ser calculado no Triangulo de Run-off serd dado por:

Fis = t—i<j<t—1 (3.4)

t—2
éi,t—l = Ciy—i. H ﬁj 2<1<t¢ (3.5)
G=0

A razao de se utilizar f” e nao simplesmente f; ; é o fato de ser possivel calcular um
desvio padrao para o método Chain Ladder, segundo Mack [26].

Lembrando-se do fato de que C; ; é dada pela equacao 3.1, a equagao 3.3 terd estimado,
entao, o valor acumulado para o Triangulo de Run-off. Como proximo passo, deverao ser
obtidos os respectivos y; ; da forma Incremental do Triangulo de Run-off.

Uma forma de realizar tal calculo para se obter os sinistros que completam o Triangulo

de Run-off Incremental é dado pela equacao 3.6 abaixo:

Yij = CZ'J‘ - Ci,j—l 1 S { S t; 1 S] S t— 17 t>0 (36)

De forma pratica, o método Chain Ladder nada mais é que uma razao entre
as colunas do Tridngulo de Run-off que devolve uma proporgao de decaimento

dos sinistros apurados ao longo do tempo de atraso d.
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Conceltos basicos

4.1 Consideracoes iniciais

Antes de iniciar o processo de estimacao propriamente dito, é interessante rever alguns

conceitos que serao amplamente comentados ao longo do trabalho.

4.1.1 Distribuicao Normal

Neste ponto do trabalho, é importante uma breve discussao sobre a distribucao Nor-

mal. Se uma variavel aleatoria segue esta distribuicdo escreve-se: X ~ N(u,0).

1 a—p
flz,pu,0) = e_<%), —oo < <o00,0>0 (4.1)

vV 2mo?

Na equacao acima x é a variavel aleatoria, ou seja, é a variavel de interesse a ser

2 ¢ a variancia. FEstes dois tdltimos s&o os

estudada ou estimada, ja p é a média e o
parameros da distribuicao. E conhecendo-os é possivel simular quaisquer dados que sigam
uma distribuicao Normal.

Quando p = 0 e 0% = 1, a distribuicao é dita ser uma "Normal Padrao". A Normal
Padrao possui um equacionamento mais simples que o da Normal, por se tratar de um

caso especifico, e é dada a seguir:

(SIE]

flz) = ! e ( ), — 00 <z < 00, (4.2)

V2r

A distribuicdo Normal ¢ a mais conhecida e utilizada na Estatistica. Segundo Ross [31],

sua popularidade se deu com a lei dos "grandes ntumeros". Em linhas gerais, esta afirma
que a soma de um grande nimero de variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas ou 7.i.d. tém uma distribuicao que é aproximadamente uma Normal.

Curva de Gaus e "curva em forma de sino" sdo outros nomes dados & distribuicao
Normal. Gaus foi um dos pioneiros no uso desta distribuicao, popularizando-a em seus

trabalhos na Engenharia Elétrica e por isso esta ligacao ao seu nome.
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4.1.2 Ruido Branco

O Ruido Branco (RB) é descrito como uma série temporal €1, ..., ;. Ele recebe este
nome devido a luz branca. Como explicado em Haykin |20], essa ligagao se faz por conta
de que a luz branca possui intensidades iguais de todas as frequéncias dentro da banda
visivel de radiacao eletromagnética.

Para ser classificado como Ruido Branco é necessario que a série temporal possua as

seguintes propriedades:
1 E(e) = E(e;—1) =0, Vti=1,2,...,00;
2 Var(e) = Var(e_1) =020 < 0% < 00 ;
3 Cov(ee1) =0

A propriedade um equivale a dizer que o primeiro momento ou a esperanca matemaética
de cada um dos termos da série do Ruido Branco é zero. A segunda propriedade afirma
que a variancia da série é constante e dada por o2. A terceira e tltima propriedade
equivale a dizer que todos os elementos da distribuicao sao independentes entre si um a
um, ou seja, sao nao - correlacionados.

Nota-se que em decorréncia das propriedades, tem-se que o Ruido Branco é estacionario
de segunda ordem ou ainda possui estacionariedade fraca. A estacionariedade é uma
caracteristica importante em séries temporais, pois pode-se estimar os momentos da série,
caso ela ocorra. Uma vez que os momentos sao estimados, fica facil obter previsoes das
informacoes.

Em Estatistica, um Ruido Branco ¢ um conceito econométrico muito presente no
estudo das séries temporais, especialmente as estocasticas discretas. Sua representacao é
RB.

Quando o Ruido Branco segue uma distribui¢ao Normal, ou seja, a sua funcao de
distribuicao é dada pela equacao 4.1, este é chamado de Ruido Branco Gaussiano (RBG).
O RBG é importante, pois o tratamento deste nas equacoes torna-se simples, uma vez

que obedece as propriedades de uma Normal.

4.1.3 Passeio Aleatorio

O Passo ou Passeio Aleatorio, também conhecido como Random Walk, é o nome dado
a uma série temporal que descreve uma tendéncia estocastica pura. Sua equacao é descrita
por um [; definido pelo termo anterior 5;_; da série mais um Ruido Branco Gaussiano ¢,
como descrito no item 4.1.2. Um exemplo de Passeio Aleatorio é dado pela equacao 4.3

abaixo:

B = Bi1 + & (4.3)
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Uma simulagdo de um Passeio Aleatério é mostrado na figura 4.1. Nesta simulacao

foi utilizado um [y = 5 e um passo de tempo 1" = 100.

Figura 4.1: Exemplo de Passeio Aleatorio - Randon Walk

Exemplo de Passo Aleatério - Randon Walk
T

o T T T T
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22
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] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time (t)

Para o termo aleatorio ¢, foi utilizado um Ruido Branco que segue uma distribuicao
Normal Padrao, ou seja, possui variancia unitaria. Em outras palavras, foi utilizado um

um RBG com ¢? = 1.

4.2 Estimacao por Minimos Quadrados

A estimacao por Minimos Quadrados é a mais utilizada para obter estimadores, se-
gundo Moretin & Bussab [9]. Ela consiste em um método de estimagcao off-line. Colocado
de outra forma, necessita-se possuir, a priori, a maior quantidade possivel de dados para

se obter o estimador 6timo amostral.

4.2.1 Estimador de Minimos Quadrados Ordinarios

O estimador de Minimos Quadrados Ordinéarios (MQO) ou OLS do inglés Ordinary
Least Squares, é o estimador 3 encontrado ao se utilizar o método de estimagao de MQO
que consiste em minimizar a soma dos quadrados dos residuos entre o valor estimado e
os dados observados. Nesta abordagem, a variavel que se pretende estimar é chamada
de Variavel Dependente e as variaveis utilizadas na estimacao sao chamadas de Variaveis
Explicativas.

Em um modelo univariado, ou seja, s6 existe uma Varidvel Explicativa, o que se
pretende estimar é a curva g,( Varidvel Dependente) que melhor descreve os dados da

populacao de interesse. Esta curva pode ser descrita pela equacao 4.4.

Y = by + 01 Xy + e (4.4)
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Sendo que e; é o vetor de erros de estimacao. O método de MQO exige certas premissas
sobre e;. Este deve possuir média zero e variancia fixa. Além disso, os termos devem
ser independentes um a um ou, ainda, devem fazer parte de uma distribuicao de termos
independentes e identicamente distribuidos (i.7.d.). A notagao ¢ dada por: e; ~ i.i.d.(0, o).

O estimador de Minimos Quadrados Ordinarios dado por:

B = (X{X\) ™ Xy, (4.5)

Sendo 8 um vetor de parametros composto por by e by e X; uma matriz composta do
vetor 1, ...,z; e um vetor de "uns" de dimensao ¢ x 1.

Para o caso da regressao univariada, a representacao matricial da equacao 4.5 é mos-

trada na equacao 4.6 abaixo:
—1
1 .01

1 T

w| ([1 ... 1], "

by B T ... T4 o T ... T4
1

Ty Yt

Y1
: (4.6)

Na figura 4.2 é mostrada uma estimacao por MQO do Passo Aleatério exposto na

figura 4.1, tomando-se o tempo t como Varidvel Explicativa.

Figura 4.2: Estimativa por MQO do Passeio Aleatorio

Estimativa por MQO do Randon Walk
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Fica evidente na figura 4.2 que tomar o tempo como Variavel Explicativa na estimacao
de MQO nao é a melhor escolha para se estimar a funcao estocéstica de um Passeio
Aleatorio. De fato, no entanto, a estimacao por MQO é uma etapa para tal estimacao,
que consiste na estimagao de modelos ARMA (p,q) em que p e ¢ sdo os parametros deste
modelo. Para mais detalhes sobre os modelos ARMA(p,q), consulte o trabalho de Bueno
[8, pag. 114].

Mais informacoes sobre o método MQO e suas propriedades, bem como as suas apli-

cagoes, podem ser encontradas no livro de Mendenhall |27, cap 11].
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4.2. Estimacao por Minimos Quadrados

4.2.2 Estimador de Minimos Quadrados Recursivos

A estimagao por MQO, como foi mostrado, apresenta o problema comum as estimagoes
off-line. E necessario obter todos os dados possiveis para obter o melhor estimador.
Acontece que na estimacao de séries temporais, o maior problema é a quantidade de
dados disponiveis. Até porque o objetivo na estimacao de séries temporais é encontrar

o valor futuro desta no instante seguinte, portanto, nunca serd possivel obter todos os

dados da mesma.
Quando a série é nao estacionaria, a tarefa de estiméa-la torna-se ardua e nao trivial,

pois é impossivel estimar todos os momentos desta, como afirma [8].
Ja na série estacionaria, mesmo que fraca, sabe-se que ao menos o primeiro momento

desta é constante e, portanto, pode ser estimado.

A mesma formulacao utilizada para encontrar o estimador de MQO é aplicada para
encontrar o estimador de Minimos Quadrados Recursivos (MQR) s6 que neste caso, de
maneira recursiva. Abaixo é mostrada a equacao que descreve a série no instante ¢.

Y = By + ey (4.7)

Agora, e; é o erro de estimacgao no passo t. Deseja-se saber portanto, qual o valor

seguinte f;,; de uma série no instante t + 1 que melhor descreva a funcao.
Yer1 = Br1Te1 + € (4.8)

Para resolver o problema, pode-se utilizar a equagao 4.5 recursivamente, de forma que

para cada novo z;, uma nova estimativa de [, seja refeita.
Na estimag¢ao por Minimos Quadrados Recursivos (MQR), este novo dado é adicionado

a estimacao, com o intuito de corrigir o # encontrado.
Figura 4.3: Estimativa por MQR para o Passeio Aleatorio

Estimativa por MQR para o Randon Walk
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A figura 4.3 refere-se a estimacao por MQR para o Passeio Aleatorio.

A estimacao,
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diferentemente da off-line, acompanha a evolucao da série, agindo como um atenuador ou
"esfumacador".

O grafico do decaimento de f; ¢ dado a seguir:

Figura 4.4: O valor de 3, na estimativa por MQR

Decaimento do f na estimag&o por MQR para o Randon Walk
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Quanto maior a quantidade de informacao, mais perto dos parametros populacionais
estard a amostra e assim, o ; tende para o estimador nao - viesado. No caso da figura

4.4, B; converge para os valores encontrados no método de MQO explicado no item 4.2.1.

4.3 Modelos de Espaco de Estado

Os modelos de Espaco de Estados sao largamente empregados em Teoria de Sistemas,
na Fisica e Engenharia e seu nome deriva destes campos de conhecimento. A ideia geral
utilizada por tras destes ¢ a de que uma série temporal observavel yy,...,y; depende de
possiveis "estados" (,...,0:, ndo observaveis do sistema. Os quais sao definidos por um
processo estocastico.

De acordo com Harvey [19], um processo estocéstico é aquele cujo estado atual vy,
depende de um estado anterior mais um disttirbio 7; causado por um Ruido Branco e

pode ser descrito como:

Bt = htﬂt—l + s = ]-7"'aT (49)

Na equacgao 4.9, h; é apenas um parametro, o valor que ela toma determina o com-
portamento futuro das observacoes. Se h; < 1, o processo ao longo do tempo retornaria
para uma média em torno de zero e se tornaria o préoprio RB que o define, portanto es-
taciondario, nao restando nada a prever. Quando h; > 1 por outro lado, a influéncia dos

valores passados aumenta ao longo do tempo fazendo com que a funcao seja divergente
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e praticamente imprevisivel. Sendo assim, o tinico caso de interesse ¢ quando h; = 1, ou

seja, a equacao 4.9 torna-se um Passeio Aleatoério como descrito no item 4.1.2.

4.3.1 Modelos de Espaco de Estados Lineares Gaussianos.

Os modelos de Espaco de Estados Lineares Gaussianos sao um caso especifico dos
modelos de Espaco de Estados Lineares, como explicado por Durbin & Koopman [15].

Eles consistem em duas equagoes que sao mostrados abaixo:

Y = Zioy + € e ~ N(0,H,);
o1 = Tioy + Ryme, 1~ N(07Qt)7 t=1,.,n. (4-10)

Sendo ¢; e n; considerados Ruidos Brancos Gaussianos como descrito no item 4.1.2 da
pagina 28, o que torna o modelo baseado em uma distribuicao Normal ou Gaussiana. O
termo linear deste, refere-se a relacao linear dos parametros da equacao 4.10.

As matrizes Z;, Ty e R; sao supostamente conhecidas e deterministicas e descrevem o
comportamento do sistema definido pelo modelo de Espaco de Estados.

Por fim, as matrizes H; e J; sao respectivamente as matrizes de covariancia dos dis-
tarbios €; e n; e também devem ser especificadas.

As equagoes descritas em 4.10 utilizam uma notagao encontrada em Durbin & Koop-
man [15]. No entanto, como comentado em 1.3, neste trabalho serd utilizada uma outra
notagdo o mais proximo possivel da encontrada em De Jong & Zenwirth [12]. As novas

equacgoes 4.12 e 4.12 utilizando esta notagao serao mostradas na pagina 33.

ye = Xibi+ e, e ~ N(0,Uy); (4.11)
B = Hibiy+ Gy, m~ N(0,V,). (4.12)

A equacao 4.11 é conhecida como a equacao do sistema ou a equacao das observacoes.
Em fen6émenos fisicos, ela poderia representar a medida de um sensor de velocidade ou
de temperatura. Em [12], y; representa o vetor de sinistros ji ocorridos e avisados no
periodo t.

A matriz X; representa uma matriz de parametros e é deterministica i.e., depende de
uma fungdo definida (no caso depende do tempo). O termo ¢ representa a perturbagao
do sensor ou, o "ruido de medigao" do sistema. Em [12]| o termo ¢, é representado por
Uy, No entanto, aqui € serd utilizada para nao causar confusoes na notacao do Filtro de

Kalman. Este distirbio deve ser ¢.7.d. com média zero e matriz de covariancia U,.
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Os estados ; do sistema sao definidos pela equagao 4.12 e representam o processo es-
tocéstico do problema. Este nao é observado diretamente e deve ser obtido implicitamente
através do Filtro de Kalman.

A perturbacao do estado ou o ruido estocastico é representado por 7;. Do mesmo modo
como u, foi substituido por €, optou-se por substituir v; por 7;. O uso de v; poderia causar
confusoes de notacao com o vetor de residuos do Filtro de Kalman, como serd explicado
no capitulo 5. O distirbio estocastico 7, também deve ser i.i.d. de média zero e matriz
de covariancia V; a ser definida.

Assim como X;, a matrix H; também representa uma matriz de parametros, tanto H;
quanto GG; sao deterministicas. As matrizes X;, H;, G; devem ser conhecidas previamente
ou entao especificadas antes de utilizar o Filtro de Kalman.

A dltima premissa para o uso do Filtro de Kalman é a de que os distirbios ou ruidos
€; e 1y sao presumidamente nao - correlacionados entre si e nao - correlacionados termo
a termo, i.e. sao 7.2.d.. Devem ainda possuir média zero e suas variancias devem ser

conhecidas ou especificadas.
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O Filtro de Kalman Discreto

Nesta secao serd descrito o método, bem como serao expostos e discutidos os pontos
relevantes sobre o Filtro de Kalman.

O Filtro de Kalman geralmente é descrito como um calculo recursivo 6timo do algo-
ritmo de Minimos Quadrados Recursivos, como o visto na se¢ao 4.2.2.

Porém, ele é mais do que isto. Pois, ele pode ser considerado como um estimador
recursivo. Isto significa que apenas a estimativa do estado no passo anterior e a medi¢ao
atual sao necessarios para computar a estimativa do estado atual. Ao contrario de outras
técnicas de estimacao, nem o historico das observacoes nem o historico das estimativas
Sa0 necessarios.

O Filtro de Kalman é empregado com sucesso em sistemas dindmicos bem definidos.
Em fenémenos fisicos como situagoes em que a trajetoria e velocidade de um corpo devem
ser determinadas por regras bem definidas como as equagoes do movimento, por exemplo.
Além disso, as entradas de controle devem ser bem especificadas por serem baseadas nos
parametros do sensor que mede a velocidade deste corpo.

Imaginando que o sensor mede a informacao real corrompida por um Ruido Branco e
esta medida é relacionada com a anterior, pois trata-se da velocidade instantanea do corpo.
O Filtro de Kalman ira funcionar no sentido de descartar as medidas muito dispersas das
estipuladas pelo modelo fisico, por nao fazerem sentido.

No entanto, mesmo descartando o resultado disperso do sensor, a informacao nao é to-
talmente descartada. O ganho de Kalman captura a dispersao e a reutilizada comparando-
a com a nova medida identificando mudancas de tendéncia, caso existam. A estimativa
obtida desta forma é melhor que a estimativa obtida utilizando-se qualquer resultado

obtido pelo sensor unicamente.
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5.1 Funcionamento do Filtro de Kalman

Além do algoritmo de MQR, o filtro corrige tanto a estimativa de (;;,_; quanto sua
matriz de covariancia Cy,_; obtidas a priori com o valor medido da variavel 1. A cova-
riancia do erro v; dado pela estimativa y; e o valor medido y; é entao utilizada para se
obter o Ganho de Kalman K; que por sua vez multiplica o0 mesmo erro v; para se obter a

nova estimativa de S ;.

Em outras palavras, o Filtro de Kalman é, essencialmente, um conjunto de equacoes
mateméaticas que implementam um estimador de ;11 que prediz §,41; e a cada nova
interagao corrige §;41)¢ COM Yey1¢41. Fornecendo assim, a solucao do Modelo de Espago

de Estados Linear Gaussiano colocado em 4.3.1.

No entanto, o Filtro de Kalman nao realiza o trabalho todo sozinho. O Modelo de
Espaco de Estados deve estar bem especificado, bem como todas as premissas adotadas

para garantir o funcionamento correto deste.

Dentre as premissas mais fortes adotadas estao a de que o estado atual é linearmente
dependente do estado anterior e a de que os ruidos, tanto da equacao das observacoes
quanto da esquagao de estados, possuem distribui¢coes Normais ou Gaussianas como dis-

cutido no item 4.1.1.

As premissas nao param por ai. O Filtro nao fornece as matrizes de parametros X;,
H,;, G, colocadas no final do item 4.3.1. Estas devem ser fornecidas ou especificadas por

quem estiver construindo o modelo.

Considerando que tudo foi especificado corretamente, dai sim, o Filtro de Kalman
fornece uma solucao considerada 6tima, no sentido em que minimiza o erro de estimativa
da covariancia quando o Espaco de Estados Linear Gaussiano for seguido conforme as
especificagoes.

O estado do filtro é representado por duas variaveis: Bt‘t, a estimativa a posteriori
do estado no tempo ¢, dadas as observacoes até o tempo ¢, inclusive; Cy, a matriz de
covariancia do erro a posteriori (uma medida da acuracia estimada da estimativa do
estado).

O Filtro de Kalman pode ser escrito por um conjunto de equagoes, porém ele é mais

comumente descrito em duas fases distintas: predicao e atualizacao.

5.1.1 Predicao

A fase de predicao utiliza a estimativa do estado no passo anterior Bt—l\t—l para obter
uma estimativa do estado no tempo atual Bt\t—l- Esta predicao é chamada de estimativa

a priori, pois nao inclui a informacao vinda da observacao do estado atual.
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Predicao do estado (estimativa a priori)

A estimativa a priori do estado atual é mostrado na equacao 5.1.
Biji—1 = HiPr—1j—1 + Gy (5.1)

Predicdo da covariancia (estimativa a priori)
Cyji—1 = Htthlh‘le; + Gt‘/;tG; (5.2)

5.1.2 Atualizacao

Na fase de atualizacao, a predicao a prior: é combinada com a observacao atual para
refinar a estimativa do estado. A estimativa refinada 3, é chamada de estimativa a

posteriori.

Atualizacao do residuo da medigao

No tempo ¢, uma observagao (ou medi¢ao) y; do estado real §; é realizada. O erro
desta medida em relagao a sua estimativa é chamada de erro da medida v, e ¢ dado pela

equacao 9.3.
Uy = Yp — XtBt|t71 (5-3)

Covariancia dos residuos da medicao

A covariancia dos residuos da medicao F;, dada pela equacao 5.4, é a equacao do Filtro
de Kalman que inclui a informacao da matriz de covariancia do disturbio da medida U,

no algorftmo.
Fy = X:Cypp 1 Xy + Uy (5.4)

Ganho 6timo de Kalman

O ganho de Kalman K é dado pela equacao 5.5.

K; = Cy 1 X, ;! (5.5)

O ganho 6timo de Kalman s6 pode ser garantido se as hipoteses de normalidade forem
mantidas. Caso isto nao ocorra, o estimador nao serd mais 6timo, e sim um estimador

linear 6timo.
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Estado atualizado (estimativa a posteriori)

O estado atualizado é formado por duas componentes. A primeira tem a ver com o
estado estimado no momento atual, condicionado a observacao no estado anterior. E a
segunda com a informagao proveniente da observagao atual. O que ir4 determinar o peso
de cada uma das componentes e interferir no valor do estado atual é o ganho de Kalman
dado pela equacao 5.5.

A atualizagao do estado estimado é mostrada a seguir na equacgao 5.6.
By = Brye—1 + Koy (5.6)

Covariancia estimada (estimativa a posteriori)

A atualizacao da covariancia estimada é mostrada na equacgao 5.7, também conhecida

como Fquacao de Riccati.

Ct|t = <[ - KtXt)Cﬂt—l (57)

Tipicamente, as fases de predicao e de atualizacao se alternam em um algoritmo re-
cursivo.

Com a predicao prevendo o estado até o instante da proxima observacao e a atualizacao
incorporando a informacao da observacao.

A notagao encontrada na literatura citada neste trabalho como [15] e [19] pode variar,
mas o mais importante é que o conceito de tempo a priori e tempo a posteriori esteja
bem claro. Com o primeiro se referindo ao instante em que a estimativa é feita sem que
a medida atual de y; tenha sido realizada e o segundo ap6s a medigao deste.

De forma geral, pode-se encontrar notacoes como S~ e 8. O primeiro, via de regra,

representando o estado a priori e o segundo o estado a posteriors.

5.2 O Algoritmo do Filtro de Kalman Discreto

Esta secao descreve o Filtro de Kalman, em sua formula original [21], na qual a men-
suracao da medida do estado estimado é discretizada no tempo.

Sistemas dinamicos ! sdao frequentemente representados em um modelo de Espaco de
Estados.

O Filtro de Kalman soluciona o problema geral de tentar estimar o estado de um
processo controlado em tempo discreto, que é regido pelas equacoes de 5.1 a 5.7.

A cada passo, o algoritmo propaga simultaneamente uma estimativa do estado Bﬂt e

uma estimativa para sua matriz de covariancias o Cy.

1Os sistemas dinamicos sdo aqueles em que os estados do sistema variam ao longo do tempo.
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Figura 5.1: Funcionamento do Filtro de Kalman
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O algoritmo mostrado na figura 5.1 descreve o funcionamento do Filtro de Kalman
Discreto. Os passos de um até dois compoem a etapa de previsao. Ja os passos de trés a
quatro sao equacoes intermediarias do Filtro de Kalman. Por fim, os passos de cinco até

sete compoem a etapa de atualizacao.

5.3 Estimador de Maximo Verossimilhanca

O Filtro de Kalman nao estima nenhum parametro do modelo de Espago de Estados

sozinho. As variancias o2

e 1* devem ser fornecidas ao filtro, ou entdo calculadas por
algum outro método. A Maximizacao da Verossimilhanga fornece de forma simples o
valor destes estimadores.

A verossimilhanca é dada pelo produtorio dos termos da distribuicdo como mostrado

a seguir:

T

L(y;v) = [ [ p(wn) (5.8)

0
Uma vez que em uma série temporal, como as descritas neste trabalho, os termos nao
sao independentes, de acordo com Harvey [19] a verossimilhanca nao pode ser escrita pela

equagao 5.8 e sim como em 5.9, ou seja:

T

L(y;¢) = Hp(yt\Yt_ﬂ (5.9)

0
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Sabe-se que? o vetor de observagao y;|Y;_; segue uma distribuicdo Normal mostrada
na equagao 4.1.

Relembrando as equagoes intermediarias do Filtro de Kalman 5.3 e 5.4. Tem-se que
v; € 0 vetor de erros entre o vetor de observacoes y; e o vetor estimado ;. E ainda, que
F; é a matriz de covariancias de v,.

Sendo assim, como descrito por Harvey [19], a expressao 5.10 pode ser maximizada.

T T
T 1 1 ro
log(L(1)) = —log(2m) — 5 > loglFl = 5 > v (5.10)
t=1

t=1

Da mesma forma, Harvey afirma que a expressao 5.11 pode ser minimizada.

T T
log(L(1)) = Y log|Fy| + ) v, F vy (5.11)
t=1 t=1

Lembrando-se do fato de que tanto o vetor de erros das observacoes v; quanto a matriz
de covariancias F} sao fornecidas pelo calculo recursivo do Filtro de Kalman.

O resultado destas maximizacoes ou minimizagoes da verossimilhanga fornecem as
variancias o? e n? utilizadas no Filtro de Kalman.

Uma vez encontrada a equacao para a verossimilhanca, é necessario utilizar de algum
processo numérico de otimizacao que obtenha o valor dos parametros desejados.

O algoritmo Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno (BFGS) é citado por Durbin & Ko-
opman [15] mais especificamente no capitulo 7 que trata do assunto, para calcular os
parametros desejados através da maximizacao da verossimilhanca.

Como o software MATLAB®, utilizado neste trabalho, ndo possui funcdes de maximi-
zacao a expressao 5.10, que maximiza a verossimilhanca, nao foi utilizada na otimizacao
e sim a expressao 5.11 que pode ser utilizada na minimizacao da verossimilhanca. Na im-

plementacao foi utilizada a funcao fminunc que possui o algoritmo BFGS implementado.

2Este ponto foi explicado no item 4.3.1.



5.3. Estimador de Maximo Verossimilhanca 41

A figura 5.2 mostra o fluxograma contendo o funcionamento da funcao de minimizacao

fminunc.

Figura 5.2: Funcionamento do Filtro de Kalman com o Calculo da Verossimilhanca
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Apos serem obtidos os parametros que minimizam a log-verossimilhanga. O Filtro de
Kalman mostrado na figura 5.1 pode ser utilizado para obter-se a estimativa desejada.
O MATLAB® possui outras funcoes de minimizacdo, como a fmincon e a fminsearch,

mas nao serao foco neste trabalho.
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O modelo de De Jong & Zenwirth

O modelo de Espago de Estados de De Jong & Zenwirth, publicado em 1983 [12], foi
o precursor do uso do Filtro de Kalman para o célculo das provisoes de IBNR. Neste
trabalho, este modelo, bem como a metodologia utilizada para a estimativa da reserva de
IBNR serao tratados como "Abordagem DJZ".

A Abordagem DJZ modela as provisdes de sinistros IBNR, utilizando os sinistros ja
ocorridos e organizados pela diagonal y(t) do Triangulo de Run-off, conforme explicado
no item 3.2.4. Para isto, coloca o problema da estimativa da reserva de IBNR na forma
de um modelo de Espaco de Estados e se utiliza do Filtro de Kalman para identificar os
parametros estocasticos 3; do modelo.

A principal contribui¢do dos autores foi a de "visualizar" esta diagonal y(¢) como o
resultado da medida de um sensor com ruidos como tratado por Kalman [21]. Podendo
entao utilizar-se de um modelo de Espaco de Estados para estimar as provisoes futuras
destes sinistros.

O Filtro de Kalman foi escolhido para estimar os betas 3; do modelo, criando assim a
possibilidade de calcular dados futuros da série observada 1, obtendo a provisao de IBNR
desejada.

Isto equivale, assim como no modelo Chain Ladder, a calcular a estimativa futura do
vetor de entrada y; com o objetivo de estimar ¢;,; de forma a completar os dados faltantes

do Triangulo de Run-off os quais compoem a provisao total de IBNR.

6.1 Equacoes do Filtro de Kalman Utilizadas na Abor-
dagem DJZ

As equagoes do Filtro de Kalman utilizadas na Abordagem DJZ sdo descritas na
forma matricial, isto ocorre, pois existe uma peculiaridade no algoritmo que o difere da
abordagem convencional no uso do filtro.

Comumente, o Filtro de Kalman é utilizado para estimar o processo estocastico [3; que



6.1. Equacoes do Filtro de Kalman Utilizadas na Abordagem DJZ 43

nao pode ser visualizado diretamente em um sistema definido. Ja na Abordagem DJZ o
objetivo é estimar ¢(¢ + 1). Ou seja, estimar o vetor de parametros Bt ¢ 0 meio para um
fim.

Mas por que nao utilizar uma modelagem direta para (¢ + 1) e sim o modelo de
Espaco de Estados? Esta é a segunda colaboracao do artigo de De Jong & Zenwirth, pois
cada diagonal é considerada como sendo independente da diagonal anterior, mas o vetor
de estados nao. A cada nova passagem de tempo no calendario, a diagonal do Triangulo
de Run-off aumenta de tamanho (dimensao do vetor) e um novo vetor y; ¢ definido, este
sendo independente do anterior. Porém, ambos sao ligados pelo mesmo vetor de estados
B(t).

Sendo assim, De Jong & Zenwirth [12]| utilizam o indice ¢ para definir qual a ordem
de grandeza de y(t), observado. Lembrando que existe mais um sub-indice no sentido do
tempo de atraso d, como mostrado pela equacao 3.2, que determina a ordem dos elements

dentro do vetor.

Considerando C(t), e ndo P(t) como ¢é convencionalmente chamada, a matriz de co-
variancia de 5(t) — A(t) entdo o resultado dos estados calculados pelo Filtro de Kalman

que estimam a matriz de covariancia C(t) satisfaz as seguintes relagoes:

git+1) = X{t+1)H({t+1)A(1) (6.1)
B(t) = H®BE—1)+ K){y(t) —9(1)} (6:2)
R(t) = H()C(t—1)H'(t)+ GV ()G () (6.3)
Kit) = ROX'O{XORHX' () +U@#)} (6.4)
C(t) = R(t)— KX ()R(t) (6.5)

Os autores descrevem em seu trabalho as equacoes de 6.1 a 6.5 como as equagoes do
Filtro de Kalman. Eles também apresentam de forma alternativa as equacoes 6.4 e 6.5

dadas a seguir:
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Na pratica s6 sao necessarias as equacoes de 6.1 a 6.5, pois a partir delas é possivel

obter a forma alternativa das equagoes de 6.6 e 6.7.

As equacgoes de 6.1 a 6.5 podem causar confusao quando comparadas as equagoes de
5.1 a 5.7 do capitulo 5.

A principal delas se refere as matrizes C(t) e R(t). Ambas representam a matriz de
covariancia de 3(t) — B(t). No entanto, R(t) é a covariancia a priori e C(t) a posteriori.
De Jong & Zenwirth devem ter optado por utilizar variaveis diferentes para nao causar

confusoes.

Para um leitor que escolha uma leitura mais atual como Brown [7], esta confusao seré
inevitavel. Pois, C'(t) é comumente chamada de P*(¢) ou ainda P(t) e R(t) é chamada
de P~ ().

6.2 Premissas da Abordagem DJZ

Até este momento do trabalho, houve a preocupacdao em criar uma base soélida e
consistente! sobre os conceitos que envolvem a modelagem do Filtro de Kalman, bem

como a provisao de IBNR.

De forma resumida, a abordagem DJZ busca calcular os estados ndo observaveis (t)
utilizando os sinistros observados y(t), de forma a poder estimar 5(¢t + 1) e consecutiva-
mente y(t + 1).

No capitulo 4.3.1 foram colocadas as equagoes 4.11 e 4.12 que definem o modelo de
Espaco de Estados. Para realizar o calculo da provisao de IBNR basta entender que
descrito pela equagao 3.2 é o sinistro ja ocorrido e observado e ;1 é o sinistro a ocorrer

ou provisao.

Ao se definir o modelo de Espaco de Estados, ha a necessidade de se possuir algum
conhecimento sobre os dados de interesse e como estes se relacionam para se definir as

matrizes de parametros do modelo.

Sendo assim, é preciso definir as matrizes de parametros X; da equacao das observacoes

4.11, bem como as matrizes H; e GG; da equacao de estados 4.12.

Estas matrizes irao descrever a forma como a equacao de Espaco de Estados ird se

relacionar com a equacao das observacoes.

Em seguida serao discutidas as premissas adotadas para definir essas matrizes, da

mesma forma como as que foram utilizadas na inicializacao do Filtro de Kalman.

!Espera-se que o trabalho tenha sido todo lido e que as citacdes tenham sido ao menos consultadas
para tanto.
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6.2.1 Indices de Inflacdo e Volume de Apoélices

O modelo proposto na Abordagem DJZ é bem genérico e permite, por exemplo, que
indices de volume de novos contratos e indices de inflacao estejam incluidos na modelagem.
Os autores podem ter sido influenciados por [6] no qual foi proposto um modelo habilitado
a tais inclusoes. Dado que este tipo de modelagem gera novos erros na estimagao para
passos futuros, a escolha, neste trabalho, foi a de nao considerar tais indices. Além disso,
a ideia é testar o funcionamento do Filtro de Kalman como preditor e sua eficiéncia em
contrapartida do método Chain Ladder. Sendo assim, "erros" de outras estimativas, como
os valores futuros do indice de inflacao, utilizados na modelagem poderiam interferir na

decisao.

6.2.2 A matriz de Parametros das Observacoes

Na equacao das observacoes 4.11, y; é descrito por um nivel mais um ruido de média
zero. A matriz de parametros X; é que determina a forma como o vetor de estados [(t)
descreve as observacoes dos sinistros medidos. Esta matriz deve ser parametrizada com
valores constantes, ou ainda com uma funcao deterministica que depende do tempo. Em

[12| os autores optam pela segunda op¢ao.

Essa func¢ao deterministica, que sera definida como ¢(d), representa o conhecimento a
priori do sistema fisico a ser estimado pelo modelo de Espago de Estados. Por se tratar
de uma funcao arbitriria, deve ser informada pelo atuario ou usuério do modelo no caso

da estimativa da provisao de IBNR.

De Jong & Zenwirth optaram por utilizar uma funcao da familia exponencial negativa.

o(d) = (d+ 1)) (6.8)
Nota-se que na equacao 6.8, d representa o "passo" de tempo de atraso no aviso do

sinistro em relacao a abertura do mesmo. J& v é um parametro da funcao a ser definido.

Na bordagem DJZ [12], os autores utilizam 7 = 1. Sendo assim a equacdo torna-se:

o(d) = (d+ 1)e=? (6.9)

O comportamento da equacao 6.9 ¢ mostrada na figura 6.1.
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Figura 6.1: Funcao ¢ escolhida em DJZ
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Segundo os autores, o uso da funcao ¢ se justifica, pois para cada ano de origem
w, os valores de ocorréncia de aviso dos sinistros decaem monotonicamente ou no caso
exponencialmente, conforme o desenvolvimento d do sinistro aumenta. No item 6.4.3 uma
discussao mais aprofundada sobre essa fungao é realizada, justificando a sua utilizacao.

A Abordagem DJZ referencia a fun¢ao ¢(d) como ¢4(t). Porém, ¢4(t) ndo depende do
tempo t e sim do tempo de atraso d. Ao tratar a fungao como ¢4(t), os autores desejaram

indicar a ordem do vetor ¢ que depende de t. A forma matricial da funcao é dada a seguir:

Po(t)
¢1(t)

¢;(t)

ba(t)

Salientando-se neste ponto que esta fungio ¢4(t) determinara se o filtro estara ca-
librado em relagao aos sinistros observados, ¢.e., o quanto os sinsitros estimados irao
"seguir" o modelo. Mais detalhes serao discutidos no capitulo 7.

Por fim, a matriz de parametros X;, que determina a forma como o vetor de esta-
dos descreve as observacgoes dos sinistros medidos, serd uma matriz diagonal, tendo sua

diagonal principal formada pelo vetor ¢(t).
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Por fim a equagao das observagoes estimadas ¢ dada pela forma matricial como

segue:

y(t) $ot) O - 0O - 0 by (t)
yt—l(t) 0 ¢1 (t) e 0 ... 0 bt—l(t)
I 550 0
R A R T P ANC N I O

Vale lembrar que na notacdo acima, ¢;(t) depende de t somente pela ordem do vetor
®(t), no entanto, substituindo d = ¢t — 1, o tempo de atraso d pode ser eliminado da

expressao, simplificando a notacao.

6.2.3 Estimativa do Vetor de Estados

O Filtro de Kalman é capaz de estimar o vetor de estados ((t) e a sua matriz de
covariancias C'. No entanto, é necessario definir antes as matrizes H; e GG; da equacao

4.12 que definem a transicao entre estados.

A Abordagem DJZ também é genérica quanto a este ponto. Lags, ou ainda atrasos de
tempo ¢ sao utilizados para definir o quao dependente dos estados anteriores é o estado
atual B;. Considerando B,(t) = [by(t), by_1(t), ...,b1(t)] de dimensodes t x 1, cada b,(t) da
equacao 4.12 ¢ dado por:

q

bi(t) =Y ajbi(t) + g (6.10)

Jj=1

Novamente neste trabalho, uma simplificacao ¢ feita na equacao 6.10. Tomando apenas
um lag, ou seja, para ¢ = 1 e a; = 1. E definindo ainda que nao ha nenhum multiplicador
no distarbio 7, ou seja, ¥ = 1. A equagao 6.10 se torna um Passeio Aleatério mostrado

na equacgao 6.11 a seguir:

be(t) = b1 (t) + 1 (6.11)

Seguindo o raciocinio anterior, a equacao 4.12, ou ainda a equagao dos estados pode

ser escrita na forma matricial como:
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_bt i _1...0...()__ ) '1'
¢(t) b (1)

bt—1<t) 1 0

by_o(t) 0

= +
0 1 0 o™

0
: Lo Lo 0

L n(t) 0 -~ 0 --- 11" - 0]

6.2.4 Matriz de Covariancia do Ruido das Observacgoes

Ao construir o vetor de observacoes y; a partir do Triangulo de Run-off fica facil notar?
que os valores de y; decrescem com o tempo. Desta forma, seus momentos dependem do
tempo de atraso d, portanto, o ruido das observacoes de y; nao pode ser considerado
Homocedastico (variancia constante).

Sendo assim, alguma funcao dependente do tempo deve ser estabelecida para que a

tendéncia Heterocedastica seja retirada da matriz de covariancia do ruido das observacoes.

6.2.5 Inicializagao Difusa do Filtro de Kalman

Ao iniciar o algoritimo do Filtro de Kalman é necessario especificar qual o valor inicial
do estado estocastico 3y(0) e de sua matriz de covariancia Cy(0). Uma vez que estes valores
teriam de ser definidos para um momento inicial anterior ao que os dados observados de
y1(1) se referem, ou ainda no ano de ocorréncia w = 0 nao observado, o que na prética
seria inviavel.

Na Abordagem DJZ, os autores citam no apéndice C' de seu trabalho um algoritmo

para a Inicializacao Difusa Exata (IDE) do Filtro de Kalman.

No entanto, segundo Pizzinga [29], a Inicializagdo Difusa Aproximada (IDA) ¢ uma
pratica bastante utilizada na inicializacao do Filtro de Kalman devido & sua facilidade
de implementacao e por obter resultados muito similares aos encontrados na Inicializa-
cao Difusa Exata do Filtro de Kalman. Optou-se, portanto, pela Inicializacao Difusa
Aproximada do Filtro de Kalman para assim simplificar o método.

Na Inicializagdo Difusa Aproximada, a fungao estocastica 5(0) é definida como zero e
a sua matriz de covariancia Cy(0) é inicializada com um valor tendendo ao infinito. No
caso, esta foi inicializada com Cy(0) = 10°.

Com o valor da matriz de covariancia alto, o Filtro "aprenda rapido", i.e. as estimativas

caminham no sentido das medidas e nao do modelo preconcebido.

2Esta discussdo sera aprofundada no item 6.4.3.
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6.3 Estimativa da Reserva de IBNR por EE e FK

Diferentemente da aplicagao classica do Filtro de Kalman, que estima o estado [(t)
com base na observacgao atual y(t), sem carregar toda a informacao historica, a Abordagem
DJZ estima a cada passo, todo o vetor 5(¢), que aumenta de tamanho conforme cada novo
periodo de calendario ocorre. No passo seguinte, o algoritmo leva todo o novo vetor para
a estimacao do proximo periodo. Ou seja, nenhuma informacao é descartada, pois o vetor
de parametros [(t) que possui dimensao ¢t X 1 aumentard de tamanho e tera dimensao
t+1x 1 para B(t + 1). Isto torna a estimativa do Filtro de Kalman eficiente no sentido
de estimar todos os estados para o calculo da diagonal seguinte g(t + 1).

Seguindo este raciocinio, para completar o Triangulo de Run-off seré preciso "avancar"
no tempo, ou seja, o algoritmo ird além do tempo t. No entanto, nao existem mais
dados observados para um tempo s > t. Sendo assim, o filtro nao terd mais "etapas de
atualizagao".

Como o objetivo é encontrar os valores que completem o Triangulo de Run-off e nao
valores de sinistros futuros que ainda nao ocorreram, o valor inicial estimado go(s) de §(s)
serd descartado a cada passo.

Sendo assim, y(s) terd uma dimensdo menor do que y(t). Considerando s =t + k,

y(s) tera dimensoes t — k x 1.
Jr(s)

glt+k)=9(s) = | Gl(s) (6.12)

| Us—1(s) |

Como nao ocorrerao novos valores de y(t), os estados §(t) permanecerao fixos tornando
a previsao deterministica e nao mais estocéastica.

Em seguida, utilizando o vetor de estados ((s) e sua matriz de covariancias C(s),
ambos calculados pelo Filtro de Kalman para o instante ¢, é possivel estimar o valor da

provisao de IBNR ¢(s) em cada instante de tempo s, sendo t < s < 2t — 1.
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6.4 O exemplo DJZ

6.4.1 Os dados DJZ

Como forma de ilustrar o modelo proposto em [12], os autores utilizam os dados da
tabela 6.1 que serao chamados a partir deste ponto de "dados DJZ". Estes por sua vez
foram obtidos de Benjamin (1977) [4] e se referem aos sinistros de uma seguradora do
Reino Unido referentes aos anos de 1970 até 1974. Os mesmos sao descritos em milhares

de Libras Esterlinas®.

Tabela 6.1: Dados DJZ

w/d 0 1 2 3 4
1 7535 6489 3117 1735 71,3
2 642,3 6484 249.7 206,5

3 7158 661,1 309,4

4 8416 862,6

5 968,8

Na tabela 6.1 foi propositalmente omitido o indice de inflagao, bem como o indice de
volume, pois estes dados nao serao utilizados neste trabalho, como mencionado no item
6.2.1.

A Abordagem DJZ utiliza a ordenagao pela diagonal explicada no item 3.2.4 da pagina
24. Sendo assim, a ordem dos dados DJZ sofrem uma alteracao ao serem guardados nos
vetores 1;. Esta ordem é mostrada abaixo, de forma a facilitar o entendimento, este

mesmo arranjo pode ser encontrado em [12] e [1].

y(1) = (753,5)

y(2) = (642,3;648,9)

y(3) = (715,8:648,4;311,7)

y(4) = (841,6;661,1;249.6;173,5)

y(5) = (968,8:862,6;309,4;206,5;71,3)

Os vetores descritos possuem dimensoes t X 1, ou seja, o tltimo vetor terd dimensao
5 x 1, com cinco linhas e uma coluna.
A figura 6.8 mostra os estados medidos, ou ainda, os sinistros ja ocorridos e separados

pelo periodo de ocorréncia.

3Moeda oficial do Reino Unido
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Figura 6.2: Sinstros observados da base DJZ
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6.4.2 Estimando a Provisao de IBNR pelo Método Chain Ladder
para os Dados DJZ
Utilizando o modelo de Chain Ladder, explicado no item 3.3 da pagina 25, foram
calculadas as estimativas das provisoes de IBNR para os dados DJZ.

A tabela com a provisao total da reserva estimada de IBNR pelo método Chain Ladder

é apresentada abaixo:

Tabela 6.2: Reserva de IBNR estimada pelo método Chain Ladder para os dados DJZ

Dados DJZ em Milhares de Libras
w/d 0 1 2 3 4

753,50 648,90 311,70 173,50 71,30
42,30 648,40 249,70 206,50 65,99
715,80 661,10 309,40 196,89 71,13
841,60 862,60 364,62 241,56 87,27
968,80 925,43 405,28 268,49 97,00

U W N~

A estimativa total das provisdes de IBNR encontrada pelo método Chain Ladder foi
de 2.723,67 milhares de libras esterlinas.
Este valor serve como referéncia para o resultado que seré estimado pelo método de

Espaco de Estados e Filtro de Kalman.
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6.4.3 Heterocedasticidade da base DJZ

A figura abaixo mostra a distribuicao e os momentos de primeira e segunda ordem

para y; no quinto ano de observacao.

Figura 6.3: Momentos DJZ ao longo do tempo
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Da figura 6.3 fica facil notar que tanto a média quanto a varidancia mudam ao longo
do tempo, ou seja, a hipotese de homocedasticidade nao pode ser considerada.
Jé& a figura 6.4 mostra a distribuicdo dos erros de 1, —;, na qual nota-se forte tendéncia

de crescimento ao longo do tempo.

Figura 6.4: Erros DJZ ao longo do tempo
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Por outro lado, ao multiplicar-se os dados do vetor ys da base DJZ pela funcao ¢(4)
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obtem-se uma funcao ajustada ys. O ajuste, na fungao ys, gera uma nova funcao que

mostra forte evidéncia de homocedasticidade necessaria ao modelo.
Figura 6.5: Erros DJZ ao longo do tempo - Sem tendéncia
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Os novos momentos da funcao ajustada y5 sao descritos na figura 6.6 da pagina 53.

Figura 6.6: Momentos DJZ ajustados ao longo do tempo
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O primeiro momento da nova func¢ao mostra uma menor tendéncia de decaimento em
relacdo ao tempo. Ja o segundo momento mostra um fraco indicio de estabilizacao ao
longo do tempo, em torno de um valor fixo o2.

Diante disso, fica evidente que algum ajuste na matriz de covariancia U(t) é necessario.

Segundo |2], é possivel ajustar U(t) como mostrado na equagao 6.13 abaixo:
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var(eq(t)|Yi-1) = o7 E[ya(t)|Yi-1] (6.13)

O que na pratica leva a expressao de U (t) ser escrita na forma de uma matriz diagonal

de dimensoes t x t com seus valores dados por:
U(t) = oyy(t) (6.14)
2

Sendo que o? ¢ a variancia homocedastica que deve ser estimada* para construir a

matriz de covariancia heterocedéastica U(t) das observagoes.

6.4.4 Estimativa dos Parametros Calculados pelo Filtro de Kal-

man para os Dados DJZ

Com base no que foi discutido até este ponto do trabalho, foi construida em MATLAB®
uma funcao SST contendo o Filtro de Kalman e a funcao de Verossimilhanca que deve ser
minimizada. Para isto a funcao SST deve ser passada como parametro da funcao fminunc
do MATLAB®.

O valor inicial dos parametros, também passados como parametro da funcao fminunc,
foi alterado arbitrariamente para se testar a eficiéncia da funcao perante a minimizacgao
da verossimilhanga.

A tabela com as variancias o7 e 7?7 estimadas pela minimizagdo da verossimilhanga

variando o valor inicial da fun¢ao fminunc ¢ mostrado abaixo:

Tabela 6.3: Parametros o? e n? para DJZ

Parametros o7 e 7 em Milhares de Libras

Chute Tnicial 10 20 30 40 50 60
o2 31,67 31,67 31,67 31,67 31,67 31,67
n? 12098,85 12098,84 12098,85 12098,90 12098,85 12098,85

O "chute" inicial consiste em ajustar os parametros ¢ = [0%;%?] de forma que possa
ser testada a eficiéncia da funcao fminunc em encontrar o minimo global da funcao de
verossimilhanca. Fica claro pela tabela que a funcao ficou estavel diante dos parametros

iniciais testados e o minimo local foi encontrado.

4Pela Méaximo Verossimilhanca em conjunto com um método de otimizacdo.
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A figura 6.7 mostra o comportamento da minimizagao da verossimilhanga para cada

um dos valores inicial dos parametros o7 e n? testados.

Figura 6.7: Minimizagao dos parametros o2 e n? para DJZ
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6.4.5 A provisao de IBNR calculada pelo Filtro de Kalman em

DJZ

Com os parametros o2 e n? calculados pelo Filtro de Kalman da funcao SST foi possivel

estimar a provisao de IBNR para os dados DJZ.

A tabela 6.4 representa o Tridngulo de Run-off completo, contendo tanto os dados

observados como os calculados, e € mostrada abaixo:

Tabela 6.4: Dados DJZ em Milhares de Libras calculado por SST

Dados DJZ em Milhares de Libras

w/d 0 1
1 753,50 648,90
2 642,30 648,40
3 715,80 661,10
4 841,60 862,60
5 068,80 687,19

2 3 4
311,70 173,50 71,30
249,70 206,50 70,44
309,40 161,49 74,26
367,11 180,07 82,80
379,20 186,00 85,53
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A comparagao das provisoes de IBNR para os dados de DJZ calculadas pelos dois

métodos é mostrada na tabela 6.5:

Tabela 6.5: Resultados dos dados DJZ

IBNR Total  Desv. Padrao
Espaco de Estados 2.274,09 120,55
Chain Ladder 2.723,67

A estimativa de provisao total das reservas de IBNR foi menor do que para o método
Chain Ladder.

Na figura 6.8 é possivel visualizar os sinistros ocorridos, apresentados na tabela 6.1,
juntamente com o tltimo y(t) estimado pelo Filtro de Kalman e que serd utilizado na
estimacao. Este aparece em destaque pela linha tracejada negra e se ajusta perfeitamente

aos sinistros ja ocorridos.

Figura 6.8: Sinistros da base DJZ e y(t) estimado
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A figura 6.9 mostra os sinistros ocorridos, juntamente com os estimados pelo modelo
de Espaco de Estados e Filtro de Kalman, ou seja, o Triangulo de Run-off completo da
tabela 6.4.

Fica claro na figura 6.9 que o modelo de Espaco de Estados e Filtro de Kalman se
ajustou ao Triangulo de Run-off dos dados DJZ mostrando que o modelo pode ser usado

como um estimador da provisao de IBNR.
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Figura 6.9: Dados DJZ - Triangulo de Run-off completo

Funcdes de Estado Completas

Valor do Sinistro pago e estimado

Na verdade, como a projecao é deterministica, os dados do Triangulo de Run-off
representados por g(s) serdo definidos por y(t).

Como a base com os dados DJZ s6 possui cinco passos de tempo, esta se torna pequena
para estimar os dados e ainda reservar alguma "diagonal" para se averiguar a eficacia do
modelo com dados reais. Ficando, portanto, a critério da empresa seguradora escolher
qual o método a ser utilizado para o calculo das provisoes de IBNR, se o Chain Ladder

que foi mais conservador ou o modelo de Espaco de Estados e Filtro de Kalman.



Capitulo 7

Estimativa de IBNR, um Caso

Brasileiro

No capitulo 6 foram estimadas as reservas de provisao de IBNR com base nos sinistros
de uma seguradora do Reino Unido. Estes sinistros, chamados aqui de dados DJZ, foram
obitidos do trabalho original de De Jong & Zenwirth. Para o célculo destas provisoes
foram utilizados dois métodos, o Chain Ladder e um modelo de Espago de Estados e
Filtro de Kalman que foi especificado e descrito no mesmo capitulo.

Nesta parte do trabalho serao utilizadas estas mesmas técnicas e premissas para es-
timar a reserva de IBNR de uma carteira de seguros de um produto pertencente a um

ramo Nao Vida utilizando os dados reais de uma seguradora brasileira.

7.1 Os Dados SBR

Neste estudo serao utilizados dados reais de uma grande seguradora brasileira para
um ramo Nao Vida. A partir deste ponto estes dados serao referenciados como "dados
SBR".

Cada ramo de seguro pode apresentar comportamentos muito diferentes no que tange a
abertura de seus sinistros. Ramos Nao Vida costumeiramente apresentam "caudas curtas"
quando comparados aos demais ramos, excluindo-se claro, os casos de sinistros judiciais.

Classicamente a provisao de reservas de IBNR pode ser dividida em duas componentes,

correspondendo aos dois tipos de atrasos que ocorrem nas empresas seguradoras.

1 IBNR (Incurred But Not Reported) reservas referentes a sinistros que ocorreram,

mas s6 foram avisadas apos a data do ocorrido.

2 IBNER (Incurred But Not Enough Reported) reservas referentes a sinistros IBNR

que foram avisadas e mesmo apo6s o aviso, o valor contabilizado pode ser alterado.
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Assim como em De Jong & Zenwirth[12], este trabalho nao realizou a separacao destas
duas componentes. Sendo assim, para efeito de simplificacao todos os calculos e anélises
deste capitulo serao realizados com a soma das duas componentes tomadas simplesmente
como IBNR.

Considerar o IBNER como IBNR é uma simplificacao que pode acarretar alguns pro-
blemas, pois diferentes seguradoras podem apresentar diferencas significativas no desenvol-
vimento de seus sinistros, mesmo para ramos de seguros iguais. Processos mal desenhados
e falhas operacionais podem provocar aberturas equivocadas de sinistros que posterior-
mente sao recusados. Causando assim, grandes estornos que prejudicam o decaimento dos
avisos, criando vales e até mesmo "sinistros negativos".

Quebras estruturais como as causadas por aspectos macroeconémicos podem afetar
a receita da empresa seguradora, influenciando na politica de pagamento dos sinistros.
Estes tipos de mudancas também afetam de forma significativa o comportamento dos
desenvolvimentos dos sinistros.

Em mercados menos "maduros" como o Brasil, pode ocorrer uma discussao maior
sobre a cobertura da apoélice e o montante a ser pago em caso do sinistro. Podem ainda
haver processos diferentes entre seguradoras e a qualidade destes processos alteram o
comportamento das provisoes. Exemplificando, uma seguradora pode optar por abrir
seus sinistros no momento do aviso através de um valor fixo ou um percentual do valor
do bem segurado. Ja outra pode optar por obter maiores detalhes sobre o sinistro e
utilizar tabelas para contabiliza-lo entre outras tantas situacoes que afetam o fluxo das
contabilizacoes e, portanto, das provisoes que vierem a utilizar estes dados.

Os pontos levantados acima, sem duvida, afetam a informacao que sera utilizada
na modelagem da reserva de IBNR. Os dados SBR nao sao uma excecao. Estes foram
coletados mensalmente de uma carteira de seguros ja maturada dentre os meses de abril
de 2012 a julho de 2013. A informacao anterior a este periodo sofreu falhas severas de
processo e foi desconsiderada.

A seguir na tabela 7.1 sao mostrados os dados SBR em milhares de reais:

Tabela 7.1: Dados SBR - Milhares de Reais

Dados SBR em Milhares de Reais

w/d 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 1475,33 190,11 600,63 695,47 200,14 174,43 90,74 59,25 17,10 21,25 71,77 21,56 8,95 17,56 14,11
2 1164,67 247,87 448,87 333,44 103,16 125,80 73,96 38,40 15,11 61,43 15,39 15,51 11,05 8,31 15,00
3 1522,17 236,47 775,35 264,99 179,16 245,78 64,97 35,40 60,30 16,84 22,99 14,96 11,26 5,69
4 1059,67 451,22 536,37 381,75 121,02 109,16 50,91 61,57 8,02 49,74 11,33 10,21 9,51
5 1240,37 94,31 487,93 282,13 244,65 102,22 79,85 20,71 43,81 13,37 23,24 6,25
6 1081,75 223,58 458,64 223,00 198,59 60,67 28,24 59,96 22,77 49,21 13,98
7 1092,19 112,31 270,58 538,30 223,10 42,23 60,60 31,91 67,14 14,98
8 1160,82 88,77 304,95 363,73 -136,66 71,78 52,22 69,52 43,24
9 1092,32 -2,03 247,96 -19,84 304,08 78,93 107,91 38,98

10 1003,94 203,07 87,47 286,94 243,64 66,61 104,64
11 457,21 90,44 438,93 401,16 443,37 170,54

12 630,17 59,72 308,31 213,21 291,67

13 1071,93 216,93 315,03 287,74

14 983,01 148,67 121,05

15 1152,92 -63,07

16 1062,68

15
11,49

Os dados da tabela 7.1 mostrados acima englobam todos os sinistros abertos e efeti-

vamente pagos. Estao inclusos tanto os sinistros que foram abertos e pagos até a data
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de aviso conhecidos como IBNR real e os que sofreram correcoes nos valores ao longo do

tempo de atraso d apés terem sido avisados, conhecidos como IBNER.

Figura 7.1: Sinistros ja observados para os dados SBR

Sinistros observados para os dados SBR

Valor do Sinistro pago

-200 i i |
0 5 10 15

Tempo (d)

Na figura 7.1 é mostrado o comportamento dos dados SBR, cujo valores foram mos-
trados na tabela 7.1, dispostos por ano de ocorréncia w e cada linha é representada por

wy, conforme apontado pela legenda.

Dois pontos relevantes podem ser notados na figura 7.1. O primeiro refere-se a dife-
renca entre as linhas do gréafico ou ainda os periodos de ocorréncia dos sinistros, indicando
uma forte evidéncia de sazonalidade. O segundo refere-se aos valores negativos que sao
mostrados em vermelho na tabela 7.1. Estes ocorrem pois o sinistro apurado no periodo
foi menor do que os estornos ocorridos em relacao aos lancamentos ocorridos no periodo

anterior.
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7.2 Estimativa pelo Método Chain Ladder para os Da-
dos SBR

Como realizado no capitulo 6, utilizando o modelo de Chain Ladder foram calculadas
as estimativas das provisoes de IBNR para os dados SBR.

A estimativa total das provisoes de IBNR encontrada pelo método Chain Ladder foi
de 4,64865 milhoes de reais.

A tabela A.1 com a provisao total da reserva estimada de IBNR pelo método Chain

Ladder & apresentada no apéndice A.

7.3 Estimativa dos Parametros Calculados pelo Filtro
de Kalman para os Dados SBR

Os mesmos passos realizados no capitulo 6 foram realizados nesta etapa para estimar
os parametros do vetor ¢, = [¢;1?] pela minimizacio da verossimilhanca.

O valor inicial dos parametros passados para a funcao fminunc foram alterados arbi-
trariamente para testar a eficiéncia da funcao de otimizacao.

Em um primeiro momento, o valor de 1), foi determinado em 1, = [1.000;1.000]’, ou
seja, um milhao de reais. O resultado foi inesperado, pois a funcao de otimizacao retornou
variancias "negativas".

A tabela com as variancias o? e n? estimadas pela minimizagido da verossimilhanga

variando a quantidade de meses utilizados é mostrado abaixo:

Tabela 7.2: Resultados dos parametros o7 e n? calculados pelo Filtro de Kalman sem
critério de parada

Parametros Uf e 773
t 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
o 97,56 -3,07 159,82 1000,00 185,85 1000,00 885,77 0,29 352,17 510,64 757,16 1007,17
n  5353,91 1002,28 7880,22 1000,00 12450,78 1000,00  -7171,03 1094,56  -1460,84  -3088,13  -5293,18 -9579,29

A falha na otimizacao ficou nitida, pois nao existem variancias "negativas". O que
ocorre é que fminunc ¢ uma funcao unconstrained, ou seja, nao possui critério de parada.
Assim, uma limitacdo deve ser criada de forma que valores negativos nao possam ser
utilizados. Outro ponto que vale ressaltar é o de que o "chute" em 1.000 nao funcionou
bem, pois no periodo de oito meses e de dez meses nao houve minimizacao.

No trabalho de Christensen et. al.[10], uma série de adaptagoes sao citadas para
resolver este tipo de situacao. Sendo assim, duas mudancas foram realizadas. A primeira,
foi a de incluir uma limitagdo no cédigo da funcao SST, garantindo que os parametros

iniciais sao da forma 1; = log(e¥t). Isto faz com que a minimizacdo pare sem utilizar
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valores negativos. A segunda, foi a de definir o valor inicial para dez milhdes de reais, ou
Yy = [10.000; 10.000}', lembrando que os dados da base SBR foram divididos por mil.

Os valores encontrados na nova estimagao sao mostrados na tabela 7.3.

Tabela 7.3: Resultados dos parametros o7 e n? calculados pelo Filtro de Kalman com
critério de parada

Parametros o7 e 13

t 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
o 97,56 185,99 159,82 247,17 185,85 254,44  1054,05 463,66 469,28 765,19 1372,20  2789,93
n  5353,91 53066,33  7880,22  4842,50  12450,77  14365,94 0,00 8913,54 0,00 0,00 0,00 9181,42

O resultado da nova estimacao foi bem melhor que o anterior, por fazer mais sentido
em relagao ao esperado para as variancias. Porém, para alguns meses, o valor de n? foi
Z€r0.

Se ¢ ¢ muito grande em relagdo a n?, ou ainda, o ruido de medida ¢ muito maior
que o ruido do estado, o Filtro de Kalman acompanha a matriz X (¢), ou seja, o modelo
deterministico definido no item 6.2.2, e filtra tudo. Abandonando assim, as medidas que
nao sao considerados confidveis. Ja se o ruido do processo estocastico é muito maior que
o ruido da medida, entao o modelo é abandonado e somente as medidas sao consideradas.

Com base nisso, foi criada uma recursividade no algoritmo que "otimiza" a minimiza-
¢do das estimativas. O valor inicial de 1, foi estipulado ser 1, = [10.000;10.000]. Caso
o valor de n? encontrado fosse zero, o algoritmo reinicializa e um novo ¥; é determinado
em 1); = [1.000;30.000] . Isto leva a minimizacdo inicializar em valores que acompanhem
as medidas em detrimento do modelo.

O novo resultado é mostrado na tabela 7.4 abaixo:

Tabela 7.4: Resultados dos parametros o2 e n? calculados pelo Filtro de Kalman otimizado

a 2 2
Parametros o; e n;

t 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
o 97,56 185,99 159,82 247,17 185,85 254,44 1.531,83 463,66 780,73 765,19 2.220,94 2.789,93
n 5.353,91 53.066,33 7.880,22 4.842,49 12.450,78 14.365,93 0.00 8.913,54 0,00 0,00 0,00 9181,42

As variancias encontradas nao sao provavelmente as melhores, pois, o método de oti-
mizacao nao garante o minimo global e sim o local. No entanto, este resultado ja é o

suficiente para realizar o calculo da reserva de IBNR.

7.3.1 Normalidade dos Residuos da Estimacao

Como comentado no item 5.1.2, para que o ganho de Kalman seja 6timo é necessério
que a distribui¢ao dos residuos v(t) das observagoes seja uma Normal.

Aplicando a estatistica de Jarque-Bera para os residuos de cada peiodo de tempo t,
estimados pelo Filtro de Kalman foi possivel identificar quando o ganho de Kalman obtido

foi 6timo.
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Nas figuras 7.2 e 7.3 sao mostrados os resultados da estatistica de Jarque-Bera aplicada
aos residuos v; das medidas obtidos pelo Filtro de Kalman. Estes serao importantes para

um maior entendimento dos resultados obtidos e mostrados no item 7.3.2.

Figura 7.2: Estatistica de Jarque-Bera para os dados SBR com 5 <t < 10

Normalidade aceita Normalidade aceita
2
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Figura 7.3: Estatistica de Jarque-Bera para os dados SBR com 11 <t < 16
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7.3.2 Resultados da provisao de IBNR calculada pelo Filtro de

Kalman

Com os parametros o? e n? calculados pelo Filtro de Kalman foi possivel estimar a

provisao de IBNR para os dados SBR.

Como foram estimados os valores de provisao para cada um dos periodos disponiveis a
partir do quinto més observado, varias estimativas foram calculadas. Os valores de cada
uma destas estimativas podem ser conferidos tanto para o método Chain Ladder quanto
para o modelo de Espaco de Estados e Filtro de Kalman na tabelas 7.8.

A seguir, o comportamento dos sinistros observados e dos estimados é mostrado nas

figuras de 7.4 a 7.9 para os periodos de onze a dezesseis meses.

Triangulo com onze meses observados

A figura 7.4 mostra o desenvolvimento dos sinistros observados, bem como suas esti-

mativas calculadas, para o décimo primeiro meés, e é mostrada abaixo:

Figura 7.4: Sinistros da base SBR com onze meses e §(t) estimado

Vetores de observagio yit) da base SBR

Valor do Sinistro pago

—E—W10

—E—WM

Valor do Sinistro pago e estimado

Lembrando que a hipétese de Normalidade foi rejeitada pela estatistica de Jarque-Bera
para a estimativa da provisao de IBNR para o Triangulo de Run-off com onze meses. Vale
observar que a linha negra tracejada representando g(11) calculado pelo Filtro de Kalman

se distanciou bastante das medidas no primeiro periodo de atraso, ou ainda d = 1.
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Triangulo com doze meses observados

A figura 7.5 mostra o desenvolvimento dos sinistros observados, bem como suas esti-

mativas calculadas, para o décimo segundo més, e é mostrada abaixo:

Figura 7.5: Sinistros da base SBR com doze meses e §(t) estimado

Valor do Sinistro pago

5 8— W,
R RS R e < ram Wl W
I \ i Tl
4 6 8 10| —8—W; 12

Time (d) —a—w,

Vetores de observagéo y(t) da base SBR completos
S ———— e | g

Valor do Sinistro pago e estimado

Para o Triangulo de Run-off com doze meses, a hipotese de Normalidade foi aceita
pela estatistica de Jarque-Bera para os residuos das observagoes v(t) obtidos pelo Filtro
de Kalman. Diferentemente do que ocorreu para a estimativa em onze meses, §(12) ndo se
distanciou tanto das medidas observadas para o primeiro periodo de atraso. Para o atraso
zero, o valor estimado para go(12) ficou muito proximo do tltimo periodo observado. Isto
também se opoe ao que ocorreu na estimaticao do Triangulo de Run-off para o periodo

onze, como mostrado na figura 7.4.



Capitulo 7. Estimativa de IBNR, um Caso Brasileiro 66

Triangulo com treze meses observados

A figura 7.6 mostra o desenvolvimento dos sinistros observados, bem como suas esti-

mativas calculadas, para o décimo terceiro més, e é mostrada abaixo:

Figura 7.6: Sinistros da base SBR com treze meses e y(t) estimado

Valor do Sinistro pago

Valor do Sinistro pago e estimado

Time (d)

Assim como o Triangulo de Run-off com onze meses, a hipdtese de Normalidade foi
rejeitada pela estatistica de Jarque-Bera para a estimativa da provisao de IBNR para
o Triangulo de Run-off com treze meses. A linha negra tracejada, representando ¢(13)
calculado pelo Filtro de Kalman, distanciou-se bastante das medidas no primeiro periodo
de atraso, ou ainda d = 1. Isto mostra uma evidéncia de que as estimativas descartaram

as observagoes e seguiram o modelo deterministico ¢(t) explicado no item 6.2.2.
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Triangulo com quatorze meses observados

A figura 7.7 mostra o desenvolvimento dos sinistros observados, bem como suas esti-

mativas calculadas, para o décimo quarto més, e ¢ mostrada abaixo:

Figura 7.7: Sinistros da base SBR com quatorze meses e y(t) estimado

Vetores de observacio y(t) da base SBR

Valor do Sinistro pago

Time (d) —a—W,

Yalor do Sinistro pago e estimado

Para o Triangulo de Run-off com quatorze meses mostrado na figura 7.7, ocorreu o
mesmo processo de estimagao ocorrido para o Triangulo de Run-off com treze meses. A
hipotese de Normalidade foi rejeitada pela estatistica de Jarque-Bera para a estimativa da
provisao de IBNR. E a linha negra tracejada, representando ¢(14), distanciou-se bastante

das medidas no primeiro periodo de atraso, ou ainda d = 1.
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Triangulo com quinze meses observados

A figura 7.8 mostra o desenvolvimento dos sinistros observados, bem como suas esti-

mativas calculadas, para o décimo quinto més, e é mostrada abaixo:

Figura 7.8: Sinistros da base SBR com quinze meses e ¢(t) estimado

Vetores de observagio y(t) da base SBR

Valor do Sinistro pago

Time (d)

Vetores de observagio y(t) da base SBR completos

Valor do Sinistro pago e estimado

Time (d)

O mesmo processo de estimagao ocorrido para o Triangulo de Run-off com treze
meses e quatorze meses ocorreu para o Triangulo de Run-off com quinze meses mostrado
na figura 7.8. Todos os trés periodos tiveram a hipotese de Normalidade rejeitada pela
estatistica de Jarque-Bera para a estimativa da provisao de IBNR. E todos os trés tiveram
a estimativa de ¢(t), representado pela linha negra tracejada, distanciou-se bastante das
medidas no primeiro periodo de atraso, ou ainda d = 1. Pela definicao do Filtro de
Kalman, estas estimativas nao obtiveram o ganho 6timo de Kalman, mas sim um ganho

otimo linear.
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Triangulo com dezesseis meses observados

Os resultados para dezesseis meses do Triangulo de Run-off sao mostrados na figura

7.9 abaixo:

Figura 7.9: Sinistros da base SBR com dezesseis meses e y(t) estimado
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A tabela 7.5 mostra o total, bem como a soma da primeira diagonal, da reserva de
IBNR estimada para o décimo sexto més utilizando ambos os métodos Chain Ladder e o

modelo de Espaco de Estados e Filtro de Kalman, e é mostrada abaixo:

Tabela 7.5: Resultados dos dados SBR

IBNR Total  Primeira Diagonal
Espaco de Estados 3.387,95 1.784,16
Chain Ladder 4.648,65 1.222,01

A tabela B.1 representa o Triangulo de Run-off completo, contendo tanto os dados

observados como os calculados, e é mostrada no apéndice B.
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Figura 7.10: Primeira diagonal estimada para a base SBR com dezesseis meses
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A figura 7.10 mostra o comportamento da primeira diagonal obtida nas estimagcoes
utilizando ambos os métodos Chain Ladder ¢ o modelo de Espacgo de Estados e Filtro de
Kalman. E clara a diferenca entre os resultados obtidos pelos dois métodos de estimacao.

Enquanto o método Chain Ladder simula um calombo no primeiro periodo de atraso,

o modelo de Espaco de Estados e Filtro de Kalman segue a fungao deterministica ¢(t)
explicada no item 6.2.2 da pagina 45.
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7.4. Erros de estimagao

7.4 Erros de estimacao
Como uma forma de definir qual o modelo mais adequado para o calculo da provisao
de IBNR, se o método Chain Ladder ou o modelo de Espaco de Estados e Filtro de Kal-
man especificado, o ideal seria comparar os dados estimados aos dados reais observados.
Infelizmente a base de dados SBR nao é grande o bastante para fornecer informacao su-
ficiente para estimar os dados do Triangulo de Run-off completo e ainda assim, realizar
um Backtest' comparando os valores estimados e os observados em momentos futuros.
No entanto, comparar o resultado da primeira diagonal calculada é possivel para alguns

passos de tempo.
O resultado desta comparacao ¢ mostrado em seguida na figura 7.11 e 7.12 além das
tabelas 7.6 e 7.7. Os valores obitidos s@o mostrados tanto em nimeros que representam

a soma da diagonal encontrada em cada um dos métodos, além do valor real, como na
forma de erro percentual, em relacao ao valor real observado no periodo seguinte.

Figura 7.11: Valores da primeira diagonal estimados para os dados SBR - R$/Mil
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A tabela 7.6 com os valores calculados para a primeira diagonal estimada pelo método
Chain Ladder e pelo modelo de Espaco de Estados e Filtro de Kalman é mostrada em

seguida:
! Backtest é um termo largamente empregado na Estatistica e representa o teste usual aplicado aos

modelos especificados utilizando dados reais, como uma forma de validé-los.
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Tabela 7.6: Valores da primeira diagonal estimados para os dados SBR - R$/Mil
Primeira diagonal para os dados SBR em Milhares de Reais
t 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
IBNR Real diagl 1173,27 1488,96 1353,09 1056,63 1264,69 1433,44 174,40 1423,02 1424,16 1547,81 1071,70
IBNR SST diagl 1869,87 1168,71 1635,29 1812,74 1081,49 956,34 2216,41 1117,75 2216,82 2216,87 2216,89
IBNR CL diagl 1617,45 1389,78 1420,81 1403,06 1293,38 1229,61 1229,26 874,99 963,89 1162,81 1275,09

Figura 7.12: Erros percentuais da primeira diagonal estimada para os dados SBR

Erros do total estimado para reserva de IBNR
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A tabela 7.7 com os erros percentuais referentes aos valores calculados para a primeira

diagonal estimada pelo método Chain Ladder e pelo modelo de Espaco de Estados e Filtro

de Kalman e os dados reais observados no préximo periodo, é mostrada abaixo:

Tabela 7.7: Erros percentuais da primeira diagonal estimada para os dados SBR

Erros percentuais da primeira diagonal para os dados SBR

t 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Erro SST 59%  -22% 21% 2%  -14%  -33% 1.1711%  -21% 56% 43% 107%
Erro CL 38% -7T% 5% 33% 2%  -14% 605%  -39% -32% -25% 19%

No décimo primeiro més h& uma clara ruptura no valor do sinistro observado. Isto

causa um grande erro na estimativa, tanto do método Chain Ladder quanto do modelo
de Espaco de Estados e Filtro de Kalman.
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Figura 7.13: Valores totais estimados para os dados SBR - R$/M:il
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A tabela 7.8 com os valores totais estimados para a reserva de IBNR mostrados na

figura 7.13 é dada abaixo:

Tabela 7.8: Valores totais estimados para os dados SBR - R$/M:il
Estimativa de IBNR para os dados SBR em Milhares de Reais
t 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
IBNR SST 3269,13 2116,04 3079,47 3467,00 2071,86 1837,76 4291,86 2159,78 4296,53 4297,14 4297,39 3387,95
IBNR CL 3787,68 3520,05 3853,26 4120,38 3840,24 3730,66 3826,81 2827,49 3523,83 4128,24 4739,06 4648,65

O modelo de Espaco de Estados e Filtro de Kalman retorna uma estimativa da reserva

de IBNR que oscila muito ao longo do tempo. Isto é uma desvantagem muito grande para

modelos de IBNR, uma vez que estes valores devem ser contabilizados e a oscilagao pode

causar um impacto significativo na decisao de qual método a empresa seguradora ira

utilizar.



Capitulo 8

Conclusoes e Futuros trabalhos

8.1 Conclusoes

Neste trabalho buscou-se calcular a reserva de provisao dos sinistros do tipo IBNR
de uma grande seguradora brasileira, aqui chamados de "dados SBR". Testando desta
forma, a eficiéncia do modelo de Espaco de Estados proposto por De Jong & Zenwirth
com dados nao necessariamente bem comportados, como é o caso dos dados SBR.

Com o objetivo de ilustrar a aplicacdo da metodologia apresentada, primeiro foi calcu-
lada a reserva de provisao dos sinistros IBNR para os dados DJZ fornecidos por De Jong
& Zenwirth[12]. Para o célculo, foi utilizado um modelo de Espago de Estados e Filtro de
Kalman e em contrapartida, o método Chain Ladder. Os dados DJZ sao estaveis e nao
apresentam valores negativos, o que os tornam particularmente atraentes para comparar
diversos métodos, tornando o trabalho mais didatico.

A estimativa das reservas de IBNR, que foram explicadas no capitulo 3, apresentam
peculiaridades que possibilitam uma grande gama de métodos a serem utilizados. A
pratica atuarial possibilita que o método mais adequado seja escolhido para cada conjunto
de dados.

Conhecer o comportamento da informacao disponivel é 1til na hora de organizar os
dados na forma de Espaco de Estados. De Jong & Zenwirth ja tiveram esta preocupacao
em seu trabalho[12], no entanto, cada caso pode merecer um tratamento especial para
obter um melhor modelo. Se o problema nao for bem colocado, o modelo nao iré descrever
0 que os sinistros observados mostram, fazendo com que o filtro fique instavel.

Este provavelmente foi o ponto que ocorreu com os dados SBR. Ao ocorrerem mudancas
nas novas informagoes, o algoritmo nao foi capaz de estimar as variancias do vetor ¢;. O
que levou a obtencao de somente minimos locais, o que tornaram o modelo de Espaco de
Estados nao Gaussiano. Isto faz com que o ganho de Kalman nao seja 6timo e o modelo
se resuma a uma regressao linear.

A baixa quantidade de dados dificulta na hora de concluir qual o melhor modelo esco-
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lher. Todavia, o Filtro de Kalman nao se mostrou estavel o bastante para ser considerado
um método melhor que o Chain Ladder, apesar dos resultados terem apresentado valores
proximos aos reais na maior parte dos periodos estimados.

Outro ponto relevante se refere ao fato do Filtro de Kalman ser muito sensivel as
parametrizacoes. Isto o torna uma ferramenta instavel, caso o modelo de Espaco de
Estados nao seja corretamente parametrizado. Ponto de atencao, dado que na literatura
consultada, nao ha uninamidade quanto aos parametros de inicializacao do filtro que
devam ser utilizados. Qualquer parametrizacao pode ser adotada o que torna o método
dificil de ser utilizado para uma seguradora que possua uma carteira de muitos produtos
de seguros que precisem ser calculados separadamente. O modelo utilizado mostrou-se
mais complexo que o célculo do IBNR pelo método Chain Ladder detalhado por Mack [25]
aceito como a solucao basica para o calculo de IBNR pelas areas atuariais. Isto dificulta

que empresas seguradoras venha a utiliza-lo no futuro.

8.2 Extensoes

Neste trabalho foi possivel utilizar o modelo de Espaco de Estados e Filtro de Kalman
proposto por De Jong & Zenwirth para os dados de uma seguradora brasileira. No entanto,
o modelo apresentou instabilidade e algumas sugestoes de trabalhos futuros que corrijam

os pontos discutidos sao apresentados a seguir:

1 Testar outro método numérico para maximizar a verossimilhanca em contrapartida

ao BFSG para encontrar o vetor de parametros ¢y;

2 Buscar técnicas alternativas & maximizacao da verossimilhanca como de Monte

Carlo, para encontrar o vetor de parametros ;;

3 Modificar a func@o do comportamento da matriz X; proposta por De Jong &

Zenwirth, como explicado no item 6.2.2 da pagina 45;

4 Realizar a estimativa separadamente para os sinistros do tipo IBNR e IBNER como
o trabalho de Liu & Verrall [24].

Os itens acima focam, principalmente, em mudancas no método para maximizar a
verossimilhanca, pois este foi o ponto que causou maiores problemas nas estimativas.
Outras extensoes também sao sugeridas, como aumentar os lags na matriz de parametros
H;, e ainda comparar a abordagem utilizado o Filtro de Kalman como sugerido no trabalho
de De Jong & Zenwirth [12], incluindo os indices de inflagao e indices de volume de vendas,

com o método Bornhuetter-Ferguson|6].
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Apéndice A

Resultados para o método Chawn

Ladder para os dados SBR

A tabela A.1 representa o Triangulo de Run-off completo, contendo tanto os dados
observados como os estimados pelo método Chain Ladder.
Pode-se comparar cada um dos termos calculados, com os estimados pelo modelo de

Espaco de Estados e Filtro de Kalman mostrados na tabela B.1 do apéndice B.
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Apéndice B

Resultados para o modelo de Espaco de

Estados e Filtro de Kalman para os

dados SBR

A tabela B.1 representa o Triangulo de Run-off completo, contendo tanto os dados
observados como os estimados pelo modelo de Espaco de Estados e Filtro de Kalman.
Pode-se comparar cada um dos termos calculados, com os estimados pelo método

Chain Ladder mostrados na tabela A.1 do apéndice A.



83

10°0
10°0
100
100
10°0
10°0
10°0
100
100
10°0
10°0
10°0
100
100
100
67 11
¢l

10°0
10°0
10°0
100
10°0
10°0
200
20’0
z0'0
200
200
200
20’0
z0'0
00°CT
AN
il

700
700
70°0
70°0
700
700
700
70°0
70°0
700
700
700
700
69°G
1€°8
9¢°L1
¢l

600
600
60°0
600
600
01°0
01°0
0T°0
0T°0
01°0
01°0
110
166
9z'11
G011
G6‘S
el

€20
€z'0
¢z'0
720
¥¢'0
¥¢'0
¥2'0
¢z
ez
920
920
cz'9
12°0T
9611
16eT
9¢°1¢
A

8¢‘0
8¢‘0
8¢‘0
6S°0
650
090
19°0
290
€90
79°0
86°CT
Ve'Ce
ceTT
66°GC
6gCT
LU
01

Sl
Sl
T
a1
91
STl
0G°'T
ea'1
ag'1
8671
12'6¥
Le'¢1
V.6
78°9T
¢v'19
Ce'1e
6

0c‘e
16°¢
ea'e
7C'e
LG°¢
c9‘e
L9°¢
¢l'e
VTSV
71°29
LL°GC
I8°¢h
20's
0£°09
TT°CT
WA
8

9%'S
LV'8
0S'S
cc'g
€9'8
vL'S
18°S
86°8¢
2g'69
16°1¢
9665
1,02
1619
07'cg
07°8¢
CZ'6S
L

€1'0¢
¥1°02
12°02
ce'0e
€G6'0¢
6.°0¢
79701
16°20T
s
09°09
VG 'S¢
cR6L
1605
L6779
96°CL
7,06
9

06°0F
£6°9F
60° LY
INA%
a8 Ly
¥G'0LL
19°99
£6°8.
8L'TL
ce'ey
2909
eardili
91°60T
81T
08°czT
HPLL
¢

¥¢'901
2901
89°901T
6¢°20T
L9°16¢
LE'CTY
V9'¢he
80°F0¢
99°9¢T-
01°€2e
6S°861
C9‘F¥C
20°'121
9T'6.LT
9T°¢0T
¥1°00¢
%

€0'1€T
0G'1€¢
86'1¢C
7.')8¢
1¢°€1%
91°10¥
76'98¢
78'61-
€1'¢9¢
0£'8¢S
00°€2e
€1°28¢
¢)18¢
66798
T'ees
L¥'C69
¢

10°TLY
ce1LY
c0'121
€0‘eTg
1£°80¢
€6°8ET
LV'18
96°L¥¢C
C6°F0¢
8¢‘0L%
79'8G¥
€6°L8F
1£'9¢¢
cecLl,
L8°SF¥
£9°009
é

9¢°¢e8
10°€9-
L9°8TT
¢6°91¢
¢L'6¢
¥¥'06
L0°€02
€0z
1188
1€°C11
8CCTT
176
e 1eY
LV'9¢C
18°1¥¢
11061
I

89°2901
Z6CSTT
10°¢86
¢6'TL0T
L1°0€9
1¢°LSY
76°€00T
ze'z601
Z8°09T1
61°2601
¢L 1801
LE'0per
L9'6S01T
JANA4S
LOFOTT
S Aal
0

SO~ AN M <0 ©
™ o~~~ o~

— AN <0 © I~ 0

<
\
E

STROY 9P SoIey[I\ Wo YgS sopep so ered ojoidwod ffo-uny op o[ndueL],

2N/ $Y urwWRY] op 0131 @ sopelsy ap odedsy op o[epouwr o[od BpeRUI)Se BAISSYY - YE[S SOpe(] :['d ®[eqR],



	Introdução
	Objetivo
	Motivação
	Estrutura do trabalho

	Revisão Bibliográfica
	IBNR
	Filtro de Kalman
	O modelo de Espaço de Estados no cálculo de IBNR
	Contribuições deste Trabalho

	Sinistros em Seguros e a estimação de IBNR
	Sinistros em Seguros
	O Triângulo de Run-off
	Representação em Duplo Índice
	Forma Incremental
	Forma Acumulada
	Referência Diagonal

	Estimação pelo método Chain Ladder

	Conceitos básicos
	Considerações iniciais
	Distribuição Normal
	Ruído Branco
	Passeio Aleatório

	Estimação por Mínimos Quadrados 
	Estimador de Mínimos Quadrados Ordinários
	Estimador de Mínimos Quadrados Recursivos

	Modelos de Espaço de Estado
	Modelos de Espaço de Estados Lineares Gaussianos.


	O Filtro de Kalman Discreto
	Funcionamento do Filtro de Kalman
	Predição
	Atualização

	O Algoritmo do Filtro de Kalman Discreto
	Estimador de Máximo Verossimilhança

	O modelo de De Jong & Zenwirth
	Equações do Filtro de Kalman Utilizadas na Abordagem DJZ
	Premissas da Abordagem DJZ
	Índices de Inflação e Volume de Apólices
	A matriz de Parâmetros das Observações
	Estimativa do Vetor de Estados
	Matriz de Covariância do Ruído das Observações
	Inicialização Difusa do Filtro de Kalman

	Estimativa da Reserva de IBNR por EE e FK
	O exemplo DJZ
	Os dados DJZ
	Estimando a Provisão de IBNR pelo Método Chain Ladder para os Dados DJZ
	Heterocedasticidade da base DJZ
	Estimativa dos Parâmetros Calculados pelo Filtro de Kalman para os Dados DJZ
	A provisão de IBNR calculada pelo Filtro de Kalman em DJZ


	Estimativa de IBNR, um Caso Brasileiro
	Os Dados SBR
	Estimativa pelo Método Chain Ladder para os Dados SBR
	Estimativa dos Parâmetros Calculados pelo Filtro de Kalman para os Dados SBR
	Normalidade dos Resíduos da Estimação
	Resultados da provisão de IBNR calculada pelo Filtro de Kalman

	Erros de estimação

	Conclusões e Futuros trabalhos
	Conclusões
	Extensões

	Referências Bibliográficas
	Resultados para o método Chain Ladder para os dados SBR
	Resultados para o modelo de Espaço de Estados e Filtro de Kalman para os dados SBR

