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"RESUMO

Este trabalho foi-desenvolvido com o objetivo
"de desenvolver um tratamento matematico especifico
para a determinagao dos principais elementos que
compoe as filas de espera de Aeronaves. A especifi-
cidade desta fila de espera exige umltratamenfo ma-
temdtico proprio, diferente em muitos aspectoS;dos

modelos de filas mais convencionais.

Os bons resultados obtidos quando da aplicacdo

deste modelo ao Aeroporto de Congonhas (SP) indicam

que ele pode ser objeto de estudos mais profundos a

fim de se estudar um critério de atendimento das fi-
las de espera (a fila aérea e a fila do solo) a fim
de.minimizar'os custos operacionais das aeronaves e
de estudos relativos a Relacdao Custo-Beneficio de

futuras ampliacdes do Sistema Aeroportudrio.
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CAPTTULO 1

OPERACDES DE POUSOS E

DECOLAGENS EM AEROPORTOS
1.1, Avr6gs, AEROPORTOS E TEMPOS

0 objetivo principal de um Aeroporto € o de servir de pon-
to de transferéncia entre modos de transporte. Os objetos das
transferéncias sao passageiros, suas bagagens e cargas,e elas
ocorrem;‘via de regra, entre 0s modos terrestre (carros, oni-
bus, metros e trens) e aéfeo (aviodes e helicopteroé), e, em
menor escala, entre veiculos de mesmo andO,'Q aereo (caso
de passageiros em transito, de um vdo para outro). Como ponto
de transferencia entre modos de transporté, o-vaeropbrto deve
‘atender seu objetivo de um modo efiéiente, pdaendo'Ser esta e~
ficieéncia avaliada em funcdo dos fatores seguranca, rapidez,
conforto, custo, praticabilidade e contribuicao a cOmunidadé

em que se enquadra e a qual servira [2].

O transporte aéreo tem uma importante vantagem compara-
tiva com relacdo aos outros meios de transporte, que € sua ra-
pidéz, E sdo apenas dois aspectos, os altos custos envblvidos
e a rapidez, que tornam o modo aéreo de tranﬁporte muito sen-
s&vel a demoras no tempo de percurso. Via de regra, uma via-
| gem aéreafenV6lve, além do percurso aéreov propriamente dito,
dois percursos terrestres e dois processos de transferencia,
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’céda qual tendo uma possibilidade de atraso. Omintefesse do u-
sudrio do transporte -aéreo (e de qualquer outfo,modo.de trans-
porte) sendo o tempo total de viagem, os eventuais aﬁmsos sao
ainda mais agravados pelo fato que Aeroportos,por eXigirem u-
ma consideravel area para sua implantacdo e por causarem in-
terferencia face ao ruido deles advindo, costumam estar loca-

lizados relativamente distantes de seus principais centros ge-

rédoreé de trafego [11].

Acrescéhte—se a isto a especial sensibilidade do trans-
p§rte aéréo-ﬁs condicOes meteoroldgicas encontradas nos aero-
portos e‘pdderé ser entendida a afirmagao de que '"ninguém es-
peré que elé’(o transporte aéreo) ocorra de forma inteiramen-
te suave”f17]. Portanto, o usudrio ndo se preocupard muito se
thorério prévisto nao for cumprido a risca, desde que os a-
ﬁrasbs néorsejam muito relevantes. Uma vez que o tempo gasto
no tfansporte aéreo €, cada vez mais, padronizado' em relagéo
aoslniveis de demanda envolvidos,justificam—sé todos os esfor-
¢os no sentido de minimizar todos os tempos de espera envol-
vidos,no sentido de nio deixar que os atrasos atinjam um ni-
vel de tal forma elevado que facga com:que 0os usuarios prefi-

ram um modo alternativo de transporte.

A necessidade de ser mais desenvolvido, em nosso pais
0 planejamento aeroportuario em geral, o estudo de suas pos-
sibilidades de atraso,em particular,é evidente. Noplanejamen-
to aeroportuério  e no planejamento de um modo geral, um mo-
delo confiavel da determinagao dos tempos de espera  permite

_Verificar, para um dado aeroporto, qual o melhor plano de de-



seanlVimento que o permita atender a demanda prevista,e qual
develser.o cronograma/ampliacao mais adequado, tomando-se co-
mo base as Relacoes Beneficio-Custo. E apenas com um  estudo
profundo e criterioso destes elementos que se conseguira evi-

tar construcoes futuras, muito caras e de utilidade duvidosa.
1.2. CONTROLE DE TRAFEGO AEREOD

As regras de trafego aéreo, no Brasil, sdo estabelecidas
pela Diretoria de Eletronica e Protegdao ao Voo (DEPV) do Mi-
nistério da Aeronautica. A nivel internacional, estas regras
sao estabelecidas pela ICAO (International Civil Aviation Or-
ganizatiqn), da qual o'Brasil é estado-membro, fazendo inclu-

sive parte de seu Conselho.

0 servigo de controle de trafego aéreo é,;defihido “pelo
DIREPV, com a afividade estabelecida_para [18jf |
1) Prevenir:
" a) abalroamento entre aeronaves, e
b) colisdao entre aeronaves e obstaculos nas :éreas de
manobra.

2) Acelerar e manter ordenado o fluxo de trafego aéreo.
Dos o0rgaos que o compde, dois sdo relevantes para o pro-
cesso de pousos e decolagens.

- CONTROLE DE APROXIMAGAO (APP)

E o Oorgdo estabelecido para prestar o servigo de contro-
le de trafego aéreo aos voos controlados que cheguem e que -

saiam de um ou mais aerodromos [19]. E representada pelasigla



APP e tem jurisdigéé dentro de uma area terminal (TMA). Esta
area & definida como a area de confrole situada geralmente na
confluéncia de rotas e nas imediacOes de um ou mais aerodro-
mos [19].

0 sefvigo;de controle de aproximagao proporcionado pelo
APP pode ser executado de duas formas; quais sejam:

| 1) Controle cqnveﬁcional,_também chamado controle por pro-
ce@imenfos; o APP orienta as aeronaves baseando-se nas infor-
macoes transmitidas por estas sobre suas posigoes e as aero-
naves executam procedimentos previamente padronizados. Neste
caso, sem a vetoragao radar, as aeronaves sao conduzidas a um
circuito de espera, onde ficam em diferehtes niveis (Pratelei-
ras), mantendo a diferenca entre estes niveis de 1.000 pés
(300 metros), e o APP instrui a aeronave.que se acha em um ni-
-vel para descer para o imediatamente abaixo, assim que este for
1iberado..

2) Controle Radar, também chamado de controle por veto-
ragao radar, onde as aeronaves sdo dirigidas pelo APP para o
ponto de entrada da aproximagao final onde sao alinhadas com
a pista numa determinada altitude. A partir dai, até o final

do pouso, a aproximagao fica a cargo da Torre de Controle.
- TORRE DE CONTROLE

Representada pela sigla TWR & "o O0rgao estabelecido para
proporcionar o servigo de controle de trafego aeéreo ao trafe-
go do aerodromo', sendo trafego de aerodromo, ."todo o trafego

(aeronaves, veiculos e pessoas) na area de manobras e todas as



aeronaves em voo na zona de trafego do aerodromo" [19].

A area de manobras & a "parte do aerddromo destinada ao
pouso e a decolagem. de aeronaves e aos movimentos de superfi-
cie relacionados com o pouso e decolagem; a area de manobras

abrange a area de pouso e a pista de taxi" [19].

Cabe a TWR a responsabilidade de, juntamente com oS pi-
lotos das aeronaves envolvidas, manter separagoes entre quais-
quer operagoes — aterragens e/ou decolagens em condicbes VFR

(ver secgao 1.3).

“Em condicoes IFR, cabe ao APP a responsabilidade de man-
ter separagées'entre aterragens e entre decolagéns;'cabendo a

TWR as separacdes entre aterragens e decolagem e vice-versa.
1.3. REGRAS DE TRAFEGO AEREO

O Anexo 2 da ICAO [20] estabelece a divisdo basica das
Regras de Trafego Aéreo:

"A operacao de uma aeronave em voo ou na area de manobra
dé um aerédfomo deve estar de acordo com as regras gerais, e,
aiém disso, quando em V60,’C§m: |

a) as regras de voo visual (VFR) ou

b) as regras de voo por instrumento.

Ha dois tipos de condicoes ambientais, definidas em fun-
cdo de certos parametros meteoroldgicos, em que as operacgoes
de uma aeronave para aterragem em uma pista podem ocorrer: VMC
CViéual Meteoiological Conditions)ve IMC (Instrumental Meteo-

rological Conditions), quando o voo & realizado em condigoes de



voo visual (VFR) (Visual Flight Rules) ou de acordo com as Re—

gras de Voo por Instrumentos (IFR) respectivamente.

NOTA: Um piloto pode escolher voar de acordo com as regras de
voo por instrumento em condigdes meteoroldgicas visuais,ou po-
de ser pedido que assim o faca pela autoridade de servigo de
trafego aéreo. Em geral, nas aerovias de grande densidade de
; tréfego, sao impostas regras IFR em quaisquer condigoes meteo-
rolégicas, para efeitos de maior seguranca [7]. Este € o caso
do Aeroporto de Congonhas (SP) pelo menos nos, horarios de pi-

Co.

As regras de voo por instrumento exigém'ﬁue,antes da par-
tida, o piloto apresente ao centro de controle da 5fa1um pla-
no de voo do qual constem, o local de destino, as aerovias e
a altitude de voo pretendidas. Abrovado'o plaﬁo,nﬁo;&mﬁo per-
mitidos desvios.a nao ser mediante aprovagao do Cenfn;de Con-

trole da area [77.

Quanto ao controle na area de manobras, este € exercido
pela TWR, basicamente através de autorizacbes as aeronaves con-

troladas, dadas em determinadas posicdes criticas.

POSIQAO 1: E aquela em que a aeronave pede autorizacao para
iniciar ‘a rolagem para a posigao 2. Corresponde, em geral, ao

proprio local de estacionamento da mesma.

POSICAO 2: E aquela em que a aeronave aguarda a liberacao da
pista, se esta esta sendo utilizada para um pouso ou decolagem.
Assim que a aeronave interferente passa por este ascesso, nao

havendo sutra aterrissagem conflitante, esta ¢ liberada para a

posicao 3.



NQTA: Pode, obviamente> haver uma fila de aeronaves nesta po-
sigéo.

'POSIQRO 3: E aquela em que a aeronave esta na pista, alinhada
e pronta para decolar. A autorizagdo para decolar é dada nes-
ta posicdo, se ja nao foi possivel dia-la na posicao 2.

NOTA: A fim de acelerar o trafego, podera ser autorizada a de-
colagem imediata de uma aeronave antes que ela entre na pista.

Se aceitar tal autorizacao, ela devera rolar para a pista e

decolar sem haver necessidade de deter-se, ou seja, a autori-

sacao para a decolagem podera ser dada ja na posicdo 2.
1.4. SEPARACOES

Como uma das fungdes da TWR €& evitar abalroamentos,e to-
dos os provimentos do Aerodromo sao por ela controlados, esta
impoe inumeras regras de trafego, sendo as principais para o

estudo das filas as seguintes:

"A uma aeronave partindo, normalmente, -nao sera permiti-
do iniciar a decolagem até que a precedente'tenha cruzado o
final da pista em uso, ou iniciado uma curva, ou até que to-
das as aeronaves que tenham pousado anteribrmente esﬁejam fo—

ra da pista'" [19].

NOTA: Embora esteja estabelecido que '"n3o sera permitida a u-
ma aeronave na posicao 3 quando outra a estiver ocupando" [18]
€ usual a liberacdo da posicao 3 assim que-.a aeronave inter-

ferente tenha passado pelo acesso em que a aeronave aguardava

na posigao 2.



Além disso, '"nao sera permitido a uma aeronave pousando,
cruzar o inicio da pista até que a aeronave decolando que a
precede tenha cruzédovo final da pista em uso, ou tenha ini-
ciado uma curva, ou até que todas as aeroné?es que tenham pou-

sado antes estejam fora da pista" [19].

As duas regras citadas acima podem ser resumidas na se-
guinte: '""Duas aeronaves nao poderao ocupar simultaneamente u-
ma pista no mesmo sentido, ou em sentidos opostos e:que as le-

vem a aproximar-se uma da outra' [1].

Assim sendo, as regras de tréfego'aéreo na éréé‘de mano-
braé impoem as seguintes separacOes minimas entre operagoes:
"Tempo de ocupagao de pista na aterrissagem précessofa, no.ca-
so de duas aterrissagens sucessivas ou de uma decolagem apOs u-
ma aterrissaga&'[l] e "Tempo de ocupagao de pista na decola-
gém da'aefonaVe precessora, no caso de duas decolagens suceé-

sivas, .ou de uma aterrissagem apos uma decolagem' [1].

Cdnseqﬁehtemente, ao APP cabe manter as separagoes de se-
guranga estabelecidas nas regras de trafego aéreo. As separa-
¢oes a serem usadas dependerdo de o controle de trafego aéreo
set feito através de controle convencional ou de vetoragao ra-
dar. Neste ﬁitimo caso, a maior certeza da localizagcao das ae-

ronaves permite o uso de separacOes menores do que as usadas

no controle convencional. A vetoracao permite, pois,uma maior

capacidade no atendimento do trafego aéreo.
lQ)VEM CONTROLE CONVENCIONAL

Nas aproximacdes IFR em controle convencional, sao esta-



belecidas. pelo DIREPV [19] as seguintes regras de separagao:

"Uma aeronave sera autorizada a iniciar um mesmo proce-
.diﬁento‘de descida que esta sendo executado por outra, a sua
frente, quando ocorrer uma das seguintes condigaes:
a) houvef separagao minima de tres minutos entre elas;
'b) a aeronave a frente informar haver atingido condigodes
de.prosseguir para pouso visual e for autorizado pelo
APP;

c) a aeronave a frente estabelecer contato bilateral com
o controlg do aerdodromo e estiver a vista deste;

d) decorridos treés minutos, ou mais, ap0s a aeronave a

frente ter iniciado o afastamento'.

Pode-se considerar que, em controle convencional,a sepa-
racdo minima entre aeronaves em aproximacdes sucessivas € de

tres minutos, medidos no inicio do afastamento.

.NOTAE Deve ser ressaltado que, apesar de ser Ocircuito total-
mente padronizado, esta execugao padrao pode ser parcialmente
abandonada pela aeronave que esta na altitude de inicio de pro-
cedimento. Isto ocorre quando o APP comunica a esta aeronave
que ela devera preparar-se para iniciar o‘afaétameﬁﬁo dentro
de um determinado tempo, de forma a manter a separacao minima

entre ela e sua precessora.

Desta forma, em funcao da velocidade da aeronave suces-
sora ser maior ou menor que o da precessora, a sepafagéo en-
tre elas tendera a aumentar ou a diminuir. Quando esta sepa-
ragéobé,de 3 minutos ou mais, & possivel intercalar uma

decolagem entre duas aterrissagens. Quando a separacgdo diminui,
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nae & sempre possivel este procedimento.

No caso de subidas por instrumentos sob controle conven-
cional, cada aeroporto tem, para cada uma de suas pistas, uma
certa quantidade de procedimentos. O Aeroporto de Congonhas,

por exemplo,possui dez procedimentos diferentes.

As regras que estabelecem minimos de separacgdo~ longitu-
dinal entre aeronaves decolando sucessivamente, exCétuando—se
aquelas referentes a esteira de turbulencia, sao apenas tres

[(191].

"Um minuto de separacgao entre aeronaves decolando e exe-

cutando procedimentos de subida para rotas diferentes, desde

que tomem rumos divergentes de, no minimo 30°".

"Dois minutos de separacao entre decolagens,quando a ae-
rénave due decolar primeiro tiver a velocidade de 40 nds ou
mais, maibrlque a velocidade da aeronave que a segue, e ambas
forem seguir a mesma rota'.

"Cinco -minutos de separagao no cruzamento de nivel se a
vaeronave Que ultrapassar o nivel da outra que tenha partido an-

tes -.e ambas seguirem a mesma rota'.

NOTA?'Quando existe uma fila de aeronaves na posigao 2, € co-
humva TWR estabelecer um critério de prioridades na liberagao
da posigao 1 para a posigao 2, intercalando entre duas deco-
lagens com a mesma fota, uma ou varias aeronaves com rotas di-
ferentes, para que a aeronave na posicao 3 nao fique ocupando
a pista enquanto espera. Assim, em periodos de grande inten-

sidade de trafego, as separacdes entre as subidas sao de apro-
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'

ximadamente 1 minuto, e pode-se considerar como taxa de aten-
dimento para a fila de decolagens, o valor p' = 60 aeronaves

por hora.

Das regras estabelecidas para controle convencional tam-
bém se deduz que a separacido entre uma decolagem e Qma ater-
rissagem € de aproximadamente trés minutos, medidos entre o i-
niciovda corrida de decolagem e cruzamento da cabecéira da ae-
ronave que aterra. Assim, quando a separacao entre decolagens
€ de 3 minutos ou mais no final, & sempre possivel intercalar

uma décolagém; sem prejuizo de tempo da aterrisagem Seguinte.
SEPARACAO EM CONTROLE RADAR

Quanto.ao minimo de separacao fadar,”a separacao minima
horizontal deve ser de 5 mn (milhas naiticas), ou maior quan-
do as circunstancias o exigirem' [19]. Em condigoes normais,
nd Brasil,usa-se 5 mn. Segundo Medeiros [1], '"nmo Brasil,o mi-
nimg de 5 mn é_adotado pelo APP entre aeronaves na TMA,mmspaiv
ra aeronaves na aproximacdao de um processo direto, isto €,pa-
ra aeronaves situadas a partir do ponto de entrada, o APP po-
dera reduzir esta separacao para 3mn. Ainda em Medeiros [1].
Foi verificado que no APP de Congonhas (S.P.) & adotada a se-
paracao padrdo 5 mn. No entanto, este valor € adotado mais para
aumentar a separagao entre aterragens suéessivas,e,tonseqﬁen-
temente, pbder intercalar decolagens entre aterragéns. Se nao
ha demanda'para decolagens, a separacgao & dita ''pista livre"

e a separacao pode ser reduzida para no maximo 3 milhas.
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SEPARACOES POR ESTEIRAS DE TURBULENCIA

Toda aeronave em V0O géra uma esteira de tuﬂnﬂéncié: cau-
sada pela maior pressao existente no intradorso de que no ex-
tradorso de sua asa, e que se apresenta na forma de dois vor-
tices, conforme indicado na Ilustragao 1.4.1, Figuras 1.4.1.a

e 1.4.1.b.

4,

'/—-6—--

Figura 1.4.1.b-Efeito da esteira de turbulencia em aeronaves.

| Ilustragdo 1.4.1-Esteiras de Turbulencia

FONTE: "Aircraft Wake Turbulence" (F.A.A., 1972).
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As caréctéristicas destes vortices dependem de varios fa-
téfes,:mé§ sua intensidadé e, basicaménﬁeavproborcidnal ao pe-
'-so_evéljeioéidade da aeronaVe_geradOra, e € maior quando a ae-
‘fonave estlpesada-e voando 1¢ntamente. "0 ﬁerigo, para uma
Aaéfdnave.qué vem atras, ocorre quando encontra esta massa de
ar circulante e suas superficies de‘controle de rolagem nao
saquapaées de compensar a perturbacgao causada em sua altitu-

de dé voo' (ver Ilustracao 1.4.1) [1].

* Quando em aproximacao, aeronaves maiores geram esteiras
de turbulencias intensas, face as suas velocidades menores e
ao seu proprio peso. No caso de decolagens, as intensidades
destas esteiras sao ainda maiores. Assim,‘uma aeronave que si-
ga uma maior em uma aproximacao ou em uma subida podera en-
contrar;se em uma situacao realmente perigosa, por ela mesma
estar voando em condigdes criticas quanto a velocidade e a al-

tura.

No Brasil, a DIREPV estabelece que, ''quando uma aeronave
convencional ou de pequeno porte for decolar logo apos a de-
colagem de um jato pesado, devera ser feita uma separacao de,

pelo menos, trées minutos entre decolagens' [19].

1.5. CONCLUSOES RELEVANTES PARA AS FILAS

Como veremos no Capitulo 2, os elementos .de  filas sao
perfeitamente determinados a partir da determinagdo das taxas
de chegada e de tempo de servigo, das respectivas distribui-

coes de probabilidade e da disciplina da fila.
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Do que foi dichtido na secgao 1.4 sobre separacdes en-

tre decolagens ou entre aterrlssagens, ou aterrlssagam-decola—

gem,conc1u1 se .0 segu1nte a respelto dos tempos de serv1go.

. Em contrble convencional, as Chegadas_obedecem uma'sepa—
racao mInima de trés minutos, em média.‘Logo,.pode-se .cbnéi-
derar a taxa média de atendimento como sendo de vinte aerona-
ves por hOra.'Em controle radar, dada a precisao da localiza-
cao de cada aeronave, esta separagao pode ser diminuida, res-
peltando se as 11m1tagoes por estelra de turbuléncia e por tem-
po de ocupacgao de‘pistas. Logo, a capacidade de aterrissagens
~depende da composicao da frota que utiliza o aeroporto (por-
centagens de movimentos de aeronaves pesadas, médias e leves).
Medeiros [1], elaborou um modelo para o estudo dé' capacidade
de pistas em aeroportos brasileiros, com o estudo de caso do
Aeropdrto de Congonhas, onde, dadas as percentagens das cate-
gorias de aeronaves determina-se a capacidade de aterragens.
Em seu trabalho, ele obtém o minimo de 26,5 e o maximo de 28,8
aeronaves aterrissando por hora, em controle radar, com possi-
biiidades de intercalar 15,4 no maximo, até 11,7 decolagens

entre aterrissagens sucessivas.

.NOTA: Ele obtém capacidades maiores sem levar em conta tempos
de.resguardo, obtendo até 34,4.aeronaves/hofa com posSibiii-
dades de iﬁtercalar'10,9'decolagens, mas esta capacidade de
'aterragensunéo e condizente com a realiadde, haja visto o que

foi discutido na seccao 1.4 acerca de separagoes.

Em virtude da impossibilidade da obtengao dos dados a res-

peito da composigao da_frota, levando-se em conta também o fa-
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to desté Gitimo'trabalho de capacidade de pistas datar
de 1979 e que ap0s este estudo houve modificagoes para o au-
mento da capacidade, e o fato de que o objetivo principal des-
te trabalho € o estudo do modelo e nao dos feéultados em Si,
neste trabalho serao usados dados hipotéeticos, tao perto da
realidade quanto for possivel. Para'decolagens,assumiremos 0s
valores p' =60 por hora e u' = 56 pof hora, ﬁois acreditamos

que a taxa real encontra-se entre estes dois valores.

NOTA: Usaremos o valor u' =60 decolagens por hora no final d§
Capitulo 4,a titulo de exemplos, e, o valor u' =56 décolagens
por hora para a comparacido dos resultados no Capitulo 6, pois
acreditamos ser este @ltimo mais pr6ximo da taxa real (ver

secgao 6.4).



CAPITULO 2

INTRODUGAO A TEORIA DAS FILAS

Em relacao a este trabalho, sO estaremos interessados nos

modelos de filas com um Unico canal de atendimento e popula-

¢ao infinita. Logo, apenas os modelos de filas com estas ca-

racteristicas serao abordados.

2.1. TERMINOLOGIA

n(t)

P, (1)

Adotaremos a seguinte notacgao:

Estado do sistema no instante t = numero de elementos

no sistema (aguardando ou sendo atendido) no instante

t.

Probabilidade de o sistema estar no estado n no ins-

tante t.
Numero esperado de elementos no sistema.

Comprimento da fila = nimero esperado de elementos es-

perando para serem atendidos (excluindo o que esta sen-

do atendido).

Valor esperado do tempo de espera no sistema (inclu-

"indo o tempo de servigo.

Valor esperado do tempo de espera na fila - (excluindo

o tempo de servigo).
' -16-
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taxa média de chegadas, (nﬁmqro esperado de chegadas

por uhidade de tempo) dado que existem n elementos no

sistema.

‘Nota: na maioria dos processosvde filas,a taxa de che-
gadas na fila diminui com o aumento de n, pois
muitos Glientes desistem ou adiam quando a fila

€ muito longa.

taxa média de chegadés quando A, independe de n; A =

= A = constante.

Taxa média de atendimento, (nimero esperado de clien-
tes atendidos por unidade de tempo) dado que existem
n elementos no sistema.

taxa média de atendimentos quando My independe de n;

Hp © He

RELAGOES ENTRE L E W

Suponha que An € constante A para todo n,e que o proces-

so da fila tenha atingido o regime estacionario.

Temos, entao, as seguintes relagoes entre L e W.

Sabemos que estao chégando A elementos por unidade de tem-

po, em média, e que cada um deles tem um tempo médio de espe-

ra no sistema W. Logo, o nimero esperado no sistema é&:
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Supondo que o tempo médio de atendimento seja %, vem:

2.2. A IMPORTANCIA DA DISTRIBUICAO

EXPONENCIAL PARA UM SISTEMA DE FILAS

Os elementbs de um sistema de filas sao totalmente deter-
‘ minados, como veremoé, pelas duas propriedades estatisticas,
quais sejam: a>distribui§50 de piobabilidade.dos tempos entre
as‘chegadas no sistema e a distribuigéo dos tempos de atendi-
mento. Para Sistemas de filas em casos reais,estas distribui-
goes podém tomar as mais variadas'formas. (A Gnica restrigdo

€ que ndo poderdo ocorrer valores negativos).

Para formular um modelo de teoria de filas como umé re-
presentacdo de um sistema real & necessidrio especificar a for-
ma assumida por cada uma destas distribuig6es. Para ser Util,
a forma assumida por estas distribuicoes deve ser suficien-
temente realistica para que forneca predigdes razoaveis,e ao
mesmo tempo, ser suficientemente simples para que o modelo se-

ja matematicamente tratavel.

Em um numero muito grande de casos realisticos de siste-
mas de filas, estas distribuigOes de probabilidade sao,ou ex-
ponencial, ou de tempo consfante. Principalmente no caso rea-
listico das filas de aefonaves em aeroportos, objeto des-
te trabalho, veremos que este € 0 caso. Koopman [9] demonstra
que, no caso de estudo de aeronaves em aeroportos, 0s C€asos

extremos que podem ocorrer sao: por um lado,o caso de distri-
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buicoes de tempos constanteé e no outro extremo da aleatorie-
dade, a distribuigdo exponencial .Koopman demonstra que a di-
ferenga numérica entre os resultados das duas hipdteses de tem-
po de servico podem ser negligenciadas para os propdsitos pra-
ticos e ,no modelo, nao teremos de nos preocupar com sua for-

mulacao mais exata.

Dai, a importancia de nos aprofundarmos nas principais ca-

racteristicas de uma distribuicdo exponencial.

~Suponha que uma varidvel aleatdria T represente ou o tem-

po entre as chegadas, ou o tempo de servigo.

Dizemos que T tem uma distribuigao exponencial com para-

metro a se sua fungdo densidade de probabilidade e dada por:

ae para t 20

£.(t) =
' 0, para t <0

Neste caso, as probabilidades acumuladas sao dadas por:

t
P(Tst) = J ae %5ds = -¢7%3 = 1 - at
0

ot

P(TSt) = 1-P(Ts<t) = e~

0 valor esperado da variavel aleatéria T & dado por:

tf (t)dt = J teae tat
et _



- 20 -

i

| t
lim [-te %%7 + 1im [J e-asdsJ =

tr v t>o

0 --]-"-[:11m e—at:l +_]_'_.e0 =
o o

tore

0-0+

I

LRk
(]

QI

E(T) =

[ R

Analogamente, calculando a variancia de T, vem:

Var(T) = j%

‘Fica a seguinte questao: Quais sao as implicacdes de su-
por T como tendo distribuicao exponencial para um modelo de
filas? Para respondé-la vamos examinar cinco propriedades cha-

‘ves da distribuigao exponencial.

12 PROPRIEDADE: fT(t)_éuma funcao estritamente decrescente de

t.

£(t)

)
.
At t t+At t
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Uma conseqiiéncia da propriedade de 1 € que
P{0<T<At} > P{t<T<t+At}

para todo t, At positivos.

- Isto segue do fato de que P{0<T<At} = Area sob a curva
desde 0 até At e analogamente P{t<T<t+At} = Area desde t até
t+At, e como a funcdo & decrescente, segue que a primeira area

'€ maior do que a segunda.

Para exemplificar, vejamos uma conseqiiéncia importante

~desta prbpriédade:

" Temos:

Ve-se, pois que a probabilidade de que o valor de T seja
menor de que a metade do valor esperado € maior do que a pro-
babilidade de que o valor de T esteja na vizinhanga de raio

v% é do vélo? esperado.

£(t)
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Vejamos qual a importancia deste fato para o caso das fi-
las em geral: Suponha que T represente o tempo de atendimento:
Se o servigo exigidd'é essencialmente idéntico para cada cli-
vente, com o atendenfe realizando sempre a mesma seqliéncia de
Operag6e$ de servigo, entao o tempo de atendimento real ten-
dera a ser proximo do valor esperado. Um témpo,de servico mui-
to abaixo da média serd impossivel devido a um certo tempo mi-
nimo necessario ao aﬁendimento. Logo, a distribuicao exponen-
cial ndo dara uma boa aproximacdo para a distribﬁigéo dos tem-
pos de atendimento para éste tipo de situacdo. Observe que es-
te sera o caso do tempo de atendimento das aeronaves tanto na
atefrizagem como na decolagem. Para usarmos este tipo de dis-
tribuicao € neceSsério que a natureza‘do servigo seja a mesmé
mas a soma dés varios tipos especificos de atendimento difi-

ram.

Se T reﬁrésenta intervalos entre chegadas, a propriedade
,1 vale, exceto se os clientes potenciais tendem a adiar ‘sua
entrada na fila quando vém outro cliente entrar em sua frente,
ou seja, a distribuicao exponencial € inteiramente consisten-

te com o fendmeno comum das chegadas ocorrendo aleatoriamente.

PROPRIEDADE 2: Falta de memdria.

~

P{T>t+At/T>At} = P{T>t} -

para todas as quantidades positivas; t e At.

Em outras palavras, a distribuicdo de probabilidade do

tempo que falta para ocorrer o incidente & sempre a mesma,in-



- 23 -
dependente de quanto tempo tenha se passado. De fato, o pro-
cesso esquece a sua histdria.
- Este surpreendente fenomeno ocorre com a distribuigdo ex-

ponencial, pois:

,P{T>t+At,T>At} P T>t+At}

P{T>At} o P{T>At}

o0 (t+at)

I

g p{T>t+At/t>At}

S
__;:azf—— = e - P{T>t}

Para tempos entre as chegadas, esta propriedade descreve .
a situagdo comum onde o tempo até ‘que a proxima chegada seja com-
pletada ndo & influenciada pelo tempo passado desde a ultima
chegada. Para tempoé de servigo,a prbpriedadc € mais-dificil
de interpretar. E claro que,na situagdo onde a seqﬁéncia de o-
peragoes 5 a mesma para todos os Clientes,esta;nopriedade nao

ira valer.

PROPRIEDADE 3: O minimo de varias varidveis aleatdrias expo-

nenciais independentes tem uma distribuicao exponencial.
Sejam Tl’TZ""

pendentes com parametros Qg sQpseee 0, respectivamente. Seja

. variaveis aleatdorias exponenciais inde-

também U a variavel aleatdoria que toma o valor minimo de T

T 5T

greeesT .
U = m;n{Tl,TZ,...,Tn}

Logo, se Ti representa o tempo até que um tipo especial

‘de incidente deve ocorrer,entao,U representa o tempo até que
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.T‘

o primeiro dos incidentes Tl’ g

.,T_ ocorra.
n

Note que para todo t >0,

P(U>t) = P{T1>t,T2>t,...,Tn>t} =
T P
-a,t -a,t -o_t
= e 1 (NS 2 . - - C n =
~(a +t0,*+...+a )t
= e 1 2 n = exp{(—zai)t}
- . ! ~ . n
Logo, U e uma distribuigao exponencial com parametro o= ) o5
_ ; : _ i=1

Esta propriedade tém algumas implicacdes para tempos en-
tre chegadas em modelos de filas. Em particular, suponha que
existam n diferentes tipos de clientes, mas os tempos entre
as chegadas tem uma distribuigdo exponencial com parametro o
para cada tipo 1. Pela propriedade 2, o.tempo que falta ate a
proxima ocorréncia do tipo i tem a mesma distribuigao. Logo,
Ti sera a distribuicdo dos tempos medidos desde que algum cli-
ente de qualquer tipo chegue. A propriedade 3 demonstra que a
varidvel aleatdoria U pode ser considerada como a distribuicio
dds»tempos entre as chegadas como um todo e tem distribuicdo
exponencial coﬁ parametros a = 22=1ai§ Como conseqliencia, po-
demos ignorar as distingoes entre os clientes e ter uma inica

distribuigao exponencial'para os tempos entre as chegadas pa-

ra o sistema de filas.

Note que 0 caso objeto deste trabalho € um caso onde o-
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correra este fato, pois, os tempos de aterrissagem e de deco-
.1égem sao diferentes para diferentes categdrias de aeronaves
(dependem da velocidade, do peso, do tamanho, etc.).Entdo,te-
remos de‘traté—los como diferentes categorias, com diferentes
taxas de chegada e de atendimento. Mas, devido 2 propriedade
3,.podemos tratar os intervalos entré as chegadas para todbs
os diferehtes tipos de aeronaves sem necessidéde de distinglii-

las.

PROPRIEDADE 4: Afinidade com a Distribuigdo de Poisson.
Suponha que a distribuigéo do tempo entre ocorréncias con-

secutivas (chegadas ou atendimentos) seja exponencial.

Seja X(t) o nﬁméro de ocorrencias num certo intervalo de

tempo; (t>0). Entio, (ver [16] , secgao 3.4).
(at)ne_at
P{X(t)=n} = -———;?—f——; n=0,1,...

Esta propriedade temYUmé implicagﬁo importante para o mo-
delo de filaé, que € a seguinte: Se a distribuigéo- entre as
chegadasvé exponencial, éntéo, a distribuicao do nimero de che-
vgadas por unidade de tempo & uma distribuicdo de Poisson. Co-
mo a distribuicao de Poisson acima tem parametro at, seu va-
" lor esperado € a. Logo a média do nimero de chegadas por uni-
dade de tempo & a (taxa de chegadas). O processo {X(t);t>0} &
dito processo.de>Poisson com pafémetro a. Quando a distribui-
gao entré os tempos de servico € uma distribuicdo exponencial
-com parémétro 1/u entdo a distribuig¢do do niamero de unidades
atendidas por unidade de tempo‘é uma distribuicao de Poisson‘

com média de atendimentos de u unidades atendidas por unidade
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de tempo. Analogamente, quando a distribuicao dos tempos en-
tre as chegadas € exponencial com parametro 1/A, entdo, a dis-
tribuigcdo do nﬁmefo de elementos que chegam a4 fila por unida-
de de tempd e de Poissqh, com médias de chegadas de A unida-
des por unidade de tempo. Dizemos neste caso que o processo de
filas & um processo de chegadas Poisson e A & a taxa de che-

gadas.

Devido éos fatos citados nos comentarios a propriedade 1,
desde que as chegadas sejam aleatdrias e nio ocorra o fendme-
no de adiar ou desistir de incorporar-se & fila quando esta €
longa, o processo de chegadas em uma fila €&, em geral,de Pois-
son. Uma interpretacgao intuitiva,.porém importante desta pro-
priedade € que todo periodo de tempo de comprimento fixado tem
a meéma.chance de ocorréhcias independente de quando a Gltima

chegada ocorreu. Isto sugere a seguinte propriedade.

PROPRIEDADE 5: Para todos os valores positivos de t,
P{Tst+At|T>t} * aAt

para valores pequenos de At. Mais precisamente,

o(st) _
At

P{Tst+At|T>t} = qAt+o(At), iim 0;

At-0

ou seja, o(At) & um nulo de 12 ordem de At.

DEMONSTRACAO: Para uma variavel aleatdria T que tem distribui-

cao exponencial com parametro o, a propriedade 2 implica que:

P{Tst+AtlT>t} ='P{TsAt} = 1-¢ AT



- 27 -

para todas as quantidades positivas, t, At.

Mas, como a série de Taylor da fungdo exponencial & dada

pOI’:
eX = 1‘+X+2Z(_§—-+%(_?+
Entao,
P{TsAt} = 1-1+oaht -(“%?)é +(“§f)3 +...
Portanto,
P{TéAt} = dAtA-(“%§)2 +(“§f)3 + (-1 (aﬁ?)n
Chamando
ooty = -8, COLRpRE 0™ fanty”
vem: B
Lim 908t _ g5 [_oczAt Lolatz +(:1)“”1a“Atn'1] -0
At-o Ot At0 2! 37 T
Logo,

P{Tst+At/T>t} = P{TsAt} = qAt.

Note que esta propriedade independe do instante t considerado.
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Como foi citado énteriormente, em um processo de filas,T
deve representar, ou o tempo entre as chegadas, ou o tempo de
atendimento. Conseqiientemente, esta‘propriedade nos da uma boa
aproximacdo da probabilidade de que um acontecimento (chegada
ou termino do servigo) ocorra no pr6ximo.intervalo .de_ tempo
suficientemente pequeno At. Esta propriedade também mostra que
esta probabilidade & essencialmente proporcional a At parava-

lores pequenos de At.
2.3. 0 PROCESSO DE NASCIMENTO E MORTE

Muitos modelos de filas elementares supOe que as entra-
das (chegadas de clientes) e saildas (clientes deixando o sis-
tema depois de atendidos) de um sistema de filas ocorre de a-
- cordo com um processo de nascimento e morte. Este importante
processo'em teoria das‘probabilidades tem aplicacgdo 'em varias
areas. Entretanto, no contexto da Teoria das Filas, o termo
nascimento refere-se a chegada de um cliente no sistema € mor-
te refere-se a partida do cliente ap6$ ser atendido. O estado
do sistema no instante t & dado por N(t). Ent3do, o processo
de nascimento e morte'descreve‘probabiliéticamente como N(t) se
modifica com o creScimenté do tempo t. Grosseiramente falando,
ele diz que os nascimentos e as mortes individuais ocorrem alea-
toriamente e sua taxa média de ocorréncias depende apenas do
estado do sistema. As hipOteses do processo de nascimento e
morte s3ao as seguintes: - ' o
HIPOTESE 1: Dadoé N(t) =n, a distribuicao de probabilidade do

tempo que falta até que ocorra o proximo nascimento € exponen-

cial com parametro Ay n=0,1,2,... .
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HIPOTESE 2: Dado N(t) =n, a distribuigao de€ probabilidades do
tempo que falta até que o servigco seja completado (proxima mor-
te) € exponencial com parametro Hos n=l,2, .. ’

HIPOTESE 3: Somente um nascimento e/ou somente uma morte pode

ocorrer no intervalo de tempo At.

Como a propriedade 4 para a distribuicao exponencial mos-

tra que An e u_ sao taxas méd;as, n6és podemos resumir o pro-

n

cesso de nascimento e morte no seguinte diagrama:

Xd Al An-l _ An
Estados: 0 'K\\—//} eee  n=1 n n+1
. k\“’// : \\\‘_,///k\\\_,///
ul : Uz ' un un+l h

As setas deste diagrama mostram as Unicas transigles possiveis

do sistema.

Exceto para alguns casos especiais, o processo de nasci-
mento e morte € muito complexo quando o sistema estd em condi-
cao transiente (isto &, quando as taxas médias est@o variando
com o tempo). Alguns resultados sobre a distribuicao de pro-
babilidade N(t) tém sido obtidos nestas condigoes,mas sao mui-
to complicados para os propGsitos praticos deste trabalho. Por
outro lado, & relativamente simples obter esta digtribuigéo a-
pos o sistema atingir o regime estaciondrio (as taxas médias

independem do tempo; isto &, sdo constantes

A () = A e w (t) = u, ¥n,¥t>0 .

Considere algum estado n particular. Suponha que nos es-

tamos contando o nimero de vezes em que o sistema entra neste
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estado e o nimero de vezes em que ele sai deste estado. .Como
os dois tipos de incidentes (entrar e sair do estado n) se al-
ternam, estcs nimeros serdo semprc ou iguais, ou Jefirirao de
apenas 1. Esta‘poséivel diferenca de 1 causaria eventualmenfe
somente ﬁma diferénga insignificante nas taxas medias (numero
total de ocorréncias por'unidade de tempo) em que estes doi;
tipos de incidentes ocorrem. Logo, estas duas taxas serao i-
guais em um periodo longo de operagoes. Isto nos permite ob-

ter o seguinte principio chave para o processo.
Principio da Taxa de Entrada = Taxa de Saida

Para todo estado n do sistema; n=0,1,2,... a taxa media
(nimero de ocorréncias por unidade de tempo) em que o inci-
dente"entrar no estado'" .ocorre €& igual a taxa média em que O

incidente "sair do estado" ocorre.

A equégéo expressando este-pfincipio e chamada a equagéo
de balango- Considere o estado 0. A Unica possibilidade € a de
que o estado venha do estado 1. Logo, a probabilidade de es-
tar no estado 1; (Pl) represehta a proporcao do tempo em que
.seria possivel o sistema entrar para o estado 0, a taxa média
de entrar no estado 0 & My De qualquer outro estado,para pas-

sar para este estado, a taxa média € 0.

Como a taxa média de passar do estado 1 para o estado 0
& igual a taxa média de passar do estado 0 para o estado 1, e
esta Gltima pode ser obtida da mesma forma que a primeira,que

€ igual a AoPy» vem a Equagdo de Balango:

AOPO = ulPl 2.3.1
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Para qualquer outro estado que nao Seja. o estado 0, e-
xistem duas possibilidades de o sistema entrar neste estado,
ou séja, pode estar no estado i-1 e chegar um cliente, ou es-
tar no estado i+l e Um_clienté deixar o sistema depois de a-

tendido.

Para exemplificar, vejamos‘o estado 1. A possibilidade de
0 sistema entrar no estado 1 & dada por A0P0-+u2P2, pois pode
vir do estado O, (AOPO) ou do estado 2 (usz), logo a proba-
bilidade de entrar no estado 1 & a soma destas. Por outro la-
do, existem duas possibilidadés de o sistema sair do estado 1,
que € de sair um cliente e passar ao estado 0, e a de estar no
estado 1ve chegar um cliente, (passando para o estado 2). Co-

mo estas duas probabilidades tem que ser iguais, vem

AnP

Logo, as equacoes de Balanco para todo n pode ser resu-

da na seguinte tabela:

Estado| Taxa de entrar==Taxa de sair
o | Wy Py =Ag Py
1 A P +u2 2 = (A +u1)P
2 >\1P1+u3 3 (K2+u2)P
AP P n+l = (g )P

Note que a primeira equacdo tem duas variaveis que pre-
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cisam ser determinadas (P0 e Pl); as primeiras duas‘eqanSes
tem 3 variaveis (PO,Pl e PZ)'e assim por diante, tendo sempre
uma variavel a mais do que o nimero de equagdes. Logo, o0 pro-
cedimento natural & determinar todas as outras variiveis em
funcao de uma delas, digamos, PO’ e depois, como d soma das
probabilidades tem que ser 1, determina-se P0 e conseqiiente-

-mente todas as outras.

Aplicando este procedimento, temos os seguintes resulta-

dos:

AaAq A
27170,

3 HgHpHy "0

p - nl a2 i, 2.3.3
T Wyt Hpopteest¥prug 0

Para simplificar a notagao, chamemos de

c =_nl "n-2 "7 . 2.3.4

Temos:

Da exigencia,



Z P =1,
n=0 1
vem:
P_+nZlCn]PO =1
Logo,
1
PO =—T . 2.3.5
1+ C
n=1 n

Determinado o valor de PO’ determinam-se todas as outras

probabilidades por:
P =C_+P,. i 2.3.6

Conhecidas as probabilidades Pn’ podemos calcular o com-

primento médio do sistema, L, (nimero eserado de cliehtes no sistema).
=)
L = ) nP_ 2.3.7

e 0 comprimento médio da fila (nimero esperado de clientes no

sistema menos o que esta sendo atendido).

L =
! n

Ho~18

(n-1)P_ 2.3.8
1 |

e no caso em que existem s postos de atendimento, teremos
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=
1
e~ 8

(n-s)P 2.3.9

9 n=s

Das relacoes entre L e W e entre Lq e Wq (ver seccao 2.1);

i

vem:

W=k 2.3.10
X
L
w o= -4 - 2.3.11
q X ‘ -

onde X & a taxa de chegadas média em um periodo longo de ope-=
" racOes. Como . e a taxa de chegadas média quando o sistema es-
ta no estado n (n=0,1,2,...), e P € a proporcdo do tempo em

‘que o sistema esta no estado n, vem:
= Y AP, 2.3.12

Varias das expressOes obtidas acima envolvem somas com um
numero infinito de termos. Felizmente, estas somas tém solu-
L~ - . - ) '
¢oes analiticas para um grande numero de casos. Em geral, o-
corre que An.=0 para n>N (N é um certo numero inteiro) tal

que somente um numero finito de estados (n<N) sdo possiveis.

2.4, MODELOS DE FILAS BASEADO NO PROCESSO

DE NASCIMENTO E MORTE

Como as taxas Xo,kl,..;,x € UysMUyseeesHy, SE0 todas po-

n
sitivas ou zero, isto da grande flexibilidade aos modelos ma-
tematicos de filas. Devido as hipoteses de que os tempos entre

as chegadas e os tempos de atendimento s3o exponenciais e a
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propriedade 4, dizemos que os modelos tém entrada Poisson e

e tempo de servigo exponencial.

Ira nos interessar, principalmente,o éasovem que as taxas
de chegada e de atendimento sdo constantes. No caso das aero-
naves, & claro que a taxa de chegadas & independente do nﬁme—
ro de aeronaves que se encontram no sistema, exceto para os
casos onde haja anomalias, como o radar nio estar funcionando
ou o aeroporto estar fechado, onde,devido ao aclimulo, algumas
aeronaves serao desviadas para outros aeroportos; mas em caso
de funcionamento normal, a aeronave que chega incorpora-se a
fila naturalmente, indepéndente do - numero de elementos na
fila. No caso de tempo devatendimentos, € possivel que haja um
aumento da taxa nas horas de pico dévido.ao aumento do nUmero
de controladores em servigo, e devido a vetoragdo radar para
decolagen§ que s6 €& feita quando ha grande demanda. Porém,co-
mo a 'seqiiencia de operaQGes € sempre a mesma,podemos conside-
rar também a taxa de atehdimentos como constante e‘hﬁependen-

te do numero de elementos na fila.

Quando o sistema tem um Unico posto de atendimento,que &
0 -nosso caso, e as taxas de chegada e de atendimento sao cons-
tantes, o processo de nascimento e morte pode ser mostrado a-

través do seguinte diagrama:

A A ~ A A
Estado: {/’—N\\Y//’—s\\ | n{T,—f\ﬁ(/’_‘j?1
TEAALS AT

U H H H

e portanto, as formulas 2.3.3, 2.3.4, 2.3.5, 2.3.6, 2.3.7 ¢ 2.3.8



ficam da seguinte forma:

n
A
Pp = [H] Py
n
S D
Cn = [ﬂ
1
P0 - © s n
1B
n=1 H

2.4.1

2.4.2

Chamando %é=p, chamado fator de utilizacdo, pois & exa-

tamente a fragdo do tempo em que o posto de servigo esta aten-

dendo algum cliente, vem:

Como p <1, caso contrario a fila tende ao « (as chegadas

. . . - - . o« n -
no sistema seriam maiores do que as saldas), a serie Zn=lp e

uma seérie geométrica de razdao menor do que 1. Logo

[ -1
nzlp 1-p
Portanto a equagdo 2.3.5 ficara:
1
P, = =1-p
0 1+
Y

2.4.4

Como P0 € a probabilidade de nao haver nenhum elemento no

sistema, € claro que deveria ser o complemento do fator de u-
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tilizacao.

Fator de utilizacao = p.

como ficou demonstrado.

A formula 2.3.6 tomara a forma:

P = p"(1-p)

n
Coﬁseqﬁentemehte:
L= 7 np_ = ¥ npt(l-p) =
n=0 n=0
- (1-0)v0 T no? 1 = (1-0)p 7 L™ =
(1-p)+0 [ no " = (I-p)o } g5
n= =
d (v o0 o (1-p)p-df 1] -
= (l-p)-p-aglnzop J (1-p)p Hﬁ[lfp]
1
- ‘ = 0 - A A
= (1-p)p L(lfp){J_ T-0 1 fz_ =X
_ A
L = 2%

Analogamente,

L = J (n-1)P_ = Jnp_- TP =
4 p=1 " =3 M p=2 P
= 1 - (1- = A _A A2
L-0 PO) TEV ST TEETED

2

2

2

4.

040

4.

7
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Lq=ﬁ ' 2.4.8

E possfvel agora obter a distribuigéoS-de probabilidade

do tempo de espera no sistema. Seja a variavel aleatdria W re-
presentando o tempo de espera no sistema (incluindo servigo)
quando a disciplina da fila & 'primeiro a éhegar - primeiro a,
ser atendido'. Se um cliénte‘chega na fila e encontra n ele-
mentos no sistema, ele devera esperar no sistema afé que n+l
elementos da fila sejam atendidos (os .n .que jé estavam mais
ele proprio). Quanto ao qﬁe esta sendb atendido no instante de
sua chegada, este nao influira nesta distribuigao devido a pro-

priedade do "esquecimento da memdria' discutido na secgao 2.

Para obter esta distribuicdo, considere T oToeeeenTsees
variaveis aleatdrias com tempo de servigo independente e ten-

do uma distribuicao exponencial com parametro u.

Seja

S =T +T_ +...+T para n=0,1,2,... .-

n+1’

Sn+1 representa o tempo de espera condicional dado que n

elementos ja estdao no sistema.

Como S,,, € @ soma de (n+l) variaveis aleatorias indepen-
dentes, cada uma com distribuigao exponencial, Sn+l € uma va-

riavel aleatoria com distribuicao gama. Como a probabilidade

"de que o cliente que chega encontre n clientes em sua frente

€ P ., segue que:

p_-P{S >t} 2.4.9
n n
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4

que ap0s consideraveis manipulacdes algébricas, e observando
as propriedades da distribuicao gama, lembrando que quando «

€ um nimero .inteiro, T (a) = (a-1). e que Sn tem parametros

+1
n+l e y, a equacao 2.4.9 reduz-se a: (ver Hillier'ﬁ Lieberman

[12])
P{W>t} = e_“(l’p)t, para t=0.

'\ concluséo surpreendente € que o tempo de espera no sis-
tema; W, tem uma distribuigéo exponencial com parametro u(l-p),

e portanto, segue:

W = E(W) = - = - =

Logo:

W = 2.4.10

1
H=A

Seja agora a variavel aleatoria wq, como sendo o tempo de
espera na fila (excluindo o tempo de servigo) onde a discipli-
na da fiia é primeiro a chegar, primeiro a ser atendido.E cla-
ro que esta disfribuigéo ¢ do mesmo tipo que a distribuigao

W e que, portanto, € exponencial.

Por outro lado, sabemos que o tempo de espera na fila (ex-

cluindo servico) & igual ao tempo no sistema menos O tempo me-



BTN
ou seja;

=X '
Y 2.4.11

Conseqlientemente, wq tem uma distribuigao exponencial com

- . Y
media ————. Logo,
u(r-2) &
A
_-——_—_——tv
ou{u-d)
p wq>t‘ = e , para t20.



CAPTTULO 3

APLICAGAO DO MODELO AS FILAS DE AERONAVES

3.1. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A aplicagao de modelos de filas as filas de aeronaves tem
encontrado sérias resisténcias entre os especialistas em Ae-

roportos.

Curiosamente, todos os trabalhos de aplicacgao de Pesqui-
sa Operacional a resqlugéo dé problemés envolvendo Aeroportos
e Terminais Aéreos,consultadoé pelo autor,tém,em algum ponto,
necessidade do estudo das filas de espera de Aeronaves.Em to-
dos eles, os autores consideram, ou a fila desprezivel para os
efeitos préticos, ou foi feita uma estimativa grosseira da fi-
la, ou a fila de espera foi obtida por simulagao em computa-

dor.

Déntre os trabalhos consﬁltados, vale a pena citar:

1) Medeiros [1] onde ele faz uma determinacao da capaci-
dade de Pistas dovAéroporfo de Congonhas, embora te-
nha tomado uma grande quantidade de dados suficientes
para détermiﬁar as taxas de atendimento e de Servigo
e Conseqﬁentemente ievar em conta as filas de espera,
seu modelo nao o faz em virtude de usar um modelo de-

terministico.
-41-
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2) Douglas [10] usa modelos probabilisticos para a deter-
mihagéq da capa;idade de pistas e calcula atrasos por
simulacgao.

3).Esca [8] faz a simulagao de varias .éonfigurég6es de
rotas, onde aiguns elementos de filas sao calculados
por simulagao. |

4) Morais [5] propoe em seu trabalho a aplicagao de uma
.sobre—tarifa as aeronaves que utilizam o aeroporto nos
horarios de pico, com o objetivo de desviar algumas das
aeronaves para outros horarios e conseqlientemente di-
minuir o cohgestionaménto. Para a determinacao de tem-
pos de espera, foi usado em seu trabalho um método ra-
pido de aproximacao de Odoni § Kivester [21] publica-
‘do pela NASA. E claro que esta aproximagdo € grossei-
ra, pois nao leva em conta as caracteristicas bpera—
cionais do Aeroportd em questao.

5) Hashizuma [6] faz um estudo da viabilidade técnica de
se aumentar a capacidade de operagao para o Aeroporto
de Congonhas. Em seu modelo ele utiliza um fator de
Espera Média Horaria Baseado em resultados tedricos da
aplicagao do método da FAA para estimativa deste pa-
rametro. E claro que esta estimativa também & grossei-

ra devido ao fato ja comentado anteriormente.

3.2. AS DUAS FORMAS DE VER 0 PROBLEMA

Para a aplicacdo de modelos de filas as aeronaves em ae-

roportos, existem duas possibilidades: A primeira, que sera

~
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~objeto do Capitulo 4 € considerar que a fila aérea tem prio-
ridadg absoluta sobre a fila do solo e portanto, -estudar o com-
portamento apenas da fila aérea. Considera-se como tempo de
espera na fila adrea a diferenga entre o teﬁpo que a aeronave
demora até sua aterrissagem a partir de um ponto pré-determi-
nado, digamos, de 50 milhas, em presenca de congestionamento.
Neste caso, as decolagens se dariam somente nos periodos em
que nao houvesse nenhuma aeronave nas 6 milhas que compdem a
reta de aproximagdo final. E claro que neste caso, quando a
demanda por aterrissagens supera a capacidade de aterrissagens,
a fila do solo tende ao infinito. A segunda possibilidade €,
levando-sé em conta que embora a aeronave no ar tenha priori-
dade sobre a do solo, € possivel intercalar algumas decolagens
entre.pousos consecutivos para nao crescer muito a segunda fi-
la. E claro que estas intercalagOes provocarao alguns peque-
_nos atrasos na fila aérea. Este estudo sera objeto do capitu-
lo 5:estudando-se simultaneamente as duas filas, usando-se o
modelo de Koopman [9] das filas duplas,que sera entao comen-

tado.
3.3. AS JUSTIFICATIVAS DA APLICACAD DO MODELO

Todos os autores consultados e ja citados na secgao an-
terior colocam alguns inconvenientes de se utilizar Teoria das

Filas no estudo das esperas de aeronaves em aeroportos.

Um dos argumentos mais citados € o de que,em aeroportos,

. } .

as taxas de chegadas de aeronaves variam constantemente em curz,
. “t K

‘tos espacos de tempo, havendo necessidade de ser analisado, per-{

.‘L' [
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manentemente, o regime transitorio de filas. Ora, em aefopor-
tos ocorre o seguinte fato: Durante grande parte do dia,o ae-
roporto funciona com grande ociosidade, havendo congestiona-
mento apenas nos horarios de pico. E durante os horirios de
pico, os pequenos periodos de ociosidade que pohmmtura venham
~a existir sao aproveitados para fazer escoar .as aeronaves que
esperam 1ibérag50 para decolar. Além disso, foi constatado,em
observacdes feitas no radar do TMA de S3o Paulo, que as chega—
das sao regidas por uma distribuigao de Poisson. Quanto & tran-
sitoriedade, observamos que sO nos interessa o estudo das fi-
las nos periodos de pico, ja que fora destes periodos o com-
primento da fila € praticamente nulo. Por outro 1ado,se olhar-
mos o fato da transitoriedade com algum rigor, chegaremos a
conclusio de que toda a fila tem esta caracteristica,desde que
as chegadas sejam aleatafias, e que, portanto; nao teria sen-
tido fazer uso da Teoria das Filas em nenhum caso. Portanto,
podemos perfeitamente utilizar modelos de filas em regime es-

tacionario e considerar como taxa de chegadas aquela que se

da nos horarios de pico.

Um segundo argumento; que tornaria o modelo de filas 1i-
nadequado para as filas de aeronaves € o seguinte: Em primei-
ro lugar, como grande parte das aeronaves que utilizam o Ae-
roporto de Congonhas sao aeronaves de passageiros de empresas
comerciais, estas tem um horario de chegadas e de saidas preé-
determinado. Neste caso, nao seriam as.chegadas nas filas (de
aterrissagem evde decolagem), mas sim os atrasos € que seriam

aleatdérios. Em segundo lugar, argumenta-se que em aeroportos,
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as chegadas e saidas das filas ndo sdo regidas por entrada Pois-

son e o tempo de servico exponencial, o que praticamente

in-

validaria a aplicagao do modelo de filas devido 3 complexida-

de dos modelos sem esta caracteristica.

Quanto ao primeiro argumento, embora seja correto que es-

tas aeronaves tenham um horario pré-determinado,Martinelli [2].

0.6

0h

03

e .
Teorica

- - - Observada
d= 0,0723 (0,0608)

5 H {

30 60 90 -~ 120

MINUTOS

Quadro 3.1 - Desvio de horario nas chegadas

Freqiencias relativas acumuladas.
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Obteve as Freqliencias Relativas acumuladas nos desvios de ho-
rario nas chegadas (Quadro 3.1), com u'a média proxima de ze-
ro e desvio padféo de aproximadamente 15 minutos e asvfraﬁén-'
cias dos desvios de horario nas saidas, cdmva média proxima de
10 minutos e desvio padrao proximo de 15 minutos (Quadro 3.2).
Isto se deve ao fato de que, embora muitas aeronaves cheguem

atrasadas, ocorre também .o fato de muitas chegarem adiantadas.

0,6

0,5

—— Observada

1 i :
30 60 90 120

MINUTOS

Quadro 3.2 - Desvios de horario na saida
Frequencias relativas acumuladas.
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Portanto, podemos perfeitamente utilizar modelos de chegadas

aleatorias.

Quanto ao segundobargumento, em observagoes feitas no ra-
dar em trés dias de coletas de dados em horarios de pico foi
constatado que a taxa de chegadas no TMA-de Sao Paulo das ae-
ronaves que se dirigem a Congonhas tem distribuigdo ‘de Pois-
son, portanto, justifica-se a aplicacgao do modelo. Quanto ao
tempo dé'servigo, devido as caracteristicas proprias, como a
seqliiencia de operagOes em um procedimento de subida e de des-
cida € sempre a mesma, sempre com os tempos quase iguais, a sua
distribuicao de probabilidades se'aproxima muito mais de uma
de tempo constante do que da distribuicdo exponencial. Porém,
como foi citado na sec¢gao 1.2, Koopman [9] demonstra a insen-
sitividade de se considerar a distribuigéo do tempo de servi-

co exponencial para os propdsitos praticos.

Um Ultimo fato que inviabilizaria o modelo, éegundp
alguns autores, seria o de que, em modelos de filas, existem
um ou varios postos de atendimento para uma Unica fila, e que,
no caso de éerOpoptos, existe um Unico posto de atendimento pa-
ra atender os dois tipos diferentes de servigos; quais sejam,
as aterrissagens e as decolégens.vExistem, portanto,duas filas
distintas utilizando o mesmo posto de atendimento, cada uma de-

las interferindo na outra.

Este fato, que ocorre realmente, pode ser encarado de duas
maneiras bem distintas, e de qualquer uma das maneiras que se
encare o problema & possivel utilizar modelos de filas. A pri-

meira delas & considerar que existe prioridade absoluta de fi-



- 48 -

la aérea sobre a fila do solo, e, portanto, justifica—se;neo—
cupar-se apenas com o0 que ocorre na fila aérea, a fila do so—v
lo ficando condicionada a existencia de ociosidade no atendi-
mento das aterragens. Esta maneira de resol?er o problema se-
'ré objeto do Capitulo 4. A segunda maneira & considerar as duas
filas (de aterrissagem e de decblagem) uma interferindo na ou-
tra, que sera objeto do Capitulo § atraves do modelo de filas

duplas de Koopman [9].



_CAPTTULO 4

0 MODELO DE FILAS SIMPLES

"Sejam A\ e u as taxas de chegada e de servico respectiva-
mente da fila aérea, isto &, das aeronaves que aguardam libe-
ragao de pistas para aterrissagem.

Sejam A' e u' as taxas de chegada e de servigo da fila do
solo, isto €, das aeronaves que aguardam liberacao da pista

para decolagens.

Como para estas filas existe um critério que & o de dar prioridade
absoluta ds aterrizagens, estudaremos primeiramente os elementos da fila
aerea, estudando o comportamento da fila do solo tendo como base que a pis~
ta sO sera liberada para decolagens apenas quando a fiia a€rea estiver va-
zia, ou se forem permitidés intercalagoes de decolagens entre

aterrissagens sucessivas sem atrasar a fila aérea.

4.1, A FILA AEREA

Dados os valores A e u, e do fato de as chegadas serem
Poisson e o tempo de servigo exponencial, podemos calcular os

seguintes elementos da teoria das filas (ver seccao 2.4).
o = fator de utilizagao da pista com respeito as aterri-

ssagens.

4.1.1

ko)
I
= | >

-49-
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o € funcdo da composigéo da frota das aeronaves que utilizam
o aeroporto e das separagGesvpermitidas no inicio da reta de
aproximacao final. E claro que, aumentando-se. as separacoes
permitidas entre.atéfrhgagens sucessivas, (ﬁortanto,diminuin—
do-se a taxa de atendimento u) esta porcentagem: a ira aumen-

tar. Voltaremos a esta porcentagem no Capitulo 6.
“4.2.1. PRIMEIRO CASO: SEM INTERCALAgﬁES

Neste caso, o processo de nascimento e morte da fila do

solo toma a forma do diagrama abaixo.

/\/\ /\/\

vEstados: -

“\/\/ N N

' (1=2)  u'(1-p) ur(1=p)  u'(1-p)

A probabilidade de haver a saida de uma aeronave da fila

do solo sera entao:

P{uma saida em [t,t+At]} = n'(1-p)At +o(At).
Isto ocorre porque a aeronave sO0 podera utilizar a pista
para decolagens se a fila aérea estiver vazia, e esta esta

vaiia com probabilidade PO =1-p.

De maneira analoga a como foram obtidas as equagdes de
balanco de um processo de filas na seccao 2.4, as equagoes de

balango para a fila do solo tomarao a forma seguinte:



Estado Taxa de'Entrar .Taxa de Sair
0 - (-pu'ey = APy
1 A'P6+-(1-D)u'Pé = '[A'+u'(1-p)]P']
2 A'P;+-(1-p)u'P§ = [+ (1-p) IP)
- tp e W A ] - 1
n Atpt o+ (=p)utP! =D+t (1-0) )

Resolvendo estas equacoes, de maneira semelhante ao

que
foi feito na seccao 2.4, vem:
N D S Y
p! = ———— P
1 |w'(1-0)] 0
Pv I-_>\_'___-1 LI
2 v (-e]71
LR I S 4.2.1.1

n Lp'(l—p)Jpﬁ-l

que nos fornece o valor de PA em funcao de Pb pelas equacgoes:

)\'
P‘ = - P'
1 u (1-p) O
N U
pr = 1 ——~———1 P
2 |u'(1-0)| "o

4.2.1.2
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Quando o numero ETTI:ET e menor do que 1, a série

converge, e teremos: (ver seccgao 2.4)

)\'
P, = 1-—"FG7—= .2.1.3
0 0 (1-p) he2.0
ST e N D S b PO S |
p' P - 4.2.1.4
n | (2-0) (1 o) ] R ITE)) (1 p)_l I_ T w(1-p)]
)\l
L' = 4.2.1.
p'(1-p)-A" ' >
" Para o céiculo de W', lembrando que W' =%; (seccao 2. 4y,
vemf
1 .
W' = 4,2.1.6
u'(1-p)-2r"
Para o calculo de L', na seccao 2.4 foi calculaﬂo, fa-
" zendo-se
L = z (n—l)P 9
4 L=1 n

pois naquele caso, o posto de servico estava sempre disponi-
- vel para atender o primeiro da fila. Ja no nosso caso, O pos-
to de servico (pista) sO estara livre durante a fracao P, do

tempo total. Assim, para este caso, teremos:



L' = Z (n—P )P' = Z np' -P Z P' =
n=1 0 n=1 " 0 n=1
- Tt A Al
=L'-P (1-P!) = A -
0( 0) 'P_-2' P0 u'p

)\' 1]
Cu'PytAT
Logo,
' 1
L= AL A 4.2.1.7
U PO—A'
L'
- Do fato de que Wé = XQ, vem,
W= 1 1 4.2.1.8
q H PO—A H
ou seja,
Weo=wo- L 4.2.1.9
u

q

NOTA: Uma observacao importante para este processo de filas €
que a fila nao € totalmente visivel. A parte visivel da fila
do solo € aquela que se da na posigdo 2, esperando liberagao
da pista, quando entao se dirigira a posigdo 3 e decolara. A-
lém destas que estao na posigéb 2, encontram-se na fila as
aeronaves que pediram permisséb para acionar os motores e ini-
ciar o taxiamento, pois quando a fila e pequena; \éta autori-

zacao € dada instantaneamente e quando a fila & longa, ou
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quando existe uma seqliencia grande de pousos consecutivos,es-
ta autorizagdo € retardada com o objetivo de se evitar a quei-.

ma inttil de combustivel.

Vejamos a aplicagao deste modelo para alguns casos hipo-

téticos.
EXEMPLO 4.2.1.1. Suponha X =20; pw=30; A' =15; p' =60.

Para a fila aérea, aplicando as formulas 4.1.1 a 4.1.4,

temos:
o =2/3, P_=1/3; L = 2; Lq = 4/3;

. W = 6 minutos, Wq = 4 minutos.

Para a fila do solo, aplicando as formulas 4.2.1.1 a

4.2.1.9,lvem:
Pr = 1/4: L' = 3: L' = 22
0 ’ q 4

W' = 12 minutos, W& = 11 minutos.

EXEMPLO 4.2.1.2. Suponha X =15, u =30, A' =20, u' =60. (Com re-
lacao ao exercicio 1), a taxa de chegadas na fila aérea foi
diminuida de 20 para 15, enquaﬁto que na fila do solo foi au-

mentada de 15 para 20).
Neste caso, teremos:

Para a fila aérea:

o = 1/2; P_=1/2; L

1; L= 1/2,
0 q /
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W = 4 minutos, Wq_= 2 minutos.’

Para a fila do solo, teremos:

W' = 6 minutos, W& = 5 minutos.
EXEMPLO 4.2.1.3: A =20, p=30, A' =20, u' =60.

Os valores para a fila aérea sao os mesmos do exem-

plo 4.2.1.1.

Para a fila de solo, teremos:

A 20
u'(l-p) 20

Neste caso, a fila de solo explodira, isto €, L' tendera

Segue, entao que a limitagao para a taxa de chegadas na

fila do solo,dada a taxa de chegadas na fila aérea, para que

a fila nao exploda ¢ dada por:

A t

—f <1, ou, A' < u'(1l- 4.2.1.10
T 1=0) u' (1-p)

L,2.2. SEGUNDO CASO - INTERCALAQGES SEMPRE POSSTVEIS

Considerando-se a possibilidade .de se intercalar uma de-
- colagem entre duas aterrissagens sucessivas, sempre que a fila
aérea esteja ocupada e existam aeronaves na fila do solo, e

supondo-se que estas intercalagdes ndo atrasem a fila aeérea,
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teremos o seguinte diagrama para o processo de nascimento e

morte na fila do solo

2! Al XI

)\I

Estado: 0 1 «e. N=1 n

n+1

A N

' (1-p)+up u'(1-p)+up , u' (1-p)+up

Neste caso, a taxa de atendimentos da fila do solo

W' (1-p)+up

sera

aumentada para u'(l-p)+up, pois, além de atender u' aeronaves

por hora nos intervalos de tempo em que a fila aérea esta va-

zia, com probabiiidade PO

=1-p, ainda pode atender yu aerona-

ves por hora, nos intervalos de tempo em que a fila aerea es-

ta ocupada. Como p :%3 vem que pep =X. Logo, a taxa de aten-

dimentos ficara aumentada para p'(l-p)+A.

Efetuando-se os mesmos calculos da seccao anterior,

os seguintes resultados para a fila do solo:

Po T 1?(‘1%77
L' = u'(i_2;+x-l'v
by ~ Y ‘%;% - u'(l-g)'u—xj '%"
R O S Oy
w"'='£5'1 ~ 1 1

q A u'(l-p)*Aa-at !

- Vejamos a aplicacao deste modelo para alguns

exemplos

vem
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poteticas.
EXEMPLO 4.2.2.1: Suponha A =25, u =30, A' =20, u' =60.

Para a fila aérea, aplicando as formulas 4.1.1 a 4.1.6, ven:

vl

1l
N =

©

It
N

gl

It

W

(o

n

-
OV =

W =12 minutos, Wq 10 minutos.

Para a fila do solo, aplicando-se as formulas 4.2.2.1 a

4.2.2.5, vem:

o2 4
L' =3, L

W =14 minutos, Wé = 3 minutos.
EXEMPLO 4.2.2.2: Suponha A =25, u =30, X' =25, u' =60.

Os resultados para a fila a€rea sao, &€ claro,os mesmos do

exercicio 4.2.2.1.
Para a fila do solo, teremos aplicando as formulas 4.2.2.1 a

4.2.2.5:

' 7
q 12 -
W' = 6 minutos, Wé = 5 minutos.

NOTA: Observe que se este fosse o caso real, o aeroporto po-

deria.atender,em uma hora, 25 aterrissagens e 25 decolagens,
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com uma média de atrasos de apenas 10 minutos na fila aérea e

de 5 minutos na fila de solo, perfazendo o total de 50 movi—'

mentos por hora.

E claro que, no caso real, nao & sempre possivel inter-
calar uma decolagem entre duas aterrissagens sucessivas,dal os
atrasos da fila do solo serem superiores no caso real, dadas

estas taxas de chegada;
EXEMPLO 4.2.2.3: Suponha A =26, u =28, A' =25, ' =56.

Para a fila aérea, teremos, aplicando as férmulas 4.1.1 a

4.1.9
o= p =L =13 1L =12%
14 -

W = 30 minutos, Wq = 28 minutos.

‘Para a fila do solo, teremos, aplicando as formulas 4.2.2.1 a

4.2.2.5,

W' = 12 minutos, Wé = 10,23 minutos.
EXEMPLO 4.2.2.4: Suponha X =26, u=28, A' =30, u' =56.

Os resultados da fila aérea sdo os mesmos do exercicio an-

terior.

Para a fila do solo, teriamos:

Al 30

T(Ip)Fh T30 b
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e neste caso o comprimento da fila do solo tende ao infinito.

Logo, deveremos ter, para que isto nao ocorra,

)\ t
N E——
u' (1-p)+x

ou seja,
AU <u'(l-p)+A. o , 4.2.2.6

4.2.3. TERCEIRO CASO: SO E POSSTVEL UMA

PORCENTAGEM o DE INTERCALAGOES

Este caso € totalmente anilogo ao caso anterior, com - a
restrigao de nao ser sempre possivel intercalar uma decolagem
entre duas aterrissagens sucessivas, mas apenas a porcentagem
& das vezeé. Dai, modificar-se as taxas de atendimento da fi-
la do solo para: u'(l-p)+ar. As formulas 4.2.2.1-a.4.2.2.6,enF
tao, tomarao as seguintes formas:

1- A
W (1-p)*an

1 -— >\ '
L' = S Toyranch 4.2.3.2

_ A Al -
"= - 4.2.3.3
R ETEN SRy FY T

e
~

_ 1
u' (1-p)+ar-A"

W= W -%3 4.2.3.5
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Com a restrigao:
p' (I=-p)+ad > A", ‘ 4.2.3.6

Vamos considerar os exemplos de 1 a 3 do exemplo anterior,
considerando-se o =0,8, ou seja, que em apenas 80% das vezes

€ possivel a intercalacao.
EXEMPLO 4.2.3.1: Suponha A =25, u=30, A' =20, u' =60.

Os resultados para a fila aérea sio, é claro, o0s mesmos

do exercicio 4.2.2.1; quais sejam:

W = 12 minutos, Wq = 10 minutos.

Para a fila de solo, aplicando-se as formulas 4.2.3.1 a

4,.2.3.6, vem:

W' =6 minutos, W& = 5 minutos.

NOTA: A média dos atrasos, que era de'wé = 3 minutos quando
eram sempre possiveis as intercalagoes, aumentou para Wé =5 mi-
nutos, considerando-se o =0,8.

EXEMPLO 4.2.3.2: Suponha A ?25, u=30, A'=25, yu' =60, a=0,8.

Para a fila aérea, os resultados s3ao os mesmos do exer-

cicio 4.2.2.2.
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Para a fila de solo, aplicando-~se as formulas 4.2.3.1 a

4-2-3-6, vem:

W' = 12 minutos, Wé = 11 minutos.

Observe que quando as intercalacOes sao sempre possiveis,
a média de atrasos € de 3 minutos, e quando s3o possiveis a-

penas 80% delas os atrasos sobem para 11 minutos.
EXEMPLO 4.2.3.3: Suponhé A =26, =28,AI' =25, u' =25, a=0,8.

Para a fila aérea, os valores ja foram determinados no

exemplo 4.2.2.3.

Para a fila do solo, aplicando-se as férmulas 4.2.3.1 a
4.2.3.6, vem:
Al 25

T (1-p)rax - 24.8 maior do que 1.

Neste caso a fila do solo tende ao .

L.3. AS CURVAS DE 1SODEMORA

Um fato surpreendente &€ que, dadas as taxas de atendimen-
to das filas aérea e do solo, as curvas para os quais o par orde-
nado (A,)') das taxas de chegadas tem o mesmo valor esperado

medio de atrasos na fila do solo s3ao retilineas.

Vejamos como ficam as curvas de isodemora para os tres

casos estudados na seccao anterior.
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1° CASO: Sem possibilidades de intercalagoes. O valor espera-

do médio dos atrasos & dado por:

1
W'o=
' (1-p)-2"
Fazendo-se W' = Constante = K, vem:
o) S|
ull-EJ—A %

que nos fornece a equacao linear em A e A' dada por:

Moy +ar = p -1 4.3.1
TR K _

cujo dominio € restrito a regido, A>0, A'>0, A'<u'(1l-p).

EXEMPLO 4.3.1: Suponhamos as taxas de atendimento. de ambas as

filas dadas por: p =28, p' =56.

As curvas de isodemora, tomarao a forma:

cujo dominio € restrito a regido: 0 <X < 28.

Consideremos as isodemoras dadas por:

, . _ 1 v . _ 1
W' = 4 minutos IE’ W 5-m1nutosv 17

| W' = 6 minutos = L W' = 10 minutos = 1
10° _ 6’
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W' = 15 minutos = % e W' = 20 minutos = %
Teremos:
"= =_l._ L —
W' = K=qgp => 2+ =41
W' = K= 5 == 20 +A' = 44
12

Figura 4.3.1-Curvas de isodemora - sem intercalagoes



-

W= K= f => 23+ = 46
w'=1<=%a2x+w=so
W' = K= 3 = 2A+)" = 52
w'=1<=%-=~——>2x+x'=53

Cujos graficos sao apresentados na Figura 4.3.1

2° CASO: Intercalacoes sempre possiveis.

) 1
TTTmp) P AR

Fazendo-se W' = Constante =K, vem:

que nos fornece as seguintes curvas de isodemora cujos grafi-

cos estao na Figura 4.3.2, considerando-se os valores u =28,

u' =56 do exercicio anterior:

K=-% = A+x' = 41

15
K = 1 = A+AY = 44

12
K= = x+xr' = 46

10 o

- K = 1 = A+A' = 50

6



%6 min.

N5 min.

Figura 4.3.2 - Curvas de isodemora - Intercalagoes
sempre possiveis.

’ | K=%=>>\+>\' 52

K= % == A+A' = 53

W) =

Cujo dominio € restrito & regido 0 <A < 28.
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3° CASO: Permitidas apenas a pbrcentagem o de intercalacoes.

' 1
W u'(1-p)+or+r"’

Fazendo-se W' = Constante =K, vem a equagao linear:

==

u' o
L, A - LA
[u aJ H

com dominio 0 <X\ <y.

Considerando-se o exemplo 4.3.1, com a =0,8, as curvas de

isodemora sao dadas por:

— _1
.1,2A +A' = 56 X

Cujos graficos estdo na Figura 4.3.3.

_ 1 .
K= gr = 1,2241" = 41
K= = 1,20+ = 44
17 ;

K= o= = 1,20 +1" = 46
10 .

K =1 = 1,204 = 50
N3 22+

K= 1 = 1,20+2' = 52
_Z_ s

K= L — 1. 20+A" = 53

3
NOTA: SO € possivel analisar as isodemoras da fila do solo,
pois a demora da fila aérea & independente de A',enquanto que

a fila do solo depende da taxa de chegadas na fila aérea, \.



0 - 10 20 28 30 A

Figura 4.3.3 - Curvas de Isodemora - Porcentagem
0=0,8 de intercalagoes.



CAPTTULO 5

A FILA DUPLA .

5.1. 0 MODELO DE KOOPMAN

Koopman [9] em seu artigo "Air Terminal Queues Under time-
dependent Conditions" desenvolve um modelo para se estudar fi-
las de aeronaves que possibilita o estudo das duas filas si-
multaneamente. Ele inicia seu trabalho demonstrando a insen-
sitividadé de se considerar os tempos de servico como uma dis-
tribuigao exponenéial para os propOsitos praticos, embora se
Saiba que se distribuem de alguma maneira intermediaria entre

distribuicdo de tempo constante e distribuigdo exponencial.

A seguir, considerando entrada Poisson e tempo de servi-
¢o exponencial, com a disciplina ''primeiro a chegar, primeiro
a ser atendido'" e um Unico canal de atendimento,ele desenvol-
ve, através do processo de nascimento.e morte, as equagoes de
balanco de uma fila simples com taxas de chegada e de atendi-
mento fortemente dependente do tempo e com periodhjdade de T =
= 24 horas. Obtem, desta forma7 um sistema de n+1 equagoes di-
ferenciais ordinarias lineares homogéneas de um tipo estudado
em fisica-matematica, onde uma das propriedades importantes &
que dado algum valor inicial Pn(O), n=0,1,2,..., existe uma
unica solucgdao para este s@stema e se os coeficientes sao pe-
riddicos de periodo T =24 horas, entdao a solug@o também o €.

-70-
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Na secgao seguinte ele desenvolve, atraves do processo de
nascimento e morte e de maneira analoga ao caso da fila sim-
ples, um modelo de fila dupla, chegando também a um sistema
de equacgdes diferenciais ordinarias 1ineare$ homogéneas seme-
lhante ao anterior com a garantia de que existe uma Unica so-
lucdo e se os coeficientes sdo periddicos com T =24 horas,en-
‘tao a solucgdo também o €. Seus modelos tomam as seguintes for-

mas, que passamos a descrever.

5.1.1. A FILA SIMPLES

Koopman define os seguintes elementos de Teoria das Fi-
las, que sao, em seu modelo, fortemente dependente do tempo e

com periodicidade de T =24 horas.

pm(t) = Probabilidade de que existam m aeronaves no sis-
tema (somente na fila aérea) no instanie t.

Rm(t) = Taxa de chegadas (nimero de aerona&es que chegam
no sistema por unidade de tempo) no instante t
‘dado que existem m aeronaves no sistema.

Lm(t) = Taxa de aiendimento no instante t, dado que exis-

tem m aeronaves no sistema.

Seu modelo impOe uma restricao para o comprimento da fi-
la, m <M, alegando que a parfir deste nimero M as aeronaves
que chegassem ao aeropofto seriam desviadas para outros aero-
portos ou seriam mantidas no solo dos outros aeroportos espe-

rando diminuir o comprimento da fila.

Ele obtém entdo o sistema de M+1 equagoes diferenciais or-
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dinarias homogéneas, dadas por:

de(t)

—g— = Rm_l(t)Pm_l(t) —[Rm(t)+Lm(t)]Pm(t) +

¥ Lm+1(t)Pm

+1(t), O<ms<M.

E, como foil citado anteriormente, dada a condicao inicial

Pm(O), 0<ms<M, existe uma Unica solugao para este sistema de

equacoes diferenciais, que & periodica, com periodo T =24 ho-

ras.

5.1.2. A FILA DUPLA

Seu modelo de fila dupla'também admite uma Unica pista

para decolagens e aterrissagens, entrada Poisson e tempo de ser-

vico exponencial, um limite M para a fila aérea e um limite N

para a fila do solo, com taxas de chegada e de atendimento for--

temente dependentes do tempo e com periodicidade de T =24 ho-

ras.

A seguir, ele define os seguintes elementos de Teoria das

Filas para a sua fila dupla:

Probabilidade de que existam m aeronaves na
fila aerea e n aeronaves na fila do solo no

instante t, 0<m<M; O=<nx<N.

Probabilidade de que haja uma chegada na fi-
la aérea no intervalo (t,t+At), dado que e-

xistem m aeronaves na fila aerea e n na fi-



Ry (t)-at

L (t) At
m,n

Lm n(t)-At
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la do solo, para At suficientemente peque-

no.

Probabilidade de que haja uma chegada na. fi-
la do solo no instante t, dado que existam
m na fila aérea e n na fila do solo,para At

suficientemente pequeno.

Probabilidade de que uma aeronave da fila
aérea aterrisse e deixe o sistema no inter-
valo At suficientemente pequeno,dado que e-

xistem m na fila aérea e n na fila do solo.

Probabilidade de que uma aeronave da fila do
solo decole e deixe o sistema no intervalo
(t,t+At), dado que existem m aeronaves na fi-

la aérea e n na fila do solo no instante t.

Para escrever as equacoes de evolucao do sistema ele ob-

serva as seguintes transicdes possiveis para fora do estado

(m,n).

(m-1,m) (me1,n)

» \% oS
- (m,n)" p,
EV %
) (m,n+1)

(m,n-1

Calculando-se o Valor’Pm n(t+At) e o limite,

2

L Pran (510 Py o (0)
At-0 At
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ele obtém o sistema de (M+1)x(N+1) equag6es: diferenciais 1li-

neares homogeneas com coeficientes dependentes do tempo t:

dP 1 (®) _

= IRy (DR ()AL ()41 (6)IP (1) +

.+R ' ’
m-l,n(t)Pm-l,n(t) +Rm,n~1(t)Pm,n-1(t) ¥

+ I
m,n+1(t)Pm,n+l(t) +L ,n(t)P

m+1 m+1,n(t)’

0<mzM; 0<nxN.

A seguir, Koopman reduz as equacoes pelo método das

so-
mas marginais, fazendo:

' n=N
P (t) = Jp _(t),
m n=p ™1
onde:
Pm(t) = Probabilidade de que existam m aeronaves na fila
' aérea, no instante t, independente do nimero de
aeronaves na'fila do éolo
M
P'(t) = J P (1),
n m=0 ™D
onde,
Pn(t) =

Probabilidade de que existam n aeronaves na fila

do solo no instante t, independente do niumero de

’ - ‘
aeronaves na fila aerea.

Assim, as equagoes de evolucao de sua fila dupla tomam as



formas:
de(t) :
—dt = Rm'l(t).Pm"“l(t) - [Rm’(t)*’Lm(t)]'Pm(t) +
£ L (0P (1),
onde,
N P (t)
R (t) = TR iR
m n=0 M0 Pm
e
. N Pm n(t)
L(t) = )L : .
m n=o m,n Pm(t)

para a filavaérea. E para a fila do solo tomam a forma:

dp! (1) .
— o = Rﬁ-l(t)Pn—l(t) -[Rn(t)+Ln(t)JPn(t) +
+ Lh(t)P£+1(t),

onde,

M P ﬁ(t)

Rn(t) = mZORm’n(t) T;l—(—t—]—

e

M Pm n(t)

RO mZOLm’n(t) N
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A solugao deste sistema de equacdes diferenciais ordina-
rias lineares homogéeneas fornece as probabilidades %nﬁj e Pﬁ(t)
que possibilitam os calculos de L(t), L'(t), W(t), W'(t), Wl(t),
W' (t) todos fortemente dependentes do tempo t.e com periodi-

-.cidade de T =24 horas.

5.1.3. 0S INCONVENIENTES DO MODELO DE KOOPMAN

Este modelo apresenta alguns inconvenientes fortes,pois,
devido ao fato de as taxas de chegada e de atendimento serem
fortemente dependentes do tempo, os sistemas:de .equagoes diferenl
ciais ordinarias lineares homogeneas sao extremamente compli-
cadas, tendo como solugdes as fungoes Pm(t) também dependentes

~do tempo e com periodicidade.

Koopman cita,em seu artigo, o proéeSSO de filas para ater-
rissagem disposta na forma de plataformas. Dai a necessidade
de restringir os compfimentos das filas, tanto de aterrissagens
como de decolagens. Ele cita como exemplo o Aeroporto de La
Guardia, cujos limites, na época eram M =60 e N =25. Atualmen-
te, com o desenvolvimento da vetoragao radar nos aeroportos

mais movimentados, -estas filas ja ndo tem esta caracteristica.

Tdo complexo € o modelo de Koopman, que ele cita a possi-
bilidade de aplicar seu modelo ao aeroporto de La Guardia,mas
nao o faz em termos praticos, deixando em aberto a sua aplica-

-~

gao.

Faremos, entdo, na proxima secgao, um estudo de filas du-
plas semelhante ao de Koopman, com as simplificagoes de taxas

de chegada e de atendimento constantes com o tempo e sem 1li-
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mites para os comprimentos das filas. .
5.2. A FILA DUPLA SIMPLIFICADA

Sejam X e u as taxas de chegada e de atendimento na fila
aerea e A' e p' as taxas de chegada e de atendimento na fila
do solo, as quais estamos considerando constantes com o tempo

e independentes de quantos elementos encontram-se no sistema.

Vamos analisar o modelo de Fila Dupla de Koopman,com;es-
tas simplificagOes, nos tres casos que foram estudados no Ca-

pitulo 4.
5.2.1. PRIMEIRO CASO: SEM |NTERCALA§A0

O processo de nascimento e morte para esta fila dupla po-

de ser entendido segundo o diagrama abaixo

u
H (3,0)
>\ (z)n)/)}‘l/;
no— (2,1)
H ! (].”)),zr

*(Note que no diagrama ndo & possivei passar do estado (m,n)
para o estado (m,n-1) quando m =0, devido a prioridade abso-
luta da fila aérea sobre a fila do solo e nao ser permitido in-

. o
tercalagoes de decolagens entre aterrissagens.



- 78 -

As equagoes de balango para este sistema de filas toma-

rao as seguintes formas:

Para os elementos da forma (m,0):

Estado Taxa de Entrar Taxa de Sair
i 'P. = Al
(0,0) WP(q,0) TH Po,1 (A )P(O.O)
(1,00} APq gy +W(g,0) = (AP 4y
i >\P P = !
(2,0) (1,00 " ¥ 3,00 T (AP )
(m,0) )\P( 1’0),+up(m"‘]:0) (A+A +U)P(m,0)
Para os estados da forma (O,n):'
Estado Taxa de Entrar Taxa de Sair
IP = ]
(0,0) WP 1,0 T ¥ 0, 1) O 0 0
Al ‘ 'p = (AAr4p!
0,1) P,00 " M P o) T ORRHIIP
0,2 At - ; ' = !
©.2) P, 0,2 M P g, T DeIP g o)
| 1 = 1 1
(0} AP ) F¥P (1,n0) TP (o, ner) T O

Para os estados (m,n) com men #0, vem:

(m,n) = (A+X1'+u)P

Pim-1,m) "2 P -1 TP e, n) (m,n)

Para os modelos de filas duplas sao definidas as seguin-

tes somas marginais:
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P = ] P .y = Probabilidade de que existam m aeronaves na
m i=0 (m,1)
fila aérea, independente do nimero de aero-
naves na fila do solo.
P’ = 7 P(i n) = Probabilidade de que existam n aeronaves na
' i=0 ’ '

fila de solo, independente do numero de aero-

naves na fila aérea.

Vamos analisar as equagaes‘de balango do sistema de fi-

las para os estados da forma (0,n).

As equacoes de balango sao:

Estado Taxa de Entrar Taxa de Sair
P [ = 1

(0,0) oo tH P,y (2P 0 o)
0,1 o ; = Ouh !

( )1 Al%om)+u%]ﬁ)+qu,ﬂ (MA+U)PW’”
0,2 A'P : = Owh !

(0,2) (0,0 TR ,2) T HPo,3) T (AP )

: f Y = .
Oun) AP (0, 0-1) T ¥ (1,0) P P (g nen) T AP )

Observe que colocando-se \' em evidéncia na primeira co-

luna e somando-se os infinitos termos temos: Z;=O P(0,7) =PO.

Na segunda coluna, somando-se os infinitos termos e co-
locando-se p em evidencia, vem: Z?=O P(1,3) =P1.

s a .
Analogamente, na coluna do 2° membro, apos a 2- linha,

vem: Zj=l PCO,J) = P0 -P(0,0).

Logo, a soma das infinitas equacdes tomara a forma:

X P0 +uP1-Fu [PO_P(O,O)].z (A+X )P(O,O)



+ (A +u" ) [Py -

Usando a propriedade

equacao toma a forma:

Donde
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distributiva e simplificando, esta

.2,

' Efetuando-se os mesmos calculos para as equagdes de ba-

lango dos estados da forma (1,n), (2,n),..., etc., vem:

Observe que estas equacgoes

das para a fila aérea na

de fila dupla coincide com o modelo de fila simples,

fila aérea.

Analisando agora as

da forma (m,0), teremos:

= A
Pz_upl
A
P ==P
3 w2
= A
Pm u Pm—l

sao as mesmas que foram obti-

secgao 4.1, e, portanto, o modelo

para a

equacoes de balango para os estados



Estado .Taxa de Entrar Taxa de Sair
(0,0) P, PP,y T BRIP g g
(1,0) AP(0’0)4-UP(2,0) = (A+A'+u)P(],0)
(2,0) a0 tHP 0 T BertdP g g
m,0) AP 1,00 T (et 0) T AP )

Somando as colunas, de maneira andloga ao caso anterior
e substituindo as somas infinitas das colunas pelas somas mar-

ginais, vem:

APy +ulP n'p = (A+A")P

0 (0 0) (0,1) (0,0)

+ (A+X' +u)[P P(O O)

Usando a propriedade distributiva e simplificando, esta

equacgao toma a forma

>

p = A po - 5.2.2
0,1) " o

Como a fila aérea tem prioridade absoluta sobre a fila do

solo, segue-se que:

P{m/n} = Probabilidade de que existam m aeronaves na fi-
la aérea, dado que existem n na fila do solo,

igual a P

& m

Como



P _«P'.

entao, P(m,n) = n Fn

Utilizando-se esta relacao na equagao 5.2.2, vem:

Donde,

Efetuando-se os mesmos calculos para os estados da forma

(m1),(m 2),..., vem:

D
Py = u'P P
D S
P3 u'PO PZ
D S
Pn u'PO Pn-l

E estas equagoes nos fornece a equagao:

Observe qué esta equagdo € a mesma que foi obtida para a
fila do solo no modelo de fila simples da secgao 4.2.1, e a

partir desta coincidencia, todas as outras equacOes coincidenm.
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5.2.2. SEGUNDO CASO: INTERCALAQGES SEMPRE POSSTVEIS

O processo de nascimento e morte para este tipo de fila

pode ser entendido pelo diagrama abaixo:

VANRPANRVANRAN

Observe que, para'paséar do estado (0,n) para o estado
(0,n-1) a taxa de atendimentos & igual a u', pois neste caso,
a fila aérea se encontra vazia. Ja para passar do estado
(m,n) para o estado (m,n-1), com m # 0, a taxa de atendimentos
e igual a y, pois neste caso, a fila aérea esta nao vazia, e
por hipotese, & possivel intercalar uma decolagem entre duas

aterrissagens sucessivas sem atrasar a fila aérea.
De maneira analoga ao que foi feito na seccao 5.2.1, va-
mos analisar as equagoes de balanco dos estados da forma (0,n).

Estas equac¢les tomam a forma (apresentada na pag. 84).

Observe que nestas equacOes ndo aparecem as passagens dos es-
tados (m,n) para os estados (m,n-1) com m =0. Logo, as equa-

¢cOes sao as mesmas da secgdo 5.2.1, e, portanto, diga-se a mes-
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Estado Taxa de Entrar Taxa de Sair
] h
1) 1 A'Prg0) *HP(1,1) *H'P(g,2) = (AP )
] [[X Y =
(0,2) AP,y PEP(1,2) M P(g,3) = (AP )
t
(o,n) A'P 0.n 1)+uP(1 ) +H P(O,n+l) (A+A'+u')P(0,n)
ma equagao da fila aerea
A
P1 oy PO

Analisando as equacoes de balanco dos estados da

forma

(1,n), vem:

Estado Taxa de.Entrar Taxa de Sair
V — ]

(1,0) AP(O’O)-+UP(2’0)-+uP(1’1) = (A2 +U)P(I,0)
(L1 AP, q) ¥¥P g, 0) *¥P(1,2) ¥A'P (1 0) = (AP (q g
: ' - AY
(1,2) | AP(g 5) ¥WP(g ) ¥HP(1,3) *A'P(q,qy = (ARZWIP 4 )

) DU - 1 '
(1m) AP (g, 0) #4P(,0) *HP (1 nat) *27 (1nmn) T NP
Somando as infinitas equacgoOes, vem:
APO +uP +u[P P(1 0)] + A P1 = (x+)' -!-u)P(1 0) +

+ (A+A-Qu)[P P(1 0)

que simplificando, vem:



APO +uP2.= (A+u)P1 5.2.5
que & a mesma equacdo de balango do estado 1 da fila aérea sim-

ples do Capitulo 4.

Embora, neste caso aparecam as transicOes do estado (m,n)
para o estado (m,n-1), isto nao influi nos resultades da fila

aérea, dando, portanto, os mesmos resultados da seccdo 4.1.1.

Para estudarmos os valores da fila do solo, vamos anali-

sar as equagées de balango dos estados (m,0).

Estado Taxa de Entrar Taxa de Sair
(0,00 wP (1,00 * ¥ P 0,1 = AP )
(1,0) UP(Z,O) +>\P(0,0) +UP(],1) = ()\+}\'+u)P(1’0)
(2,0) WP3 gy *AP G gy WP T (k+k'+u)P(2’O)
Somando as infinitas equagoes, vem:
“[Pb'P(O,O)] +u'P(0,1) +pr +“[Pi_P(0,1)] =‘

= ()\"')\')P(O,O) + (>\+)\'+U)[P('J_P(O,O)]
simplificando esta equagdo, vem:

(u'—u)P(O,l) = M'Py-uPy
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Como a fila aérea & independente da fila do sclo, temos:

Peo,1) = PorPi-

Logo,

Donde,

, X
P! = : P!
1 (u'-u)Py+u o

De P0 = 1-p, vem:

('-wWPy+u = (W-w)(l-p) +u = u'-u'p-u+
+ up +p = u'(l-p) +A.
Logo,

Vo N
Pl —WPO 5.2.6

Analisando as equacoes dos estados (m,1),(m,2),..., Ob-

temos as equagoes:

\ B \
L T G ETYET RS
[ Al '
P3 = w@-;)ex F2
pr o= A pr
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Observe que sao as mesmas equacOes que foram obtidas na
seccao 4.2.1 para o modelo de filas simples. Logo, todos os

resultados coincidem com os obtidos naquele.

- 5.2.3. TERCEIRO CASO: APENAS UMA PORCENTAGEM o

DE INTERCALAGOES SAO POSSTVEIS

E claro que este caso & semelhante ao caso anterior, com
a diferenca de que a taxa de atendimentos para passar do es-
tado (m,n) ao estado (m,n-1) quando m =0, € ou. Logo,efetuan-
do-ﬁe os calculos de maneira analoga aos que foram efetuados

na secgdo anterior, chegar-se-a a equacgdo:

P! 5.2.7

Voo Al
P 0

1~y {T-p)%ox’
ou seja, neste caso, também os resultados da Teoria das Filas
obtidos no modelo de fila dupla coincide com os que foram ob-

tidos no modelo de filas simples obtido no Capitulo 4.
5.3. CONCLUSOES RELATIVAS AO MODELO DE FILA DUPLA

A finalidade principal de se estudar o processo de filas
de aeronaves em aeroportos através do modelo de fila dupla,e-
ra, antes de iniciar este capitulo, aprimorar oa resultados ob-

tidos no Capitulo 4 com o modelo'de,filas.simples.

Quando, no Capitulo 4, fizemos a taxa de atendimento da
fila do solo igual a u'(l-p), pensavamos que estivesse sendo

feita uma aproximacdo grosseira, pois, de acordo com as hipo-
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teses feitas, tudo se passaria como se fosse.uma fila simples
MM1, com a taxa de atendimentos u' diminuida para u'(l-p). A-
chavamos que fosse uma aproximacdo grosseira porque ndo se le-
vava em conta as interrupgoes da fila do solo para a aterris-
sagem das‘aeronavés que estivessem na fila aérea. Ou seja,tu-
do se passaria como se o posto de servigo Y(Pisfa) estivesse
sempre a disposigao para atender a fila de solo, apenas a ta-
xa de atendimentos sendo multiplicada pelo fator 1l-p que €& a
probabilidade de a fila aérea estar vazia. E claro que 6 caso
real ndo € este. Dal a desconfianca de que aquele modelo ndo
estivesse representando o modelo real. Pensavamos, entdao, que
estudando o modelo’de fila dupla, obteriamos resultados mais
representativos da realidade do sistema do que os obtidos no

estudo de filas simples.

Surpreendentemente, estudando o modelo de fila dupla,le-
vando-se em conta que quando houvesse aeronaves na fila aérea
a taxa de ate.ndimentos da fila.’do;tsolo;..seria zexjo,por_tant.o, con-
siderando-se as interrupcdes,o que € mais proximo do fenomeno
real, os resultados obtidos foram exatamente os mesmos que Os

obtidos no Capitulo 4 com o modelo de filas simples.

Dai, a conclusdao de que estavamos enganados quando pen-
savamos que o modelo de filas simples como foi desenvolvido

fosse apenas uma aproximacao grosseira do Modelo Real.

0 desenvolvimento do Capitulo 5 serviu-nos, portanto, pa-
ra confirmar os resultados obtidos no Cépitulo 4, bem como ,pa-
ra a validagdo tedrica daqueles, ja que a validacdo pratica e
comparacdo das esperas tebricas com as reais serda. objeto do

Capitulo 6. :



CAPTTULO 6

COMPARAGOES E VALIDAGAO DO MODELO

Para as comparagoes e validacdo do modelo foi feito um
estudo de caso das filas de aeronaves do Aeroporto de Congo-
nhas, onde os resultados obtidos pela aplicagao do modelo fo-

ram considerados satisfatorios.

Cabe aqui a seguinte observacdo: Para uma validacdo mais
‘rigorosa do modelo necessitariamos de certos dados que nio pu-
deram ser conseguidos, ou por falta de informagoes das aﬁto;
ridades responsaveis pelo aeroporto, ou por falta de condigoes
e recursos técnicos. Por exemplo, a aplicagao do modelo exige
a tomada de dados das taxas de chegada das filas aérea e do
solo simultaneamente, no mesmo periodo, o que & impossivel pa-
ra uma Unica pessoa fazé-lo, pois a sala de controle radar, on-
de s3o obtidos os dados da fila aérea, e a torre de controle,
onde sao obtidos os dados da fila do solo, distam aproximadé-
mente um quilOmetro uma da outra. Quahdo da constatagao desta
deficiéncia, foi feito um pedido 5 Coordenadoria da Pos-Gra-
duagao da Fundagao Getulio Vargas para a contratagao de um mo-
nitor que auxiliasse na tomada dos dados, o que foi negado.
Logo, quando da obtencao de uma das taxas, a outra deve ser
obtida por estimativa. Como os resultados principais deste tra-
balho sio referentes a fila do solé, faremos a estimativa prin-

-89-
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cipalmente da fila aérea. Esta estimativa serd feita com base
na ficha de controle da Torre de Controle, sem levar em conta
a espera, isto €, a taxa de chegadas na fila aérea sera con-
siderada como a taxa de aterrissagens realizadas naquele perio-
do. Esta estimativa ;écrazoévelmente proxima da taxa real,pois
nesta fila ndo ha desisténcias, ou seja, todas as aeronaves que
chegam na fila completam a aterrissagem. “Queremcs esclarecer
também que o objetivo principal desfe trabalhové a determina-
¢do de um modelo que trate este tipo especifico de filas, ou
seja, uma fila dupla com um Gnico canal de atendimento e um
esquema de prioridades, e, apesar das deficiencias os resulta-

dos conseguidos foram considerados satisfatdrios.
6.1. AS TAXAS DE CHEGADA NA FILA AEREA

Para a determinacdo das taxas de Chegada na fila aérea
foram obtidas duas amostras em dois dias diferehtes. Estas a-
mostras foram obtidas anotando-se, da sala de controle radar
do aeroporto de Céngonhas, os tempos em que as aeronaves che-
gam no T.M.A. de Sdo Paulo. Foi considerado enfrada no siste-
ma o instante da chegada no circulo concéntrico da tela radar
distante 50 milhas do aeroporto. A partir dai, se nao ha ne-
nhuma outfa-aeronave em sua frente,'os controladores Que ope-
ram o radar direcionam-na em'aproximagio direta para a reta
de aproximacdo final; caso contrario, os controladores provo-
cam-lhe alguns desvios de rota para permitir que outras aero-
naves chegadas antes aterrissem 3 sua frente. Os tempos sdicio-
nais provocados por estes desvios sao os tempos de éspera na

fila.
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.A partir da distribuigao dos tempos entre as chegadas no
sistema, fizemos um teste de aderéncia para verificar se esta
distribuicdo € exponencial. Foi, entdo, feito um teste de Kol-
morogov- Smirnov (ver Apéndice A). A hipdtese de'que a distri-
buigdo dos tempos provém de uma distribuigdo exponencial pdde
ser aceita ao niyel de significancia de o =0,01. Logo, consi-
deramos razodvel supor as taxas de chegéda como sendo uma dis-

tribuicao de Poisson.

Observamos que estes dados foram obtidos apenas para ve-
rificar o tipo de distribuigao e nao ‘para a determinagao da
taxa média de chegadas, pois esta sO interessaria quando es-
tivéssemos determinando a taxa de chegadas na fila de éﬂg.'Dai

nao acharmos necessario ter um nimero maior de amostras.
6.2. A TAXA DE CHEGADAS NA FILA DO SOLO

Enquanto na secgﬁo'anterior os dados referentes a fila
aérea tinham interesse apenas para determinar o tipo de dis-
tribuigao de probabilidades do fendmeno, nesta seccdo os tem-
pos obtidos sao iteis ndo sO para o teste de aderénciz, mas tam-
bém para a comparacdo dos tempos de espera obtidos pela apli-

cacao do modelo com os tempos de espera reais da fila do solo.

Foram, entao, obtidas quatro amostras em quatro dias di-

fr?

ferentes, em horarios de pico, onde foram anotados, simulta-
neamente, os intervalos entre as chegadas na £fila do -sclo e

os tempos de espera de cada aeronave na fila.

Feito o teste de Kolmogorov-Smirnov para cada uma das a-

mostras, a hipotese de que a distribuigdo dos intervalos en-
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tre as chegadas provem de uma exponencial pdde ser aceita ao
nivel de significancia de a =0,01. Logo, podemos considerar que
a taxa de chegadas na fila do solo & regida por uma distribui-

¢ao de Poisson (ver Apéndice B).
6.3. 0S TEMPOS DE ESPERA

Em ndéso trabalho ndo estivemos preocupados em coletar da-
dos sobre 0s tempos dc espera na fila aérea, pois estes tem=‘ 
pos sdo praticamente impossiveis de serem obtidos com os fé—
cursos limitados que dispomos. O tempo de espera na fila ae-.
rea, como ja vimos, € a.diferenga entre o tempo normal sem comn-
gestionamento e o tempo na presenca deste. Como existem seis
" pontos de entrada na area terminal e o tempo depende deste pon-
to de entrada, além de depender também do tipo de avido,o ni-
mero de amostras e a quantidade de dados necessarios seria ex-
tremamente grande. Por outro lado, se'fizéssemos isso iriamos
constatar o &bvio, pois como o modelo de‘filas € M-M-1 e a fi-
la aérea tem prioridade absoluta sobre a fila do solo,o0s tem-

pos de espera médios sao dados por
_ 1
W= o

A justificativa mais importante para o fato de termos coleta-
do dados apenas das esperas na fila do solo & que nosso mode-

lo apresenta originalidade apenas em relacao a esta.

A coleta de dados dos tempos de espera na fila do solo foi

feita da Torre de Controle levando-se em conta o tempo de es-
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pera da autorizagao para acionamento dos motores das aerona-
ves, pois este tempo tambem € de espera, apesar de a aeronave
ainda nao se encontrar na posicao 2. Estes dados foram coleta-
dos simultaneamente aos dados dos intervaloé entre as chega-
das para podermos comparar com os resultados obtidos pela a-

plicacao do modelo te6rico,vque sera objeto da seccgao 6.7.

0s dados levantados encontram-se no Apéndice C cujas mé-
dias foram: W' =6,17 minutos no dia 08/04/1983, W'= 5,18 mi-
_nutosvno dia 14/04/1983; W' =3,17 minutos no dia 14/02/1984 e
no dia 23/03/1984 foram calculados os tempos de espera na fi-
ia (excluindo o tempo de servico) e foi obtido Wé==2,16 minu-

tos.
6.4. AS TAXAS DE ATENDIMENTO

Ja foi comentado na seccao 1.5 as taxas de atendimento
para a fila a€rea e a fila do solo que serdo utilizadas neste
trabalho, quais sejamf p =28 aeronaves/hora para a fila aérea

e u' =56 aeronaves por hora para a fila do solo.

A determinacdo destes valores foi baseada em trabalhos ja
publicados; em especial o trabalho de Medeiros [1] e de algu-
mas observacgoes feitas da Torre de Controle, algumas delas de
carater subjetivo, como por exemplo, em entrevistas com os con-

troladores de voo da Torre de Controle.

Sobre a taxa de atendimentos da fila aérea,além dos re-
sultados de Medeiros [1] comentado na seccao 1.5 foram feitas
algumas observacgGes nos instantes em que havia varias aerona-

ves na fila aérea e a média de tempo entre aterrissagens Suces-



- 94 -

sivas foi de 2,17 minutos. Embora esta média seja obtida a par;
tir de poucos dados pois estes sO podem ser considerados quan-
do existé uma seqiiéncia grande de pousos conseéutiﬁos, ela @
importante porque confirma a taxa de atendimento de u =28 ae-

ronaves por hora comentado na seccgao 1.5.

Sobre a taxa de atendimentos da fila do solo foram obser-
vados os seguintes fatos: Quando a aeronave que chega na po-
sic¢ao 2 nao encontra nenhuma outra na sua frente, o tempo que
ela leva para ir da posicdo 2 até a posigdo 3 iniciar a de-
colagem e cruzar a cabeceira da pista, liberando-a, vai de 1
minuto e 10 segundos a 1 minuto e 50 segundos com média de 1
minuto e 35 segundos. Porém, quando a decolagem ocorre ap0s um
pouso ou ap0s uma decolagem a sua frente e a aeronave ja se
encontrava esperando na posicao 2, este tempo & bastante di-
minuido, pois, enquanto a aeronave a sua frente esta se pre-
parando para liberar a pista, esta ja estd rolando para a po-
sigao 3 e esperando ordem de livre decolagem. Assim,neste ca-
so, O fempo de servigo € iguél apenas ao tempo de ocupacao da

pista, cerca de 50 segundos.

Em uma amostra foram observados que 70% das decolagens se
deu apds encontrar outra aeronave a sua frente (pousando ou de-
colando) cujo tempo &€ de 50 segundos, enquanto que 30% ocorreu
sem este fato, cujo tempo médio & de 1 minuto e 30 segundos.
Efetuando-se, entdao, a média ponderada com 70% e 30% obtém-se
a.média u' =56,7 aeronaves por hofa. Este resultado tambem con-
firma o que foi coﬁentado na secgao 1.5 sobre a taxa de aten-

dimentos de u' =56 aeronaves por hora.
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6.5. A PORCENTAGEM DE INTERCALA§5ES DE DECOLAGENS

ENTRE ATERRISSAGENS SUCESSIVAS

A determinagéo desta porcentagem o de intercalagOes € pra-
ticamente impossivel com certa precisdo, jia que ela dependeria °
de um numero muito grande de observacdes, além de alguns as-
pectos subjetivos, como por exemplo, da audacia ou cautela do
controlador de voo que ioma a decisao de intercalar ou nao u-
ma decolagem entre dois pousos consecutivos. Alem disso, cer-
tas decolagens, embora nao esteja intercalada entre dois pbu-
sosse dao total ou parcialmente tomando o tempo de atendimen-
to de uma aeronave que esta pousando, e portanto entrariam na
categoria das aeronaves que estao sendo intercaladas, totalou
parcialmente, o que dificulta extremamente a determinagao des-

ta taxa.

Devido a todas estas dificuldades, utilizaremos em nosso
trabalho as porcentagens o =20% e o =80% como casos extremos,
acreditando que em quase cem por cento dos casos,esta porcen-

tagem real encontra-se entre estes extremos.

6.6. TEMPOS DE ESPERA OBTIDOS PELA

APLICACAO DO MODELO

=

Obteremos nesta secgao os tempos de espera obtidos pelgs
raplicagéo do modelo apenas para a fila de solo, pelos motivos
'ja discutidos na secgao 6.3. Calcularémos os tempos de espera
pela aplicagéé do modelo com 65 dados obtidos da Torre de Con-

trole nos dias 08/04/1983, 14/04/1983; 14/02/1984 e 23/02/1984,
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pois nestes dias foram obtidas as distribuigoes dos tempos de

espera observadas.

E claro que nestes dias nao foram coletados dados sobre
a taxa de chegadas na.fila aérea, pois esta teria que ser ob-
tida da sala de controle radar, o que seria impossivel para u-
ma sO pessoa. Utilizaremos como valor aproximado o numero de
aeronaves atendidas por hora, ja que toda aeronave que entra

no sistema tem que ser atendida.
6.6.1. TEMPOS DE ESPERA DO DIA 08/04/1983

Taxa de chegadas na fila aérea (obtido pela ficha de a-

tendimentos da Torre.de Controle)
A = 18,7 aeronaves/ hora.
Taxa de chegadas na fila de solo
A'=12,2 aeronaves/hora (ver Apéndice B).
Taxa de atendimentos da fila aérea:
u = 28 aeronaves /hora (ver seccdo 6.4).
Taxa de atendimentos da fila do solo:

p' =56 aeronaves/hora (ver secao 6.4).

1° CASO: SEM INTERCALAGOES
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- 1
W' = — = ——— = 0,16 horas
u.[l_ AJ_)\._ 6,4 |
u
ou seja,
W' = 9,37 minutos
Wé = 8,30 minutos

29 CASO: COM o = 20% DE INTERCALAGOES

W' = ' = 1 = 0,098 horas.
‘ u'[l-%J +oA=-A" 10,1 .

W' = 5,92 ninutos

Wé = 4,85 minutos

3° CASO: COM o =80% DE INTERCALACOES

1 1

W o= = ~ = 0,05 horas.
' U'll -AJ+aA-A‘ 21,36
n
Ldgo,
W' = 2,8 minutos -

' Wa = 1,73 minutos

6.

6.

6.

.6.

.6.

6.

6

.6.

6.

1

3

.4

6
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6.6.2. TEMEOS DE ESPERA DO DIA 14/04/1983

'

Dados coletados:

A = 17,3 (ficha da Torre de Contrdle)
A' = 13,6 (ver Apéndice B)
u = 28 ' |

' = 56

19 CASO: SEM INTERCALACOES

- 1 D S :
W Iy = 7.8 0,128 horas

Logo;

W' = 7,7 minutos ' 6.6.7

=
L -
]

6,62 minutos : 6.6.8

29 CASO: o =20% DE INTERCALAGOES

L = —3 = 0,089 horas

W= s TaroxT T 11,26

Logo,
W' = 5,33 minutos ‘ 6.6.9

w! 4,26 minutos » 6.6.10

q
39 CASO: o =80% DE INTERCALACOES

!



w’

Logo,
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1 : : 1

= = = (0,046 horas

C uT(I-p)tod-xT T 21,46

W' = 2,8 minutos

Wé = 1,7 minutos

~ 6.6.3. TEMPOS DE ESPERA NO DIA 1470271984

Dados coletados:

u

16 (ficha da Torre de Controle)
= 18,8 (ver Apéndice B)
28

= 56

19 CASO: SEM INTERCALAGOES

Logo,

2° CASO: o =

_ 1 _ 1
W (I=p)=A' 5.2

=
]

11,54 minutos

10,47 minutos

=
Qo -
i

20% DE INTERCALACOES

= 0,192 horas.

6.6.11

6.6.12

6.6.13

6.6.14
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I S R e
W (I-p)rar-r' 8, 0,118 horas

Logo,

W' = 7,14 minutos . 6.6.15

Wé 6,07 minutos 6.6.16

39 CASO: o =80% DE INTERCALACOES
1 1

W' Traepvanexr - 18 0,055 horas

Logo,
W' = 3,33 minutos 6.6.17
Wd = 2,26 minutos 6.6.18

6.6.4, TEMPOS DE ESPERA EM 23/02/1984

Dados coletados:

X 16 (ficha da Torre de Controle)
A= 15,8 (vérbApéndice B)

u = 28

u' o= 56l

19 CASO: SEM INTERCALAGOES

BIBLIOTECA KARL A. BOEDECKER
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t = 1 ) = 1 = .
W DS T2 0,122 horas
Logo,
W' = 7,32 minutos

6,25 minutos

w!

29 CASO: o =20% DE INTERCALACOES

1 = —% = 0,088 horas

L T T E e S Y

Logo,

WI

5,26 minutos
Wé = 4,19 minutos

3¢ CASO: o =80% DE INTERCALACOES

' = l =_1_= v
W = u'(l—p)+ak~l' 71 0,048 horas
Logo,
W' = 2,86 minutos

Wa = 1,79 minutos

6.6.19

6.6.20

6.6.21

6.6.22

6.6.23

6.6.24
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6.7. COMPARAGOES

’

Aqui faremos as comparagoes entre os tempos médios obser-
vados da Torre de Controle e os tempos obtidos pela aplicacgao

do modelo.
6.7.1. COMPARACOES DOS TEMPOS DE 08/0%4/1983

Tempos de esperé obtidos pela aplicacao do modelo (ver

secgao 6.6.1). -

1° CASO: SEM INTERCALAGOES

W' o= 9,37 minutos 6.7.1

wa = 8,30 minutos | 6.7.2
2° CAso; o =20%

W= 5,92 minutos | . 6.7.3

Wy = 4,85 minutos 6.7.4
3% CASO: a =803

W' = 2.8 minutos ' 6.7.5

Wé = 1,73 minUtosA. | 6.7.6

Tempo medio de espera observado (ver seccgao 6.3):
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W' = 6,17 minutos 6.3.1
Neste dia, o tempo médio de espera observado foi proximo

do tempo de espera calculado no 2° caso: o = 20% e & menor do

que o calculado no caso o = 0.

6.7.2. COMPARAQGES DO TEMPO EM 14/0L4/1983

Tempos de espera obtidos pela aplicagéo donwdeh:(vm?seé—

cao 6.6.2).

1° CASO: SEM INTERCALACOES

W' = 7,7 minutos | 6.7.7
Wé’= 6,62‘minutos | 6.7.8

| ZQICASO: a=20%
W' = 5,33 minutos o | 6.7;9
Wé = 4,;6 minutés ' - 6.7.10

32 CASO: o =80%
W' = 2,8 minutos : 6.7.11

wa = 1,7 minutos 6.7.12
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Tempo médio de espera observado (ver secgao 6.3)
W' = 5,18 minutos.

Neste dia também verificou-se o fato de o tempo médio de
espera observado estar entre o 29 caso o =20% e o 3° caso a =

= 80%..
6.7.3. COMPARACOES DOS TEMPOS EM 14/02/1984

Tempos de espera obtidos pela aplicagdo do modelo (veja

secgao 6.6.3).

19 CASO: SEM INTERCALACOES

W' = 11,54 minutos | 6.7.13

w& = 10,47 minutos 6.7.14
29 CASO: a = 20%

W' = 7,14 minutos 6.7.15

.wa = 6;07 minutos 6.7.16
39 CASO: o = 80%

W' = 3,33 minutos 6.7.17

Wa'= 2,26 minutos 6.7.18
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- Tempo médio de espera observado (veja secgdo 6.3)

W' = 3,17 minutos.

‘Neste dia o tempo médio observado foi levemente inferior

aos valores calculados pela aplicacao do modelo, porém,consi-

deramos este resultado satisfatorio.

6.7.4. COMPARA§6ES DO TEMPO EM 23/02/1984

Tempos de espera obtidos pela aplicagao do modelo (veja

secgao 6.6.4).

1° CASO: SEM INTERCALACOES
W' = 7,32 minutos
Wé = 6,25 minutos
2% CASO: a = 20%
W' = 5,26 minutds
Wé = 4,19 minutos

32 CASO: a = 80%

W' = 2,86 minutos

.19

.20

.21

.22

.23
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W& = 1,79 minutos 6.7.24

Tempo médio de espera observado (ver seccdo 6.3).

Wa = 2,16 minutos.

Neste dia, os valores dos tempos de espera observados 1li-
mitam-se ao tempo na fila apenas. Dai o valor Wé-=2,16 minu-
tos. Logo, também aqui o valor observado wa'¥2,16 esta entre
os tempos calculados pelo modelo, quais sejam Wé = 4,19 para

a=20% e W' = 1,79 para o =80%.

6.7.5. TABELA E RESUMO DAS COMPARAGOES

Tempos de espera tedrico (minutos) Tempos de espera

Data Observad (min.)

19 Caso: a=0{29 Caso: a=20%]39 Caso: a=80% servados imin.
08/04/83] 9,37 5,92 2,8 6,17
14/04/83 7,7 5,33 2,8 5,18
14/02/84 11,54 7,14 3,33 3,17
©23/02/84 6,25 L, 19 1,72 2,16

Feitas as comparacoes, observou-se que nas . duas primei-

ras datas, os tempos de espera observados foram valores pro-

Q

ximos de T =20%, enquanto que nas duas ultimas datas obtive-
a _

mos valores proximos de T =80%. Os dois valores que nao cai-
a

ram dentro do intervalo T =80 <T<T cairam bem proximos
. - - /0 . .

a=20%
dos extremos, nao provocando, portanto, nenhuma discrepancia.
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0 intervalo de_tempo extehso, de 14/04/1983 a . 14/02/1983
que ficou sem coleta de dadbs‘foi devido é.dificuldades junto
ao SRPV, pois devido ao fato de ser area de seguranga mnacio-
nal, a autorizacao que havia sido concedida”antefiormente foi
cancelada por motivo de mudanga na chefia e a autorizacao pa-
ra continuar a coleta de dados s0 foi recuperada em fevereiro
de 1984. Talvéz déva—se a esta demora na coleta de dados a mu-
danca dos resultadbs obtidos em uma e em outra €poca. Enfim, isto
pode. significar que, ou aumentou a utilizégéo da pista auxi-
liar, diminuindo-se portanto, os tempos de espera, .ou aumen-
tou-se a pofcentagem a de intercalagles neste periodo. De qual-
quer forma, estes resultadés sao satisfatorios com relagdo a
validacao do modelo, pois mesmo oS dois‘valores que nao cairam
dentro do intervalo T = 80%<T<T =20% nao sao discrepantes,
pois estao bem proximos dos extremosve estao no intervalo Tu =

= 100% <T<T =0.
. ] .



CAPITULO 7
CONCLUSOES

Ao elaborar o projeto de pesquisa objeto deste trabalho,
pensavamos fazer apenas uma revisao bibliogréfica de modeios
de filas e apresentar ao final, como contribﬁigéo a estudos
de tempos de espera, o estudo de caso do Aeroporto de Congo-

nhas.

E interessénte notar que a maioria dos trabalhos de pes-
quisa sobre aeropdrtoslrejeitam.o estudo das filas de espera
de aeronaves por modelos matemdticos. Em algumas consultas com
especialistas em Aerondutica que tém artigos publicados na a-
rea, feitas pelo’autor, estes utilizaram 0s argumentos ja ci-
tados no Capitulo 3, secgdo 3.1. Sem duvida, estas consultas
nao foram em vao, pois destas discussfes resultaram valiosas
sujestoes e explitagSes sobre operagoes em Aeroportos,Contro-
le de Trafego Aéreo, etc. Os especialistas consultados, cujos
trabalhos constam da bibliografia, foram: Medeiros [1], Mar-
tinelli [2], Gualda [4], Morais [5]. Foram valiosas as expli-
cagoes sobre trafego aéreo proporcionadas pelos militares do
SRVP que, nesta area, forgm meus mestres. Déntre estes desta-
caram-se o Tenente Bizzoto, Tenente Pelatti, Capitao Teramoto,
Sargento Marcelino, aluno de engenharia da FAAP e Sargento Cle-
rio. Todos eles, em geral, achava pretencioso o estudo de fi-

las de espera em aeroportos por modelos matematicos.

<
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De fato, devido as caracteristicas muito especificas das
filas de aeronaves, principalmente da pribridade da fila ae-
rea sobre a fila do solo e da existéncia de uma Unica pista pa-
ra atender os dois tipos de fila (o aeroporfo de Congonhas pos-
sul uma outra pista, mas de uso muito restrito como foi dis-
cutido no Capitulo 3, podendo, entao, ser tratado como se fos-
se uma ﬁnica»pista), pensavamos inicialmente fazer apenas o
'estudo mateméticd da fila aérea e obter, talvez, uma simula-

¢ao do comportamento das duas filas.

-,

Com o posterior desenvolvimento do frabalho, apbs o cal-
culo dos elementos da fila aérea, ocorreu-nos que se poderia
fazer uma aproximacdo, que pensivamos ser uma aproximacdo gros-
seira, reduzindo a taxa de atendimentos da fila do solo de p'
para u'-PO, sendo Py a probabilidade de nao haver nenhuma ae-
ronave na fila aérea, ja que as decolagens so poderiam ocor-
rer com esta condicdo. Foram, entdo, obtidas as formulas ma-
tematicas para o calculo dos principais elementos de Teoria das
Filaé, da fila de solo usando-se esta aproximagao. Pensavamos
que esta aproximacao fosse apenas.uma aproximagao grosseira
porque, segundo ela, tudo se passaria como se o modelo de fi-
las fosse um modelo simples de tipo M-M-1, apenas tendo a ta-
xa de atendimentos diminuido de u' para p'PO, poréem, sem le-
var em consideracdo as interrupcdes da fila do solo, que sdo
reais, cada vez que éhéga uma ou varias aeronaves na fila aé-

rea, ja que esta tem prioridade absoluta.

Apos estes resultados, que foram objetos do Capitulo 4,

fomos analisar o comportamento das filas usando a simplifica-
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¢do do modelo de Koopman [9], objeto do Capitulo 5. Este mo-
délo, como parte‘dé probabilidade conjunta Pm,n’ que € a pro-
babilidade de haver m aeronaves na fila aérea e n aeronaves na
fila do solo, & claro que leva em conta as ihterrunges, pois
leva em conta que a taxa de ée passar do estado (m,n) para o
estado'(m,n-l) € zero quando m = 0. AI tivemos a feliz surpre-
sa de verificar que 05 resultados obtidos a partir do modelo

mais refinado (Filas Duplas) coincidiam com os resultados ob-

tidos no capitulo anterior, com o modelo de filas simples.

Embora para o estudo dos tempos de espera de aeronaves
na fila do solo o modelo de filas duplas nao tenha dado nenhu-
ma contribuicdo, ja que os resultados coincidiram com os ob-
tidos pelo modelo de filas simples, consideramos o Capitulo 5,
que trata deste t6pico, 0 mais importante no sentido de con-
tribuigdo 3 Teoria das Filas, pois em industrias, principal-
mente ou em Departamento de servig¢os de algumas empresas exis-
tem varios tipos de filas em que um Unico posto de atendimen-
to deve atender a varias filas com um esquema de prioridades
‘e este modelo pode ai encontrar sua aplicacao. Esperamos que

futuros pesquisadores possam aventurar-se nesta direcao e a-

a
creditamos que possam ter sucesso com esta metodologia. - Alem:

dos fatos citados acima, este estudo também nos foi Util como
‘uma validagéo tedrica dos resultados obtidos no modelo de fi-
las simples, ou seja, aquela aproximacao que fizeramos no Ca-
pitulo 4 (modelo de filas simples) e que pensavamos ser ape-
nas uma aproximagdo grosseira, na realidade € uma representa-

c¢ao fiel do fendmeno.

¢
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0 que poderia ser uma contribuicdo i Aerondutica, de uma
maneira geralla todos os usudrios deste sistema de transporte,
que € objeto desta monografia, s3o as curvas de isodéﬁora ob-
tidés na secgao 4.3. Um melhor detalhamento.destas curvas de
isodemora poderia dar subsidios a uma otimizacdo do Controle
de Trafego Aéreo, a uma politica de pregos de passagens aéreas,
e enfim, poderia ser Util a todos os usuarios deste importan>
‘te e rapido sistema de transporte. Por exemplo, dadas as es-
timativas das taxas de chegada na fila aérea e na fila de so-
‘1o, que poderia ser obtida por periodos,daria inétantaneamen-
te, com a simplesvobservagéo de um sistema cartesiano (A,A')
onde estivessem desenhadas estas curvas, a estimativa do tem-
po de espera na fila do solo naquele periodo. E claro que com
a estimativa deste tempo de espera podér—se-ia‘calcuhn'oscnw—
tos operacionais das aeronaves com muifo mais preciséo,'desde

que esteja dentro de um nivel de confiabilidade razoavel.

Finalmente,com as comparagoes dos tempos de espera obti-
dos por observagiao com os resultados obtidos pela aplicagao do
modelo, apesar das limitacOes para se determinar valores mais
precisos das variaveis e da complexidade do sistema,os resul-
tados foram consideradps satisfatorios, validando assim o mo-
delo. Alguns resultadoé que nao corresponderam a expectativa
do valor esperado podem ser devido & grande complexidade dc sis-
tema, principalmenfe a existencia da pista auxiliar que pode,

devido ao seu maior ou menor uso, alterar os resultados.

"No trabalho délKoopman [9], ele apresenta o modelo de fi-

las duplas com as taxas de chegada e de-atendimento como fun-
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¢oes continuas, derivaveis e com periodicidade de 24 horas.
Dai a grande complexidade do seu trabalho é a impossibilidade
de utiliza-lo para aplicacgdes praticas, pbis € praticamente
impossivel obter as fungoes P(m,n)(t) e suaé'derivadas para um
determinado instante_t. Portanto, consideramos o desenvolvi-
mento das filas duplas com as simplificacoes de taxas constan-
tes como sendo a maior contribuigéo a teoria das filas desta
monografia, pois para que um modelo seja Util, este deve ser
o mais proximo possivel do fenomeno real para que forneca pre-
dicOes razoaveis, e ao mesmo tempo, ser suficientemente sim-
ples para que seja matematicamente tratavel. E neste sentido,
o modélo de Koopman € extremamente complexo. Tanto & que ele
nao faz nenhum estudo de caso, embora cite a possibilidade de
se aplicar seu modelo ao estudo do Aeroporto de La Guardia,

mas nao o faz.

Quanto as possiveis politicas de procedimento para os pou-
sos e as decolagens,ele faz alguns comentérios superficiais,
sem contudo chseguir nenhum resultado significativo. Por e-
xemplo, no comentiario sobre a possibilidade de se intercalar
sempre uma decolagem entre dois‘pousos, estas intercalagéasse.
dariam com o retardamento do pouso sucessor, portanto atnﬁan—
do a fila aérea. Neste caso, o intervalo de tempo necessirio

ao par aterrissagem mais decolagem seria:

__lT'_=—1';-+
U U

T |

Logo, a taxa de atendimento u" seria a média harmonica entre

u e u'. Como se ve, mesmo nestes comentarios, nao surge ne-
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nhum resultado significativo no sentido do calculo do compri-
mento meédio da fila e do tempo de espera. Portanto, conside-
ramos o calculo do comprimenté médio da fila e dos tempos de
‘espera para .oS tres casos; Sem intercalagBes, intercalagoes
sempre possiveis e uma porcentagem a de intercalagoes,como u-
ma extensio do. trabalho de Koopman, estando ai nossa princi-
pal contribuigao.  Principalmente quando da realizagao do es-
tudo do caso do Aeroporto de Congonhas, e, com oS bons resul-
tados conseguidos, aéreditamos.ter demonstrado também que o
‘modelo de Koopman & consiétente. Como desconhecemos alggma a-
plicagao deste modelo em algum aeroporto, esta realizacao,em-
bora com o0s recursos escassos de que diqmmeﬁos mostrou a pos-
~sibilidade de sua aplicacao, inclusive em outros modelos de
filas com alguma semelhanca, que nao sejam as de aeronaves em
terminais aéreos. Ficaremos satisfeitos se outros pesquisado-
res aprofundarem eétes estudos e nos mandarem as criticas e

sugestoes pertinentes.



APENDICE A

TESTE DE ADERENCIA DA DISTRIBUICAO DOS
TEMPOS ENTRE AS CHEGADAS NA FILA AEREA

Teste de Kolmogorov-Smirnov para testar a hipOtese de que
a distribuicao dos tempos entre as chegadas na fila aérea & ex-

ponencial.
A.1. PRIMEIRA AMOSTRA

A primeira amostra fol obtida no dia 20 de abril de 1983
da sala de Controle Radar. A tabela de freqliéncias dos inter-

valos entre as chegadas foi a seguinte:

Intervalo
(minutos)

Frequéncia

Freqliencia
q - acumulada

8
14
20
25
28

30
32
3k
35
36

WENOoUVT FWN —O
- = NNN WU oMo

o

— —
o w
) ) ol b
W
[0 o]

(¥e]

O intervalo médio entre as chegadas neste dia foi de:
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X = 3,95 minutos.

Neste dia, consideramos como intervalo igual a zero to-
dos os iﬁtervalos menores do que meio minuto, intervalo igual
a 1, os intervalos maiores do que meio e ménores do que 1,5 e
assim sucessivamente. Logo, a freqﬁéncia acumulada tedrica pa-

ra X=0 sera

(0,5 (1,5
j f(x)dx, para X = 1, sera J f(x)dx
0 , .

A X

e assim sucessivamente, onde f(x) =Xe e a funcao densidade

de probabilidade exponencial com o parametro A =3¥%3.

(minﬁtos) Falx) | folx) | Foa(x) | Fa(x)=fga(x) ]
0 0,128 | 8/40 | 0,2 0,072
1 0,316 | 6/40 0,35 0,034
2 0,469 | 6/40 0,5 0,031
3 0,588 | 5/40 0,625 - 0,037
4 0,680 | 3/40 0,7 0,020
5 0,752 | 2/40 0,75 0,002
6 0,807 | 2/40 0,8 0,007
7 0,850 | 2/40 0,85 0,0
8 0,884 1740 0,875 0,009
9 0,910 | 1/40 0,9 0,010

10 0,930 | 1/40 0,925 0,005 -
11 0,946 0 0,925 0,021
12 0,958 0 0,925 0,033
13 0,967 | 1/40 0,950 0,017
14 0,975 0 0,950 0,025
15 0,980 0 0,950 0,030
16 0,985 0 0,950 0,035
17 0,988 0 0,950 0,038
18 0,991 1/40 0,975 0,016
19 0,993 | 1/40 1,0 0,007

Neste caso, temos:
D = max]fA(x)—LOA(x)| = 0,072.

. -~ . -
Comparando o valor de D obtido com o valor critico ao ni-
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vel a=0,01,

p = 0,63 _ 0,65 _ ¢,

/n )

Vemos,entao, que o valor de D encontrado D=0,072 & me-
nor do que D critico ao nivel a=0,01. Logo, a hipOGtese de que
a distribuigao & exponencial pode ser aceita ao nivel de o =

= 0,01.

Isto prova que a taxa de chegadas na fila aérea,pelo me-

- nos neste dia e Poisson, com a taxa média de ) = aerona-

1
3,95
ves por minuto ou A =15 aeronaves por hora.

A.2. SEGUNDA AMOSTRA

A segunda amostra foi obtida no dia 17 de fevereiro de

1984. A tabela de freqiiéncias foi a seguinte:

X fA(x) fo(x) fOA(X) _ IFA(X)-fOA(x)I
110,333 .9 {1114/36 = 0,389 0,056
2 | 0,49 3 17/36 =0,472 0,019
310,612 5 22/36=0,611 0,001
.4 | 0,704 L 26/36 =0,722 : ,0’018
6 | 0,827 2 29/36 =0,806 0,021
7 0,868 2 31/36 =0,861 0,007
8 | 0,899 1 32/36 =0,889 0,010 .
9 | 0,923 1 33/36;0,917 | 0,006
10 0,9 0 33/36=0,917 0,024
11{ 0,955 1 34/36 = 0,944 0,011
12| 0,966 0 34/36 =0,944 0,022
13| 0,974 a 35/36 =0,972 . 0,002
14 | 0,980 0 35/36 =0,972 0,008
15| 0,985 1 1 - 0,015

onde o intervalo médio entre as chegadas foi de X =3,7 minutos,
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A X

f(x) =%e_ , onde X =1

3,7°

X+l
2
£,00 = | Cea

como foi comentado em A.1l.

Temos:
D f‘maxlfA(x)ffOA(x)I = 05056.

Comparando com os valores de D critico ao.nivel de a =

= 0,01

Vemos entdao que o valor encontrado D=0,056 € menor do
que o valor de D critico ao nivel a=0,01. D,=0,1. Logo,a hi-
potese de que a distribuigao & exponencial pode ser aceita ao

nivel de o =0,01.

~Isto prova que a taxa de chegadas na fila aérea,pelo me-

. - . P 1 ’
nos neste dia, e Poisson com a taxa media de X =z aeronaves
3

por minuto ou A =16,2 aeronaves por hora.



APENDICE B

TESTE DE ADERENCIA DA DISTRIBUIGAO DOS
TEMPOS ENTRE AS CHEGADAS NA FILA DO SOLO

Teste de Kolmogorov-Smirnov para testar a hipotese de que

0os intervalos entre as chegadas & exponencial.

B.1. PRIMEIRA AMOSTRA DIA 08/04/1983

X ,fA(x) fo(x) fOA(x) IfA(x)-fOA(x)l
0 | 0,097 | 3/18=0,167 | 0,167 | 0,07

1 0,264 | 2/18=0,111 0,278 . 0,014
2 | 0,4 3/18 =0,167 | 0,444 0,044
3 0,51 2/18 =0,111 0,555 0,045
4 0,601 1/18 =0,067 0,611 0,01

5 | 0,675 0 0,611 0,064
6 0,735 0 0,611 0,124

7 0,784 1/18 =0,067 0,667 0,117

8 0,824 2/18=0,111 0,778 0,056
9 0,856 1/18 = 0,067 0,833 0,023-
10 0,883 0 0,833 0,05

1 0,904 1/18 =0,067 0,889 0,015
12 0,922 0 0,889 0,067
13 { 0,936 | 1/18=0,067 | 0,944 0,008

1k | 0,948 | 1/18=0,067 1 0,052
Média X = f% = 4,9 minutos
D = maxlfA(x)—fOA(x)[ = 0,124

Comparando com o valor critico ao nivel o =0,01, vem:D,=

= 0,371, Logo, podemos aceitar'a'hip6tese de que a distribui-

-118-
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¢do € exponencial ao nivel a=0,01.

Logo, a taxa de chegadas na fila do solo nesta amostra &

Poisson, com a taxa media de 1A' = Zlg aeronaves por minuto 6u
A' =12,2 aeronaves por hora.
B.2. SEGUNDA AMOSTRA, DIA 1470471983

X fp(x) fo(x) FOA(X)_ lfA(X) - fOA(x)l

0,5 0,203 8/35=0,229 0,229 0,026

1,5 0,365 | 6/35=0,171 0,4 0,035

2,5 0,494 3/35=0,086 0,486 0,008

3,5 | 0,597 | 2/35=0,057 0,543 0,054

4,5 { 0,671 | 3/35=0,086 | 0,629 0,042

6,5 | 0,796 | 2/35=0,057 | 0,743 0,053

7,5 | 0,838 | 2/35=0,057 0,8 0,038

8,5 0,871 2/25=10,057 0,857 0,014

9,5 { 0,897 1/35=0,029 0,886 0,011

10,5] 0,918 | 1/35=0,029 | 0,914 0,004

11,5 0,935 | 2/35=0,057 0,971 0,036

12,5 0,948 1/35=0,029 1 0,052

Média: X = 4,4 minutos.
D = maxlfA(x)-fOA(x)l = 0,078

Comparado com o valor de D critico ao nivel a=0,01, D, =
= 0,27 nos permite aceitar a hipotese de que. a

dos intervalos entre as chegadas na fila do solo

distribuigao

€ exponencial

ao nivel a= 0,01. Logo a taxa de chegadas na fila do solo €

Poisson, com a taxa média de .

A=

aeronaves por minuto ou A' =

A
1,4

4
13,6 aeronaves por hora.



- 120 -

B.3. TERCEIRA AMOSTRA, DIA 23/02/1984

X fA(X) - fp(x) fop (%) | £ (x)=Fpa (x|
0,5 | 0,231 | 7/31 = 0,226 | 0,226 0,005
1,5 0,409 | 4/31 = 0,129 0,355 . 0,054
2,5 | 0,546 | 6/31 = 0,194 | 0,548 0,002
3,5 | 0,651 | 4/31 = 0,129 | 0,677 0,026
4,5 0,732 | 2/31 = 0,065 | 0,742 0,010
5,5 { 0,794 0 0,742 0,052
6,5 | 0,842 | 2/31 = 0,065 | 0,806 0,036
7,5 | 0,878 0 . 0,806 . 0,072
9,5 0,928 | 2/31 = 0,065 0,935 0,007
10,5 | 0,945 | 2/31 = 0,065 1 0,055

Media:

X = f% - 3.8 minutos.
D = max|fA(x)-f0A(x)| = 0,072.

Comparado com o valor critico ao nivel a =0,01, D, =0,27
nos permite aceitar a hipdtese de que a distribuigdo & expo-

nencial.
Logo, a taxa de chegadas €
1

3.8 _
aeronaves por minuto ou A' =15,8 aeronaves/hora e a distribui-

A'

c¢do & de Poisson.
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B.4. QUARTA AMOSTRA - DIA 14/04/1984

X fA(X) fo (x) fOA(x) |fA(x) -fOA(X) |
‘0,5 0,270 | 6/19 = 0,316 0,316 0,046
1,5 | 0,467 | 6/19 = 0,316 | 0,632 0,165
2,5 | 0,611 | 2/19 = 0,105 | 0,737 0,126
3,5 0,716 0 0,737 0,021
4,5 | 0,792 | 2/19 = 0,105 | 0,842 0,050
5,5 | 0,848 | 1/19 = 0,053 | 0,895 0,047
6,5 | 0,889 0 0,895 0,006
13,5 | 0,989 0 0,895 0,094
14,5 | 0,991 | 2/19 = 0,105 1 0,009

Media:
X = f% = 3,18 minutos -
D = mafoA(x)—fOA(x)[ = 0,165

Comparando o Vélor D=0,165 com o valor D critico ao ni-
vel a=0,01, nos permite aceitar a hipotese de que a distri-
buicdo dos tempos entre as chegadas na fila do solo & exgxmn—.
cial. Logo a taxa de chegadas & de Poisson, com a taxa médiz,
para este dia, de X"=3¥%§ aeronaves por minuto cu \' = 18,9

kd

aeronaves por hora.



APENDICE C

TEMPOS DE ESPERA NA FILA DO SOLO

C.1. COLETA DE DADOS DO DIA 08/04/1983

Tempo de Freqiiencia _
Espera
'xi (minutos) fi fixi
2 3 6
3 2 6
L 2 8
5 3 15
6 2 12
7 L 28
8 2 16
9 2 18
10 1 10
11 1 11
12 1 12
23 142
Media:
W' = %;Z = 6,17 minutos C.1.1
oo 142 01
W >3 x60 0,103 horas : c.1.1
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C.2. COLETA DE DADOS DO DIA 14/04/1983

Media:

ou

Tempo de e
Frequencia
Espera .
x4 (minutos) fi f;x
i 2 2
2 7. 14
3 13 39
4 5 20
-5 3 15
6 3 18
7 1 7
8 3 24
9. 1 9
10 2 20
11 2 22
14 1 14
24 1 24
L 228
W' o= %—12—8 = 5,18 minutos
W' = 228 X—l—- = 0,09 horas

60

.2.

.2,
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C.3. COLETA DE DADOS DO DIA 14/02/1984

Tempo de -~ .
Frequencia
Espera f x
x. (minutos) fi i7i
- .
1 2 2
2 10 20
3 8 24
4 6 24
5 1 5
6 2 12
7 0 0
8 1 8
30 95
Media:
o= 95 . -
1) 20 3,17 minutos
ou
W' o= gé-xiL = 0,0S horas

0 60
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C.4. COLETA DE DADOS DO DIA 23/02/1984

Tempo de Freqiisnci
requencia
Espera F x
X, (minutos) f. : i
0 9 0
1 5 5
2 9 18
3 1 3
4 3 12
5 2 10
6 1 6
7 1 7
- 8 1 8
32 69

OBSERVAgéES: Neste dia, os tempos calculados foram apenas os
tempos de espera na fila (excluindo o tempo do servigo). Lo-

go, esta média € Wé e nao W'.

Média:
W' = 92 = 2,17 minutos cC.4.1
q 3
ou
' = _6_9_ _1._ = . i
Wq 35 X6O 0,04 horas. C.4.2
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