Y 4

FUNDAGCADO
GETULIO VARGAS

EPGE

Escola de Pés-Graduagéo
em Economia

Ensaios Econdmicos

Escola de

Pés-Graduacdo

em Economia

da Fundacio

Getulio Vargas

s ISSN 0104-8910

Introducdo a Integracdo Estocastica (Re-
visado em Julho de 1999)

Paulo Klinger Monteiro

Agosto de 1999

URL: http://hdl.handle.net/10438/412



http://hdl.handle.net/10438/412

Os artigos publicados sao de inteira responsabilidade de seus autores. As
opinioes neles emitidas nao exprimem, necessariamente, o ponto de vista da
Fundagao Getulio Vargas.

ESCOLA DE POS-GRADUACAO EM ECONOMIA

Diretor Geral: Renato Fragelli Cardoso

Diretor de Ensino: Luis Henrique Bertolino Braido

Diretor de Pesquisa: Joao Victor Issler

Diretor de Publicages Cientificas: Ricardo de Oliveira Cavalcanti

Klinger Monteiro, Paulo
Introdugdo & Integragdo Estocastica (Revisado em Julho
de 1999)/ Paulo Klinger Monteiro - Rio de Janeiro : FGV,EPGE,
2010
(Ensaios Econfmicos; 351)

Inclui bibliografia.

CDD-330




Introducao a integracao estocastica.

Paulo Klinger Monteiro?

Revisao: Julho de 1999

! Agradego os comentarios de Flavio Menezes(ANU), Clévis de Faro(EPGE-FGV),
Marco Bonomo(EPGE-FGV) e Renato Flores(EPGE-FGV).



CONTENTS

Contents

1 Notagao.

2 Espacos de probabilidades.

3 Independéncia.

4 Processos estocasticos.

5 Martingalas e esperanga condicional.
6 Integral estocastica.

7 A férmula de Black-Scholes

8 A férmula de Feynman-Kac.

9 Integracao estocastica em varias dimensoes.

10 A férmula de Girsanov.

10.1 Principio do méximo para equacoes elipticas.

11 Exercicios.

12 Tabela de simbolos

14

15

16

19

30

31

32

40
42

46

53



CONTENTS 2

Prefacio.

A integraco estocdstica é a ferramenta bédsica para o estudo do aprecamento
de ativos derivados' nos modelos de financas de tempo continuo. A férmula
de Black e Scholes é o exemplo mais conhecido. Os movimentos de precos de
acoes, sao frequentemente modelados — tanto tedricamente quanto empirica-
mente — como seguindo uma equagao diferencial estocastica. O livro texto de
D. Duffie, “Dynamic asset pricing theory”, usa livremente conceitos como o
teorema de Girsanov e a férmula de Feynman-Kac.

Um conhecimento bésico da integragao estocdstica é cada vez mais necessario
para quem quer acompanhar a literatura moderna em financas.

Esta introducdo a integracao estocastica é dirigida para alunos de dou-
tourado e no final de mestrado. Um conhecimento sélido? de continuidade,
limites e facilidade de operar com a notacao de conjuntos é fundamental para
a compreensao do texto que se segue. Um conhecimento bésico de integral de
Lebesgue é recomendavel. No entanto inclui no texto as defini¢cbes bésicas e os
resultados fundamentais da teoria da integral de Lebesgue usados no texto.

10pcoes por exemplo.
2No nivel do livro de R. Bartle, “The elements of real analysis”, John Wiley & Sons.
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1 Notagao.

A notacao usada é na sua maior parte padrao.

Numeros.

Denoto por R o conjunto dos nimeros reais, por Q o conjunto dos nimeros
racionais e N o conjunto dos nimeros naturais {1,2,...}. Frequentemente pre-
cisamos considerar o conjunto dos nimeros reais acrescido dos pontos co e —oo.
Definimos R = RU {—o00,0}. E [~00,00] = R. As definicdes de soma, multi-
plicacdo e de ordem sio extendidas a R = RU {—00, 00} de modo natural:

1. z+o00=00sex cRU{oo};

2.z2—oc0o=z+4(—0)=—c0sex € RU{—o0};

3. A diferenca 0o — 0o néo é definida;

4 z-co=o00sez € (0,00 ex-00=—00sex € (—00,0);

5. —oo < x < oo para todo = € R.

O médulo de um ndmero real = é denotado |z|. A parte positiva de x é
denotada =t = max{z,0} e a parte negativa = = max{—z,0}. E claro que
lz| =2t + 2.

Funcoes e sequéncias.

Se f é uma funcdo entre os conjuntos A e B escrevemos f : A — B. Se A
e B sao conjuntos de numeros reais dizemos que a funcado f é estritamente
crescente se a < b implicar f(a) < f(b). E f é crescente (ou as vezes dita
nao-decrescente) se a < b implicar f(a) < f(b). Uma sequéncia de nimeros
reais z : N — R é denotada por (z,,),. Se a sequéncia tiver limite este serd
denotado por lim,,—.co . Se (2,), é uma sequéncia e k : N — N é uma fungéo
estritamente crescente podemos formar a nova sequéncia (j(n))n cujo n-ésimo
termo € (). Se uma sequéncia tem limite toda subsequéncia tem o mesmo
limite. Se (zp), é uma sequéncia sempre existe T = limsup,, ., zn € R. O
limite superior de (), é caracterizado pelas propriedades:

1. Existe subsequéncia (x(,))n tal que limy, oo Tp(n) = 7
2. Se a subsequéncia (Zy(y)), converge entao lim, o Tr(n) < 7.

De maneira analoga definimos liminf,, .o, ,,, 0 menor limite de uma sub-
sequéncia de (z,,),. Uma sequéncia é convergente se e somente se liminf,, o 2, =
lim sup »_0o®n € R.
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Conjuntos.
Se A e B sao conjuntos denoto por:
1. AU B a unido de A e B;
A\ B a diferenga de A por B.
Se A C 9, A°=Q\ A denota o complementar de A em relagao a €.
AN B ainterseccao de A e B.
A x B o produto cartesiano de A e B

P(€2) o conjunto dos subconjuntos de €.

R A T e

AAB a diferenga simétrica dos conjuntos A e B.

Se A,,,n € N é uma sequéncia de conjuntos denoto por:
1. A, T Ase A, C A,y paratodone A =US2 A,
2. A, | Ase A1 C A, paratodon e A=N2,A,.
3. limsup 4, = N2, UpZk A, eliminf A, = U2, Nk Ap.

Se I é um conjunto ndo vazio de indices e X = {X;;¢ € I} é uma familia de
conjuntos, a unido da familia X é denotada U;c1 X; = {z;existe i € I,z € X, }.
A interseccéo é denotada N X; = {z;2 € X;,para todo i € I}. O produto
cartesiano de X’ é denotado por

e X = {f I — Uier X3 f(Z) € X; para todo i € I}

Se A C Q é um conjunto definimos a fun¢do indicadora de A, x4 : @ — {0,1}
por

1 se weA,
XA(W)_{ 0 se w¢A.

Classes de diferenciabilidade.

Suponhamos U C R™ aberto e f = (f1,..., fm) : U — R™ diferencidvel. Dize-
mos que f é de classe C! se a derivada f’ for uma funcio continua. A funcio
f é C! se e somente existem e sdo continuas as derivadas parciais —L :U — R,
1<i<m,1<j<n. O operador Laplaciano de uma funcao f R” —Ré

denotado Af :=>"" | %



2 ESPACOS DE PROBABILIDADES. 3

Norma no R” e em espagos mais gerais.

Seja V um espaco vetorial real. Uma norma em V é uma fungdo |-|: V — R
com as seguintes propriedades:

1. |v| = 0 implica v = 0;

2. |[v+w| < |v| + |w| para todo v, w € V.(desigualdade triangular);

3. jrv|=]r|lv]sereReveV.

Um espaco vetorial munido de uma norma é chamado de espaco normado.

Exemplo 1 NoR" podemos definir varids normas. A norma da soma € definida
por |x|s = |x1|+. ..+ |2, se x € R™. A norma do mdzimo é definida por |z|pr =
max {|x1],...,|za|}. E finalmente a norma mais utilizada no R™ é a norma eu-
clidiana: |z| = /> |, x?. Se M € o espago vetorial das matrizes m x n

definimos a norma da matriz A = (a;j)i<m,j<n por |A| = \/Z:il > laiil.

Mais tarde veremos outros exemplos de normas como a norma do espaco LP.

Espaco de Banach.
Seja (V,|-]) um espago normado.

Definicao 1 1. Uma sequéncia (x,)n em V converge para x € V se para
todo € > 0 existe N € N tal que para todo indice n > N wvale que |z, — x| <
€.

2. Uma sequéncia (x,), em V é de Cauchy se para todo € > 0 existe um
inteiro N tal que se m > N en > N entdo |z, — x| < €.

Se uma sequéncia converge o seu limite é inico. Toda sequéncia convergente é
de Cauchy. A reciproca entretanto nao é verdadeira.

Definicao 2 (Espaco de Banach) Um espago normado V é um espago de
Banach se toda sequéncia de Cauchy em V' for convergente.

Os exemplos mais importantes de espacos de Banach sdo os espacos LP.

2 Espacos de probabilidades.

Nesta secao apresento de maneira condensada as definicoes e resultados da
teoria da integral de Lebesgue, necessarios para o entendimento da integragao
estocastica. O livro do Robert G. Bartle, “The elements of integration” é uma
Otima referéncia para quem nunca estudou teoria da medida. Os resultados e as
definigbes nesta secao foram sempre que possivel particularizados para espagos
de probabilidade.
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Definicao 3 Se Q2 é um conjunto, uma dlgebra em 2 € uma familia A C P(§2)
que satisfaz as sequintes propriedades:

1. Qe A;
2. A e A implica A € A;
3. Se {Ay,...,An} C A entdao UN_| A, € A.

Se além disso, A for fechada para unioes enumerdveis de elementos de A dize-
mos que A € uma o-dlgebra.

Observagao 1 Se A é uma dlgebra entdo é imediato de se verificar que se
A,B € A entio ANB,A\ B = An B € A. Uma o-dlgebra é fechada por

intersec¢ao enumeduvel.

Um par ordenado (€2, A) formado pelo conjunto 2 e a o-dlgebra A é chamado de
espago mensuravel. Os elementos de A sdo os conjuntos mensuraveis ou eventos.
O conjunto €2 é também chamado de espago amostral.

Exemplo 2 O leitor facilmente verificard os exemplos a sequir de espa¢os men-
surdveis.

1. (2, P(Q);

2. (X,X) sendo X um conjunto nao enumerdvel e X a o-dlgebra formada
pelos subconjuntos enumerdveis de X e os seus complementos.

3. (Q,Neer Ar) sendo Ay uma o-dlgebra para todo t € T. Ou seja a inter-
sec¢ao de o-dlgebra é uma o-dlgebra.

Proposicao 1 (A o-algebra gerada por um conjunto.) Dado um subcon-
junto U C P(Q) existe 0(U), a menor o-dlgebra de Q que contém U.

Demonstracao: Seja I' = {C;C D U é uma o-dlgebra de Q}. Entdo I" # ) pois
P(Q) € I. Portanto o(U) := NeerC é uma o-dlgebra por ser interseccdo de
o-algebras. E é a menor o-algebra que contém U. QED

Definicao 4 A o-dlgebra de Borel no R™, 3, € a menor o-dlgebra do R™ que
contem I, (a;, b;), sendo (a;,b;) C R um intervalo aberto.

Definigao 5 Uma funcio f : Q — R é mensurdvel se :
1. f Y oo)eAe fH(—0) € A;
2. f~Y(B) € A para todo B € B = By.
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Se f: Q — R é mensuravel dizemos que f é uma varidvel aleatéria. Para
verificar que uma funcdo é mensuravel basta verificar para conjuntos B num
conjunto que gere a o-algebra dos boreleanos. Portanto para verificar que uma
fungdo real f é mensurdvel basta verificar que f~!(B) € A para B = (—0c0,a),
a € Q. Mais geralmente f : Q — R é mensurével se f~([—o0,2)) € A para
todo z racional.

Proposicao 2 A soma de fungées mensurdveis é mensurdvel. O produto de
fungoes mensurdveis é mensurdvel. Se f é mensurdvel entdo |f| é mensurdvel.

Em geral toda funcao continua é mensuravel. Toda fungdao mondtona é men-
surdvel. A funcéo indicadora, xg é mensuravel se e somente se E € A.

Proposicao 3 Se (f,)n € uma sequéncia de fungoes mensurdveis entdo:
1. inf, f,, e sup,, fn, sGo mensurdveis.

2. liminf, f,, elimsup,, f, sdo mensurdveis.

z

3. Se eziste limy, o0 frn(w) para todo w € Q entdo f(w) = limy— oo fr(w) €
mensuravel.

Definicao 6 Uma fung¢ao com wvalores reais € simples se sua imagem € um

conjunto finito. Se f : Q — R € simples e mensurdvel entao f pode ser escrita
n

na forma: f=37"_, ajxe;, Ej € A.

Na representacdo de uma funcao simples podemos supor que os a; sao distintos
e que os conjuntos E; sao dois a dois disjuntos. Nesse caso a representacao de
f é unica.

O lema a seguir é fundamental para a definicdo da integral de Lebesgue.

Lema 1 Seja f : © — Ry mensurdvel. Existe entao uma sequéncia g, de
varidvets aleatorias tais que:

1. 0 < gp(w) < gnt1(w) para todo w € D en > 1;
2. f(w) = lim, g,(w) para todo w € §;
3. gn € uma funcao simples.

Demonstracao: Paran € Ne 1 <k < n2" seja

k k+1
Ekn_{weg;%gf(w)< 2—; }a

para k < n2" e Egon), = {w € Q; f(w) > n}. Os conjuntos Ey, sdo dois a dois
disjuntos, U Ey,, = 2. Definamos

namn

0ul0) = Y 2o, ().
k=1

E imediato de se verificar que g,, satisfaz as propriedades desejadas.
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Definicao 7 (Probabilidade.) Uma (medida de)probabilidade é uma fungdo
P: A—10,1] tal que

1. P(®) = 0;

2. P € contavelmente aditiva: Se {E,;n € N} é uma familia de eventos, dois

a dois disjuntos entio P(U,E,) =07 P(E,).

n=1

Proposigao 4 Se P é uma medida de probabilidade entao:

1. P(Q)=1;
P(A°) =1— P(A) para todo A € A;
Se A C B entao P(A) < P(B);
Se A, T A entao P(A) = lim,, P(A,) =sup,, P(4,).
Se A, | A entao P(A) = lim,, P(A,) = inf,, P(4,).
P(liminf A,,) <liminf P(A,,) < limsup P(4,,) < P(limsup 4,,).
P(UnAn) < 5, P(AL).

S S )

Exemplo 3 1. Suponhamos (9, A) = ([0,1],B[0,1]). Eziste uma dnica pro-
babilidade pn : B — [0,1] tal que u((a,b)) = b
(a,b) C [0,1].

— a para todo intervalo

2. Suponhamos que f :[0,1] — R € continua e crescente tal que f(0) =0 e
f(1) = 1. Euxiste entdo uma dnica probabilidade Ay definida nos boreleanos
tal que Af((a,b)) = f(b) — f(a) para todo a < b. A probabilidade Ay é
chamada de medida de Borel-Stieltjes gerada pela f.

Um espago de probabilidade é um terno (€, A, P), sendo A uma o-élgebra e P
uma probabilidade em ). Dizemos que uma propriedade vale quase certamente
em () se o conjunto N de pontos de ) para os quais ela ndo é valida estd
contido num subconjunto M € A tal que P(M) = 0. Assim por exemplo
dizemos que duas fungoes mensuraveis f, g : 2 — R sao iguais quase certamente
se P{we Q; f(w) #g(w)}) = 0. Se (2, A4, 1) é um espago de probabilidade,
podemos extender a o-dlgebra A de um modo natural:

Defini¢ao 8 (Completamento de um espago de probabilidade.) Definamos
A={B cQ; existe C € A tal que BAC C N € A, P(N) =0}.

E definamos a probabilidade P : A — [0,1] por If’(B) = P(C)seC e Ae
BAC C N, P(N) =0.

E f4cil de se ver que o completamento de A é A.



2 ESPACOS DE PROBABILIDADES. 9

Definicao 9 (Integral de uma funcao simples.) Seja f : Q@ — R uma fungdo
simples. Entdo a integral de f com relagao a probabilidade v € definida por:

/fdu = iaju(Ej)-

Definicao 10 (A integral de Lebesgue) Se f : Q — R, é mensurdvel defin-
imos a integral de f por

/ fp = [l F(@)dp(w) = sup { / $d;0 < & < f,b fungio sz‘mples} .

Se A € A define-se a integral em A por [, fdu = [ xafdp.

Teorema 1 (Teorema da convergéncia monétona.) Se (f,)n € uma sequéncia
mondtona crescente de fungoes mensurdveis fp : Q0 — Ry que converge para f

entao
/fd,u: lim /fndu.

Teorema 2 (Lema de Fatou.) Seja (f,). uma sequéncia de fungées men-
surdveis nao-negativas. Entao

/liminf frdu < liminf/fnd,u.

n—00 K23

Demonstracdo: Seja gn, = inf{fp;p > m}. Portanto (¢,,) é uma sequéncia
crescente de funcoes mensuraveis. Como

/gmdu < /fndu se m <mn,

temos que

/gmd,u < 1iminf/fnd,u.

Portanto o teorema da convergéncia monétona implica que

/liminf frdp = lim /gmd,u < liminf/fnd,u.

QED

Uma funcdo mensurével f, é integrével se [ |f|du < oo. E claro entéo que a

parte positiva de f, f* = max{f,0} e a parte negativa de f, f~ = max{—f,0}
sao integraveis. Se f é integravel definimos a integral de f por

[ ran= [ sran= [ i
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Proposicao 5 Se f,g sao integrdveis e r € R wvale que:

1.
/(Tf+g)du:7’/fdu+/gdu-

2. Se f >0 entao [ fdu > 0.
3.

'/fdu‘ < /If\du-

Teorema 3 (Teorema da convergéncia dominada.) Seja (f,,), uma sequén-
cia de fungdes mensurdveis que converge quase certamente para uma funcao f.
Se existe g integravel tal que |f| < g para todo n entdo f € integrdvel e

lim fndu:/fdu.

Se F é uma familia de varidveis aleatérias existe A = o(F), a menor
o-dlgebra que torna toda funcao f € F mensuravel. Com efeito, a familia

I’ = {C;C é o-dlgebra de Q e toda f € F é C mensuravel},

é nio vazia, pois A € I'. E portanto A = NeerC C A é uma o-dlgebra, pois é
uma interseccao de o-algebras.

Espacgos L*.

Inicialmente definimos o espaco L = {f: Q — R; f é u integrdvel}. Dizemos
que f,g € L s@o equivalentes se p({w € Q; f(w) # g(w)}) = 0. A classe de
equivaléncia de f € L é denotada [f]. Definimos entdo L'(Q, A, u) = {[f]; f € L}.
Se definirmos |[f]|y = [|f|dp obtemos um norma e portanto L' é um espagco
normado. Mais do que isso vale o

Teorema 4 O espago L*(2, A, 1) é um espago de Banach.

Uma generalizacio muito importante dos espaco L' sdo os espacos LP, 1 <
p < co. Suponhamos inicialmente 1 < p < co. O espaco LP = LP(Q, A, u) é
o conjunto das classes de equivaléncia [f] sendo que [ |f[Pdu < oo. A funcdo

1
|flp = ([ |f|Pdp)” é uma norma no espago L¥ que é de Banach nessa norma.

Teorema 5 (Desigualdade de Hélder.) Suponhamos que f € LP e g € L4
sendo que 1 <p, 1/p+1/qg=1. Entao fg € L' e |fglr <|flplglq-

No caso p = 2 = g a desigualdade de Holder se reduz a desigualdade de Cauchy-
Schwarz.
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Teorema 6 (Desigualdade de Minkowski.) Se f e g sdo mensurdvel entao
[f+9lp < |flp + |9lp-

Tambem se usa muito o espaco L°° mas a definicdo da norma é um pouco
diferente. Dizemos que uma funcdo mensuravel f, é essencialmente limitada se
existe M > 0 tal que p{w € Q;|f(w)| > M} = 0. O supremo essencial de f é
entao definido por

|floo = Inf{M > 0; u{w € Q| f(w)] > M} =0}.

A fungdo | - | é uma norma e o espaco L é o conjunto das classes de
equivaléncias das fungdes essencialmente limitadas munido da norma | - |c.
Este espaco é de Banach.

Tipos de convergéncia.

Os conceitos de convergéncia nos espacos de probabilidade sao além dos usuais
de convergéncia uniforme e de convergéncia pontual, os conceitos de convergéncia
em probabilidade, quase certa e em LP. Sejam f,, : Q2 >R, n>1e f: Q2 —R
fungdes mensuraveis.

a. A sequéncia (f,), converge uniformemente para f se para todo € > 0 existe
um inteiro ngy tal que para todo inteiro n > ng temos |f,,(w) — f(w)| < €
para todo w € €.

b. A sequéncia (fy,), converge pontualmente para f se para todo w € §,

c. A sequéncia (fy,), converge quase certamente para f se convergir pontual-
mente para f exceto num conjunto mensuravel de probabilidade nula.

d. f,, converge para f em probabilidade se para todo € > 0,

Jim p({w € Q[ fa(w) = f(w)] > €}) = 0.

O limite em probabilidade, se houver, é tinico quase certamente. Mais pre-
cisamente se f e g sao limites em probabilidade de f, entdao f = g quase certa-
mente. Num espaco de probabilidade a convergéncia quase certa implica a con-
vergéncia em probabilidade. A reciproca é parcialmente verdade: a convergéncia
em probabilidade implica convergéncia em probabilidade numa subsequéncia.

Proposicao 6 1. Se X, L X entdo existe uma subsequéncia (X, )n, tal que
lim,, oo Xk, = X quase certamente;

2. Se lim,, .o X;, = X quase certamente, entao X, £ X.
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Convergéncia em [P.

Uma sequéncia ([fy]), em L? converge para [f] se convergir na norma de L?,
isto é, se limy, .o | fr. — f|p = 0. As vezes dizemos que [f,,] converge para [f] na
média de ordem p. A partir de agora serei menos cuidadoso na representacéo de
elementos de L? escrevendo f,, quando deverfa escrever [f,]. Esta impresicao
é muito conveniente e nao causa nenhuma dificuldade sendo universalmente
utilizada.

Teorema 7 Se (f,) € uma sequéncia em LP que converge uniformemente para
f entao f € LP e (f,) converge para f em LP.

Teorema 8 Suponhamos que f,, € LP e f,, — f quase certamente. Se existe
g € LP tal que para todo n, |fn| < g quase certamente entao f € LP e f, — f
em LP.

Demonstracao: Como f,, converge quase certamente para f temos que |f| < g
quase certamente também. Logo f € L?. Portanto para todo n temos que | fy, —
fIP < 2PgP quase certamente. Logo pelo teorema da convergéncia dominada de
Lebesgue, limy, oo [ |frn — fIPdp = [limy oo | fn — f|Pdp = 0. QED

Definigao 11 (Sequéncia de Cauchy em probabilidade) A sequéncia (f)
é de Cauchy em probabilidade se
im p(weQfolw) = fm(w)[ =€) =0

mM,1—00
para todo € > 0.

Teorema 9 Seja (f,) uma sequéncia Cauchy em probabilidade. Entao existe
uma subsequéncia (fi, )n que converge quase certamente e em probabilidade para
uma certa funcao mensurdvel f.

Corolario 1 Toda sequéncia de Cauchy em probabilidade, é convergente em
probabilidade. O limite é quase certamente unico.

Teorema 10 Seja (f,,) uma sequéncia de fungoes em LP que converge em pro-
babilidade para f e seja g € LP tal que |fn] < g, quase certamente. Entao
feL? e(fn) converge para f em LP.

Os resultados mais sofisticados de integracao estocastica necessitam de teoremas
mais gerais do que o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue. O teorema
de Vitali é a base destes resultados.

Teorema 11 (Teorema de convergéncia de Vitali.) Suponhamos 1 <p <
oo. E seja a sequéncia (f,) em LP. Entao f, — f em LP se e somente se valem
(i) e (ii) abaizo.
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(i) (fn) converge para f em probabilidade;
(ii) Para todo € > 0 existe 6(e) > 0 tal que se B € A e u(B) < 6(€) entao

/ | frn|Pdp < €P,¥n € N.
B

Igualdade de probabilidades.

Em geral é bem dificil de se verificar que duas probabilidades coincidem. O
teorema de extensao de Hahn mostra que basta verificar que as probabilidades
coincidem numa algebra.

Teorema 12 (Teorema de extensao de Hahn.) Suponhamos que p € uma
medida de probabilidade numa dlgebra A. Entao p possui uma unica extensao

a o(A). Em outras palavras, se duas medidas de probabilidade coincidem numa
algebra, elas coincidem na o-dlgebra gerada pela dlgebra.

Portanto por exemplo existe uma tnica medida em [0, 1] tal que u([¢,d]) =d—c
para todo 0 <c <d < 1.

Medida produto e os teoremas de Fubbini e Tonelli.

Definigao 12 Seja (A, A) e (B, B) dois espagos mensurdveis. Os subconjuntos
de A X B da forma X xY, X € A, Y € B sio chamados de retingulos (ou
retingulos mensurdveis).

Seja C' = A x B e Cy o conjunto das unides finitas de retangulos. E facil de
se checar que toda uniao finita de retangulos pode ser escrita como uma unidao
finita disjunta de retangulos mensuraveis.

Lema 2 A colegao Cy é uma dlgebra.

Definicao 13 A o-dlgebra produto de (A, A) e (B,B), denotada A& B € a
menor o-dlgebra de A x B que contem Cy, isto €, € a o-dlgebra gerada pelos
retangulos.

Teorema 13 Suponhamos que (A, A, P) e (B,B,Q) sao espagos de probabili-
dade. Eziste entdo uma tinica medida de probabilidade m em (A x B, A® B) tal
que T(X xY) = P(X)Q(Y) para todo retingulo X x Y.

Definigao 14 Se C C A x B ea € A entao a se¢ao em a de C é o conjunto
Coq ={be€ B;(a,b) € C}.

Similarmente definimos a se¢ao em b de C':
Cy={a€ A;(a,b) e C}.

Se f:Ax B—R eac A definimos a se¢cao em a de f por fo(b) = f(a,b) e a
secao em b € B de f por fy(a) = f(a,b).
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Lema 3 (a) Se C € A x B entdo cada segio de C € mensurdvel.

(b) Se f é mensurdvel de A x B em R, entdo cada se¢io de f é mensurdvel.

Lema 4 Seja (A, A, P) e (B,B,Q) espagos de probabilidade. Se E € A® B
entao

f(a‘) = Q(Ea)vg(b) - P(Eb)

/AfdP:W(E) = /Bng.

Teorema 14 (Teorema de Tonelli.) Seja (A, A, P) e (B,B,Q) espagos de
probabilidade. E seja f: A x B — Ry mensurdvel. Entao

/A </B f(“’b)dQ(b)> dP(a) = /AXB fdr :/B (/A f(a,b)dP(a)> dQ(b).

Teorema 15 (Teorema de Fubini.) Se [, . |fldr < oo entdo

/A < /B f <“’b>dQ(b)> dP(a) = /A | fdm= /B ( /A f(a,b)dP(a)> dQ(v).

Observagao 2 Note que se f > 0 o teorema de Tonelli é mais geral que o
teorema de Fubini pois dispensa a hipdtese de integrabilidade. O teorema de
Fubini demonstra-se facilmente decompondo-se f = f+ — f—.

$Q0 MENSUrdveis e

3 Independéncia.

Dizemos que dois eventos A e B sdo independentes se P(AN B) = P(A)P(B).
Um conjunto finito de eventos {Aq,..., Ax} é independente se para todo 1 <
il < ig < o< it S k temos P(Au OOA“) = P(A“)P(A“) Uma
familia, X1,...,X, de varidveis aleatérias do espaco ({2, .4, P) é independente
se para todos boreleanos By, ..., B, de R temos

PNy {w € 9 X(w) € Bi}) = I, P({w € © X(w) € By)).

Mais geralmente a familia Ay, ..., A, de o-dlgebras de €2 é independente se para
todo A; € A;,1 <i<mn,

P( ?:1141') = Hi:1P(Ai)~

Note que {A4i,..., A} é independente se e somente se as o-dlgebras, A; =
{A;, AS,0,9Q}, 1 < i < k sdo independentes. A partir de agora usaremos
com alguma frequéncia a notacdo E[X] no lugar de [ f(w)du(w). Se X, Y
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sao varidveis aleatdrias integraveis e independentes, entao XY é integravel e
E[XY] = E[X]E[Y]. No lema a seguir notemos que

{weQweA,iv}:={weQuwe A, infinitas vezes} = limsup A,.
Muito usado é o seguinte resultado:

Lema 5 (Borel-Cantelli) Seja (A,,), uma familia de conjuntos mensurdveis.
Entao:

oo

ZP(An) < oo implica P(Ay, i.v.) = 0.
n=1

Demonstragao. Note que
P(An iv.) = PN, Uy An) < P(UR2,AR) < ) P(An).

n=~k

Portanto P(A,, i.v.) <limp_o Y oo, P(Ay) = 0. QED
O lema de Borel-Cantelli tem uma reciproca parcial que inclui o caso dos eventos
A, serem dois a dois independentes:

Lema 6 Suponhamos que > .- P(A,) = co. Se P(A; N A;) < P(A;)P(4;)
sempre que © # j entao P(A, iv.)=1.

4 Processos estocasticos.

A distribuicdo de uma varidvel aleatéria X é a funcdo F' = Fx : R — R
definida por F(z) = P({w € Q; X(w) < z}). Temos que F' é ndo decrescente,
F(—) =0e F(00) =1 e que F é continua & direita. Se X2 € L'(P) podemos
definir a varidncia de X por E[(X — E[X])] = [,(X — EX)?dP. Assim se X
e Y sd@o independentes, entdo Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y). A varidvel
aleatéria X tem distribuicdo normal de média p e variancia 02 > 0 se

v 1 (t—pw)?
Fx(z) = / — 2 dt

Definicao 15 Uma filtragao em (2, A, P) € uma familia crescente de o-dlgebras,
(A)e C A tal que:

1. Ay = N> As para todo t > 0;

2. Ag contém os subconjuntos nulos de A.

Definicdo 16 Um processo estocdstico, {X¢}ti>0, € uma famdia de varidveis
aleatorias Xy : Q@ — R. Um processo estocdstico é adaptado se Xy é Ay men-
surdvel para todo t.
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Um movimento Browniano de média x e variancia o? (também chamado de
processo de Wiener), é um processo estocéstico, { By }+>0, tal que:

1.
2.

4.

By = 0, quase certamente;

Para todos 0 <tg <t;1 <...<tn,n>1, By — By,,...,B, — By, |, sao
independentes;

Se 0 < s < t, By— B, tem distribui¢io normal de média (¢ —s)u e variancia
(t—s)o%

A trajetéria, t — B(w) é continua quase certamente em w € Q.

Se u=0e 0? =1 dizemos que o movimento Browniano é normalizado.

5

Martingalas e esperancga condicional.

Esperanca condicional.

Suponhamos que X € L!'(P) e B é uma o-algebra de Q contida em A. Existe
uma fungdo E(X|B) : Q — R, B mensurédvel, tal que para todo B € 55,

/B E(X|B)(w)dP(w) = /B X (w)dP(w).

A fungdo E(X|B) chama-se a esperanca condicional de X dada a o-dlgebra /5.
Valem as seguintes propriedades:

1.

ook N

E(X|B) é tnica a menos de um subconjunto B € B de probabilidade nula.
E(aX +bY|B)(w) = aE(X|B)(w) + bE(X|B)(w) para quase todo w € .
Se X >0 entdo E(X|B) > 0.

E(1|B) =1.

Se X é B mensurdvel, entdo E(X|B) = X quase certamente. Mais geral-
mente E(XY|B) = XE(Y|B).

Se X ¢ independente de B e X € L' entdo E(X|B) = EX.
Se ¢ : R — R é convexa, E[p(X)|B] > ¢(E[X|B]).
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Tempo de Parada.

O conceito de tempo de parada é fundamental.

Definicao 17 Seja (2, A, (A¢)e, P) um espago de probabilidades com uma fil-
tragao. Uma fungao 7 : Q — [0,00] € um tempo de parada se para todo t > 0,
{we T(w) <t} e A.

O exemplo a seguir ilustra a importancia do conceito de tempo de parada.

Exemplo 4 Suponha (Xi)i>0 wm processo estocdstico continuo e adaptado.
Seja E = (—o0,b]. A primeira vez, Tp(w), que X;(w) € maior que b, é um
tempo de parada. De fato, por definicao 7p(w) = inf{t > 0; X{(w) > b}. Logo
{weUnw) <t} =N {we YUnw) <t+1/n} =N {w e Qeziste s <
t+1/n, Xs(w) >0} =

ﬂ%ozl UseQ,s<t+1/n {w € Q; Xs(w) > b} S ﬂzozlAt-l—l/n = At,

Proposicao 7 Seo,T,T,,n > 1 sdo tempos de parada entdo max{o, T}, min{o, 7},
sup,, T, e limsup,, ., T, sao tempos de parada.

A demontracao dessa proposicao ndo é dificil e serd omitida.

Martingalas.

Um processo estocastico adaptado, (X¢);>0, ¢ uma martingala com relacdo a
filtracao (A¢)¢>0, se

1.1
2. X; € L*(P) para todo t;
3. E(XAs) = X, para todo t > s.

Se no lugar da igualdade em (3) tivermos F(X|As) > X, para todo ¢t > s
dizemos que (X;); é uma sub-martingala.
As martingalas satisfazem a uma desigualdade muito util:

Proposicao 8 (A desigualdade das martingalas.) Suponhamos que (Xp)
seja uma martingala com relagao a filtragio A, = o{X1,...,Xn}. Isto é,

E(|X,]) < e BE(Xpt1|X1,...,Xpn) = Xpn, n € N. Entao
1. P(maxi<k<n |Xi| > €) < LE|X,| para todo € > 0,n € N.

2. Se além disso, E|X,[P < oo para algum p > 1 e para todo n, entdo
P(maxlgkgn ‘X}c| > 6) < LE|Xn|p

— €p
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Demonstracao: Seja A = Nj<i [|X;] < A N [|Xk| > A] para k entre 1 e n e
A = [maxi<p<n [Xk| > Al. Temos que A é uma unido disjunta dos A;. Portanto

AP(A) = > AP(Ag) <> E(|Xk[xa,).
k=1 k=1

Como A é mensuravel com relagdao a Xi,..., Xy,
E|X,| > Z (1 Xulxa,) =Y EE(|Xalxa, |X1,..., Xi) =
k=1 k=1
ZE X, B(1Xnl| X1, X)) 2 Elxa, |E(Xa| X1, . = E(xa,|X|).
k=1 k=1

Assim terminamos a demonstracdo da primeira parte. Para demonstrar a se-
gunda parte usamos a primeira parte e que |X,|? é uma sub-martingala para
p>1

A proposigdo anterior possui uma generalizagdo muito importante para pro-
cessos estocasticos separaveis.

Definicao 18 Um processo estocdstico, (Xi)i>0, € separdvel se existe um con-
Junto enumerdvel denso em [0, c0), {t; 1521, e um subconjunto N de ) de medida
nula tal que para todo J, intervalo aberto de Ry,

Nieg{w € A\ N; X (t,w) € F} = Nyt ca{w € Q\ N; X (t,,w) € F}
para todo subconjunto fechado F C R.

Notemos que todo processo estocdstico cujas trajetérias, t — Xy (w) s@o continuas
quase certamente, é separdvel. A generalizacio prometida é a seguinte:

Proposicdo 9 Se (X;)i>0 € uma martingala separdvel, entao

1
P(max |X;| >¢€) < - E|Xt\
0<s<t

Além disso, se E|X|P < oo para algum p > 1 e para todo s < t, entdo

1
P(max |X,| >¢€) < —E|Xt\p
0<s<t

Nao demonstrarei esta proposicao.
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6 Integral estocastica.

Seja (By)>0, um movimento Browniano normalizado, no espaco de probabilida-
des (2, A, P). Seja (A;); uma filtracdo de A tal que B é A; mensurdvel se s <t
e tal que o(Bs1t — By; s > 0), a menor o-dlgebra que torna {Bsy; — By; s > 0}
mensuraveis, é independente de A; para todo t.

Inicialmente definiremos a integral estocdstica para funcoes degrau. Supo-
nha entdo que f: Ry xQ — R e que existam 0 =ty < t; <...<tpy; =17 tais
que f(t,w) = fi(w) se t; <t <ti41,0 <7 <n,w e, sendo f; A;, mensuravel.
Definimos entéo para w € 2,

T n
| 10a8w) = 3 5B (@) - Buw)).
0

1=

A varidvel aleatéria fOT f(t)dB; acima definida é a integral estocdstica da funcdo
degrau f com relagdo ao movimento Browniano (By).

A classe de fungoes degrau é pequena demais. Nosso objetivo é extender a
integral acima ao fecho em probabilidade das fungoes degrau.

E facil de se verificar que a integral estocéstica é linear nas funcbes degrau.

Lema 7 Se f é uma funcdo degrau tal que f(t) € L?(P) para todo t, entdo

E/OT f(t)dB;=0¢eE (/OT f(t)dBt)z = E/OT FA(t)dt.

Demonstracao: Para demonstrarmos a primeira igualdade notemos primeira-
mente que E|f;| < E (1+]fi|?) = 14 E|fi|* < co. Também vale que E|B,,, —
By,;| < c0. Logo usando as propriedades (5) e (6) da esperanga condicional e o
item (3) da defini¢do do movimento Browniano:

T n n
E/ f(t)dB; = E (Z fi (Bu,,, — Bt,i)> = ZE (fi- (Be,, — B,)) =
0 i=0 i=0

n

ZE (E [fz ' (BtH»l - Bt'i)‘Ati,]) = ZE(.fz) : E(BtHl - Bti) =0.

=0

Demonstremos agora a segunda igualdade. Vale a seguinte identidade:

( / f(t)dBt) = (ifi(BtHl Bn)) =
0 1=0

"

2 Z fifj(BtHl - Bt'i)(Btj+l - Btj) + Zfz?(Btwl - Bti)Q'

0<i<j<n i=0
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Precisamos verificar que cada parcela é integravel. Temos que EfZ(B,
By,)? < oo por independéncia. Logo

il
2E‘fifj(Bti+l_Bt'i)(Btj+l_Btj)‘ < E‘fi(BtH»l_Bt'i)‘2+E|fj(Btj+l_Btj)|2 < Q.

2
Podemos entéo calcular: E ( fOT f (t)dBt> =

n

Z 2E [fifj(Bt'i+1 - Bti)(Btj+l - Btj)] + ZE [fiz(Btiﬂ - Bt'i)z] =

0<i<j<n i=0

n

= Z 2E [fifj(BtHl - Btz)] E[(Btj+1 - Btj)} + ZE [fzz(Btz+1 - Bti)z] =

0<i<j<n i=0

n

=D E[ffE(Bu,, = Bu)*] = Y _Elfi(ti —t)] = E /0 F2(t)dt.

=0

Definicao 19 Um processo estocdstico definido em (Q, A, P), (f): € nao ante-
cipativo com relagao a filtragio (A se

1. (ft)e for separdvel

2. (t,w) — f(t,w) é mensurdvel com relagio a o(B' x A).

3. (fu): € adaptado: f; € Ay mensurdvel para todo t.
Definimos entao L?z = L% [0,T] como o conjunto dos processos estocdsticos néo-
antecipativos (f;); tais que:

T
para todo T > 0, P({w;/ |f(t,w)Pdt < 0}) = 1.
0
: 2 2 T 2

E definimos M3 = {f € L; [, [, |f(t,w)[?dt dP(w) < oo para todo T' > 0}.
O préximo lema é fundamental para passarmos ao limite em probabilidades.

Lema 8 Para toda fungdo degrau f € L2 e para todo € > 0,5 > 0 temos

P( >e) <P</Tf2(t)dt>6>+6/62.
0

Demonstracao: Seja

/0 " s,

F5(t) = Ft) se tp <t <tryre S ()t — 1) <6,
0 se T <t <tpype Zf:o fQ(ti)(ti+1 — ti) > 0.
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ComoP\fO dBt\>e)<P|f0f5 By > €) f% w)dt > 9)
pela desigualdade de Tchebichev, (i.e. P(X 6) < (EX?)/8%) obtemos

( ) < (fo o edet +P< / £2(1) dt>6)

Finalmente notemos que fs é uma fungdo degrau pois {w; Zk o F2(t:) (tir —
t;) < 6} é Ay, mensurdvel. Portanto E( fo fs(t)dBy)? Efo f2(t)dt < 6o que
termina a demonstracao.
A proposicdo a seguir é a base para a extensio da integral de It6 a L3,

w)dBy| >

Proposigao 10 Para toda f € L e T > 0 existe uma sequéncia f, € L% de
fungoes degrau tais que

T
A Falt) — F(0)2dt 5 0.

Além disso se f € M3, E [fOT fu(t) — F(O)dt| — 0.

Nao demonstrarei essa proposicao pois sua demonstracgao é relativamente longa e
nao necessitaremos dela nada além da existéncia de tal sequéncia. Se necessario
podemos supor, no lugar de funcoes degrau, que as funcoes f,, sdo continuas
quase certamente.

Passamos a extender a integral de It6 para L. Seja entdo f € L} e f, € L3
uma sequéncia de fungoes degrau dadas pela proposicao anterior. A sequéncia
fo fn(t)dBy), é de Cauchy em probabilidades pois se € > 0,

P (w e Q; > e) <
T
P (w;/ |fn(t) - fm(t)‘zdt > 6) +6/€2'
0

Existe entao pelo lema (1 fo (t)dBy, o limite em probabilidade de fo fn(t)dB.
Este limite é tnico e mdepende da sequéncia de funcgoes degrau utilizadas.

Chamamos fo (t)dB; de integral estocéstica (ou integral de It6) de f com
relacao ao movunento Browniano (Bg);. O teorema a seguir é imediato e néo
serd demonstrado.

T
A(nww—nﬁwwwwa

Teorema 16 Se fq, fo € L?) ery,ro €R entao rifi +rafa € L?z e

/0 (r i () + rofa(£))dBy = /0 F1(t)dBy + /0 £2(t)dB,.
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O préximo teorema nos permite calcular a média e a variancia da integral de
Ito6.

Teorema 17 Se f € M3 entao

E (/OT f(t)dBt) —0cE (/OT f(t)dBt)Q - E/OT P(t)dt

Demonstragio: Sejam f,, € L%, n € N fungoes degrau, tais que E fOT (fult) —

f(t))%dt — 0. Vale Efo fn(t)dB; = 0 para todo n. Tambem E([ fu(t)dBy)* =
E f f2(t)dt. Temos entdo que lim,, o E([ fn (t)dB)? = E [ f2(t)dt. Como
ffn (t)dBy — [ fm(t)dBy)? = E [ |fn(t) — fm(t )\th — 0 vale portanto

E < / Fu(t)dB, — / f(t)dBt>2 0,
E (/ f(t)dBt>2 = lim E </ fn(t)dBt>2 = E/fQ(t)dt

Passarei a considerar as propriedades da integral de Ito, I; = fo $)dBs, como
fungdo de ¢t € [0,7]. Os préximos lemas sdo para demonstrar que (I;); é uma
martingala.

Lema 9 Se f € L[, T] e X € limitada, A, mensurdvel entio X f € L3, T

e /: X f(H)dB; = X - /: F(t)dB,.

Demonstragao: E claro que X f € L[, T]. Se f é uma func¢do degrau a relagio
acima segue da defini¢do de integral. O caso geral segue por aproximacao.

Teorema 18 Se f € M3[a, T| entdo

E (/T f(t)dBt|Aa> =0,

/f(t)dBt |Aa —E</ fz(t)tha>—/ E[f2(t)] Ao]dt

Demonstragio: Seja X limitada, A, mensurdvel. Entdo Xf € M3[a,T] e
E(faT X f(t)dBy) = 0. Logo pelo lema anterior E(X f f(#)dBy) = 0 e portanto

E{XE[fa f(t)dB;|As]} = 0 para todo X demonstrando que E [f f(t)dB| Aa
0. A segunda parte do teorema tem demonstracdo analoga.
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Teorema 19 Se f € M3[0,T] entdo I, = fo s)dBs € uma martingala.

Demonstracdo: Sejam 0 <t <t <T. Entao de I; = I + ft, s)dB, vem

t
E(Li|Ay) =1y + E </ f(s)dBSAt/> =1Ip.
t/

A integral de It6 como definida pode néo ser continua em fungéo de t. Mas no
entanto, sempre pode ser modificada, num conjunto de medida zero e ser entao
continua quase certamente. Inicialmente precisamos da seguinte definicao:

Definicao 20 Dois processos estocdsticos, X eY, sao equivalentes se
para todo t > 0, P(X(t) #Y (t)) =

Nesse caso dizemos que Y € uma versao de X.

Teorema 20 A integral de It possui uma versao continua.

Demonstragio: Seja f € M3 e (fn)n uma sequéncia de fungdes degrau tais que

E (/0 (f(t) — fu(?)) dt) — 0.

Notemos que I, ( fo fr(s)dBs, 0 <t < T é continua e I,(t) — I,,(t) é uma
martingala. Portanto pela desigualdade das martingalas,

P( sup |In<t>—fm<t>>e> < (| Ut~ puteas

SE ( |t —fn(S))2d8> 0.

Para € = 1/2* existe n;, suficientemente grande para que

P < sup |In, (t) — I, (t)] > 1/2k> < 1/k? se m > ny.
0<t<T

Sem perda de generalidade ny, cresce com k. Logo

P (500, 1 ()= L (0> 1/2) < 1732

0<t<T

e portanto, como »_, 1/ k? < oo, pelo lema de Borel-Cantelli obtemos

P ( sup |In, (t) — I, (t)] > 1/2" infinitas vezes> =0.
0<t<T
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Ou seja para quase todo w, |I, (t)(w) — Iy, (t)(w)] < 1/2%, 0 < ¢ < T.
Logo com probabilidade um, I, (t) converge uniformemente para uma funcéo
continua J(t). Como fo fn(s)dBs — fo s)dBs segue-se J(t fo
quase certamente. Suponhamos agora que f € L3[0,T] e deﬁnamos fN( ) =
se fo f2(s)ds < N e fn(t) = 0 caso contrério. E claro que fy € MZ[0,T).

Seja JIn (t) fo fn(s)dBs uma versdo continua. E Qy = {w; fo F2t)(w)dt <
N}. Sew € Qy e M > N, fn(t) = fu(t) para t € [0,T]. Temos entdo
Ju(t) = Jn(t)se 0 <t < T. Logo J(t) = limpar oo Jas(t) é continua em ¢
quase certamente w € Q. Como P(y) — 1,(J(t)); é um processo continuo.
EdePfOt|f fn(s)[2ds > 0) = P(fy f2(s)ds > N) — 0 vem Jar(t)
JE f(s)dB, = I,.

A partlr de agora somente usaremos a versao continua da integral de Ito.
Vale também o teorema a seguir, demonstrado anteriormente para fungoes de-
grau.

Teorema 21 Se f € L2,e> 0,6 > 0 entdo

T
(0121% / f(t)dB;| > ) <P (/0 fQ(t)dt>6> + 8/

Demonstracao: Definamos xs5(z) = X(—oc0,5)(2) € f5(t) = f(t) - X(s(fg f2(s)ds
Vale entao que

< sup / f(s)dBs >
0<t<T
t t
< P< sup / f(s)dBs —/ fs(s)dBs| > O> —|—P< sup / fs(s)dBs| > e>.
0<t<T 0 0<t<T |Jo
Como fo f5(s)dB; é uma martingala temos pela desigualdade das martingalas
que:
1 r LT 6
( sup / fs(s)dBs > <5k / fs(s)dBs| = —2E/ fs(s)?ds < —-
0<t<T € 0 € 0 €

Consideremos agora a primeira parcela. Se

/0 ' HE@B) - /0 t f&(S)(w)st(w)‘ -0

sup
0<t<T
existe t tal que foi (w)dBs(w) # foi fs(s Bs(w). Logo pela defini¢ao de
s, fo 2(s)(w)ds > (5 e portanto fo 2(s ds > (5 QED

0] prox1mo teorema mostra que a 1ntegral estocastica possui uma importante
propriedade de continuidade.
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Teorema 22 Se f, f, € L?) e f\fn(t) - ()‘th = 0 entao ffn dBt
J f(t)dB;.

Demonstracao: Seja € > 0, p > 0. Temos,

T
P ( > 6) <P (/0 (fa(t) = f(1))?dt > €2p> + p.

Logo, por hipdtese, a primeira parcela do membro direito da desigualdade an-
terior tende a zero. Fazendo p — 0 terminamos a demonstracao.

T

| (fn(t) — f(t))dB:

Algumas integrais faceis de calcular.

Para treinar um pouco calculemos as seguintes integrais.
1. fo dB; = Br;
2. fo BydB; = lB% —T/2;

3. fo (t)dB; = ffo f'(t)Bedt + f(T)Byp se f : Ry — R é continuamente

dlferenmavel

A integral em (1) é imediata. Para calcular (2) seja f,,(t,w) = By n(w) se
k/n <t/T < (k+1)/n,0 <k <n—1.E claro que f,, é uma funciio degrau.

Logo
n—1
/ fa(®)dBy =3 Bus (Bm.m - Bﬁ) -
o n 7 n
1°C 2 13, )
52(31 k+1) BTA) +§ (BTQ‘,+1~) 7Bﬂ> =
k=0 k=0 "
n—1 2 1
= ——Z<BT@+1 Bﬂ) +§B%
A varidvel aleatéria, Z, = Z;O (Brwsy — Brw)?, tem média T e variancia
E =z é 27% — 0. Portanto Z,, &5 T e entéo [ BidB; = B2 — T/2. Para
calcular (3) seja fn(t,w) = f(k/n) ,k/n <t/T < (k+1)/n. Logo
n—1 n—1 n—1
/ fa®)dBy =Y f(Tk/n)(Brwen —Bux) = Y f(Tk/n)Bruey —Y | f(Tk/n)B =
k=0 k=0 ' k=0

ni < (Tk/n) (%)) B%{g <f(@)3% —~ f(Tk/n)B%> =

=0



6 INTEGRAL ESTOCASTICA. 26

n—1
T (Cen
=— Z MBT(A'Jrl) + f(T)Br,
— n e
sendo gy, € (Tk/n,T(k+1)/n). Como t — By(w) é quase certamente continua
obtemos:

S IS (Grn) ’
lim E ———"Brut1 (w):/ f'(t)Bi(w)dt quase certamente.
n—00 n n 0

k=0

Isto termina a verificagdo de (3).

A férmula de Ito.

Para demonstrarmos a férmula de It6 necessitamos do

Teorema 23 Suponhamos que a;,b; € L2, i = 1,2 e que X1, Xa sio processos
estocdsticos tais que se 0 <ty <ty <T,

to to
Xi(ta) — Xi(t1) = / a;(t)dt —I—/ bi(t)dB; quase certamente.
t t

Entao o processo estocdstico Y = X1Xo € tal que

12

Y,V = / * (Xraa(t)+ Xoan (£))dt+ / (X1ba(£)4+ Xabi (£))d B+ / * ba(t)br (t)it

ty i1 ty

Demonstracao: Suponhamos primeiramente que a;,b;,¢ = 1,2 sao processos
estocasticos independentes do tempo. Entao nesse caso e X; = a;t + b; By

to to to 1o 12
/ Xyas(t)dt+ / X1bs(t)dBy+ / Xoar (t)dt+ / Xobi (£)dBy+ / boby (£)dt —
ty ty t1 ty ty

£ to
a9 / [alt + blBt}dt + ba / [alt + blBt]dBt‘F

tl tl
1o to
“+aq / [agt + bgBt]dt + bl / [agt + bgBt]dBt + b1b2 (tg - tl) =
t1 i1
= ayaz(t3 — t3) + biba(ta — 1)+
to

tg t2
(azby + aibs) / Budt + (byay + azby) / tdB; + 2b1by / B.dB; =

i ty ty

tz tz
= aas(t3 —t2) + (aghy + albg)[/ Bydt +/ tdBy] + biba(B;, — BY) =

i1 11

= alag(tg - t%) + (agbl + albz)(thtz - tlBtl) + blbg(BtQZ - Bth) =
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= (a1t2 + blBtz)(CLQtQ + bZBtz) - (a1t1 + blBtl)(agtl + bgBtl).

Suponhamos agora que a;, b; sdo fungbes degrau com intervalos I, I, ..., Ix. A
féormula de It6 vale em cada um desses intervalos. Vale portanto para quaisquer
t1,ts € [0,T). Fagamos agora o caso geral. Sejam a;y, by, sequéncias de fungdes
degrau nao-antecipativas tais que

T T
| lan® = as]de ™50 e [ b b 5o,
0 0

Definamos (;, (t) = X;(0) + [ ain(s)ds + [y bin(s)dB,. Como (i, — X; é uma
martingala separavel temos pela desigualdade das martingalas que

sup |Gin(t) — X;(2)] £o.
0<t<T

Existe entdo uma subsequéncia (;n)n, que converge uniformemente para X,
quase certamente. E claro entao que

¢ ¢
/ Cin(t)bjn (t)dBy 5 / X;(t)b;(t)dBy.
0 0
E claro também que

t P t t t
/0 Con()ajn(t)dB, & /0 X(t)a;(t)dB; e /0 i (8)bon(s)ds — /0 by (5)ba(5)ds.

QED
Uma maneira mais facil de se memorizar o teorema anterior é obtida com o
conceito de diferencial. Se

tz t2

C(t2) — ((t1) = / a(s)ds Jr/ b(s)dBs, 0 <ty <ty <T,
tl tl

dizemos que a diferencial de ¢ é d((t) = a(t)dt + b(t)dB;. O teorema anterior

pode ser reescrito assim:

d(Ci1G2)(t) = Ci(t)dCa(t) + Ca(t)dCu(t) + bi(t)ba(t)dt.

Note que a diferencial do produto é analoga a diferencial usual de um produto
mais o termo adicional bybydt.
Passemos agora a demonstrar a férmula de Ito.

Teorema 24 (A férmula de Itd.) Seja (X;), wm processo estocdstico tal que
dX; = a(t)dt + b(t)dB; sendo a,b € L% e seja f: R x [0,00) — R com todas
as derivadas até a sequnda ordem continuas. Entdo o processo estocdstico Yy =
f(Xe,t) € tal que, para 0 <u<v<T,Y,—-Y, =

/ {%(Xt,t) + %(Xt,t)a(t) + %%(Xt,t)b%)] dt+/

u

O (X )p(t)aB.
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Ou seja, a diferencial estocdstica do processo (Yi)¢ €

0 0 162 0
4, = | (X0 8) + 5 (X0, )alt) + 552 (Xe t00(0)| i + 5L (X0, (1) dB.

Demonstracdo: A demonstracdo serd longa e a dividirei em varias etapas.
Primeiramente demonstrarei por inducao que
m—1)

d(B)™ = mB1ap, + ™M =1

5 B 2dt,

para todo m € N. Facilmente verificamos que a relacao acima vale param = 1, 2.
Suponhamos a relacao vélida para m e demonstremos que vale para m + 1.
Calculando d(B;)™*! temos,

d(B,)™™! = d(B!"B;) = B/"dB; + Byd(B,)™ +mB" " 'dt =

1
B"dB, + mB"dB, + MmT)B?_ldt S+ mBI Tt =
1
— (m + 1)B/"dB; + %Bg"_ldt,

terminando a inducao. Disto obtemos imediatamente, para toda funcao polino-
mial (Q em uma variavel,

Q//(Bt)

dt.
2

d(Q(B:)) = Q'(By)dB: +

Passemos agora a considerar fungdes da forma G(x,t) = Q(z)g(t), @ um polindémio
em x e g duas vezes diferenciavel. Entao

d(G(By,1)) = d(Q(Br)g(t)) = g(t)d(Q(By)) + Q(By)dg(t) + Q'(B:) x 0 =

o0 [ Boase+ L] + gy -

o0@ (BB, + (LB | )5 1)

Reescrevendo obtemos

to

12
G(Btzth) - G(Btlvtl) = / l:Gt + %Gmm] dt + G:(;dBt

tl tl

A férmula acima é entdo vélida para G = >, fi(x)gi(t), f; polinomial e
g; continuamente diferenciavel. Pelo teorema de Stone-Weierstrass toda f :
[t1,%2] X R — R, duas vezes continuamente diferencidvel é limite uniforme nos
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compactos, de fungoes da forma G = >\, f;(x)g;(t), com a convergéncia uni-
forme de todas as derivadas até a segunda ordem. Vale entao

L 19G, 106G,
[ gt Pei)t 55

t2
" (B, )] dt+/ G (B¢, t)dBy.
t

Gn(Btzth)iGn(Btlatl) = / ox

ty
A convergéncia uniforme implica

. oG, 10%G, B of 19°f
P* hm ., |: at (Bt, ) 2 8 2 (Bt7 ):| dt—/;1 |:8t (Bt, ) 28 2(Bt7 ):| dt

(lembre-se de que t — B(w) é continua quase-certamente e que portanto
{By(w);t; <t <ty} é um conjunto compacto q.c.)
Temos também que

2
dt = 0 quase certamente.

. 210G, of
dm ) e Bt~ g

(Btv t)

Vale entao que f b2 aG” (B, )dBt t2 8f L (By,t)dB;. E portanto vale a férmula
de It6 para o processo estocastico B;. Para extendermos o resultado a qualquer
processo estocdstico notemos primeiramente que a férmula vale se Y; = f(& +
a1t+0b1 By, t) se &1, a1,by sd0 A, mensurdveis. A dergonstra(;éo segue 0S Mesmos
passos anteriores a partir da verificacdo de que, se {(t) = &1 + a1t + b1 By

AE®)™ = mé(®)™ aydt + bydBy] + T

=L Eoyy2uzan

Esses detalhes estao ao alcance de qualquer leitor que entendeu a primeira parte
desta demonstragdo. O préximo passo é notar que se a(t),b(t) sdo fungoes
degrau a mesma férmula serd valida. Isto porque a féormula é valida em cada
intervalo onde a(?), b(t) sdo constantes no tempo. Sejam agora a(t), b(t) funcoes
nio-antecipativas de L2, e a,,b, € L3 sequéncia de fungoes degrau tais que

T

T
lm [ |an(t) — a(t)|dt =0 e / b (£) — b(2)2dt 5 0.
0 0

n—oo

Definamos &, (t) = £(0) + fot an(s)ds + fo 8)dB;. Vale que supy<,<r |€n(t) —

P
&(t)| = 0 e portanto que converge g.c. numa subsequen(na k., que para simpli-
ficar a notagao, consideraremos k,, = n. Vale entao que

| I3
0

(&n(8),1)bn(t) —

e portanto que
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Finalmente da convergéncia uniforme obtemos que:

t2 [8f af
¢

P tim [ 20,0 + S 60) tan) + ;%@n(t),wbm)} dt =

n—oo

| [%@(w, 0+ e, 0a(0) + 59 (€00, t)bz“)] &

QED

7 A formula de Black-Scholes

O primeiro cdlculo bem sucedido do pre¢o de um ativo derivado foi feito por
Black e Scholes. O conceito fundamental usado por eles foi o de arbitragem.
Suponhamos uma economia sem custos de transacao, com uma acao com

preco S; e uma opgao européia com vencimento no tempo 7" e preco de exercicio
K. Suponhamos ainda que exista um ativo sem risco com prego 3; = e",r > 0.
O preco da acdo tem distribuicdo log-normal: S; = Spe®T?B¢, Pela férmula de
1to: s

2L — (a4 0%/2)dt + o dB,.

St
O valor da opgao no instante T' é Yy = max{St — K,0}. Queremos calcular Y;,
0<t<T.

Definicao 21 Uma estratégia de compra e venda € um par (a,b) € ]V[s% X L?z.
A estratégia € auto-financidvel se para 0 <t < T,

t t
as Sy + biBy = agSo + by G + / asdSs + / bsre”ds.
0 0

Se (a,b) é auto-financidvel e arSt + brfBr = Y entdo agSo + bofo é o prego
da opcao. E claro entdo que pelos mesmos motivos, Y; = a;S; + b3 é o preco
da opgdo no tempo t. Para calcular Y; suporemos que Y; = f(S,t), f duas
vezes diferencidvel se ¢ < T. Se a resposta obtida realmente for duas vezes
diferencidvel estaremos justificados. Pelo lema de Itd obtemos (1 = o + 02/2)

of of of

dY; = (M%(St,t)st + E(St,t) + (St,t),Sf) dt + %(St,t)(fstdBt.

a2 9% f

2 022
Queremos encontrar (a,b) auto-financidvel tal que a;S; + b3 = Y;. Nesse caso
teriamos

dY;g = atdSt + btrertdt = (CLt/,LSt + btrert)dt + atO'StdBt.
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Para isto ser possivel temos que a;0.5; = (r% (S, t)S; e portanto a; = % (S, t).
Pela defini¢ao de (a, b) obtemos b; = e " (Y;—a;S;) = e "4 (f(Se, t)—%é(St, t)Sy).
Substituindo e igualando os coeficientes em dt nas equacées acima vem:

aof af 0282 0 f

—rf(St) + E(St,t) + rSt%(St,t) + o

Ou seja é suficiente que f satisfaca a equacdo a derivadas parciais:

o222 52
i)+ D) tra L a0 4 TETL
com a condi¢do de fronteira f(x,7) = max{r — K,0}. Em geral tenta-se
primeiramente o método de variaveis separaveis. Neste problema entretanto
a transformacdo k(z,t) = y(log(z/K) + Bt,Ct) permite escolhendo-se C' e B
obter a equacao y; + Y. = 0. Esta equacao se resolve facilmente. Pelo momento
nos contentaremos em dizer que

(Si,t) = 0.

(.Z‘,t) =0,

z . —r(T—t z—o/T—1
Fx,t) = i/ =5 /2 0 Ke 79
V2T ) oo V2T —co

sendo z = %\/%%Ktl + (r+02%/2)y/T —t/o é a solugdo que procuramos. O leitor
deve verificar como exercicio que lim;_,7 f(x,t) = max{z — K, 0}.

=525

8 A formula de Feynman-Kac.

A férmula de Feynman-Kac permite resolver equagdes diferenciais parciais do
tipo obtido acima como o valor esperado de certo processo estocastico. Uma
formulacao muito 1util com certeza.

Consideremos a equacao

—r(z,t)f(x,t) + %(x,t) + r(x,t)x%(x,t) + 5 @(x,t) =0,

com condicao de fronteira f(z,T) = g(x) para g continua. Esse tipo de equagio
surge quando no lugar de termos o preco final Yr = max{Sr — K, 0} temos
Yr = ¢g(St), a taxa de juros r e a varidncia o mais gerais do que na férmula de
Black-Scholes.

Seja entao Z¥ o processo estocastico definido por Z* =z se s <t e

o%(z,t) 02 f

Azt = (23", 5) 254 ds + 0(Z3', s)dBs s > t.

Teorema 25 Se r,o,g tem modulo limitado superiormente por um polinomio
em (x,t) o prego do ativo derivado cujo valor final é Y = g(St) serd Yy =
f(St,t) onde f é dada por

T

flast) = B (e 10Ot 231))
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satisfaz a f(x,T) = g(x) e resolve:

of of

o%(z,t) 0% f
—r(x,t)f(z,t) + E(x,t) + r(x,t)x%(x,t) + —

Por exemplo, para a férmula de Black-Scholes, ZF! = relr=% ) (T=t)+o(Br—By)

Verifiquemos a férmula de Feynman-Kac, supondo que exista uma solucao
f(z,t) da equacdo acima. Definamos os processos Zs = fts r(X,, 7)dr, Y5 =
f(x,t) para s < te Y, = f(X,,8)e % se s >t onde X, = Z*. Temos
dZs = r(Xs, s)ds e pela férmula de 1td obtemos que df (X, s) =

of of o ) of »
[875 (Xs,8) + e (X5, 9)r(Xs,8)Xs + 25,7 (Xs,8)0°(Xs,8)| ds+ p (Xs,8)0(Z5", s)dBs.
Portanto
[ PE o] e
dY; - l:at (XS7 S) + 827 (XS, S)T(Xsa S)XS + 2(9.732 (X87 S)O’ (XS’ S) € dS
—f(Xs,8)e % r(X,,8)ds + %(XS, s)o(Z% s)e=Z*dB, + %(XS, s) x 0dt =
o g xt —Zy
= ax(XS,S)U(ZS ,s)e “*dBs.
E portanto
T 8f

_ — _4 —Zs
Yr — f(x,t) l pe (Xs,8)e”“*dBs.
"og
. Ox

Acima usamos que a integral estocédstica é uma martingala. Finalmente temos

EYr = f(z,t) + E (Xs,8)e % 0(X,,5)dBs = f(,t).
f(:l?,t) - E [f(XT,T)e_ jtT r(X.,,'r)d'r] - E |:€_ jtT T(XT’T)dTg(XT) )

Terminando a verificacao.

9 Integracgao estocastica em varias dimensoes.

Definicao 22 Um processo estocdstico, B(t) = (B1(t), ..., Bn(t)), é um movi-
mento Browniano de dimensao n se Bj(t) é um movimento Browninano (uni-
dimensional) para todo j, 1 < j <n e as o-dlgebras c{B;(t);t >0}, 1 <j<n
sao independentes.
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Se b(t,w) = (bij(t,w))i<m,j<n sendo que b;; € L2 para todo i,j a integral
estocdstica fOT b(t)dB(t) é definida por

/T Z/ by (t)dB;( Z/ mj(t)dB(t
0 j=1 j=1

E claro que a integral estocéstica definida acima é linear em b. E é imediato
queEf0 t)dB(t)] = (0,...,0) = 0.

Proposicao 11 Se f,g € M3 entao:

1. E [ I fwyaBie) - f g(t)dBi(t)] —E [ IS f(t)g(t)dt} .
Q.E[fon(t fo }—0561#]

Demonstracao: O segundo item decorre imediatemente pela independéncia. O
primeiro item demonstra-se usando a identidade 4fg = (f + g)? — (f — 9)%

Corolario 2 E Hfo t)dB(t )H2 —F [fOT |\b(t)|\2dt]

Definigao 23 Seja (Y;); um processo estocdstico de dimensao n e suponhamos
que

Y(t) —Y(0) :/0 a(u)du+/0 b(u)dB(u),

sendo a = (a1,...,am), a; € Ly e b= (b;j)ij, i <m,j <n, bj; € L. Dizemos
que (Yy); tem diferencial estocdstica

dY, = a(t)dt + b(t)dB(t).

A férmula de Ito multi-dimensional.

8%u
Ox;0x;

Teorema 26 Seja u(x,t) continua juntamente com suas derivadas 2 am :

e 6“ 3 Seja (Y;) um processo estocdstico de dimensio m com diferencial
dY; = a(t)dt + b(t)dB(t).
Entao u(Yy,t) tem diferencial estocdstica du(Yy,t) =

(Y, t) +Zux (Y, t)ai(t) Zuz oy (Yo, )(007) (1) dt+22ux (Y2, 1)

=1 7,j=1 =1 i=1

. 2 s ~ .
3Se alem disso % fosse continua entéo u seria C2.
2

(t)dBu(t).
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A férmula de It6 multi-dimensional ndo serd demonstrada. A demonstracao é
analoga ao caso uni-dimensional com o auxilio do seguinte lema:

Lema 10 Se dX} = a1 (t)dt + by (t)dB(t) e dX2 = as(t)dt + ba(t)dB(t) entdo

A(X}X}) = XPAXP + XEdX] +) " bijbydt.
j=1

A demonstracio do lema acima decorre da bilinearidade de d(X}X?) e do
seguinte lema:

Lema 11 Sei # j, entao d(B;Bj) = B;dB;j + B;dB,;.
MQBN&). Entao W; é um movimento Browniano

2
BiAB) L BB, =t+

Demonstracao: Seja W; =

normalizado. Logo W2 = t+2 fg W, dW;. Usando que W7? =
f(;t B;dB; + fot Bdej + BZBJ e que

t t t
/ W,dW, = / B,dB; + / B,dB;
0 0 0

obtemos o resultado.

Existéncia e unicidade de equacoes diferenciais
estocasticas.

Seja b(w,1) = (b1(2,2), -, bu(, 1)) € 0(2,2) = (035, 1))c s Sefa (Xe)e um
processo estocastico tal que -

{ dX (t) =b(X(t),t)dt + o (X (t),t)dB(t), (1)

X(0) = &y quase certamente.

Dizemos que (X (t)) satisfaz a equacio diferencial estocdstica (1) com condigao
inicial &q.

Teorema 27 Suponhamos b, o como acima, definidas e mensurdveis em R™ X
[0,T). Suponhamos que para todo x,y,t:

b(2,t) = b(y,t)| + |o(z,t) —oy,t)| < K|z —y| e
b, )] + o (. 1)] < K(1+ [2]).

Suponhamos também que & € um vetor aleatdrio independente de o{B(s);s <
T}. Entdo a equagao diferencial estocdstica (1) possui uma e unica solugdo.
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Nao demonstrarei o teorema acima. A sua demonstragdo é similar & demon-
stracao do teorema de existéncia de equacoes diferenciais ordinarias. O exemplo
dX; = X?dt, Xo = 1 mostra que a hipétese de Lipschitz em b é fundamental para
obtermos solucdo em [0,7]. E o exemplo dX; = 3X 3dt mostra a importancia
da hipétese de Lipschitz para a unicidade da solucao.

O conceito de solucao definido acima é as vezes chamado de solucao forte.
A solucao fraca corresponde a dados b, encontrarmos (f(t, Bt) definidos em
(©, A) tais que dX, = b()z’t,t)dt + O’(Xt,t)dét, X = &. Duas solucdes fracas
sao consideradas tinicas se tem a mesma distribuicao. Nas condi¢oes do teorema
de existéncia de solucao forte de um sistema de equacoes diferenciais estocdsticas
ha unicidade fraca também.

Processos de Markov

Definicao 24 Seja p(s,z,t, A) > 0 definida para 0 < s <t < o0, z € R,
A € B(R™). Dizemos que p é uma fungao de transi¢io Markoviana se:

1. x — p(s,t,x, A) € Boreleana;
2. A— p(s,x,t, A) € uma medida de probabilidades;

3. p satisfaz a equagao de Chapman-Kolmogorov:
plo,ait ) = [ pOt Advn ()0 < 5 < A <t

Sendo vs 4 A (A) = p(s,z, A, A).

Teorema 28 Seja p uma fungao de transicao Markoviana. E seja m uma me-
dida de probabilidades no R™. Existe entdo um processo estocdstico (Xy)i>s,

X : Q — R"™ tal que: P(Xs € A) =7(A4),VA € B(R") e
P(X, € Alo{Xs;a < s <b}) =p(b,Xp,t, A),a <b <t

Aplicando o teorema anterior para m = 6, * € R™ obtemos uma medida de
probabilidade Ps, num espaco ) e E; , a esperanca tais que

P, ,(Xy=2)=1;
P, o (Xeqn € A|F}) =p(t, X (w),t + h, A), q.c.

Uma colecao (Q, F,F;, Xy, Ps ») satisfazendo as propriedades acima, sendo p
uma funcao de transicao Markoviana é chamado de processo de Markov. Vale

Bl [f(X)] = / F()dvs pa(y)

B [f(Xesn)| 5] = / F@) A xeen () = B, [f (Xean)).

Um processo de Markov é homogéneo se p(s,z,t, A) = p(0,z,t — s, A).
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Propriedade de Markov para difusoes

Definicao 25 Uma difusdo de Ité, é um processo estocdstico (Xs)s que satisfaz
a equagao diferencial estocdstica:

dXs = b(Xs,s)ds + o(Xs,8)dBs,s >t
Xt =x.

Supomos que b, o satisfazem as condigoes de Lipschitz para a existéncia e uni-
cidade da solucao da equagao diferencial estocdstica. A solugao desse sistema é
denotada X%, s > t.

Seja Fy = 0{Bs,s < t}. Entao:
P (Xo,.(t) € A|F,) = P (X(t) € AlX,) = p(s, X, A)

Gerador infinitesimal de uma difusao.

Seja (X;)¢ uma difusdo de It6, homogénea no tempo. O gerador infinitesimal,
A, de (Xt)t é
(Afa) = Jim ETEN I

t—0t t

,x € R™

O dominio de A é o conjunto das f tal que o limite acima existe para quase
todo z.

Lema 12 Seja Y; = Y tal que dYs = u(s)ds + v(s)dBs,s >t e Yy = x, sendo
B um movimento Browniano de dimensio m, u = (ug,...,uy), v = (vij)i;-
Seja T : Q — [0,00] um tempo de parada com esperanca Ey[T] < co. Seja
f € C3(R™), u,v limitadas no suporte de f. Entao

T [ & 0 1 < 0?
B0 = f@+ B | [ | Ll gh )45 3 (g (1) | ds
i=1 v i,j=1 v
Demonstracdo: Seja Z; = f(Y:). Entéo
Z dY + = 5 Z ’UU um(y;)ds =

=1 ,j=1

n (9 n 82
zaijsw;z<wt>ijax.gx 0 ) st 3000 2 vy eyam )
i=1 v et}

ij=1 i=1 j=1 Ti

Logo
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n o m T 8f
+ZZ/ G—(YS)U”(S)dBJ(S)
— 0 Xg
Tomando o valor esperado terminaremos a demonstragao, se

£ | [ 5L vsan, )| <o

Isto decorre do lema a seguir fazendo-se ¢t — oco.

Lema 13 Se (X;); € uma martingala continua & direita entdo para todo tempo
de parada 7, (Xminft,r})¢ € uma martingala.

Corolario 3 Se dX; = b(X;)dt + o(X;)dB;, X(0) = z e f € continua com
suporte compacto, entao

AF(e) = 300 5 )+ 5 30D 0o hale) o)

Demonstracao: Basta escolher 7 =t e calcular o limite no lema anterior.

Coroldrio 4 (Férmula de Dynkin) Seja f € C3(R"), T um tempo de parada
com E,[1] < 0. Entdo E,[f(X;)] = f(z) + Eg[fy Af(Xs)dax].

Exemplo 5 Seja B = (By,...,B,) Browniano comegando em a € R, n > 2.
Seja R > |a| = \/a%? + ...+ a2. Qual o valor esperado do tempo de saida, Tx
de (By): da bola Br(0)? Dado k > 1 apliquemos a férmula de Dynkin para

X; = By, 7 =min {7, k} e f(z) = |z|? se |z| < R, f de suporte compacto C?.
Temos

Elf(B0) = 1@+ Eul | S15Pas = o 4 nEalr) < 72

Logo E,[min{7k, k}] < L;lgﬁ Fazendo k — oo obtemos que E,[Tk] < oo.

2 2
Portanto podemos usar T na férmula de Dynkin obtendo E,[Tk| = w.

Suponhamos agora que |b| > R. Qual a probabilidade de comeg¢ando em b o
Browniano atingir Br(0)? Seja k o primeiro instante de saida do anel Ay =
{z; R <|z| < 28R}. Seja f = fur, C? com suporte compacto tal que
—log(|z|) se n=2
f(z) = R<|z| <2R
|z|2—" se n > 2.
Pode-se verificar que Af =0 se x € Ay. Pela férmula de Dynkin Ey[f(Ba,)] =
f(b). Se pr = Py(|Bay| = R), o = 1 — pi entao se n # 2, ppR* ™ +
2—n
qe(2FR)?™™ = |b|>~". Fazendo k — oo vem limy oo pr = (Jﬂ> < 1. Logo

R
. b| 2-n . ) iy
Py(tr < 00) = limp—s00 P = (ﬁ) . Dizemos que o movimento € transitivo.

Paran =2 temos P(1x < 00) =1 (movimento recorrente).
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Exemplo 6 O Browniano resolve dX; = dBy, logo 0 = I e portanto Af =
1A f
SAS.

Exemplo 7 (Gréafico do movimento Browniano) Seja B = By,
(X ]
X = < X, > solugao de

dX, =dt X;(0) =to
dX2 =dB XQ(O) = X9

ou dX = bdt + odB, X(0) = <;{9 >,b— <(1)>,o— (?) Entao
0
Af=9+12

z2

SIS
I~

Nl=
Q)

A equacao retrospectiva de Kolmogorov.

Seja (X); uma difusdo de Ité no R™ com gerador infinitesimal A. Aplicando a
férmula de Dynkin para f € C3(R") e T = t obtemos que u(t,z) = E,[f(X;)] é
diferencidvel em ¢ e a“ = E,[Af(X:)]. Podemos no entanto obter uma equagao

envolvendo somente u

Teorema 29 (Equagao retrospectiva de Kolmogorov) Definau(t,z) = E,[f(X}:)].
Entao 8—“ = Au.

Demonstracdo: Seja g(z) = u(t,x). Temos

E.[9(X;)] — g(x)

r

_ lE [Ex, [£(X))] — E, [f(X,)]] =

LB (B [F(Xes )] — Be [F(X)I7] =

u(t +r,x) —u(t, ) . @

r ot
Eyl9(Xr)]=g(@) _ du
r ot *

Logo Au = lim,_,q

Definicao 26 (Resolvente) Para a > 0 e g € C,(R™) definimos o resolvente
R, por

(Rag)(z) = E [ / h eatg(Xt)dt] |
Lema 14 R,g € Cp(R™).

Demonstracdo: De (Rag)( fo e E,[g(X;)]dt entao a continuidade de
E.[g(X;)] em z (proprledade de Feller) garante a continuidade de R,g. QED
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Teorema 30 Para todo o > 0 temos Ro(a — A)f = f se f € CZ(R") e se
g € Cp(R™) entdo Rag estd no dominio de A e (a — A)Rog = g.

Demonstragio: Suponhamos que f € C2(R™). Entao R, (a—A)f(x) = (aRaf—
RaAf)(z) =

a /0 T et [ F(X)]dt — /0 T oot A f(X,)]dt =

—e B, [F(X)]& + /OOO e*“t%Em [F(X)dt — /000 e B JAf(X,)]dt = f(x).

Suponhamos agora que g € C,(R"™). Segue da propriedade forte de Markov

Ey[Rag(Xy)] = By {Ext [/OOO e_o‘sg(XS)ds” —

E, l:E:(; |:/ e_asg(Xt-FSdSE:H =E, l:/ e_asg(Xt+sd5:| =
0 0

/OOO e YE[g(Xiqs)|ds.
Definindo u(s,z) = E,[g(X)] vem
L BLlRag ()]~ Ragle)) = [ e

/0 e_aS%u(s,x)ds.

Logo R,g pertence ao dominio do gerador infinitesimal. Assim vem que

(t+s,x) —u(s, )

ds —

(o — A)Rug(z) = /000 ae” Y u(s,x)ds — /000 e_aS%u(s,x)ds = g(x).

Teorema 31 (Férmula de Feynman-Kac.) Seja f € CZ(R") e v(t,z) =
E, [e* S a(X2)ds f(Xt)}, q € Cy(R™). Entio

% = Av — q(x)v(t, z).
Demonstracdo: Seja V; = f(Xy), Zy = exp|[— fot q(Xs)ds]. Vale que dZ; =
—Zq(Xy)dt. E portanto d(Z,Y;) = YidZ, + ZydY;. Logo v(t,x) = E,[Y;Z] é
diferencidvel em t. Portanto

L (Blolt X))~ ot 2)) =+ e [Bx, (27 (X0)] - B2 (X)) =
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%Ez |:Eac[f(Xt+r eXP[*/O q(XS-i—T)dS”AT} - Em[th(Xt)]:| =

1B, [ZHT exp] /qu( Xudul f(Xesr) — Z f(Xt)} _

1 1 " T
;Ea: [f(Xt+r)Zt+r - f(Xt)Zt] + ;EJ: [f(Xt+th+r <€J° 9(Xu)du _ 1)} -
v

e + q(z)v(t,x) se r — 0.

E terminamos a demonstracao.

10 A formula de Girsanov.

Comecemos com uma definicao.

Definigao 27 Uma medida de probabilidade Q em (0, A) é equivalente a P se
P(A) =0 se e somente se Q(A) =0

Uma versao do teorema de Girsanov é a seguinte:

Teorema 32 Seja (X;) um processo estocdstico da forma

t t
Xt:x—l—/ usds—i—/ 0sdBs 0<t<T
0 0
sendo p € L, o € L3. Suponhamos que (my); € L, e que existe § € L2, Ee3 o 03ds <
00, tal que o0y = py —my OAS t <T. Entao existe uma medida de probabilidade
Q equivalente a P tal que By = By + f(f 0sds 0 <t <T € um movimento Brow-
niano padronizado em (Q, A, Q). O processo (X;) pode ser escrito na forma

t t
Xt:x—l—/msds—l—/asdBSOgtST.
0 0

Alézz disso, para toda varidvel aleatéria Z, Eqg(|Z|) < oo vale Eq(Z) = Ep(Z&r)
sendo
& = e~ J5 0sdBa—3 g 0lds) o< t<T.

Ou seja, o processo de deslocamento de (X;) pode ser alterado, continuando
(X:) a ser uma integral estocéstica.

Exemplo 8 Suponhamos que dX; = pdt + 0,dB; e que existe ¢ € L tal que
T T T

o1y = i e que Eexplfy ¢7dt] < oo e Eexp[—2 [y ¢udB; — [, $7dt] < oc.

Entao existe wuma medida de martingala equivalente. Com efeito: a medida

equivalente € a derivada de Radon-Nykodin

T T
= exp ( | oan 5 | ¢§ds>

dada pelo teorema de Girsanov com my = 0.
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Teorema 33 Suponhamos que f € L% e existe a > 0 tal que Eel? < C <
oo 0<t<T. Entao

Eejzlf f(s)dBs—3 zl 2 f2(s)ds _ 1 se0<t; <ty <T.

Somente demonstrarei o teorema para f limitada. Seja Y; = fttl f(s)dB(s) —

L[ 1f(s)2ds. Seja Uy = €. Temos dU, = ¥ f(t)dB(t). Logo EU, — 1 =
t

E [ Sz e f(t)dB(t)} = 0. QED

Em geral se f € L2 vale somente a desigualdade < 1 no lugar da igualdade.

Teorema 34 (Girsanov) Seja (X;) um processo de Ité e ¢ € LZ. Definamos

-/ o(u)dB. 1 / (a2,

t
- / b(s)ds e P(A) = / RGN
0 A

Se P(Q) =1 entdo B é um movimento Browniano em (Q, A, ]5) adaptado & B
e

t t
X —Xo= [ (b, +(ru¢u)du+/ 0,dBy.

Demonstracao: Para demonstrar que B; € um movimento Browniano € suficiente
segundo o teorema abaixo demonstrar que:

E[E (t) — Bi(s)|As] = 0 quase certamente se t > s;
E[(B;(t)—Bi(s))(Bj(t)—B;(s))|As] = 6;j(t—s) quase certamente para t > s.

Suporemos ¢ limitada e somente verificaremos o caso (a). A demonstracdo
completa é longa e serd omitida( ver Friedman pdginas 161-162.) Notemos

inicialmente que d (fst f(u(dB(u) - fst g(u)dB(u)) =

<g(t) : / tf(u)dB(u)> dB(t) + <f(t) - / tg(s)dB(s)) dB(t) + (f(t) - g(t))dt.

</ tf(“)dm“)) </ ) / F(u) - )t
/( /f z)dB( ) B(u) + /S(f(“)/s g(x)dB(x ))dB(m.

Tambem precisamos de exp[C!] =1+ fst exp[C¥¢(u)dB(u). Portanto

Logo
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B [(Bi(t) — Bils)) explclIA,] - [/ i(u)duexplC ]A]

E [(Bi(t)Bi(s)) (1+ / texp[cg]aﬁ(u)dBu) As] -E [ / qﬁi(u)duexp[cz]fls} =

pois E [f ¢ (w)du exp[C¥]|As ] f E [¢i(u) exp[Ct]|As] du.

Na demonstragao acima usamos a seguinte caracterizacdo do movimento
Browniano:

Teorema 35 Seja X; = (X1(¢), ..., Xn(t)) um processo estocdstico continuo e
seja (A¢)e uma familia crescente de o dlgebras, X; Ay mensurdvel e tal que

a) E[X; — X|As] =0 quase certamente, s > t;
b) E[(X;(t) — X;(s))(X;(t) — X;(s))|As] = 6;5(t — s) quase certamente.

Entao (X;)¢ € um movimento Browniano normalizado.

Equacoes diferenciais parciais elipticas e parabdlicas.

10.1 Principio do maximo para equagoes elipticas.

Seja L um operador diferencial definido por

1 & 9?u - ou
Lu=3 D aii(e)g 5+ ;bxx) oo+ elau,

sendo u(z,t) definida para z € G, G aberto e conexo do R". O operador L é
eliptico em 20 se (a;;(20);; é positiva definida.

Lema 15 Seja (a;;(x))qi; positiva semidefinida e c(z) < 0 para todo x € D,
D C R" aberto e convero. Se u € C%(D) e alcanga um mdzimo positivo em
20 € D entdo Lu(z?) < 0.

Demonstracao: Seja A = (a;;(« )ZJ, B = —(ug;a;(2))ij. Entao >, a;j(x Ny, (29) <
0, com u,, (%) = 0. De ¢(z%)u(z?) < 0 vem Lu(2°) <O0. QED

Teorema 36 (Principio fraco do maximo) Suponha (a”( )) positiva semi-
definida em D, D aberto convezo e limitado, c(z) <0. E = a11( IAZ+by ()N >0
para algum A > 0 e para todo x € D. Se u € C?(D) OC’O( ) e Lu > 0 entdao
max,cpu(x) > 0 implica sup,cp u(r) < maxzesp u(z).

Demonstracdo: Suponhamos para obter uma contradigdo que maxgecpp < maxzep u(z).
Seja 20 € R™ tal que 29 > x1 para todo = € D. Seja k(z) = e* — A% E claro

que k(x) > 0e Lk(x) < 0em D. Se € > 0 é suficientemente pequeno, v = u — ek
satisfaz a v(Z) > maxzecop v(x). Logo, v alcanca um maximo positivo para
algum z* € D. Pelo lema anterior, Lv(z*) < 0 e logo Lu(z*) < eLk(z*) < 0,
contradicao com Lu > 0.



10 A FORMULA DE GIRSANOV. 43

Definicao 28 Se existe u > 0 tal que Z?j=1 a;;(x)yiy; > ply? para todo x €

D, y € R", dizemos que L é uniformemente eliptico em D.

Teorema 37 (Principio forte do maximo.) Seja L uniformemente eliptico
com coeficientes limitados nas partes compactas de D, e suponhamos c(x) <0
em D. Seu € C?(D) e Lu > 0 e u ndo é constante entdo u ndo tem mdrimo
positivo em D.

Nao demonstrarei este teorema.

Problema de Dirichlet.

O problema de Dirichlet é o de encontrar u que resolve

{ Lu=f(z) z€D
u(z) = ¢(z) =€ dD.

Definicao 29 Uma barreira em y € 0D € uma fungao continua nao-negativa,
wy : D — Ry, que se anula somente em y e tal que Lwy, < —1. Se existir uma
bola fechada K = B[20,r] tal que K N D = {y} entao a fungao

wy(@) =k (2% =y — |z —y|77),
é uma barreira em y para k e p sufientemente grandes.

Teorema 38 Suponhamos L uniformemente eliptico, ¢ <0, aj, b;, ¢, f Lips-
chitz em D. Se para todo y € 0D existir uma barreira e ¢ € C(OD) entao existe
uma e tnica solugio u € C2(D) N C°(D) do problema de Dirichlet.

Nao demonstraremos este teorema.

Defini¢ao 30 (Operador parabdlico.) O operador diferencial

1 & 0% - ou ou
Mu = 3 Z: 83213%- + ;bi(x,t) oz, +c(z, t)u — T

definido para (x,t) € R™ xR, é uniformemente parabdlico em Q se existir >0
tal que (a;;(x,t))i; seja uniformemente positiva definida.

O problema de Cauchy.
Seja

—li ) O +) b t)a + c(x, t)u,
473 ) (2, 83:18% — i\ Oz; ar
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um operador eliptico no R™ para todo t € [0,7]. Consideremos a equacao
parabdlica
{ Mu = Lu(z,t) — 2% (x,t) = f(x,1),
u(z,0) = ¢(x)

Este problema chama-se problema de Cauchy.

Teorema 39 Suponha (a;;(x,t)):; positiva semidefinida e suponhamos que ex-

iste C' > 0 tal que
>ij laij(@, 1) < C(1+|af)
> biz, 1) < C(1 + [x])
ez, t) < C.

Entao o problema de Cauchy tem no mdzximo uma solugdo tal que |u(x,t)| <
N(1+ |x|9) para algum N,q > 0.

Definicao 31 Uma solugdao fundamental do operador parabolico L — % no R™ x

[0,T] é uma fungdo T'(x,t,&,7), t > T satisfazendo a sequinte condi¢do para toda
f e Co(R™):
u(z,t) = [pn L(2,t,&,7) f(§)dE;
Luf%:0,7'<t§T;
lim ), u(z,t) = f(z).

A existéncia de solucao fundamental depende de trés condigoes:

C1) (asj(x,t))s; é uniformente eliptico;

C2) Os coeficientes de L sao continuos limitados e t — a;;(x,t) é uniformemente
continuo.

C3) Os coeficientes de L sdo uniformemente continuos a Holder com expoente «;

Teorema 40 Se vale C1 — C3, existe uma solu¢ao fundamental T'(x,t, x,T) de

L— %% satisfazendo a desigualdade

_ ]2
|DPT(x,t,x, 7)| < Ot — )~ HmI/2) exp[,c%],

para |m| = 0,1. E se |m| < 2, DT € continua. Além disso LI = T'y. Flinal-
mente para f € Cp(R™),

o Tt @) = F). set L7

Em condicoes gerais

u(z, 1) :/F(w,t,x,o)cﬁ(x)dxf/o /F(x,t,x,f)f(x,T)dxdT,

resolve o problema de Cauchy.
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O adjunto formal de M.

O adjunto formal M* de M = L — ﬁ 6 operador

M v—L*v+8t, sendo

LU—QZH 1 aij (T, t)axlam + > bi (a, t) +C( t)v
bf = —bi+ 5305 18323,

C*:C_Zzn1az,+ Z,J 133%2,

Notemos que M*v = 1 > #;zj(aijv) - 72 (biv) + v+ vy

Definigao 32 Uma solugdo fundamental de L* + ﬁ é uma fungao T*(x,t,&,7),
t < 7 satisfazendo a condi¢do: para todo g € Co(R™),

vat) = [ Tng gl

satisfaz & L*v + % =0,0<t<7 elimy,v(z,t) =v(x,T1).
Teorema 41 Se C1—-C3 e
Q45,4 iaij, a—zaij, %, Cc
sao limitadas, entdo existe uma solugdo fundamental T*(x,t,x,7) de L* + 0; e
D(x,t,x,7) =T*(x, T,2,t) set > T.

Representacgao estocastica de solugoes de equacoes diferen-
ciais parciais.

Suponha D aberto, convexo limitado e L operador uniformemente eliptico.
Suponhamos ¢ < 0, a;;, b; e ¢ Lipschitz. Suponhamos também que a fron-
teira de D é de classe C2. Entdo o problema de Dirichlet tem solucdo tinica
dados f e ¢ tais que: f Lipschitz em D, ¢ continua em D. Queremos rep-
resentar © em termos de solucdes de equagoes diferenciais estocdsticas. Seja
o(z) = y/(a;j(z)). o é Lipschitz em D. Seja dX; = o(X;)dB; + b(X;)dt. Seja
T 0 tempo de saida de D. Vale que

u(z) = B, [¢(XT) exp UOT c(XS)da:” - E, [/OT F(X,) exp Uot c(XS)ds} dt] .

Consideremos agora o problema de valor inicial:
Lu+ % =f(z,t) Q=Bx[0,T)
u(z, T) = P(x) xr€B
u(z,t) = g(x,t) S =0B x[0,T).

Suponhamos (a;;);; uniformemente Lipschitz, ¢, f uniformemente Holder continua,
g continua em S, ¢ continua em B e g(x,T) = ¢(x), z € OB
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Teorema 42 Se OB é C? entdo existe solucdio tnica do problema acima:

w(a,t) = By, [g(XT, rel? C<XS’S>dS§T<T] ¥

Eoy [o(0xr)el 5ntng, ) B, [/ F(Xos)el C(X*’”‘“ds} |
t

Sendo T acima o primeiro instante X\ € [t,T) tal que X(A\) deiza B se isto
ocorrer e T =1 caso o contrdrio.

Seja
1 0? 0

K3

e I'f(x,s,y,t) a solucdo fundamental de Ly + 05, s < t. Considerando ¢ =
0, f = 0 acima obtemos que u(z,t) = E, ; [¢(Xr)]. Tambem vale que u(z,t) =
Jrn (2, t,y, T)é(y)dy. Logo Eq ¢[p(X7)] = [pn To(x.t,y, T)¢(y)dy. Analoga-
mente para 0 < s <t

[ T 5,300y = Eus(X0) = [ 60)Prs(X0 € ).

Logo p(s,z,t,A) = Ps (X € A) = P(X,,5(t) € A) tem densidade I'§(z, s,y,t).
Vale que I'jj satisfaz

9 . 1 - 9 .
gf‘o(x,s,y,t) + 3 izjaijmfo(x,s,y,t) + ;bi(x,s)a—xif‘o(x,s,y,t) =0.

Equagao chamada de parabdlica restropectiva. Tambem vale que I'jj satisfaz em
(y,1) a

* 1 82 * 8 * _
—0 g (x, 8,y,t) + 5 ; Dmida, lai;(y,t)T5] — ; i [bi(y,t)Tg] = 0.

A equagdo acima é chamada de equagao parabdlica prospectiva.

11 Exercicios.

1. a) Seja X : Q@ — R"™ um vetor aleatério. Suponha que E[|XP] < oo,
0 < p < oo. Entdo P(|X|>r) < LE[X].

b) Suponha que existe k > 0 tal que M := E[ek‘)q] < 00. Conclua entao
que P(|X| >7r) < Me k.

2. Seja (Bt)¢>0 um movimento Browniano. Entéo (Byts — Bs)i>0 ¢ um movi-
mento Browniano.
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10.

11.

12.

Seja (By): um movimento Browniano bidimensional. Calcule a probabili-
dade de que |B;| < 1.

Seja (Bg): um movimento Browniano de dimens&o n. Suponha que K C
R”™ tem medida nula. Entao o tempo médio que B; passa em K é zero.

Sejam f(t), g(t) € LZ. Suponha que quase certamente em A C Q f(t,w) =

g(t,w) para todo t. Conclua entdo que fOT t,w)dB(w fo (t,w)dB(w)
para quase todo w € A.

Verifique se (X;); é uma martingala:
a)X; = B, + 4t;

b) X, = t*B; — zfg sB,dB;

C)Xt = B1 (t)Bg(t),

d)X, = B} — 3tB,.

Obtenha a diferencial de Xj:
a) Xt =2 + t+ ebr;

b) X, = BX(t) + B3(1):

) X ( 1(t) + Ba(t) + Bs(t), B3(t) — Ba(t) Bs(t)
(a) Seja By um movimento Browniano 2-dimensional com By = x #
(0,0). Mostre que X; = log(|B;|?) nio é uma martingala.
(b) Mostre que dX; = b(t)dB;. O item anterior ndo contradiz o fato de
que toda integral estocdstica é uma martingala? Justifique.
Parac,aq,..., o, € Re B(t) movimento Browniano n-dimensional mostre
que a diferencial estocdstica de X; = etz iBit) ¢ qx, = (c +

% 27:1 Oé?)Xtdt + Xt . (27:1 Oédej).

Calcule a diferencial estocéstica de log(S;), e e sen(S;) se dS; = a(t)dt+
b(t)dB(t).

Seja B; um movimento Browninano de dimensdo n. Suponha que X; seja
tal que
dX; = v(t,w)dB(w) onde v € R™.

De um exemplo no qual X7 nao é uma martingala. Mostre que em geral

¢
M, = X? —/ lvs|?ds
0

é uma martingala.

Seja B; Browniano de dimensdo n e seja f : R® — R C?. Use a férmula
de It6 para demonstrar que

F(B) = 1(Bo)+ | V(B3 [ Ap(B)as
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13.

14.

15.

. 2 ’ .
Acima A =377 | 25 6 o Laplaciano.
i

Uma classe importante de martingalas é obtida como a seguir:
Seja dZ; = adt + fdBy, Zy = 0 sendo «, 3 constantes e B; um Browniano
normalizado. Defina

M,; = exp <Zt —(a+ %,82)15> = exp <%62t + ﬂBt> )

Mostre que dM; = BM;dB;. Em particular conclua que M; é uma mar-
tingala. Formule condicoes em u e v para que a generalizacao a seguir seja
vélida: Seja dZ; = u(t,w)dt + v(t,w)dBy, Zy = 0 uma integral estocdstica
com valores reais. Defina

M, = exp (Zt — /Ot [u(s,w) + %’UUT(S,w):l ds> .

Entéo (M;); é uma martingala.

Suponha que g: R — R é C! em R e C? exceto em 21, ..., 2y com |g"| <
M se x £{z,...,zy}. Seja By Browniano normalizado. Demonstre que

g(Bt):g(OH/O g'(BS)dBSwL%/O g"(Bs)ds.

Sugestao: Tome fj, € C? convergindo uniformemente para g com f} — g’
uniformemente |f'| < M e f! — g” exceto em {z1,...,2n}

O que acontece se tentarmos aplicar a férmula de 1t6 a g(B;), By Brown-
iano normalizado e g(x) = |z|? Modifiquemos g para ser C:

(2) || se x| >e€
x) = :
Je e+ %) se |z <e

Aplique o exercicio anterior para mostrar que

(B) = 0:0)+ [ 6l(BdB. + 3o (s € 0. B] < )

sendo A\(F') a medida de Lebesgue de F'. Demosntre que

t t Bs
/ gé(Bs)X\BsKest = / ?X\BS\<est —0
0 0

em L?(P) quando € tende a zero. No limite ¢ — 0 obtenha

¢
| By :/ sign(Bs)dBs + Li(w),
0
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16.

17.

18.

19.

20.

onde {
Ly = lim 5 \({s € 0.2 B < e}).

L; é chamado de tempo local do movimento Browniano em 0 e a férmula
acima ¢é a férmula de Tanaka para o movimento Browniano.

Verifique que os processos a seguir resolvem as respectivas equacoes es-
tocasticas para o Browniano unidimensional:

a) Xt = eBt resolve dXt = %Xtdt -+ XtdBt

b) X; = &4 resolve dX; = —7 Xydt + 77dBy

¢) X; = sen(By) resolve dX; = —1X,dt + \/1 — X?dB, para t < T(w) =
inf{s > 0; B, £[-F,5]}

d) X; = (t,e'B;) resolve

ax; ] [ 1 0
[dXQ}[XQ]dH—[eXl}dBt.

e) Xy = (cosh(B;),sinh(B;)) resolve

dX1 _1 Xl X2
[0 ) 2 L [ 2] an,

Um candidato natural para o movimento Browniano na elipse é o processo
X; = (acos By, bsenB;). Mostre que X; é solucao da equagéo

1 _a
AX, = —5 Xudt + MX,dB,, sendo M = [ 0 K } .

Seja By um movimento Browniano n-dimensional, aq, ..., a, constantes.
Resolva a equacao diferencial estocastica

n
dX, = rX.dt+ X, - (O agdBi(t)); Xo > 0.
k=1
Mostre que existe uma tnica solucao da equagao uni-dimensional:

dXy =log(1+ X7)dt + x{x,>0yX¢dBy, Xo = a € R.

A ponte Browniana: Para a,b € R considere a equacao

Ldt +dB;0<t<1,Xo=a.

dy, =
Tt

Verifique que

' dB
Yt:a(lft)+bt+(17t)/ -
0 1-—s

resolve a equacao e mostre que lim;_,; Y; = b.
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21. Suponha que o preco de uma acdo, S, siga o processo estocastico definido
por
dSt = ,u(St, t)dt + O'(St, t)dBt, S(O) = .

A acdo paga dividendos a taxa §(S;, t) sendo portanto D, = fo

o processo de dividendos acumulativo. O processo de ganho é deﬁmdo por
Gy = St + Dy e uma estratégia # de compra e venda gera um processo
de ganho [ 0dG. Obtenha a equacio a diferencas parciais deste modelo e
forneca condigoes de regularidade suficientes para a solucao de Feynman-
Kac para o cdlculo do ativo derivado que paga g(St) no tempo T.

22. Suponha que (S;); é o preco da agdo definido por
dSt = ,u(St, t)dt + O'(St, t)dBt, S(O) = .

H4 um ativo sem risco de preco By = exp [ fot r(Su,u)du} e um ativo
derivado que paga g(ST) no tempo 7. O processo cumulativo de divi-

dendos é (Hy)¢, Hy = fo u)du. Uma estratégia (a,b) financia o ativo
derivado se

t t
a; S+ B = a050+boﬂo+/ aud5u+/ bydB,—H,t <T;arSr+brfr = g(St).
0 0

Obtenha a equacao a diferengas parciais desse problema e aplique a férmula
de Feynman-Kac.

23. Suponha que a taxa instintanea de juros (r;); é limitada. O prego da
acdo é definido por dS; = u(S)dt + o(S¢)dBy, p e o Lipschitz. Seja
D, = fot 6¢Sudu o processo acumulativo de dividendos, ¢ limitada.

A. Suponha que hd mercados para op¢oes Européias de compra e de venda
para a acao com processo de precos acima, com preco de exercicio
K e data de expiracao T. Sejam Cy e Vg os respectivos precos das
opgoes de compra e venda. Obtenha uma expressao explicita para Py
em termos de Cjy na auséncia de arbitragem e custos de transagao.

B. Suponha r;, = 0,1; & = 0,08; T = 0,25, K = 50;Sg = 45. Se
Co = 3,75 quanto é Py?

C. Suponha agora que o processo de dividendos (D;) seja definido por
D, = fg 6s1og(Ss)Ssds. Suponha que o(x) = ex. Faca a parte (A)
de novo. E calcule Cy se K = 35; Sg = 40; ¢ = 0,2; r = 0,1 e
6y = 0,08. Justifique sua resposta.

24. Encontre o gerador infinitesimal das difusdes a seguir:

a. dXy; = —cXydt + BdB; sendo o Browniano uni-dimensional, ¢ > 0,3
constantes. Este processo é chamado de processo de Ornstein-Uhlenbeck)
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b. dX; = rXdt + dX;dB; (movimento Browniano geométrico)

c.
dt
o= | i, |

sendo (X;); como no item [a.]

d.
dx; | |1 0
| L o [ ]

sendo o Browniano uni-dimensional.

e.

dx; | |1 1 0 dB
[ | =Lo]olo x| [am]
f. Xi = (X1,...,X,), sendo
dXy(t) = rXpdt + X - Y _apdBj;1 <k <n
j=1
25. Encontre difusoes de 1t6 com geradores como a seguir:

a. Af(x) = f'(z) + f"(2);

b. Af(t,x) = % + cx% + %anQ% sendo ¢, a constantes.
c.

Af(e,9) =20

X

of 1 o%f 9*fF 10%f
2 2 - 2 .
+log(14z+y )—8y+2(1+x )8932 +x8x8y+2 0

26. Seja BY o movimento Browniano na reta comecando em x > 0. Seja
T =inf{t > 0; Bf =0}.

a) Demonstre que E,[7] = occ.

b) Demonstre que 7 < oo quase certamente.
27. Seja X; movimento Browniano geométrico:
dXy =rXudt + aXydBy, Xo =2 >0
onde o Browniano é na reta, r, « sao constantes.

a. Encontre o gerador A de X; e compute Af(x) para f(z) =x7;2 > 0.
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b. Ser < %aQ entao X — 0 se t — oo, quase certamente. Mas qual a
probabilidade p de que X; comegando de z < R, tome o valor R? Use

a féormula de Dynkin com f(x) = 27,7, = 1 — 2% para demonstrar

a2
que p = (%)71.

c. Ser > 1a? entdo X; — oo quase certamente. Defina 7 = inf{t >
0; X; > R}. Use a férmula de Dynkin com f(x) = log(z),z > 0 para
demonstrar que

log £

Eylr] = —F%5.

r— 50&

Sugestdo: Considere primeiro os tempos de saida de (p,R), p > 0

e faga entao p — 0. E necessério encontrar estimativas para (1 —

p(p))log p, sendo
p(p) = P, [X, alcanca o valor R antes de p],
que podem ser obtidas dos cdlculos em (a) e (b).

28. a) Escreva em termos do movimento Browniano uma solucéo g do prob-
lema de Cauchy

dg(t,x
x

2)=0 parat>0zeR"
g\v,r) =

t
) = ¢(x)

sendo ¢ € Cp(R™) e a > 0.

b) Seja i € Cp(R™) e a > 0. Encontre uma solugdo, u, da equagdo
1
<a§A>u—1/JemR".

Demonstre que a solucao é tnica.

29. Seja B; = (Bi(t),. .., By(t)) um movimento Browniano e seja F' boreleano
do R™. Demonstre que a duracao total do tempo ¢t que B; passa em F' é
zero se e somente se F' tem medida de Lebesgue nula.

Sugestao: Considere o resolvente R, e faca a — 0.
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12 Tabela de simbolos

Simbolo
P(Q)
AAB

A
A, TA
Q
A
Neer At

liminf , limsup
A
J fdu
E[X]

A, 1.v.
{Xi}e>0
By
E(X|B)

T
Jo F(H)dBi(w)
L2
3
Mg
dXy
Af
R
Cp(R™)
Lu
D(x,t, &, 7)

Significado usual
partes de
diferenca simétrica de A e B
laplaciano
A,, cresce para A
conjunto/espaco amostral
o-algebra
interseccao de o-algebras
o-algebra gerada por U
o-algebra dos boreleanos do R™
imagem inversa do conjunto B
boreleanos de R
limite inferior, limite superior
completamento da o-algebra A
integral de Lebesgue
esperanca de X
A,, infinitas vezes
processo estocasitco
movimento Browniano
esperanca condicional
tempo de parada

integral estocéstica

diferencial estocéstica
gerador infinitesimal
resolvente
fungoes continuas limitadas
operador diferencial eliptico
solucao fundamental

Péagina da primeira ocoréncia
4

YO =

6
6-Prop. 1
6-Def. 4
6-Def. 5
6-Def. 5
7-Prop. 3

8

9

14

15
15-Def. 16

16

16
17-Def. 17

19

20

20

27

36

38

38

42
44-Def. 31



