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1 Espacos de probabilidades e de medida

Para definirmos espacos de probabilidades ou mais geralmente de medida
necessitamos definir o-dlgebras e medidas.Dado um conjunto  # ¢ uma
o-dlgebra de  é uma familia A C P(R) que satisfaz as seguintes pro-
priedades:

1.e A
2. Ac Aimplical\A € A
3. se A, € A para todo n natural entdo U2 A, € A

Definida a o-algebra A,uma medida (em A) é uma fungao P : A — R, U{oo}
com as seguintes propriedades:

i) se A, € A para todo natural n e os {A,} sdo dois a dois disjuntos entio
P(UZ,A,) =T, P(An)

ii) P(¢)=0

Se A é uma o-dlgebra e P é uma medida,chamamos ao terno ({2, A, P) de
espaco de medida. Um espago de probabilidades é um espago de medida tal
que P(2) = 1.

Dado um espago de probabilidades (2, .4, P) e uma sequéncia de varidveis
aleatérias X, : 1 — R,dizemos que X, converge a X em probabilidade se
para todo € > 0,limy—co P(|Xn — X| > €) = 0! . Notagio : X, £ x.
O limite em probabilidade,se houver,é unico.Dizemos que X, converge a X
quase certamente se existe A € A de probabilidade zero,tal que para todo
w € N\ A limp_0o Xn(w) = X(w).Vale o seguinte:

Proposicdo 1 1. Se X, L X entdo eriste uma subsequéncia (Xi,)n tal
que lim, ., Xi, = X ¢.c.

2. se limp.oo Xk, = X g.c. para alguma subsequéncia k, entdo X, Ex

lessa notagio é uma forma abreviada de se escrever P({w € Q;|Xa(w)=X(w)| > ¢}) =
0



Demonstragdo. Para ilustrar a aplicagao do teorema da convergéncia domi-
nada vou demonstrar o segundo item.Seja ¢ > 0 e f, = X,,__5.-Escolhendo
g = 1 podemos aplicar o teorema da convergéncia dominada(ver Teor.1
abaixo) para obter limp—co P(|Xn—X| > €) = limposco [ X x,_x15« (w)dP(w) =
S liMasco X x, - xyse (W)dP(w) = [0dP =0

Definicao 1 Se (2, A,P) é um espago de medida e X : Q@ — R dizemos
que X é mensurdvel se para todo intervalo (a,b) de R,X"'(a,d) = {w €
Q;a < X(w) < b} pertencer a A.

Se X e Y sio mensuradveis e r € R entdo rX +Y é mensurivel . Quando P é
uma fungdo de probabilidades preferimos dizer que X é uma variavel aleaté-
ria em lugar de que X é mensuravel. Voltando a falar de o-algebras notemos
que se F é uma familia de variiveis aleatérias existe 4 = o(F) a menor
o-algebra que torna toda fun¢do X € F mensuravel .Com efeito

{C;C é o-dlgebra de Q2 e toda X € F é C mensuravel }

¢é ndo vazia pois A é um elemento e

A =0N¢{C;C é o-ilgebra e todo X € F é C mensurivel } C A
é uma o-algebra pois é intersecgio de o-dlgebras .

Definicao 2 Uma sequéncia (X,), de varidveis aleatorias é de Cauchy
em probabilidade se para todo €,6 > 0 ezxiste ng tal que para todo n,m >
ng, P(| X — Xm| > €) < 6.

Lema 1 Toda sequéncia (X,),de Cauchy em probabilidades, € convergente
em probabilidade,ou seja eziste varidvel aleatoria X tal que X, £x.

2 Varidveis aleatdrias e a Integral de Lebesgue

Seja M o conjunto das funcdes mensurdveis e M, o conjunto das fungdes
mensuraveis nao negativas. Em todo espago de medida esta definida uma
fungdo I : M, — R4 U {co} com as seguintes propriedades:

o I(rf +g) =rI(f)+ I(g) para todo f,g € My,r 20
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¢ se0 < fo < fa+1 € fa € M para todo n entdo I(sup, fn) = lima—eo I(f,)
o I(xa) = P(A) paratodo A€ A

A funcgdo I é chamada de integral de Lebesgue e eu usarei no lugar de
I(f) a notagao [ fdP ou [ f(w)dP(w) . O conjunto L! = LY(P) = {f €
M; [|fldP < oo} é chamado de conjunto das fungdes integraveis. Definimos
também para p > 0 o conjunto L? = LP(P) = {f € M; [|f|PdP < oo} das
fungdes p integraveis. Temos que se f,g € L*(P)er € Rentdorf + g €
LP(P).

O teorema a seguir é fundamental e é a razao principal da superioridade da
integral de Lebesgue sobre a integral de Riemann.

Teorema 1 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue)
Se fn € M para todon e f € M sdo tais que

1. f(w) = limp—eo fn(w) q.c.
2. |fa(w)| < g(w) g.c. para todo n sendo g € L'(P)
Entdo temos que limp—.oo [ fo(w)dP(w) = [ f(w)dP(w).

No espago euclidiano R" esti definida a o-algebra dos boreleanos B™ que
é a menor o-algebra do R" que contém para todo @,b € R",0s intervalos
{z € R";a; < z; < b;,1 < i < n}. Para as nossas necessidades é suficiente o
leitor aceitar o seguinte

Teorema 2 Eziste uma medida, A : B® — R,U{oo} tal que A({z € R";a; <
z; < b; para todo i < n} = I, (b — a;) para todo vetor a,b € R",a < be
tal que A\(B + u) = A\(B) para todo boreleano B e vetor u € R*. Além disso
para toda fungdo continua f: [-1,1]" = R

/ Xer (2)f(2)dA() = /_ 11 .. /_ 11 F(21y. .. 2a)d2s ... d2n

Do lado direito da igualdade acima temos a integral de Riemann e do lado
esquerdo a integral de Lebesgue.



3 Independéncia de variaveis aleatdrias e de
o-algebras .

Uma familia Xj,..., X, de varidveis aleatdrias do espago (£, 4, P) é inde-
pendente se para todos boreleanos B,,..., B, de ® temos

P(N*_ {we QX' (w) € B;}) =", P{w e Q; Xi(w) € B;})

Mais geralmente a familia A,,...,.A, de o-algebras de 2 é independente se
para todo A; € 4;,,1<i<n
P(Ni5 A = I, P(A)

=1
Exercicio 1 Justifiqgue a ezpressio “Mais geralmente” dita acima

Uma propriedade importante das varidveis aleatérias independentes é
que se X,Y sido independentes entio [ X(w)Y (w)dP(w) = [ X(w)dP(w) x
JY(w)dP(w).

4 Processos estocasticos

A distribui¢do de uma variavel aleatoria X ¢ a fungdo F = Fx : ® —
R definida por F(z) = P({w € Q;X(w) £ z}). Temos que F é nao
decrescente,F(—oco) = 0 e F(00) = 1 e que F é continua a direita.A média de
uma variavel aleatéria X € L'(P) é por definigdo EX = [y XdP. Se X? €
L'(P) podemos definir a varidncia de X por [o(X — EX)*dP. Assim temos
que se X eY sio independentesentdo E(XY) = E(X)E(Y) e Var(X+Y) =
Var(X)+ Var(Y).A variavel aleatéria X tem distribuicdo normal de média
4 e variancia 02 > 0 se

Fx(z)=/:° \/%ﬂ_’o_e'o_z—ﬁﬁdt

Um processo estocastico é uma familia {X;}tejo,00) de varidveis aleatdrias
X, : @ = R. Um movimento Browniano de média u e varidncia o%(também
chamado de processo de Wiener) é um processo estocdstico {B;}¢>o tal que

1. Bp=0



2. para todos 0 < to < ty,... < tpn 21 By — By,...,B,, — By,_, sdo
independentes

3. s¢ 0 < s < t,B; — B, tem distribuicido normal de média (t — s)u e
variancia (t — s)o?

4. t — By(w) é continua q.c. em w €

Se tivermos u = 0,02 = 1 dizemos que o movimento Browniano é normali-
zado.

5 Martingalas e esperanca condicional

Suponhamos que X € L!(P) e B é uma o-algebra de  contida em A. Existe
entdo uma funcdo E(X|B) : 2 — R, B mensuravel tal que para todo B € B,

/B E(X|B)(w)dP(w) = /B X (w)dP(w)

Essa funcdo chama-se a esperanga condicional de X dada o-dlgebra B.Valem
as seguintes propriedade:

1. E(X|B) estd bem definida a menos de um subconjunto B € B de
probabilidade nula.

E(aX +bY|B)(w) = aE(X)B)(w)+bE(X|B)(w) para quase todo w € 0
se X € M+ entao E(XIB) € M+
E(1B) =1

o s N

se X é B mensurdvel entio E(X|B) = X quase certamente.Mais geral-

mente E(XY|B) = XE(Y|B)
6. Se X é independente de B e X € L! entio E(X|B) = EX.

Um processo estocdstico (X;)i>0 € uma martingala com relagio a filtracao

(At)e>o se
1. X, € L'(P) para todo t



2. X; é mensuravel a A,
3. E(X]A,) =X, paratodot>s

Se no lugar da igualdade em (3) tivermos E(X]A4,) > X, para todo t > s
dizemos que (X;); é uma sub-martingala.
As sub-martingalas satisfazem a uma desigualdade muito til:

Proposigdo 2 (A desigualdade das martingalas ) Suponhamos que (X,)
seja uma sub-martingala com relagdo a filtragdo A, = o{X,,...,X,}.Isto é
E(|Xa]) < 00 € E(Xp41]X1,.-.,X4a) 2 X, n € N.Entdo

1.

1
P(lrélka.s)i I Xe| >€) < zElX,.| para todoe > 0,n € N

2. Se além disso E|Xa? < oo para algum p > 1 e para todo n entdo
P(maxickcn | Xi| > €) < LE| X[

Demonstragao: Seja Ax = Njck[Xi S AJN[Xk > A\ para kentrel en e

A = [max;<k<n Xk > A).Temos que A € uma unido disjunta dos A;. Portanto

AP(A) = z AP(A) < 2 E(Xixa)

k=1 k=1

Como A é mensuravel com relagdo a X;,..., Xi temos

EX} > S E(Xfxa) = 3 EE(X}xalXa,. ., Xa) =
k=1

k=1

= Z ExaE(XF X, ., Xe) =

k=1

n n
2> E EXAgE(Xulxly sy Xk) 2 z E(XA.XI:)
k=1 k=1

Disto terminamos a demonstragio da primeira parte.Para a segunda parte
usamos a primeira parte e que |X,|? é uma sub-martingala para p > 1. A
proposi¢ido anterior possui uma generalizagao muito importante para proces-
sos estocasticos separaveis.



Definigao 3 Um processo estocdstico (X;)i>o € separdvel se eriste um con-
junto enumerdvel {t;}32, que € denso em [0,00) e um subconjunto N de Q
de medida nula tal que se J € um intervalo aberto de R,

Nies{w € R\ N; X(t,w) € F} = Npipes{w € A\ N; X(tn, w) € F}
para todo subconjunto fechado F C R.
A generalizagio prometida é a seguinte:

Proposicao 3 Se (X;):>0 for uma sub-martingala separdvel entdo
1
P(gmax |Xal > €) < —E|Xi|

Além disso se E|X,|? < oo para algum p > 1 e todo s <t entdo

1
P(gg.axs, Xl > &) < SEIXi[?

N&o demonstrarei esta proposicio .

6 Integral estocastica

Suponhamos dado um movimento Browniano padronizado (B;):>0 no espago
de probabilidades (2, A, P).Seja (A¢); uma familia crescente de sub-o-alge-
bras de A tal que {B,; s < t} sdo A; mensuraveis e tal que o(B,4t—By; s > 0)
, a menor o-algebra que torna {B,.— B;; s > 0} mensuraveis ,é independente
de A; para todo t.

Inicialmente definiremos a integral estocastica para fungoes degrau.Suponha
entioque f: R, x N = Reexistam 0 =t <t; < ... < thyy =T tais
que f(t,w) = fi(w) set; <t < ti41,0 < i < n,w € (Q,sendo que f; é A,
mensuravel .Definimos entiao para w € )

T n
J} £0dBiw) = 3 5(w)(Bu () - Bu(w)
A varidvel aleatéria [T f(t)dB; acima definida é a integral estocistica da
fungio degrau f com relagio ao movimento Browniano (B);.

A classe de fungdes degrau é pequena demais.Nosso objetivo é o de ex-
tender a integral acima ao seu fecho em probabilidades.

E facil de se verificar que a integral estocdstica é linear nas fungdes degrau.
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Lema 2 Se f ¢ uma fungdo degrau tal que f(t) € L*(P) para todo t entdo

T T T
_ 2 _ 2
E /o f(t)dB; = 0 e E( /o f(t)dB,)? = E /0 FA(t)dt
Demonstracio. Para demonstrarmos a primeira igualdade notemos primeira-
mente que E|fil < 1+ [io1lfildP < 1+ i1 IfiPdP < 1 + E|fi]? <

0o.Também vale que E|B,,, — B;,| < o0. Logo usando as propriedades 5 e 6
da esperanga condicional e o item 3 da defini¢ao do movimento Browniano:

E [ F(0dB = B ) (B = Bu) = 2 U (w) By — Bu) =

g E(E(fi(w)(Beys — Bu)lAy)) = g:oE(fe(w))E(B:.-“ ~B,))=0

Demonstremos agora a segunda igualdade.Vale a seguinte identidade:

(~/0T f(t)dB')z = (i:ofi(B!iu - Bti))2 =

2 S fifiBuy = Bu)(Beys = Be) + 3o f3(Bes — By)?
1=0

0<igj<n

Precisamos verificar que cada parcela é integravel.Temos que -E f3(B,,, —
B;,)? < oo por independéncia. Logo

2E|f,‘f,’(B¢.-“ -Bt-')(Bt,'u —Bl,')l < Elf"(Bt.uu—Bli)|2+Elfj(B¢,'+x—Bl,')lz <oo

Podemos entao calcular

E(/OT .f(t)dBt)2 = Z 2Efl'f1'(B‘i+l-B‘i)(B‘j+l_ij)+i Ef?(Bg‘+l—Bgi)2 =
=0

0<i<jsn

= S 2Efifi(Bus = Bu)E(Bys — By) + 3. Eff By, — Bu)? =
1=0

0<i<ji<n

= S EfB(Buy, - B = Bt —t) = E [ f(0)
i=0 i=0 o



Definicdo 4 Um processo estocdstico definido em (2, A, P),(f.): € ndo an-
tecipativo com relagdo a filtragdo (A;): se

1. (ft)¢ for separdvel
2. (t,w) — f(t,w) € mensurdvel com relagdo a o(B' x A) ?
3. (fe): € adaptado:f; é A, mensurdvel para todo t

Definimos entdo L} = L%[0,T] como o conjunto dos processos estocasticos
nao -antecipativos (f;), tais que:

paratodo T > 0 P({w; /OT |f(t,w)]*dt < o0}) =1

e definimos M3 = {f € L}; [o Jo |f(t, w)|*dtdP(w) < oo para todo T > 0}.
O proximo lema é fundamental para passarmos ao limite em probabilidades.

Lema 3 Para toda fungdo degrau f € L} e todo e > 0,6 > 0

P(| /o T (t)dB.| > €) < P( /o T Pyt > 6) + 5/

Demonstracao. Seja

k
fs(t)=f(t) seti <t<teme ) ) tip—t)<6

=0

f(t) =0 sety <t<tp4r1 € zk:fz(t.')(t“.l - t.') >6

=0

Como P(| fy f(t)dB| > €) < P(|Js f(t)sdBi| > €) + P(Jg f(t)*(w)dt > 6)
Pela desiguladade de Tchebishev(i.e. P(X > §) < EX?/§?) vem

E(fg fs()dBi(w))?
€

T T
P({wil [ f(B)(w)dBil > €}) < +P({w; [ f()w)dt > 6})
Finalmente notemos que f5 é uma funcio degrau pois {w; "5 o f2(t:)(ti41 —
t;) < 6} é A,, mensurivel .Portanto E(JT fs(t)dB,)* = E [T f2(t)dt < 6 o
que termina a demonstragao .
A proposicio a seguir é a base para a extensio da integral de Ito a L}.

24(B" x A) é a menor o-ilgebra de R x Q que contém {B x 4; B € B!, A € A}
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Proposicao 4 Para toda f € L} e T > 0 eziste uma sequéncia f, € L3 de
fungdes degrau tais que

T
JATAORFOR AT

Além disso se f € M3, E [T |fa(t) - f(t)[*dt — 0.

Nao demonstrarei essa proposicio pois sua demonstracio é relativamente
longa e ndo necessitaremos dela nada além da existéncia de tal sequéncia .
Passamos agora a extender a integral de Ito para L}.Seja entdo f € L3 e
fn € L% uma sequéncia de fungdes degrau dadas pela proposigio anterior.A
sequéncia (T fn(t)dB:)n é de Cauchy em probabilidades pois se ¢ > 0

P({w € 01 [(falt,w) = flt, w))dBi(w)| > €})

< P({w; [ 1falt) = fm(®)'dt > 6}) + 8/

Existe entdo [T f(t)dB; limite em probabilidade de [ fn(t)dB.Este limite
é unico e independe da sequéncia de fungdes degrau utilizadas.Chamamos
JT f(t)dB; de integral estocastica(ou integral de It6) de f com relagio ao
movimento Browniano (B;).O teorema a seguir é imediato e nio serd de-
monstrado:

Teorema 3 Se fi, f, € L3 eri,r € R entdo r1fi +r2fa € L} e '

T T T
[ rafi® + rafa@)dBo=ri [ f(0aB 1 [ fa(0)dB

O préximo teorema nos permite calcular a média e a variancia da integral de
Ito.

Teorema 4 Se f € M} entdo
T
E /o " f(8)dB, = 0 e E( /0 " f(t)dBy)? = E /o FA(t)dt

Demonstragao. Se f, € L} sdo fungdes degrau tais que T -f@))2dt S
0.Vale E [T f,(t)dB; = 0 para todo n. Também E([ fa(t)dB)* = E [ f3(t)dt.
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Temos entao que limp—oo E(f fa(t)dB:)? = E [ f3(t)dt. Como E(f fu(t)dB,—
[ fm(t)dB:)? = E [|fa(t) — fm(t)]*dt — 0 vale portanto

E( / Fa(t)dBi— / f(t)dBy)?* — 0 e E( / f(8)dB,)?* = lim E( / fa(t)dB)? = E / F3(t)dt

Passarei a considerar as propriedades da integral de Ito I; = [ f(s)dB, como
fungao de t € [0,T]. Os préximos lemas sdo para demonstrar que (I;); é uma
martingala.

Lema 4 Se f € L}[a,T] e ( € limitada, A, mensurdvel entdo (f € L3[a,T)
e

[ crwaso=c [ sram

Demonstragio. E claro que ¢ f € L}[a,T).Se f é uma funcao degrau a relagio
acima segue da definicdo de integral. O caso geral segue por aproximacio .

Teorema 5 Se f € M3[a,T] entdo

B(f ft)dBiAl) =

E( [ f0dBPIA) = E([ Peatie) = [ ELF Ol

Demonstra,qio Seja ¢ limitada,A, mensurdavel . Entdo {(f € Mi[a,T] e
E(T¢r ;t)dB, = 0. Logo pelo lema anterior E(¢ [T f(¢)dB,) = 0 e portanto
E{CE[f] f(t)dB|A,]} = 0 para todo { demonstrando que E{ [T f(t)dB|A,} =
0. A segunda. parte do teorema tem demonstracio analoga.

Teorema 6 Se f € M3[0,T) entdo I, = [, f(s)dB, ¢ uma martingala.

Demonstragio. Sejam 0 < #' < t < T. Entdo de I, = I + [} f(s)dB, vem

E(IgIAgr) = Igl + E([j f(s)dB,|A,o) = Igl

A integral de Ito como definida pode nao ser continua em fungao de t.Mas no
entanto sempre pode ser modificada num conjunto de medida zero e ser entdo
continua quase certamente. Inicialmente precisamos da seguinte definigao :
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Definicdo 5 Dois processos estocdsticos,X e Y ,sdo equivalentes se
P(X(t) # X'(t)) =0 paratodot>0

Nesse caso X' € dito uma versdo de X.

Teorema 7 A integral de Ito possui uma versdo continua.

Demonstragio. Suponha que f € M} e f, é uma sequéncia de funcdes degrau
tal que

E [ () - fu(t)dt =0
0 "
Notemos que I,(t) = [; fa(s)dB,,0 <t < T sdo continuas e I,(t) — I (t) é
uma martingala. Portanto pela desigualdade das martingalas
1 T
P L(8) = In(t <l - (8) = fa(s))dB,[* =
(399, I1a(t) = In(t)] > ) < ZE1 [ (f(o) = fuls))dBi]

SE [ (o) = fa(o))ds =0

Para ¢ = 1/2* existe n; suficientemente grande para que

P( sup |I.,(t) = Ia(t)] > 1/2%) < 1/k? se m > n,
0<t<T

Sem perda de generalidade n; cresce com k. Logo
P( sup |1, () = In,, () > 1/2%) < 1/
0<t<T

e portanto,como ¥, 1/k? <, 00,pelo lema de Borel-Cantelli

P( sup |In,(t) = In,,,(t)| > 1/2* infinitas vezes ) = 0
0<t<T

Ou seja para quase todo w,|I,,(t)(w) — In,,,(t)(w)] < 1/28,0 <t < T
Logo com probabilidade um, I, (t) converge uniformemente para uma funcio
continua J(t). Como [} fu(s)dB, — [; f(s)dB, segue-se J(t) = [; f(s)dB,
qtp. Suponhamos agora que f € L}[0,T] e definamos fn(t) = f(t) se
Js f3(s)ds < N e fn(t) = 0 caso contrario. E claro que fy € M3[0,T] .Seja
In(t) = f! fn(s)dB, uma versio continua. E Qn = {w; f7 f3(t)(w)dt <
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N}. Sew € Qv e M > N,fn(t) = fu(t) para t € [0,T). Temos entio
Im(t) = In(t)se0 <t < T. Logo J(t) = limy oo Jm(t) é continua
em t quase certamente w € (In.Como P(v) — 1,(J(t)): é um processo
continuo. E de P(fg |f(s) — fm(s)|?ds > 0) = P(f3 f3(s)ds > N) = 0 vem
Tu(t) > J3 f(s)dB, = I,

A partir de agora sempre usaremos a versio continua da integral de Ito. Vale
também o teorema a seguir,demonstrado anteriormente para funcées degrau.

Teorema 8 Se f € L%,¢ > 0,6 > 0 entdo
P( [ f®)dB > &) < P([ f(t)dt > 6) + 6/

Demonstragio.:Definamos xs(z) = X(-c0,5(2) € f5(t) = f(t) - xs(f& f2(s)ds).
Vale entao

P(sup | [ f(2)dB.| > ¢ <
<P(aup | [ f(s)dB, = [ fi(s)dBul > 0) + P(aup | [ #its)aBl > o

Como J; f5(s)dB, é uma martingala temos pela desigualdade das martingalas
que:

¢ 1 T T
P(aup | [ fi(a)dB > ) < B [ feMBI = B [ filoPds <

Consideremos agora a primeira parcela. No conjunto @ = {w € Q; T f?(s)ds <
6} as fungées f(t) e f5(t) coincidem. Portanto para t € [0, T)

/o' f(s)dB, = /o' fi(s)dB, q.c.weQ

Como os processos sao continuos temos entao
t t
/0 f(s)dB, = ./o fs(s)dB, paratodot € [0,T]g.c.w € Qs

Assim a primeira parcela é menor do que ou igual a P(%) = P(JT f*(s)ds >
) terminando a demonstragao .

O préximo teorema mostra que a integral estocastica possui uma impor-
tante propriedade de continuidade:
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Teorema 9 Se f,f, € L3 e [|fa(t) — f(t)|*dt £ 0 entdo [ f,(t)dB, 5
J f(t)dB..

Demonstragao.Seja € > 0,p > 0 temos

T T
P(I/0 fa(t) = f(¥)|dBe| > €) < P(/0 (fa(t) = f(1))’dt > €’p) + p

Logo por hipétese,a primeira parcela do membro direito da desigualdade
anterior tende a zero.Fazendo p — 0 terminamos a demonstracao .
Alguma.s integrais faceis de calcular:

2. [T BB, = 1B% - T/2.

3. JT f(t)dB, = — [T f'(t)B:dt + f(T)Br se f : R, — R é continuamente
diferenciavel.

A integral em (1) é imediata. Para calcular (2) seja fa(t,w) = Brism(w)
se k/n < t/T < (k+1)/n,0 < k < n - 1. E claro que f, é uma fungio
degrau.Logo

n-1

[ #6148 = 3 By (Brasn - Bry) =
— "il(BﬂLﬂl Bn)®+ - ~ NX—:(BM - Bh) =

1 n-1

=-3 Z(Bg:iq - Brn;)’ + 53;
A variavel aleatéria Z = 0= (B Tk41) —Bn )? tem média T e variancia £~ 272

Iy %.Temos entdo que Z 5 T e portanto que [ B,dB, = 1 3B3-T/2. Pa.ra

calcular (3) seja fa(t,w) = f(k/n) k/n <t/T < (k+ 1)/n.Logo

n—-1 n-1 n-1

[ 588 = 3 STk n)(Bragn ~Bzp) = T S(Tk/m)Brisen =3 F(Tk/m) By =

S 1tm) = (CEE ) B + T BTt/ B) =
k=0

14



n—-1 T

Z MBZ(H;Q + f(T)Br

k=0 "

onde (in € (Tk/n,T(k+1)/n).Como t = B;(w) é quase certamente continua
temos que

lim 'il Tf ',(flm)

T
Bryy (w) =/ f'(t)B:(w)dt quase certamente
k=0 " 0

Isto termina a verificagao de (3).
Para demonstrarmos a férmula de Ito(abaixo) necessitamos do

Teorema 10 Suponhamos que a;,b; € L e que X;, X, sdo processos es-
tocdsticos tais que 0 < t; <t;, <T

Xilta) - Xiltr) = [

1

¢

’ ai(t)dt + / ’ bi(t)dB, quase certamente
4

Entao o processo estocdstico Y = X, X3 ¢ tal que

VoY, = [ (Chax(®)+Xaa(0)dt+ | " (Xuba(0)+ Xabr()dBet+ [ ttnctras

Demonstragao.Suponhamos primeiramente que a;,b;,¢ = 1,2 sio processos
estocdsticos independentes do tempo.Entao nesse caso X; = a;t + b; B,

/ ? Xyas(t)dt+ / ® Xyby(t)dBi+ / ® Xaa:(t)dt+ / ® X;b:(t)dBi+ / ? baby(t)dt =

a; /“3 [@1t + b1 By]dt + by /‘tz [a:t + b B;}dB+
+ay /tlz [ast + by B)dt + b /“:[azt + byB)dB; + biby(t; — t)) =
B alaa(tz_t?)*’(azbr’-albz) /ttz Bidt+(byar+azh) /,‘2 tdB,+2byb; /‘t’ B:dB+byby(t2—t,) =

= @it} — ) + (asby + anba)[ | Budt + [ 4B + bubo( B} - BY) =

= aya5(t3 — t3) + (a2by + a10y)(t2 By, — t1By,) + bibo(B}, — BY) =

15



= (alt2 + blBtz)(a2t2 + bZBlz) - (altl + blBgl )(agtl + bng,)

Suponhamos agora que a;, b; sdo fungdes degrau com intervalos I, I,. .., I;.
A férmula de It6 vale entdo em cada um desses intervalos.Vale portanto para
quaisquer t,,t; € [0,T). Fagamos agora o caso geral.Sejam entdo a;,,b;,
sequéncias de fungoes degrau nao-antecipativas tais que

T 0 T
_/0 |@in(t) — ai(t)|dt =0 e ‘[) |Bin(t) = b(2)[2dt L5 0

Definamos (in(t) = (i(0) + f5 ain(s)ds + Jg bin(s)dB,. Como (in — ¢ é uma
martingala separavel temos pela desigualdade das martingalas que

sup |Cin(t) = C(t)| S0
0<t<T

Existe entido uma subsequéncia {ix que converge uniformemente para (,quase
certamente.E claro entao que

t P t
[} Gnttbin()dB. B [ ciyp)dB
E claro também que

/o' Cn()am(t)dB; B /o' Ci(t)a;(t)dB, e /0‘ bun()ban(s)ds — [ * bu(8)ba(s)ds

Isto conclui a demonstragao .
Uma maneira mais facil de se memorizar o teorema anterior é obtida com
o conceito de diferencial.Se

()~ () = [ als)ds+ [ bHs)dB, 0t <H ST

dizemos que a diferencial de ¢ é d((t) = a(t)dt + b(t)dB;. O teorema anterior
pode ser reescrito assim:

d(¢16)(t) = G (t)dCa(t) + (a(t)dCa(t) + ba(t)ba(t)dt

Note que a diferencial do produto é analoga & diferencial de um produto do
calculo com o termo adicional b,b,dt.
Passemos agora a demonstrar a férmula de Ito enunciada abaixo.
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Teorema 11 (a féormula de Ito) Seja (X;) um processo estocdstico tal que
dX; = a(t)dt+b(t)dB, onde a,b € L}, e seja f : R x[0,00) — R com todas as
derivadas até a segunda ordem contmuas.E‘ntd'o o processo estocdstico Y; =
f(X¢,t) € tal que

1621’

YYo= [T (X0 1+ gL (X thalt)+5 9 (%, 000N+ [ L (x,,1aB,

2013
ou seja a diferencial estocdstica do processo ¢
af 18%f af
dY -[ (X,,t) + o2 (Xe, ta(t) + 55—;(X,,t)b’(t)]dt+ 3 (X0 t)dB;

Demonstracdo. A demonstragio serd longa e a dividirei em varias etapas.
Primeiramente demonstrarei que

d(B,)™ = mB™ 4B, + m(L;llB{""dt
para todo m € N.Isto faremos por indugdo .Facilmente verificamos que a
relagio acima vale para m = 1,2.Suponhamos a relagio vilida para m e
demonstremos que vale para m + 1.Calculando d(B;)™*! temos

d(B;)™*! = d(B*B;) = B""dB; + Bid(B,)™ + mB*'dt =

(m

BMdB, + mB!dB, + 1"-—2—‘—3-)3;"-‘& +mB™1dt =

= (m+1)BrdB, + ™M+ 1)

2

terminando a inducao .Disto temos imediatamente que para toda fungio
polinomial QQ em uma variavel

Brldt

d(Q(B)) = Q'(B)dB, + @a

Passemos agora a considerar funcdes da forma G(z,t) = Q(z)g(t),Q um
polinémio em z e g duas vezes diferenciavel.Entao

d(G(B. 1) = d(QBS(B) = 9()(Q(B) + Q(B)ds(t) + Q(B) x 0 =
o01Q(B)aB+ LB an1Q(B)g (t)at = 9()Q'(BIBAHELLE 1 o8 (1)
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Reescrevendo vem
tz 1 t3
G(Biy,ta) — G(Byy, ty) = [ (Ge + 5Geeldt + /‘ G.dB,

A férmula acima é entao vilida para G = L7, fi(2)g:i(t),f; poliniémial e
gi continuamente diferenciivel.Pelo teorema de Stone-Weierstrass toda f :
[t1,t2) X R — R,duas vezes continuamente diferenciavel é limite uniforme
nos compactos de fungdes da forma G = L7, fi(z)g:(t), com a convergéncia
uniforme de todas as derivadas até a segunda ordem.Temos entio

Gn(Burt2)=Ga(Bus 1) = [ 12528043 550 (B, i+ [ 228, 04,

A convergéncia uniforme implica que

P— lim / % (B.,t)+;0;G2 9Gn B, t))dt = / [ 6t(B,,t)+;gzcj(Bg,t)]dt

n=—+00
(lembre-se de que t — By(w) é continua quase-certamente e que portanto
{Bi(w);t; <t <t3} é um conjunto compacto q.c.)
Temos também que

. t2 0G, G
lim [ |¥(B,, t)dB; — E(Bg,t)lzdt =0 q.c .

n—+00 t)

Vale entdo que [, &a(B,, t)dB, L Ji? 88(B,, t)dB, E portanto vale a férmula
de Ito para o processo estocdstico B;. Para extendermos o resultado a
qualquer processo estocastico notemos primeiramente que a férmula vale
se Y; = G(& + art + by By, t) se £,a,,b, sio A;, mensuriveis .A demon-
stragdo segue os mesmos passos anteriores a partir da verificagdo de que,se
Et)=6 +art + 0B,

d(£(t))™ = mé(t)™ " [ardt + bidB) + M(f(t))""bgdt

2
Esses detalhes estao ao alcance de qualquer leitor que entendeu a primeira
parte desta demonstragdo . O préximo passo é notar que se a(t), b(t) sao
fungdes degrau a mesma férmula serd valida. Isto porque a formula é valida
em cada intervalo onde a(t),b(t) sio constantes no tempo. Sejam agora
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a(t), b(t) fungbes nao -antecipativas de L3 e an, by € L} sequéncia de fungdes
degrau tais que

T T
lim /o |an(t) — a(t)|dt = 0 /o [ba(t) — b(t)|%dt B 0 q.c.

Definamos ¢n(t) = £(0) + Ji an(s)ds + f§ ba(s)dB, Vale que supog,cr |éa(t) —

£(¢)| Loe portanto que converge q.c. numa subsequéncia k, , que para
simplificar a notagdo ,consideraremos k, = n.Vale entio que

L1526, 080 - T, 050 B 0

e portanto que

./‘:2 %g(fn(t),t)bu(t)ng / —(E(t),t)b(t)ng

Finalmente da convergéncia uniforme obtemos que :

- Jim [ (560, + T2, () + 32 6nle), OB (01 =
[ G e + S0, 0a0) + 3 5o €D, BNt
Com isto terminamos a demonstracio do lema de Ito.

Exercicio 2 Demonstre a seguinte extensdo do lema de Ito:

Teorema 12 Se dX;(t) = ai(t)dt + b;(t)dB; 1 <i<mef:R*" xR, —
R tem todas as derivadas até a segunda ordem continuas entdo o processo
estocdstico Yy = f(Xi(t),...,Xm(t),t) tem a diferencial estocdstica:

v =15 0t 045 S (X145 35 52X b 0B Nar 3 2L

c—l 0.1—1 s-l
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7 A féormula de Black-Scholes

O primeiro cilculo bem sucedido do prego de um ativo derivado foi feito por
Black e Scholes. O conceito fundamental usado por eles foi o de arbitragem.
Suponhamos entdo que temos uma opgdo européia com vencimento no
tempo T e preco de exercicio K.Suponhamos ainda um ativo sem risco com
prego B; = €™, r > 0 e uma agio cujo pre¢o S; tem distribuigdo log-normal:
Si = Spe®t+7Bt Pela férmula de Ito
ds,
S

O valor da op¢do no instante T é Yr = max{St — K,0}. Queremos calcular
Y;,0 £t < T numa economia sem custos de transagio .

= (a + 0%/2)dt + 0dB;

Definicdo 8 Uma estratcy:a de compra e venda ¢ um par (a,b),onde a €
M3,b € L} € tal que [T b2e™dt < oo g.c. .Ela é auto-financiavel se para
0<tLT

4 t
atSt + befe = aoSo + oo + A a,dB, + /0 b,re"ds

Se (a, b) é auto-financiavel e arSt +brBr = Yr entdo apSo+ bofo € o preco da
opcao . E claro entdo que Y; = a:S;+ b:5; pelos mesmos motivos.Para calcular
Y: suporemos que Y; = f(Si,t), f duas vezes diferencidvel se t < T. Se a
resposta obtida realmente for duas vezes diferenciavel estaremos Justxﬁcados
Pelo lema de Ito obtemos (;4 =a+03/2)

232f
2 0z2

Queremos encontrar (a, b) auto-financiavel tal que a,S;+ b = Y;.Nesse caso
teriamos

4% = (gL (S S+ (505, + 5 2L(5.,0)5Ndt + 0 2L (5, S4B,

dYg = a,ng + btdﬂg = (Ggﬂ&g + btﬂtr)dt + GQUS¢dB¢

Para isto ser possivel temos que a0 S; = U—[(Sg, )S; e portanto a; = a (S,, t).
Disto , pela definigio de (a,b) obtemos b, = 5;}(Y; — a:St) = B }( f(S,,t) -
az(Sg, )S¢). Substituindo e igualando os coeficientes em dt nas equagdes
acima vem:

252 62f

—rf(S,,t)+ (Sht)‘*"' (Sht)+ ]

(Sht) -
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Ou seja é suficiente que f satisfaga a equacao a derivadas parciais:

Lt +r @+ T8 =0

—rf(z,t) +
com a condigdo de fronteira f(z,T) = max{z — K, 0}.Inicialmente fagcamos
a seguinte transformacgao: h(z,t) = e~ f(z,t).Com isto a equagio acima
simplifica para

oh o323 §%h
) +ra(e )+ T2 Ty

com a condigio de fronteira h(z, T') = e~*T max{z—K, 0}.Procurando solugdes
da forma ¥ (z)¢(t) obtemos

_$O _ 4, @), )
W AT e

suja solugio é #(t) = ke~4',¢(z) = ¢;z° + c;2° onde o, resolvem a
equagio u(u — 1)0?/2 + ru = A.Uma solucio mais geral serd entio F(z,t) =
et 302, €74 (1,29 + c342°*).Como f(z,t) nao é diferenciavel nao seri pos-
sivel escolher os coeficientes (A,) para que F(z,T) = f(z,T).Isto ndo implica
que nao existe solugdo mais sim que F nao é a solugao geral. Pelo momento
nos contentaremos em dizer que

I L, Ke-'(T"') 23—/ T—t
f(.’t,t) = ﬁ[_we 2lzds —W .

sendo z = 13%-1 +(r+02/2)y/T —t é a solugao que procuramos . Podemos
ver pela forma de f que o método de varidveis separaveis é pouco promissor
nesse caso.Por outro lado podemos simplesmente substituir o membro direito
da igualdade acima na equagdo a derivadas parciais para verificar que é a
solugdo .

e~"/2ds

8 A solucao de Feynman-Kac

A férmula de Feynman-Kac permite resolver equagoes diferenciais parciais do
tipo obtido acima como o valor esperado de certo processo estocastico.Uma
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formulagdo sem divida de maior conteiido econémico. Uma outra utilidade
dessa formulagio é a possibilidade de se usar o0 método de Monte-Carlo para
sua resolu¢io numérica.

Consideremos a equacio

(e, 0f(e,) + e, 4 rle 002 2,0 + TEATL () g
com condicio de fronteira f(z,t) = g(z) para g continua.Esse tipo de equagio
acima surge quando no lugar de termos o preco final Yr = max{Sr - K, 0}
temos Y7 = g(S7) , a taxa de juros r e a varidncia ¢ mais gerais do que na
formula de Black-Scholes.

Seja entdo Z** o processo estocastlco definido por Z# =z ses<te
dZ7* = r(27,8)Z7'ds + 0(Z7,3)dB, s> t

(nota: a existéncia de solugdes para equagdes diferenciais estocdsticas nio
sera examinada aqui .Basta dizer que existe em condigdes gerais)

Teorema 13 Se r, 0, g tem mddulo limitado superiormente por um polinémio
em (z,t) o preco do ativo derivado cujo valor final é Yr = ¢(Sr) serd
Y: = f(Si,t) onde f é dada por

f(z,t) = B(e™ Ji @ aisg 72ty

satisfaz a f(z,T) = g(z) e resolve:

o?
—r(z,t)f(z,t) + %(z,t) + r(z,t)z%(z,t) + (; ,t) azf( ) =

Por exemplo,para a férmula de Black-Scholes temos r(Z3*,3) = a + 02/2 e
Z§ = St_:.0 leitor deve verificar,como exercicio que realmente se obtem a
formula de Black-Scholes nesse caso.

Verifiquemos a férmula de Feynman-Kac supondo que exista uma solugao
f(z,t) da equacdo acima. Definamos os processos Z, = [’ r(X,,7)dr , Y, =
f(z,t) paras <teV, = f(X,,s)e % se s > t, onde X, = Z**. Temos que
dZ, =r(X,,s)ds e

Af

df(X.,s)-[af (X.,s )+ (X., r(Xns)tozs

(X,,s)a(X,,s)]d3+ (X,,s)dB

22



Pela fé6rmula de Ito vem

dyY, —[ (X.,s)+ P (X,,.s)r(X,,s)+ of 2(X.,s)a’(X,,s)]e Zads—

—f(X,,s8)e~%r(X,,s)ds + gf(X,,s)e'z‘dB. + %(X,,s) x 0dt =

_9of -z,
= 6::(X"3)e dB,

E portanto T
Y~ f(zt) = a—i(x,,s)e-z'da.

EYr = f(z,8) + E / 91 (x,, 8)e~%0(X.,)dB, = f(z,1)

Acima usamos que a integral estocastnca € uma martingala. Finalmente temos
f(@,t) = Blf (Xg, T)e~ i rxnmr) = ple= T rrmding( ]

Terminando a verificacao .

9 O teorema e a formula de Girsanov
Comecemos com uma defini¢ao .

Definigao 7 Uma medida de probabilidade Q em (2, A) € equivalente ¢ P
se P(A) =0 se e somente se Q(A) =

Uma medida Q equivalente 3 P é uma medida de martingala equivalente para
(X:): se (X;)¢ for uma martingala com respeito a Q e se fo(%,q,-)"'dP(w) <
oo,sendo dQ/dP a derivada de Radon-Nykodin de Q que existe conforme o
teorema a seguir:

Teorema 14 (Radon-Nykodin) Se as medidas de probabilidades sdo equi-
valentes eziste entdo % =g : 0 — R,, mensurdvel tal que Q(A) =
f49(w)dP(w) para todo A € A.Em particular g € L'(P).

Nio demonstraremos o teorema de Radon-Nykodin. Uma versao do teorema
de Girsanov é a seguinte:
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Teorema 15 Seja (X;) um processo estocdstico da forma
4 t
X, =z+/ y.ds+/o 0,dB, 0<t<T
0

onde p € Lh,o0 € L. Suponhamos que (m;); € L e que eziste § €

L%,Ee* I < o, tal que 018, = p¢—m, 0 < t < T. Entdo eziste uma me-
dida de probabilidade Q equivalente ¢ P tal que B; = B+ [30,ds 0 <t < T ¢
um movimento Browniano padronizado em (2, A,Q). O processo (X,) pode
ser escrito da forma

t t .
Xi=z+ [ m.ds+/0 0,dB,0<t<T

Além disso,para toda varidvel aleatiria Z, Eq(|Z|) < oo vale Eq(Z) = Ep(Z¢r)

onde

b=chBdfia o<y

Ou seja,0 processo de deslocamento de (X;) pode ser alterado,continuando
(X:) a ser uma integral estocastica.

Exemplo.Suponhamos que dX; = u.dt + 0:dB; e que existe ¢ € L3 tal que
oude = pe € que Eexp[fy #2dt < o] e Eexp[— JT ¢dB; — T ¢2dt] < oo .

Entdo existe uma medida de martingala equivalente.Com efeito: a medida
equivalente é a derivada de Radon-Nykodin :

T 1T,
ér = exp(— /0 0,48, - 5 /0 62ds)
dada pelo teorema de Girsanov com m; =0 .

Definicao 8 Um processo estocdstico € um processo de Ito se puder se es-
crito da forma

t t
)v(,=xq,+/0 b(s)ds+/o o(s)dB, 0 <t < T

onde be L}, o € L}.
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Teorema 16 (Girsanov) Seja (Xg) um processo de Ito e ¢ € L}. Defi-
namos

9 = [ $wdB. ~ 3 [ $luydu

B(t) = B@®) - [ “$(s)ds e P(A) = [ eSO, s a

Se P(R) =1 entdo B é um movimento Browniano em (R, A, P) adaptado d
Be

4 t
X, - X, = /o (be + Gudha)du + /o oudB.

Teorema 17 Se f € L e eziste a > 0 tal que Ee*f! < 00 0 <t < T.Entdo

ch'? J(1Be=} [ La)de 1 5e0<t<T

T
Lema 5 Se Ee*ho 1% < o para algum A > 1 entdo vale Eg = 1 onde
g = ol 1088} [ s,

Demonstracio.Seja (f) € L2 tal que [T |fm(t)— f(t)]?dt D 0 e [T f2(t)dt <
JT f3(t)dt.Sem perda de generalidade f,, é limitada para cada m. Mostremos
que

Eé o Im()4Be <c, paratodo0<t<T

=T 2 . .
Para isto note que Ee"lBl = fg 5%;—'-2&1: =e"t?, Seja 0 =t} < P <

xt

.. < tp =T tal que maxogjcn-1(t?4, — t7) — 0.Entdo

n-1 n-1

| / In(®)dBil = | iz 3= fn(t7)(Bay, = Bi)| < cnlimint 3 B, — Bl
=0

i+1

Pelo lema de Fatou

n-1

t2
E exp(2 /‘ ‘ fm(t)dB;) < Eliminf exp(2¢m Z |Bep,, — Bp|) <

n-1 Zm|Ben, -Bupl _

1ig§fEexp(2c,,. Y |Be, — Bul) = liminf MMt Ee i+1
1=0

I+1
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= li;n glf H;‘;o‘Ee“?n(‘I'“-t?) = e2¢m(ta=t1)

¢ -1 ]
A férmula de Ito aplicada a ef‘x Im(4B=} [, Jh(de resulta em

Jur Im®dBe=} [ sAwds _
ta _ £2 t ¢ ¢
/ 3[ f;(t)ef.: fm(‘)wi-%f‘! f?,.(.)dl + %ef‘: Im(.)daa-%f:l I'z“(‘)d.f?n(t)]dt*'
t
+ t2 ef:xz fm(t)dB, -
t
t tg -1
= [, S} fm(®)dBe=} [2 12 (t)ds fm(t)dB

t

%f:: f?n(‘)d'fm(t)dBt =

Seja h(t) o integrando na ultima integral.E claro que E f,"’ h3(t)dt < oo pois
fm é limitada. Temos entdo que E [;? h(t)dB; = 0 .Logo

Ecj;n2 j...(t)dB.-}f.l’ fa(t)dt _ 1=0

10 Owutros processos estocasticos

A integracao estocastica foi generalizada para processos estocasticos difer-
entes do movimento Browniano. Podemos ter por exemplo uma martingala
no lugar de (B;). Nesta se¢do falarei brevemente sobre integragio estocitica
de processos de Poisson. Primeiramente necessito definir processos pontuais.

Seja (X,Bx) um espago mensurivel e M o conjunto das medidas com
valores em N'* = AU {oo} em (X, Bx) e By a menor o-algebra em M que
torna todas as funcdes Op : M — N*,0(g) = u(B),Bm mensuraveis para
todo B € By.

Definicao 9 Uma varidvel aleatéria u : Q — M definida no espaco de pro-
babilidades (2, A, P) que seja mensurdvel € uma medida aleatoria de Poisson
se

1. Paratodo B € Bx,w — u(w)(B) tem distribui¢do de Poisson: P(u(B) =
n) = A(B)"e~*®)/n!, \(B) = Eu(B)

2. Se B,,...,B, € Bx sdo dois a dois disjuntos entdo u(B,),...,u(Bn)
sdo independentes.
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10.1 Processos pontuais de Poisson

Seja (X, Bx) um espago mensuravel . Uma fungio pontualem X ép: D, —
X,Dy, C (0,00) é enumeravel. Dada p estid definida uma medida N,(dtdz)
em (0,00) x X tal que

N,((0,t] x B) = #(0,t]np~'(B) B € Bx

A o-algebra B(IIx) é a menor o-idlgebra com relagio & qual p — N,((0,t]xU)
é mensuravel para todo U € By.

Definicao 10 Um processo pontual p em X ¢ uma varidvel aleatdria ¢ val-

ores (I1x, B(Ilx))

Um processo pontual é estacionario se para todot > 0 p e §;p tem a mesma
distribuicio , sendo que ;p tem dominio Dy,, = {s € (0,00);s+t € D,} e
(8¢p)(s) = p(s +t). Um processo pontual é de Poisson se N,(dtdz) for uma
medida de Poisson em (0, 00) x X. Um processo de Poisson é estacionario se
e somente se

ny(dtdz) = E(Ny(dtdz)) é da forma n,(dtdz) = din(dz)

para alguma medida n(dz) em (X,Bx).Chamamos n(dz) de medida cara-
cteristica.

10.2 A integral estocastica para processos pontuaié.

Um processo pontual p = (p(t)) definido em (X,Byx) é (A,); adaptado se
para todo t > 0,U € Bx, Ny(t,U) = T.ep,..<t Xu(P(s)) é A: mensurivel .
Ele é o-finito se existe U, € Bx,n > 1 tal que U, T X e E[N,y(t,U,)] < o0
para todo t > 0,n > 1. Se um processo pontual é adaptado,o-finito e
EN,(t,U) < oo existe entdo um processo,/Ny,crescente, adaptado,natural
(i.e. E [t M,dN,(s,U) = E [} M,_dN,(s,U) para toda martingala limitada)
e tal que )
N(t,U) = Ny(t,U) = Ny(t,U)

€ uma martingala.

Definigdo 11 Um processo pontual adaptado,p,em (2, A, P) € de classe QE
com relagdo a filtragdo (A,): se for o-finito e ezistir N, = (Np(t,U)) tal que
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1. t— ﬁ,(t, U) € continuo,adaptado,crescente para todo U € Bx, EN,(t,U) <

oo para todo t

2 paratodot e gt. w € QU — N,(t, U) ¢ uma medida o-finita em
(X,Bx)

3. t = N,(t,U) — N,(t,U) é uma martingala com relagdo a (Ae)e
A fungdo N é chamada de compensador de p.

Definigio 12 Um processo pontual p € de Poisson adaptado se
{Np(t + h,U) = Np(t, U} 500eBy € independente de A,

Um processo de Poisson é QE se e somente se t — E(N,(t,U)) é continua.
Neste caso o compensador é dado por Ny(t,U) = E[N,(t,U)]. Em particular
um processo pontual de Poisson estacionario é de classe QE com compensador
N, = tn(U) onde n(dz) é a medida caracteristica de p.

A integral estocastica é definida entao da seguinte maneira:

Aﬂ‘/,‘f(a,z")dN’(a’z): Z £(s,(s),")

'S‘JED'
Para terminarmos um exemplo.

Exemplo(Processos de Lévy)

Seja (X:): um processo estocastico,continuo a direita com incrementos
independentes.Seja A; = 0{X,;s < t}. Definamos D, = {t > 0; X; # X;-}
e para t € D, seja p(t) = X; — X;—. Temos entdo que p define um processo
pontual de Poisson estacionario em X = R\ {0}. O teorema de Lévy-Ito diz
que existe um movimento Browniano (B;) tal que

bt t4 dN. t+ dN
X: = Xo+aB:+ +/o /az\{o} ZX|zi>1 p(8,$)+/0 /!\(o} TXjzi<1dNp(s, )

Neste caso o compensador N, é da forma dsn(dz).
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Barbosa. Améha de Fatima F. Semblano e Mana Havdee Morales - Abril de 1994,

TESTING THE EXTERNALITIES HYPOTHESIS OF ENDOGENOUS GROWTH USING
COINTEGRATION - Pedro Cavalcanti Ferreira € Joao Victor Issler - Abril de 1994.

THE BRAZILIAN SOCIAL SECURITY PROGRAM: DIAGNOSIS AND PROPOSAL FOR
REFORM - Renato Fragelli: Uriel de Magalhies; Helio Portocarrero € Luiz Guilherme Schymura
- Maio de 1994.

REGIMES COMPLEMENTARES DE PREVIDENCIA - Hélio de Oliveira Portocarrero de
Castro, Luiz Guilherme Schymura de Oliveira, Renato Fragelli Cardoso, Sérgio Ribeiro da Costa
Werlang ¢ Uriel de Magalhdes - Maio de 1994. ‘

PUBLIC EXPENDITURES, TAXATION AND WELFARE MEASUREMENT - Pedro
Cavaicanti Ferreira - Maio de 1994.

A NOTE ON POLICY, THE COMPOSITION OF PUBLIC EXPENDITURES AND
ECONOMIC GROWTH - Pedro Cavalcanti Ferreira - Maio de 1994.

INFLACAO E O PLANO FHC - Rubens Penha Cysne - Maio de 1994.

INFLATIONARY BIAS AND STATE OWNED FINANCIAL INSTITUTIONS - Walter
Novaes Filho ¢ Sérgio Ribeiro da Costa Werlang - Junho de 1994.

INTRODUGAO A INTEGRAGAO ESTOCASTICA - Paulo Klinger Monteiro - Junho de 1994.




