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1 Espaços de probabilidades e de medida 

Para definirmos espaços de probabilidades ou mais geralmente de medida 
necessitamos definir O'-álgebras e medidas. Dado um conjunto n ::f; <fJ uma 
O'-álgebra de n é uma família A C 'P(n) que satisfaz as seguintes pro­
priedades: 

1. n E A 

2. A E A implica n \ A E A 

3. se An E A para todo n natural então U:'1 An E A 

Definida a O'-álgebra A,uma medida (em A) é uma função P : A -+ ~+U{ oo} 
com as seguintes propriedades: 

i) se An E A para todo natural n e os {A,,} são dois a dois disjuntos então 
P(U:O=1 An) = E:O=1 P(An) 

ii) P(<fJ) =0 

Se A é uma O'-álgebra e P é uma medida,chamamos ao temo (n, A, P) de 
espaço de medida. Um espaço de probabilidades é um espaço de medida tal 
que p(n) = 1. 

Dado um espaço de probabilidades (n, A, P) e uma sequência de variáveis 
aleatórias X n : n -+ ~,dizemos que Xn converge a X em probabilidade se 
para todo f > O,lilIln_oo P(IXn - XI > f) = O 1. Notação: Xn .!.. X. 
O limite em probabilidade,se houver,é unico.Dizemos que Xn converge a X 
quase certamente se existe A E A de probabilidade zero,tal que para todo 
w E n \ A, lilIln_oo Xn(w) = X(w).Vale o seguinte: 

Proposição 1 1. Se X n .!.. X então eziste uma subsequência (Xk,aln tal 

o 

que lilIln_oo Xk .. = X q.c. 

!. se lilIln_oo Xk .. = X q.c. para alguma subsequência k" então X n .!.. X 

lesaa notação é uma forma abreviada de se escrever P({w E Oj IXn(w)-X(w)1 > f}) = 
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Demonstração. Para ilustrar a aplicação do teorema da convergência domi­
nada vou demonstrar o segundo item.Seja f> O e In = X1x .. _XI> •• Escolhendo 
9 = ! podemos aplicar o teorema da convergência dominada(ver Teor.! 
abaixo) para obter lilIln_oo P(IXn-XI > f) = lilIln_oo f X1x .. _xl>.(w)dP(w) = 
flilIln_oo Xlx,,_xl>.(w)dP(w) = fOdP = O 

Definição 1 Se (S1, A, P) é um espaço de medida e X : S1 -+ ~ dizemos 
que X é mensurável se para todo intervalo (a, b) de ~,X-l (a, b) = {w E 
S1;a < X(w) < b} pertencer à A. 

Se X e Y são mensuráveis e r E ~ então r X + Y é mensurável. Quando P é 
uma função de probabilidades preferimos dizer que X é uma variável aleató­
ria em lugar de que X é mensurável. Voltando a falar de O'-álgebras notemos 
que se F é uma famt1ia de variáveis aleatórias existe .Ã = O'(F) a menor 
O'-álgebra que toma toda função X E F mensurável.Com efeito 

{C;C é u-álgebra de S1 e toda X E F é C mensurável} 

é não vazia pois A é um elemento e 

.Ã = nc{C;C é u-álgebra e todo X E F é C mensurável} C A 

é uma O'-álgebra pois é intersecção de O'-álgebras . 

Definição 2 Uma sequência (Xn)n de variáveis aleatórias é de Cauchy 
em probabilidade se para todo f,6 > O eziste no tal que para todo n, m ~ 
no, P(IXn - Xml > f) < 6. 

Lema 1 Toda sequência (Xn),de Cauchy em probabilidades, é convergente 
em probabilidade, ou seja eziste variável aleatória X tal que Xn .!. X . 

2 Variáveis aleatórias e a Integral de Lebesgue 

Seja M o conjunto das funções mensuráveis e M+ o conjunto das funções 
mensuráveis não negativas. Em todo espaço de medida está definida uma 
função I : M+ -+ ~+ U {oo} com as seguintes propriedades: 

• I(r 1+ g) = rl(f) + I(g) para todo I,g E M+, r ~ O 
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• se o ~ fn ~ fn+l e fn E M para todo n então l(suPn fn) = liI11n_oo IUn) 

• I(XA) = P(A) para todo A E A 

A função I é chamada de integral de Lebesgue e eu usarei no lugar de 
lU) a notação I fdP ou In f(w)dP(w) . O conjunto LI = Ll(P) = {f E 
Mj I IfldP < oo} é chamado de conjunto das funções integráveis. Definimos 
também para p > O o conjunto LP = LP(P) = {f E Mj I IflPdP < oo} das 
funções p integráveis. Temos que se f,g E LP(P) e r E ~ então rf + 9 E 
LP(P). 
O teorema a seguir é fundamental e é a razão principal da superioridade da 
integral de Lebesgue sobre a integral. de Riemann. 

Teorema 1 (Teorema da convergência dominada de Lebesgue) 
Se fn E M para todo n e f E M são tais que 

1. f(w) = limn_oo fn(w) q.c. 

f. Ifn(w)1 ~ g(w) q.c. para todo n sendo 9 E Ll(P) 

Então temos que limn_oo In fn(w)dP(w) = In f(w)dP(w). 

No espaço euclidiano ~n está definida a u-álgebra dos boreleanos 8" que 
é a menor u-álgebra do ~" que contém para todo a, b E ~",os intervalos 
{x E ~njai < Xi < bi, 1 ~ i ~ n}. Para as nossas necessidades é suficiente o 
leitor aceitar o seguinte 

Teorema 2 Existe uma medida, À : 8 n ~ ~+ U {oo} tal que À( {x E ~nj ai ~ 
Xi ~ bi para todo i ~ n} = Ili':I(bi - ai) para todo vetor a,b E ~n,a ~ b e 
tal que À( B + u) = À( B) para todo boreleano B e vetor u E ~n. Além disso 
para toda função contínua f : [-1, 1Jn ~ ~ 

f XI_l,llft (x )f( x )dÀ( x) = fi ... fi f( x., ... ,Xn )dX l ••. dXn 
-1 -1 

Do lado direito da igualdade acima temos a integral de Riemann e do lado 
esquerdo a integral de Lebesgue. 
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3 Independência de variáveis aleatórias e de 
a-álgebras . 

Uma família Xl! ... I Xn de variáveis aleatórias do espaço (O, A, P) é inde­
pendente se para todos boreleanos BI I ••• I Bn de ~ temos 

Mais geralmente a fa.Jllllia AI I ••• I An de O'-álgebras de O é independente se 
para todo Ai E Âi I 1 $ i $ n 

Exercício 1 Justifique a ezpressão "Mais geralmente" dita acima 

Uma propriedade importante das variáveis aleatórias independentes é 
que se X, Y são independentes então I X(w)Y(w)dP(w) = I X(w)dP(w) x 
I Y( w )dP( w). 

4 Processos estocásticos 

A distribuição de uma variável aleatória X é a função F = Fx : ~ -+ 

~ definida por F(x) = P({w E OjX(w) $ x}). Temos que F é não 
decrescente,F( -00) = O e F( 00) = 1 e que F é contínua à direita.A média de 
uma variável aleatória X E LI(P) é por definição EX = lo XdP. Se X2 E 
LI(P) podemos definir a variância de X por Io(X - EX)2dP. Assim temos 
que se X e Y são independentes então E(XY) = E(X)E(Y) e Var(X + Y) = 
Var(X) + Var(Y).A variável aleatória X tem distribuição normal de média 
J.' e variância 0'2 > O se 

1~ 1 ~ 
Fx(x) = rn= e- 2. dt 

-00 v21r0' 

Um processo estocástico é uma família {Xthe(o,oo) de variáveis aleatórias 
X t : n -+ ~. Um movimento Browniano de média J.' e variância 0'2(também 
chamado de processo de Wiener) é um processo estocástico {Bt h~o tal que 

1. Bo = O 
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2. para todos O $ to < t}, ... < tn,n ~ 1 BCI - Bco, ... , BCn - BCn_1 são 
independentes 

3. se O $ s < t,Bc - B. tem distribuição normal de média (t - s)/J e 
variância (t - S )0'2 

4. t -+ Bt( w) é contínua q.c. em w E n 

Se tivermos /J = 0,0'2 = 1 dizemos que o movimento Browniano é normali­
zado. 

5 Martingalas e esperança condicional 

Suponhamos que X E Ll(P) e 8 é uma O'-álgebra de n contida em A. Existe 
então uma função E(XI8) : n -+ ~,B mensurável tal que para todo B E 8, 

fs E(XIB)(w)dP(w) = fs X(w)dP(w) 

Essa função chama-se a esperança condicional de X dada O'-álgebra B.Valem 
as seguintes propriedade: 

1. E(XIB) está bem definida a menos de um subconjunto B E B de 
probabilidade nula. 

2. E(aX +bYI8)(w) = aE(XIB)(w)+bE(XIB)(w) para quase todo w E n 

3. se X E M+ então E(XIB) E M+ 

4. E(lIB) = 1 

5. se X é B mensurável então E(XIB) = X quase certamente. Mais geral­
mente E(XYIB) = X E(YIB) 

6. Se X é independente de B e X E LI então E(XIB) = EX. 

Um processo estocástico (Xc)c~o é uma martingala com relação à filtração 
(Ac)c~o se 

1. X t E LI (P) para todo t 

5 



2. Xt é mensurável à At 

3. E(XtIA.) = X. para todo t ~ s 

Se no lugar da igualdade em (3) tivermos E(XtIA.) ~ X. para todo t ~ s 
dizemos que (X,), é uma sub-martingala. 

As sub-martingalas satisfazem a uma desigualdade muito útil: 

Proposição 2 (A desigualdade das martingalas ) Suponhamos que (Xn) 
seja uma sub-martingala com relação à filtração An = (7 {Xl, ... , X n}.I sto é 
E(IXnl) < 00 e E(Xn+lIX}, ... ,Xn) ~ Xn n E N.Então 

1. 

1 
P( max IXkl > e) :5 -EIXnl para todo e > 0, n E N 

lSkSn e 

~. Se além disso EIXn I" < 00 para algum p ~ 1 e para todo n então 
P(maxlSkSn IXkl > e) :5 (~EIXnIP 

Demonstração: Seja Ak = nj<k[Xi :5 ,x] n [Xk > ,x] para k entre 1 e n e 
A = [maxlSkSn X k > ,x].Temos que A é uma união disjunta dos Ak. Portanto 

n n 

,xP(A) = E ,xP(Ak) :5 E E(XkXA .. ) 
k=l k=l 

Como A é mensurável com relação à X}, ... , Xk temos 

n n 

EX: ~ E E(X:XA .. ) = E EE(X:XA .. IX}, ... , Xk) = 
k=l k=l 

n 

= E EXA .. E(X:IXt, ... ,Xk) = 
k=l 

n n 

~ E EXA .. E(XnIXlt ··., Xk) ~ E E(XA .. Xk) 
k=l k=l 

Disto terminamos a demonstração da primeira parte. Para a segunda parte 
usamos a primeira parte e que IXnl" é uma sub-martingala para p ~ 1. A 
proposição anterior possui uma generalização muito importante para proces­
sos estocásticos separáveis. 

6 



Definição 3 Um processo estocástico (Xc)c>o é separável se existe um con­
junto enumerável {tj };1 que é denso em [0:(0) e um subconjunto N de O 
de medida nula tal que se J é um intervalo aberto de ~+ 

ntEJ{w E 0\ N;X(t,w) E F} = n":CnEJ{W E 0\ N;X(t",w) E F} 

para todo subconjunto fechado F C ~. 

A generalização prometida é a seguinte: 

Proposição 3 Se (Xc )c~o for uma sub-martãngala separável então 

1 
P(max IX.I > E) ~ -EIXcl 

0S.SC . E 

Além disso se EIX.I" < 00 para algum p ~ 1 e todo s ~ t então 

1 
P(max IX.I > E) ~ -EIXcl" 

oS.S' E' 

Não demonstrarei esta proposição . 

6 Integral estocástica 

Suponhamos dado um movimento Browniano padronizado (B, )'>0 no espaço 
de probabilidades (O, A, P).Seja (A,), uma famt1ia crescente de- sub-O'-álge­
bras de A tal que {B.; s ~ t} são A, mensuráveis e tal que O'(B.+,-Bc; s ~ O) 
, a menor O'-álgebra que toma {B.+c-B,; s ~ O} mensuráveis,é independente 
de A, para todo t. 

Inicialmente definiremos a integral estocástica para funções degrau.Suponha 
então que f : ~+ x O - ~ e existam O = to < tI < ... < tn +! = T tais 
que f(t,w) = fi(W) se ti ~ t < ti+!,O ~ i ~ n,w E O,sendo que fi é A'i 
mensurável .Definimos então para w E O 

T " la f(t)dB,(w) = L: fi(W)(B'i+l (w) - BCi(W» 
o i=O 

A variável aleatória fl' f(t)dB, acima definida é a integral estocástica da 
função degrau f com relação ao movimento Browniano (B,),. 

A classe de funções degrau é pequena demais. Nosso objetivo é o de ex­
tender a integral acima ao seu fecho em probabilidades. 

É facil de se verificar que a integral estocástica é linear nas funções degrau. 
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Lema 2 Se f é uma função degrau tal que f(t) E L2(P) para todo t então 

E foT f(t)dBt = O e E(foT f(t)dBt)2 = E foT j2(t)dt 

Demonstração. Para demonstrarmos a primeira igualdade notemos primeira­
mente que Elfil ~ 1 + fl/il~llfildP ~ 1 + ~/il~1IfiI2dP ~ 1 + Elfil2 < 
oo.Também vale que EIBti+l - Btil < 00. Logo usando as propriedades 5 e 6 
da esperança condicional e o item 3 da definição do movimento Browniano: 

E lT f(t)dBt = Etfi(W)(Bti+1 - Bt;} = tE(fi(W)(Bti+1 - Bti )) = 
o ~ . ~ 

n n 

L: E(E(fi(W)(Bti+l - BtJIAti )) = L: E(fi(W))E(Bti+1 - Bd) = O 
i=O i=O 

Demonstremos agora a segunda igualdade. Vale a seguinte identidade: 

n 

2 L: fdj(B'i+l - Bti )(B'j+1 - Bti ) + L: f1(B'i+1 - Be;)2 
0Si<jSn i=O 

Precisamos verificar que cada parcela é integrável.Temos que -Efl(Bti+l -
Bti)2 < 00 por independência. Logo 

Podemos então calcular 

n 

L: 2Efdj(B'i+l - BtJE(Btj+1 - B,,) + L:EJl(Bti+1 - BtJ2 = 
OSi<jS" i=O 
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Definição 4 Um processo estocástico definido em (O, A, P), (ft)t é não an­
tecipativo com relação à filtração (At)t se 

1. (ft)t for separável 

2. (t, w) -+ f(t, w) é mensurável com relação a u(81 x A) 2 

9. (ft)t é adaptado:ft é At mensurável para todo t 

Definimos então LÕ = Lõ[O, T] como o conjunto dos processos estocásticos 
não -antecipativos (ft)t tais que: 

para todo T> O P( {Wi foT If(t, w)12dt < oo}) = 1 

e definimos M~ = {f E LÕilnIllf(t,w)12dtdP(w) < 00 para todo T > O}. 
O próximo lema é fundamental para passarmos ao limite em probabilidades. 

Lema 3 Para toda função degrau f E LÕ e todo e > 0,6 > O 

P(I foT f(t)dBtl > e) ~ p(foT f 2(t)dt > 6) + 6/e2 

Demonstração. Seja 

Ie 

h(t) = f(t) se tle ~ t < tk+l e L f 2(ti)(ti+1 - ti) ~ 6 
i=O 

Ie 

f(t) = O se tle ~ t < tle+1 e L P(ti)(ti+1 - ti) > 6 
i=O 

Como P(I Il' f(t)dBtl > e) ~ P(I Il f(t)6dBtl > e) + pul f(t)2(W)dt > 6) 
Pela desiguladade de Tchebishev(i.e. P(X ~ 6) ~ EX2/62) vem 

P({Wi I fT f(t)(w)dBtl > e}) ~ EUl' h(t~dBt(w»2 +P({Wi fT P(t)(w)dt > 6}) 
10 e 10 

Finalmente notemos que h é uma função degrau pois {wi E:=o P (ti)( ti+1 -
ti) ~ 6} é At. mensurável .Portanto EUlh(t)dBt)2 = E Ir ff(t)dt ~ 6 o 
que termina a demonstração . 
A proposição a seguir é a base para a extensão da integral de Ito a LÕ. 

20'(81 X A) é a menor O'-álgebra de ~ x (} que contém {B x A; B E 8 1
, A E A} 
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Proposição 4 Para toda f E LÕ e T > O existe uma sequência fn E LÕ de 
funções degrau tais que 

IoT I/n(t) - f(tWdt ~ O 

Além disso se f E M~, E fi Ifn(t) - f(t)lldt -+ O. 

Não demonstrarei essa proposição pois sua demonstração é relativamente 
longa e não necessitaremos dela nada além da existência de tal sequência . 

Passamos agora a extender a integral de Ito para LÕ.Seja então f E LÕ e 
fn E LÕ uma sequência de funções degrau dadas pela proposição anterior. A 
sequência ut fn(t)dBt)n é de Cauchy em probabilidades pois se l > O 

P({w E O; I jUn(t,W) - fm(t, w))dBt(w) I > l}) 

~ P( {w; j Ifn(t) - fm(t)lldt > c5}) + c5/l2 

Existe então fl f(t)dBc limite em probabilidade de fi fn(t)dBt.Este limite 
é unico e independe da sequência de funções degrau utilizadas. Chamamos 
fl f(t)dBt de integral estocástica(ou integral de Itô) de f com relação ao 
movimento Browniano (B,).O teorema a seguir é imediato e não será de­
monstrado: 

o próximo teorema nos permite calcular a média e a variância da integral de 
Ito. 

Teorema 4 Se f E M~ então 

E IoT f(t)dB, = O e E(foT f(t)dB,)2 = E foT j2(t)dt 

Demonstração. Se fn E LÕ são funções degrau tais que fl Un(t) - f(t))2dt 't; 
O.ValeEf: fn(t)dBt = Oparatodon. Também EU fn(t)dB,)2 = Ef f!(t)dt. 
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Temos então que lilIln_oo EU fn(t)dBt)'J = E f f'J(t)dt. Como EU fn(t)dBt-
f fm(t)dBt)'J = E f Ifn(t) - fm(t)l'Jdt -+ O vale portanto 

E(J fn(t)dBt- J f(t)dBt)'J -+ O e E(J f(t)dBt )' = Ji.~ E(J fn(t)dBt)'J = E J P(t)dt 

Passarei a considerar as propriedades da integral de Ito lt = fJ f(s)dB. como 
função de t E [O, T]. Os próximos lemas são para demonstrar que {lt)t é uma 
martingala. 

Lema 4 Se f ELMo, T] e ( é limitada,Aa mensurável então (f ELMo, T] 
e 

l T 
(f(t)dBt = ( l T 

f(t)dBt 

Demonstração. É claro que (f E L~ [o, T] .Se f é uma função degrau a relação 
acima segue da definição de integral. O caso geral segue por aproximação . 

Teorema 5 Se f E ~[o,T] então 

E(L
T 

f(t)dBtIAa) = O 

E(I L
T 

f(t)dBtl'IAa) = E(L
T 

P(t)dtIAa) = l T 
E[P(t)IAa]dt 

Demonstração. Seja ( limitada,Aa mensurável. Então (f E M~[o,T] e 
EU; (f~t)dBt) = O. Logo pelo lema anterior E«( f; f(t)dBt) = O e portanto 
E{(E(Jar f(t)dBtIAa]} = O para todo (demonstrando que E{f; f(t)dBtIAa} = 
O. A segunda parte do teorema tem demonstração análoga. 

Teorema 6 Se f E ~[O, T] então lt = fJ f(s)dB. é uma martingala. 

Demonstração. Sejam O ~ t' < t ~ T. Então de lt = lt' + ft~ f(s)dB. vem 

E(ltIAt') = lt' + E( (t f(s)dB.IAt') = lt' Jt' 
A integral de Ito como definida pode não ser contínua em função de t.Mas no 
entanto sempre pode ser modificada num conjunto de medida zero e ser então 
contínua quase certamente. Inicialmente precisamos da seguinte definição : 
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Definição 5 Dois proce88os estocásticos,X e Y,são equivalentes se 

P(X(t) f:. X'(t» = O para todo t ~ O 

Nesse caso X' é dito uma versão de X. 

Teorema 7 A integral de lto possui uma versão contínua. 

Demonstração. Suponha que I E M~ e In é uma sequência de funções degrau 
tal que 

E foT (f(t) - ~n(t»'ldt -+ O 

Notemos que l,,(t) = J~ 1,,(s)dB., O ~ t ~ T são contínuas e l,,(t) - lm(t) é 
uma martingala. Portanto pela desigualdade das martingalas 

1'lE {T (fm(S) - I,,(s»'lds -+ O 
f lo 

Para f = 1/2k existe nk suficientemente grande para que 

Sem perda de generalidade nk cresce com k. Logo 

e portanto,como Ek 1/k'l <, oo,pelo lema de Borel-Cantelli 

P( sup Iln.(t) - InHl (t)1 > 1/2k infinitas vezes) = O 
°SCST 

Ou seja para quase todo w,lln.(t)(w) - l"II+1(t)(w)1 ~ 1/2k ,O ~ t ~ T 
Logo com probabilidade um,ln.(t) converge uniformemente para uma função 
contínua J(t). Como J~ In(s)dB. -+ J~ l(s)dB. segue-se J(t) = J~ l(s)dB. 
qtp. Suponhamos agora que I ELMO, Tl e definamos IN(t) = I(t) se 
J~ r(s)ds ~ N e IN(t) = O caso contrário. E claro que IN E M~[O, T] .Seja 
JN(t) = J~ IN(S)dB. uma versão contínua. E ON = {w; JJ' P(t)(w)dt < 
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N}. Se w E ON eM> N,fN(t) = fM(t) para t E [O, T]. Temos então 
JM(t) = JN(t) se O ~ t ~ T. Logo i(t) = limM_oo JM(t) é contínua 
em t quase certamente w E ON.Como P(ON) -+ 1, (i(t)), é um processo 
contínuo. E de P(fJ If(s) - fm(s)1 2ds > O) = P(fJ r(s)ds > N) -+ O vem 
JM(t) .!. I~ f(s)dB. = I, 
A partir de agora sempre usaremos a versão contínua da integral de Ito. Vale 
também o teorema a seguir ,demonstrado anteriormente para funções degrau. 

Teorema 8 Se f E L~, f > 0,6 > O então 

P(I J f(t)dB, I > f) ~.P(J r(t)dt > 6) + 6/f2 

Demonstração.:Definamos X6(Z) = X(-oo,6](Z) e h(t) = f(t) . X6(fJ r(s)ds). 
Vale então 

P( sup I I' f(s)dB.1 > f) ~ 
O~'~T lo 

~ P( sup I I' f(s)dB. - I' h(s)dB.1 > O) + P( sup I (' h(s)dB.1 > f) 
O~'~T lo lo O~'~T lo 

Como I~ h(s)dB. é uma martingala temos pela desigualdade das martingalas 
que: 

Consideremos agora a primeira parcela. No conjunto 0 6 = {w E Oj Il' r(s)ds ~ 
6} as funções f(t) e h(t) coincidem. Portanto para t E [O, T] 

fo' f(s)dB. = fo' h(s)dB. q.c. w E O 

Como os processos são continuos temos então 

fo' f(s)dB. = fo' h(s)dB. para todo t E [O, T] q.c. w E 06 

Assim a primeira parcela é menor do que ou igual a P( O~) = P(f: r (s )ds > 
6) terminando a demonstração . 

O próximo teorema mostra que a integral estocástica possui uma impor­
tante propriedade de continuidade: 
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Teorema 9 Se I, In E L~ e f I/n(t) - l(t)lldt .!. O então f In(t)dB, .!. 
f l(t)dB,. 

Demonstração.Seja f > O, p > O temos 

Logo por hipótese,a primeira parcela do membro direito da desigualdade 
anterior tende a zero. Fazendo p -. O terminamos a demonstração . 
Algumas integrais fáceis de calcular: 

1. fl dBt = BT 

2. fl BtdBt = lB} - T/2. 

3. fll(t)dBt = - fl 1'(t)B,dt + I(T)BT se I: ~+ -. ~ é contínuamente 
diferenciável. 

A integral em (1) é imediata. Para calcular (2) seja In(t, w) = BTlcln(w) 
se k/n ~ t/T < (k + 1)/n,O ~ k ~ n - 1. É claro que In é uma função 
degrau. Logo 

n-l f In(t)dB, = E BXf(B~ - BXf) = 
1 n-l 1 n-l 

--2 ~)Bmtll - Bn)2 + -2 E(BhHl) - Bb) = 
k=0 n n 1c=O n n 

1 n-l 1 
= -- E(Bmtll - BuY + -Bf 

21c=O n n 2 

A variável aleatória Z = E:~ (B mtll - B n)l tem média T e variância l~ = 
n n 

E:~ 1f. Temos então que Z !::; T e portanto que f BtdB, = ! B} - T /2.Para 
calcular (3) seja In(t, w) = I(k/n) k/n ~ t/T < (k + 1)/n.Logo 

n-l n-l n-l f In(t)dBt = E I(Tk/n)(B~ -BXf) = E I(Tk/n)B~ - E I(Tk/n)B'tf = 
lc=O 1c=O 1c=O 

~(J(Tk/n)-I(T(k + 1»)Bmtll+ ~(J(T(k + 1»Bmtll-/(Tk/n)Bn) = 
1c=0 n n 1c=O n n n 
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n-l Tf'((Im) 
= - E B!lli:Jl + f(T)BT 

k=O n .. 

onde Ún E (Tkjn, T(k+1)jn).Como t -+ B,(w) é quase certamente contínua 
temos que 

n-l T f'(( ) T 
lim E Im B!lli:Jl ( w) = f f' (t) Bt ( w)dt quase certamente 
n-~k=O n .. k 

Isto termina a verificação de (3). 

Para demonstrarmos a fórmula de Ito( abaixo) necessitamos do 

Teorema 10 Suponhamos que ai, bi E LÕ e que Xh X:! são processos es­
tocásticos tais que O $ tI $ t:! $ T 

quase certamente 

Então o processo estocástico Y = XIX:! é tal que 

Demonstração.Suponhamos primeiramente que ai, bi, i = 1,2 são processos 
estocásticos independentes do tempo. Então nesse caso Xi = ait + biB, 
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= (al t2 + btBt2 )(a2t2 + ~Bt2) - (al t l + b1Bt1 )(a2tl + ~Btl) 
Suponhamos agora que ai, bi são funções degrau com intervalos 11,12, ••• , h,. 
A fórmula de Itô vale então em cada um desses intervalos. Vale portanto para 
quaisquer tI! t 2 E [O, T). Façamos agora o caso geral.Sejam então ain, bin 
sequências de funções degrau não-antecipativas tais que 

foT lain(t) - ai(t)ldt !! O e foT Ibin(t) - bi(t)1 2dt !! O 

Definamos (in(t) = (i(O) + f~ ain(s)ds + f~ bin(s)dB •. Como (in - ( é uma 
martingala separável temos pela desigualdade das martingalas que 

sup I(in(t) - (t)1 ~ O 
O$t$T 

Existe então uma subsequência (i" que converge uniformemente para (,quase 
certamente. É claro então que 

É claro também que 

Isto conclui a demonstração . 
U ma maneira mais fácil de se memorizar o teorema anterior é obtida com 

o conceito de diferencial. Se 

dizemos que a diferencial de ( é d(t) = a(t)dt + b(t)dBt. O teorema anterior 
pode ser reescrito assim: 

Note que a diferencial do produto é analoga à diferencial de um produto do 
cálculo com o termo adicional bt~dt. 

Passemos agora a demonstrar a fórmula de Ito enunciada abaixo. 
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Teorema 11 (a fórmula de Ito) Seja (X,) um processo e.stocástico tal que 
dX, = a(t)dt + b(t)dB, onde a, b e L~ e seja f : R x [0,00) -+ R com todas as 
derivadas até a segunda ordem contínuas.Então o processo e.stocástico Yt = 
f(X" t) é tal que 

ou seja a diferencial e.stocástica do processo é 

Demonstração. A demonstração será longa e a dividirei em várias etapas. 
Primeiramente demonstrarei que 

d(Bc)m = mB;"-ldBc + m(~ - 1) B;"-2dt 

para todo m e N.Isto faremos por indução .Facilmente verificamos que a 
relação acima vale para m = 1,2.Suponhamos a relação válida para m e 
demonstremos que vale para m + l.Calculando d(Bc)m+l temos 

d(Bc)m+l = d(B;" Bc) = B;"dB, + Bcd(Bc)m + mB;"-ldt = 

m(m -1) 
B;"dBc + mB;"dBc + 2 B;"-ldt + mB;"-ldt = 

= (m + l)B;"dBc + m(m + 1) B;"-ldt 
2 

terminando a indução .Disto temos imediatamente que para toda função 
polinomial Q em uma variável 

d(Q(Bc» = Q'(Bc)dBc + QII~Bc) dt 

Passemos agora a considerar funções da forma G(x, t) = Q(x)g(t),Q um 
polinômio em x e 9 duas vezes diferenciável.Então 

d(G(B" t» = d(Q(Bc)g(t» = g(t)d(Q(Bc» + Q(Bc)dg(t) + Q'(Bc) x O = 

g(t)[Q'(Bc)dBc+ QII~Bc) dt]+Q(Bc)g'(t)dt = g(t)Q'(Bc)dBc+(g(t)~'(Bc) +Q(Bc>!l(t»dt 
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Reescrevendo vem 

A fórmula acima é então válida para G = Ei:1 fi(X)gi(t),fi poliniômial e 
g, contínuamente diferenciável.Pelo teorema de Stone-Weierstrass toda f : 
[tI! t2] x ~ -+ ~,duas vezes continuamente diferenciavel é limite uniforme 
nos compactos de funções da forma G = E~I fi(X)g,(t), com a convergência 
uniforme de todas as derivadas até a segunda ordem. Temos então 

A convergência uniforme implica que 

(lembre-se de que t -+ B,( w) é contínua quase-certamente e que portanto 
{B,(w); tI ~ t ~ t2} é um conjunto compacto q.c.) 
Temos também que 

Vale então que J,t
1
2 8~n (Bc, t )dB, ~ fc'1

2 ~~ (B" t )dB, E portanto vale a fórmula 
de Ito para o processo estocástico Bc. Para extendermos o resultado a 
qualquer processo estocástico notemos primeiramente que a fórmula vale 
se Yí = G(el + a1t + btB" t) se 6, aI! bt são A'1 mensuráveis .A demon­
stração segue os mesmos passos anteriores a partir da verificação de que,se 
{(t) = 6 + a1t + btB, 

d({(t»m = m{(t)m-l[a1dt + bldB,] + m(m
2 
-1) ({(t»m-2b~dt 

Esses detalhes estão ao alcance de qualquer leitor que entendeu a primeira 
parte desta demonstração. O próximo passo é notar que se a(t), b(t) são 
funções degrau a mesma fórmula será valida. Isto porque a fórmula é valida 
em cada intervalo onde a(t), b(t) são constantes no tempo. Sejam agora 
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a{t), b{t) funções não -antecipativas de L'A e an, bn E L'A sequência de funções 
degrau tais que 

Definamos en{t) = e{O) + f~ an{s)ds + f~ bn{s)dB • . Vale que SUPO<t<T len{t)-
p --

e{t)1 ~ O e portanto que converge q.c. numa subsequência Ie" , que para 
simplificar a notação ,consideraremos len = n.Vale então que 

e portanto que 

1'2 8G P 1'2 8G -8 (e,,{t), t)b,,{t)dBt ~ -8 (e{t), t)b(t)dB, 'I x ti X 

Finalmente da convergência uniforme obtemos que: 

P - lim ('2[8: (en{t), t) + 8
8
G (en{t), t)an{t) + -21 882~ (en{t), t)b!{t)]dt = 

n-co lt, U, X x 

~8G 8G I~G 
lt, ["ãt(e(t), t) + 8x (e(t), t)a(t) + 2 8x2 (e(t), t)b2(t)]dt 

Com isto terminamos a demonstração do lema de Ito. 

Exercício 2 Demonstre a seguinte extensão do lema de /to: 

Teorema 12 Se dXi(t) = ai(t)dt + bi(t)dBt 1 $ i $ m e f : ~m X ~+ ~ 
~ tem todas as deri"adas até a segunda ordem contínuas então o processo 
estocástico yt = f(X1 (t), ... , Xm{t), t) tem a diferencial estocástica: 

19 



7 A fórmula de Black-Scholes 

o primeiro cálculo bem sucedido do preço de um ativo derivado foi feito por 
Black e Scholes. O conceito fundamental usado por eles foi o de arbitragem. 

Suponhamos então que temos uma opção européia com vencimento no 
tempo T e preço de exercício K .Suponhamos ainda um ativo sem risco com 
preço /3t = ert , r ~ ° e uma ação cujo preço St tem distribuição log-normal: 
St = SoeQt+"B'.Pela fórmula de Ito 

dSt 2 
S, = (o + er /2)dt + erdBt 

O valor da opção no instante T é YT = max{ST - K,O}. Queremos calcular 
Y" O::; t < T numa economia sem custos de transação . 

Definição 6 Uma. estratégia. de compra e venda. é um par (a., b),onde a. e 
M~, b e L~ é ta.l que foT Ir,er'dt < 00 q.c. .Ela. é a.uto-fina.ncia.vel se para 
O::;t::;T 

atSt + beIJ, = o.oSo + 6o/Jo + lo' a..dB. + lo' b.rends 

Se (a, b) é auto-financiável e a.TST + b-rlh = YT então o.oSo+6o,80 é o preço da 
opção. É claro então que Yt = a,St+beIJ, pelos mesmos motivos. Para calcular 
Y, suporemos que Yt = I(S" t), I duas vezes diferenciável se t < T. Se a 
resposta obtida realmente for duas vezes diferenciável estaremos justificados. 
Pelo lema de Ito obtemos (I' = o + er2/2) 

a I aI er2 821 2 a I 
dY, = (I' az (S" t)S, + 8t (S" t)S, + "2 az2 (S" t)St )dt + er az (S" t)StdBt 

Queremos encontrar (a, b) auto-financiável tal que a.tSt+ bc/3t = Y,.Nesse caso 
teríamos 

dYt = atdSt + btd/3t = (a.tI'St + bc/3tr )dt + a.terStdBt 

Para isto ser possivel temos que aterSt = er~(S" t)St e portanto a, = er~(S" t). 
Disto, pela definição de (a, b) obtemos bc = /3,l(Y, - a,ST) = /3,1 (f(S" t)­
~(S" t)S,). Substituindo e igualando os coeficientes em dt nas equações 
acima vem: 

aI aI er2S2 a2 I 
-rl(S"t) + 8t (S"t) + r az(S"t) + T az,(S"t) = ° 
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Ou seja é suficiente que f satisfaça a equação a derivadas parciais: 

ôf ôf (72X2 (j2 f 
-rf(x, t) + ôt (x, t) + r ôx (x, t) + 2 ôx2 (x, t) = O 

com a condição de fronteira f(x, T) = ma.x{x - K, O}.Inicialmente façamos 
a seguinte transformação: h(x, t) = e-r'f(x, t).Com isto a equação acima 
simplifica para 

com a condição de fronteira h(x, T) = e-rT ma.x{x-K, O}.Procurando soluções 
da forma t/J(x)<I>(t) obtemos 

<I>'(t) t/J'(x) (72X 2 t/J"(x) 
- <I>(t) = A = rx t/J(x) + -2- t/J(x) 

suja solução é <1>( t) = ke-At , t/J( x) = Cl XCI + C2XIJ onde a, f3 resolvem a 
equação u(u -1)(72/2 + ru = A.Uma solução mais geral será então F(x, t) = 
ert E:.l e-A"t(clnXCl

" +C2nXIJ" ).Como f(x, t) não é diferenciavel não será pos­
sivel escolher os coeficientes (An) para que F( x, T) = f( x, T).Isto não implica 
que não existe solução mais sim que F não é a solução geral. Pelo momento 
nos contentaremos em dizer que 

x 1" 2 K e-r(T-t) 1"-tlV'f=i f(x, t) = -- e-· /2ds - e-~/2ds 
..j2; -00 .j2;-00 

sendo z = l:~fI~) + (r + (72/2)";T - t é a solução que procuramos. Podemos 
ver pela forma de f que o método de variáveis separáveis é pouco promissor 
nesse caso.Por outro lado podemos simplesmente substituir o membro direito 
da igualdade acima na equação a derivadas parciais para verificar que é a 
solução . 

8 A solução de Feynman-Kac 

A fórmula de Feynman-Kac permite resolver equações diferenciais parciais do 
tipo obtido acima como o valor esperado de certo processo estocástico.Uma 
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formulação sem dúvida de maior conteúdo econômico. Uma outra utilidade 
dessa formulação é a possibilidade de se usar o método de Monte-Carlo para 
sua resolução numérica. 

Consideremos a equação 

ôl ôf (12(z,t)lPI 
-r(z, t)/(z, t) + ôt (z, t) + r(z, t)z az (z, t) + 2 ôz2 (z, t) = ° 

com condição de fronteira I( z, t) = g( z) para 9 contínua. Esse tipo de equação 
acima surge quando no lugar de termos o preço final YT = max{ST - K,O} 
temos YT = g( ST) , a taxa de juros r e a variância (1 mais gerais do que na 
fórmula de Black-Scholes. 

Seja então Z~ o processo estocástico definido por Z~ = z se s ~ te 

dZ~ = r(Z~,s)Z~ds + (1(Z~,s)dB. s> t 

(nota: a existência de soluções para equações diferenciais estocásticas não 
será examinada aqui .Basta dizer que existe em condições gerais) 

Teorema 13 Se r, (1, 9 tem módulo limitado superiormente por um polinômio 
em (z, t) o preço do ativo derivado cujo valor final é YT = g( ST) será 
yt = f(S" t) onde I é dada por 

I(z, t) = E(e- I,T 
,.(Z:"·)"g(Z~)) 

satisfaz a f(z, T) = g(z) e resolve: 

ôl ai (12(z,t)ô21 
-r(z, t)/(z, t) + ôt (z, t) + r(z, t)z az (z, t) + 2 ôz2 (z, t) = ° 

Por exemplo,para a fórmula de Black-Scholes temos r( Z:c , s) = Q + (12/2 e 
Zr = ST-C.O leitor deve verificar,como exercício que realmente se obtem a 
fórmula de Black-Scholes nesse caso. 

Verifiquemos a fórmula de Feynman-Kac supondo que exista uma solução 
f(z, t) da equação acima. Definamos os processos Z. = I: r(X,., T)dT , Y. = 
I(z, t) para s ~ te y. = f(X., s)e-z• se s ~ t, onde X. = Z~. Temos que 
clZ. = r(X.,s)ds e 

ôl ôl a21 ai 
dl(X., s) = [ ôt (x., s)+ 8z (x., s )r(X., s)+ 28z2 (x., s )(1(X., s )Jds+ ÔZ (x., s )dB. 
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Pela fórmula de Ito vem 

dY. [a f ( ) af(X ) ( a
2
f 2 -Z • = 8t X.,s + az .,s r X.,s) + 2az2 (X.,s)0' (X.,s)]e 'ds-

- f(X., s)e-Z·r(X., s)ds + :~ (X., s)e-Z·dB. + :~ (X., s) x Odt = 

= :~ (X., s)e-Z·dB. 

E portanto 
I T af -Z 

YT-f(z,t) = J
ó 

az(X.,s)e 'dB. 

I T af -z 
EYT = f(z,t) + E Jc az(X.,s)e ·O'(X.,s)dB. = f(z,t) 

Acima. usamos que a integral estocástica. é uma martingala.Finalmente temos 

Terminando a verificação . 

9 O teorema e a fórmula de Girsanov 

Comecemos com uma definição . 

Definição '7 Uma medida de probabilidade Q em (O, A) é equivalente à P 
se P(A) = O se e somente se Q(A) = O 

Uma medida Q equivalente à P é uma medida de martingala equivalente para 
(Xc)c se (Xc)c for uma. martingala com respeito à Q e se fo(~)2dP(w) < 
oo,sendo dQ/dP a derivada -de Radon-Nykodin de Q que existe conforme o 
teorema a seguir: 

Teorema 14 (Radon-Nykodin) Se as medidas de probabilidades são equi­
valentes existe então ~ = 9 : O -+ ~++ mensurável tal que Q( A) = 
fAg(w)dP(w) para todo A E A.Em particular 9 E Ll(P). 

Não demonstraremos o teorema de Radon-Nykodin. Uma versão do teorema 
de Girsanov é a seguinte: 
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Teorema 15 Seja (X,) um processo estocástico da forma 

X, = z + fo' p.ds + fo' u.dB. O $ t $ T 

onde p E Lh, u E Lh. Suponhamos que (m,), E Lh e que existe 8 E 

Lh, Ee! Jo
T 

~tU < 00, tal que u,8, = p, -m, 0$ t $ T. Então existe uma me­
dida de probabilidade Q equivalente à P tal que Bt = B, + IJ 8.ds O $ t $ T é 
um movimento Broumiano padronizado em (O, A, Q). O processo (X,) pode 
ser escrito da forma 

r' f' A X, = Z + 10 m.ds + 10 u.dB. o $ t $ T 

Além disso,para toda variável aleatória Z, EQ(lZI) < 00 vale EQ(Z) = Ep(ZeT) 
onde 

Ou seja,o processo de deslocamento de (X,) pode ser alterado,continuando 
(X,) a ser uma integral estocástica.. 

Exemplo.Suponhamos ~e dX, = p,dt + utdB, e ~ue existe </J E LÕ tal que 
u,</J, = p, e que E exp[Jo </J~dt < 00] e E exp[ - lo </J,dB, - Il </J~dt] < 00 . 
Então existe uma medida de martingala equivalente. Com efeito: a medida 
equivalente é a derivada de Radon-Nykodin 

rT 1 rT 

eT = exp( - 10 8.dB. - 210 8!ds) 

dada pelo teorema de Girsanov com m, = O • 

Definição 8 Um processo estocástico é um processo de f to se puder se es­
crito da forma 

X, = Xo + fo' b(s)ds + fo' u(s)dB. O $ t $ T 

onde b E Lh,CT E Lh· 
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Teorema 16 (Giraanov) Seja (Xc) um processo de [to e 4> e L~. Defi-
namos 

(!(4» = 1.' 4>(u)dBu - ~J.' 4>(u)2du 

B(t) = B(t) - fo' 4>(s)ds e P(A) = L ecJ'(4I)dP, A e A 

Se p(O) = 1 então B é um motlÍmento Browniano em (O, A, p) adaptado à 
Be 

Teorema 11 Se I e L~ e existe a > O tal que Eeor: < 00 O ~ t ~ T . Então 

EeJ.'12 /(.)ciB·-i /"1
2 

PC.)ü = 1 se O ~ t ~ T 

Lema 5 Se Ee>' foT /1ü < 00 para algum ..\ > 1 então vale Eg = 1 onde 
_ /,'2 /C.)ciB.-i /,'2 J2(.)'" g-e 1 1. 

Demonstração.Seja (Im) e L~ tal que fll/m(t)- l(t)1 2dt .f. O e fl f! (t)dt ~ 
fl P(t)dt.Sem perda de generalidade Im é limitada para cada m. Mostremos 
que 

2/.*2 Irn(,)dB, I E e '1 ~ Cm para todo O ~ t ~ T 

. IB I r .,lsl-lsI
2

/2' d 2'/2 S' Para Isto note que Ee'Y , = JIl e Y1ii X = e'Y • eJa O = tô < t~ < 
... < t: = T tal que m&Xo~j~n-l(tj+1 - tj) -+ O.Então 

Pelo lema de Fatou 

n-l I I ( L 1 B I) 1· . fnn-1E 2ern B,,, -B,,, lim inf E exp 2c". B,,, - en = Im In 1=0 e 1+1 I = 
n-co 1+1 I n-co 

1=0 
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= lim inf rrn - 1 Ee2c2m (tj+1- t j) = e2c2m(t,-tl) 
n-oo 1=0 

A fórmula de Ito aplicada a eJ,'l Im(t)dBI-! 1,'1 I~(t)d. resulta em 

1.," Im(t)dBI-t J." I~(t)d. 1 e 1 '1 - = 

1:'[-I;<t) e1,:' 1 ... (.)tlB.-! 1,'1 I~(.)d. + ~efl:' Im(.)dB.-! 1,: I~(.)d. I!(t)]dt+ 

1
t, 1." ()tlB 1 1." , ( + e '1 Im t 1-, '1 Im t)d·/m(t)dBt = 

t} 

= (', eJ,:' Im(t)dB,-! 1,:' 1~(t)tÚ Im (t)dBt 1'1 
Seja h(t) o integrando na ultima integral. É claro que E Ic'}' h2(t)dt < 00 pois 
Im é limitada. Temos então que E ft~' h(t)dB, = O .Logo 

E 1," 1 ... (t)tlB,-! 1," I~(t)dt 1 O e 1 } - = 

10 Outros processos estocásticos 

A integração estocástica. foi generalizada para processos estocásticos difer­
entes do movimento Browniano. Podemos ter por exemplo uma martingala 
no lugar de (Bt ). Nesta seção falarei brevemente sobre integração estocática 
de processos de Poisson. Primeiramente necessito definir processos pontuais. 

Seja (X,Bx ) um espaço mensurável e M o conjunto das medidas com 
valores em }/+ = }/ U {oo} em (X, B x) e B M a menor u-álgebra em M que 
toma todas as funções aB : M -+ }/+,9(JJ) = JJ(B),BM mensuráveis para 
todo B E Bx. 

Definição 9 Uma variável aleatória JJ : O -+ M definida no espaço de pro­
babilidades (O, A, P) que seja mensurável é uma medida aleatória de Poisson 
se 

1. Para todo B E B x, W -+ JJ( w) (B) tem distribuição de Poisson: P(JJ( B) = 
n) = ,x(B)ne-.\(B)jn!,,x(B) = EJJ(B) 

2. Se Bit . .. , Bn E B x são dois a dois disjuntos então JJ( B1 ), ••• , JJ( Bn) 
são independentes. 
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10.1 Processos pontuais de Poisson 

Seja (X, 8x) um espaço mensurável. Uma função pontual em X é p : D, -+ 

X,D, C (0,00) é enumerável. Dada p está definida uma medida N,(dtdz) 
em (0,00) x X tal que 

N,((O, t] x B) = #(0, t] n p-l(B) B E 8x 

A O"-álgebra 8(IIx) é a menor O"-álgebra com relação à qual p -+ N,( (O, t] x U) 
é mensurável para todo U E 8 x. 

Definição 10 Um processo pontual p em X é uma variável aleatória à val-
ores (IIx, 8(IIx )) . 

Um processo pontual é estacionário se para todo t > ° p e 8,p tem a mesma 
distribuição, sendo que 8,p tem domínio D", = {s E (O,oo)j s + t E D,} e 
(8,p)(") = p(s + t). Um processo pontual é de Poisson se N,(dtdz) for uma 
medida de Poisson em (0,00) xX. Um processo de Poisson é estacionário se 
e somente se 

n,( dtdz) = E( N,( dtdz)) é da forma n,( dtdz) = dtn( dz) 

para alguma medida n(dz) em (X,8x).Chamam08 n(dz) de medida cara­
cterística. 

10.2 A integral estocástica para processos pontuais. 

Um processo pontual p = (P(t)) definido em (X,8x) é (A,), adaptado se 
para todo t > O,U E 8x, N,(t, U) = E.eD,. .• s, xu(p(s)) é A, mensurável. 
Ele é O"-finito se existe U" E 8x, n ~ 1 tal que U" T X e E[N,(t, U,,)] < 00 
para todo t > 0, n ~ 1. Se um processo pontual é adaptado,O"-finito e 
EN,(t, U) < 00 existe então um processo,N"crescente, adaptado,natural 
(i.e. E f~ M.dN,(s, U) = E f~ M._dNp(s, U) para toda martingala limitada) 
e tal que 

N(t, U) = N,(t, U) - N,(t, U) 

é uma martingala. 

Definição 11 Um processo pontual adaptado,p,em (S1, A, P} é de classe QE 
com relação à filtração (A,), se for O"-finito e existir N, = (N,(t, U)) tal que 
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1. t - NJI(t,U) é contínuo,adaptado,crescente para todoU E 8x,ENJI(t,U) < 
00 para todo t 

2. para todo t e q.t. w E {l, U - NJI( t, U) é uma medida CT-finita em 
(X,8x) 

9. t - NJI(t, U) - NJI(t, U) é uma martingala com relação fi (Ac)c 

A função N é chamada. de compensador de p. 

Definição 12 Um processo pontual p é de Poisson adaptado se 

{NJI(t + h, U) - N,,(t, U)h~o.ue8x é independente de Ac 

Um processo de Poisson é QE se e somente se t - E(N,,(t,U)) é contínua. 
Neste caso o compensador é dado por NJI(t, U) = E[N,(t, U)). Em particular 
um processo pontual de Poisson estacionário é de classe QE com compensador 
N" = tn( U) onde n( dz) é a. medida característica de p. 

A integral estocástica é definida então da seguinte maneira: 

LH 1 l(s,x,·)dN,(s,x) = E I(s,p(s),·) 
o X .<c.eD -' ,. 

Para terminarmos um exemplo. 

Exemplo(Proce880s de Lévy) 
Seja (Xc)c um processo estocástico,contínuo à direita com incrementos 

independentes. Seja. Ac = CT{X.jS ~ t}. Definamos D, = {t > OjXc :/: Xc-} 
e para tE D, seja p(t) = Xc - Xc-. Temos então que p define um processo 
pontual de Poisson estacionário em X = ~ \ {O}. O teorema de Lévy-Ito diz 
que existe um movimento Browniano (Bc) tal que 

Xc = Xo+aBc+ bt + {H { xXlzl>ldN,(s,x)+ r+ { XXlzl<ldN,(s,x) lo lR\{O} - lo J.1l\{O} 

Neste caso o compensador N" é da forma dsn(dx). 
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BAILING om TIIE GOVERNMENT - José Luiz de Carvalho e Clóvis de Faro - Fevereiro de 

1994. 

230. ESTIJDOS SOBRE A INDETERMINAÇÃO DE SENIOR - voi. 11 • Brena Paula Magno 

Fernandez, Maria Tcreu Garcia Duarte, Sergio Grumbach, Antonio Maria da Silveira 

(Coordenador) - Fevereiro de 1994. (esgotado) 

231. EST ABll.IZAÇÃO DE PREÇOS AGRÍCOLAS NO BRASil.: AV AUAÇÃO E 

PERSPECTIV AS - Clovis de Faro e José Luiz Carvalho - Março de 1994. 

232. ESTIMATING SECTORAL CYCLES USING COINTEGRATION ANO COMrvl0N 

FEATURES - Robcrt F. Engle e João Victor Issler - Março de 1994 

233. COMMON CYCLES IN MACROECONOMIC AGGREGATES - João Victor Issler e Farshid 

Vahid - Abril de 1994. 

234. BANDAS DE CAAffiIO: TEORIA, EVIDÊNCIA ErviPÍRICA E SUA POSSÍVEL 

APUCAÇÃO NO BRASil. - Aloisio Pessoa de Araújo e Cypriano Lopes Feijó Filho· Abril de 

1994. 



235. O HEDGE DA. DÍ\ IDA. EXTER..'\"A BR..-\.Sll.EIR.A - Aloisio Pessoa de .-\raújo. Túlio Luz 

Barbosa. .-\rnélia de Fátima F. Semblano e ~laria Haydée ~lorales - Abril de 199-l. 

236. TES1Th'G THE EXTERl~ALITIES HYPOTHESIS OF ENDOGENOCS GRO\\'TH CS[\'G 

COD.IEGRATIO~ - Pedro Cavalcanti Ferreira e João Victor Issler - Abril de 1994. 

237. THE BRAZIL~"\ SOCIAL SECURITY PROGRAM: DIAGNOSIS A~1) PROPOSAL FOR 

REFOR1vl - Renato Fragelli: Urie} de Magalhães; Helio Portocarrero e Luiz Guilherme Sch)'1llura 

- ~1aio de 1994. 

238. REGL\fES COMPLElvfE~! ARES DE PREVIDÊNCL<\ - Hélio de Oliveira Ponocarrero de 

Castro, Luiz Guilhenne Schymura de Oliveira, Renato Fragelli Cardoso, Sérgio Ribeiro da Costa 

Werlang e Uriel de Magalhães - Maio de 1994. 

239. PUBUC EXPENDITURES, TAXATION AND WELFARE MEASURE1v1ENT - Pedro 

Cavalcanti Ferreira - Maio de 1994. 

240. A NOTE ON POUCY, TIffi COMPOSmON OF PUBUC EXPENDITURES AND 

ECONOMIC GROWTII- Pedro Cavalcanti Ferreira - Maio de 1994. 

241. INFLACÃO E O PLANO FHC - Rubens Penha Cvsne - Maio de 1994. . . 
242. INFLATIONARY BIAS AND STATE OWNED FINANCIAL INSTITUTIONS - Walter 

Novacs Filho c Sérgio Ribeiro da Costa Wcrlang -Junho de 1994. 

243. INTRODUÇÃO À INTEGRAÇÃO ESTOCÁSTICA - Paulo Klinger Monteiro - Junho de 1994 . 

......... . .............. ... ......... 
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