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Resumo

Este trabalho tem por objetivos revisar a teoria de avaliação de modelos
de previsão, apresentando conceitos como a utilização de medidas de ava-
liação próprias e suas decomposições em somas de atributos distintos; ade-
quar essa teoria ao contexto de previsões de placares e resultados de partidas
de futebol, propondo medidas apropriadas ao tema; e aplicar as medidas a
partidas do campeonato brasileiro de futebol masculino, entre as tempora-
das de 2014 e 2019, buscando avaliar diferentes modelos de previsão e inferir
atributos como a incerteza dos resultados, o refinamento das previsões e a
discriminação das previsões ante os resultados.



Abstract

This work main goals are to review the theory of forecasting evaluation,
presenting notions like the use of proper scoring rules and their decomposi-
tions as sums of attributes; to address this theory to the context of football
(soccer) match results/scores forecasting, proposing scoring rules that are
suited to this environment; and to apply the scoring rules to the matches of
Brazilian championship of men’s football, from 2014 to 2019, evaluating dif-
ferent forecasting models and estimating attributes such as the uncertainty
of the results, the refinement of the forecasts and the discrimination of the
forecasts given the results.
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1 Introdução

1.1 Contexto e Problema

Futebol é o esporte mais popular do mundo, com mais de 270 milhões
de praticantes e 4 bilhões de espectadores ao redor do globo. [Editors, 2018]
Como tal, o resultado e o placar de uma partida de futebol atraem grande
interesse do público, composto, entre outros, pelos jogadores e profissionais
envolvidos na partida, pelos torcedores de ambos os times, por jornalistas
que cobrem o evento, por expectadores que acompanham a distância ou por
aqueles que apenas consomem o noticiário relacionado. Dependendo do grau
de interesse em uma partida espećıfica, o alcance pode chegar a dezenas ou
centenas de milhões de interessados.

Tentar prever o placar ou o resultado de uma partida de futebol é uma
atividade há muito tempo em uso com diferentes objetivos: desde a mera
recreação numa conversa entre amigos, passando por fins comerciais e profis-
sionais para um jornalista num programa esportivo, e até no planejamento
dos times, como numa decisão de poupar jogadores importantes da equipe
numa partida considerada “fácil” ou “dif́ıcil demais”. Com tantos usos, é ne-
cessário destacar um como, provavelmente, aquele que mais se beneficia das
previsões: o mercado de apostas esportivas. Sem as previsões, esse mercado
dificilmente existiria, ou, ao menos, teria imensa dificuldade para precificar
as apostas.

Dado o grande interesse e a variedade de usos para as previsões de futebol
(e esportivas em geral), fica no ar a pergunta: “Como avaliar a qualidade de
uma previsão?”.

É claro que essa pergunta é muito ampla e aplicável a diversos tipos de
previsão, não ficando restrita a previsões esportivas e, menos ainda, especifi-
camente a resultados e placares de partidas de futebol. Por outro lado, é de se
esperar que uma resposta a essa pergunta passe não somente por uma análise
geral, baseada em conceitos de matemática e estat́ıstica, como também por
questões espećıficas relacionadas ao contexto de partidas de futebol.

Vale observar também que, para uma previsão determińıstica (assertiva)
do tipo: “o time A vencerá por 2 a 0”, é relativamente simples avaliar a
qualidade no sentido de verificar, após a realização da partida, se a asserção
foi verdadeira ou não, enquanto numa previsão probabiĺıstica do tipo: “a
partida tem 60% de chances de terminar empatada”, não parece haver uma
maneira simples e óbvia de avaliar a previsão após o resultado ocorrido.
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Afinal, essa probabilidade não representa, essencialmente, um prognóstico
daquilo que vai ocorrer, mas um diagnóstico das chances estimadas para um
resultado posśıvel.

Esse é o tipo de problema que vamos abordar no presente trabalho. Mais
precisamente, dado um conjunto de previsões probabiĺısticas de resultados
e/ou de placares de partidas de futebol e dados seus respectivos resultados
e/ou placares ocorridos, queremos avaliar a qualidade dessas previsões.

1.2 Objetivos

Nosso principal objetivo é definir/selecionar métodos de avaliação que
possam aferir a qualidade das previsões e que permitam comparar diferentes
modelos num determinado escopo e concluir qual modelo se saiu melhor. De
maneira semelhante, os métodos devem ser capazes de avaliar um mesmo
modelo em diferentes escopos e concluir em qual escopo ele se saiu melhor.

Uma vez alcançado esse objetivo, vamos colocar em prática os métodos
adotados, passando a avaliar diferentes modelos num conjunto de partidas
selecionado.

1.3 Estrutura da Dissertação

Essa dissertação está estruturada da seguinte maneira: na seção 2 faze-
mos uma revisão da literatura e apresentamos os conceitos com que vamos
trabalhar, através de definições e teoremas; na seção 3 apresentamos nossa
metodologia, com as medidas de avaliação selecionadas, os dados utiliza-
dos e o tipo de resultados e tratamentos que esperamos obter; na seção 4
mostramos os resultados, através de tabelas e gráficos formulados a partir
da aplicação da metodologia ao conjunto de dados; na seção 5 temos a con-
clusão e as considerações finais do trabalho. A última parte é composta pelas
referências aos trabalhos anteriores.
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2 Referencial Teórico

2.1 Previsões de Resultados e Placares de Futebol

“Previsões probabiĺısticas de eventos esportivos como partidas de
futebol se tornaram uma área de considerável interesse nos anos
recentes. Uma razão para isso é que as previsões podem ajudar no
mercado apostas, tendo o potencial de suportar a identificação de
estratégias de aposta lucrativas. Previsões probabiĺısticas também
cresceram em popularidade na imprensa esportiva. Em algumas
mı́dias, por exemplo, a apresentação de probabilidades se tornou
rotina nas discussões pré-jogo e mesmo durante as partidas.”

[Wheatcroft, 2019]

Constantinou and Fenton [2012] definiram previsão probabiĺıstica como
uma sequência de probabilidades correspondentes aos eventos posśıveis.

Formalmente, vamos acrescentar à definição que os eventos posśıveis se-
jam exaustivos e mutuamente exclusivos e que, portanto,

∑d
i=1 prob(xi) = 1,

para um conjunto com d eventos posśıveis.
Assim, uma previsão de resultado de uma partida de futebol é um trio

ordenado (pH , pD, pA), com 0 ≤ pi ≤ 1, pH + pD + pA = 1, onde H, D e A
correspondem, respectivamente, a vitória do mandante, empate e vitória do
visitante. Uma previsão de placar de uma partida de futebol é uma sequência
(pi), com

∑
pi = 1, onde cada i corresponde a um placar posśıvel.

Maher [1982] apresentou um modelo de previsão de placares de partidas
de futebol, em que o número de gols marcados por cada time foi modelado
como uma variável aleatória com distribuição de Poisson, independentes uma
em relação a outra. O parâmetro λ de cada variável Poisson foi definido como
uma função de parâmetros espećıficos de cada time, que representavam sua
capacidade ofensiva e defensiva, e eram estimados a partir de resultados
(placares) anteriores no campeonato.

Lee [1997] adotou um modelo similar ao de Maher para calcular os parâmetros
ofensivos e defensivos de cada time na temporada 95/96 da English Premier
League e o utilizou para simular a temporada de acordo com as probabilida-
des atribúıdas pelo modelo para os resultados para cada partida.
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Dixon and Coles [1997] utilizaram um modelo semelhante, com o intuito
de desenvolver uma estratégia lucrativa para apostas em partidas de futebol.
Eles incorporaram ao modelo uma função de esquecimento, que dava peso
maior a resultados recentes na estimação dos parâmetros.

Outros modelos de previsão de partidas de futebol foram desenvolvidos
ao longo do tempo, baseados em diferentes técnicas como modelos binomiais
probit, sistemas de rating e aprendizado de máquinas, entre outras. [Cons-
tantinou, 2019]

2.2 Medidas de Avaliação de Previsões

“Dada a criticidade em se validar modelos de previsão, fica claro
que a escolha da medida de avaliação pode ser tão importante
quanto o próprio desenvolvimento do modelo.”

[Constantinou and Fenton, 2011]

2.2.1 Espaço de Eventos Posśıveis, Espaço de Previsões, Definição
e Orientação de Medida de Avaliação de Previsões

De modo bastante genérico, dados uma previsão p e um evento ocorrido x,
uma avaliação da previsão ante o evento ocorrido é um número real S(p, x),
onde S é uma função real definida no espaço produto cartesiano dos espaços
de previsão e de eventos posśıveis, S : P × E → R.

No caso de previsões de placares de futebol, o espaço de eventos posśıveis
contém qualquer placar final posśıvel para uma partida. Teoricamente, seria
N × N, onde N é o conjunto dos números naturais (incluindo o zero). Na
prática, não existe tempo hábil para placares muito altos, por exemplo, acima
de 100 gols numa partida. Por isso, e para possibilitar o processamento
computacional, consideramos geralmente um truncamento desse espaço, para
números naturais menores que um determinado limite. O espaço de previsões
consiste de todas as posśıveis distribuições de probabilidade para os placares
posśıveis, ou seja, P = {p ∈ [0, 1]d ; p1 + ... + pd = 1}, onde d é a dimensão
(cardinalidade) do espaço de placares E .
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Para previsões de resultados de futebol, o espaço de eventos posśıveis
consiste de 3 pontos, representando a vitória do mandante, o empate e a
vitória do visitante. Já o espaço de previsões consiste de todas as distri-
buições de probabilidade para os resultados posśıveis, isto é, P = {p ∈
[0, 1]3 ; p1 + p2 + p3 = 1} (ou pH + pD + pA = 1, como usado anteriormente).
Geometricamente, P pode ser identificado como o triângulo em R3, com
vértices em (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1), enquanto E seria o conjunto desses
três vértices. Essa representação é conhecida como 2-simplexo ou simplexo
padrão.

Figura 1: 2-simplexo com destaque (em azul) para os pontos correspondentes
aos resultados posśıveis
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Chamaremos a função S : P × E → R. de uma medida de avaliação
de previsões, muito embora, em geral, essa função não corresponda ao
objeto matemático definido na teoria da medida. A função também não
é, necessariamente, uma métrica ou uma pseudométrica, embora o seja em
alguns casos.

Dizemos que uma medida de avaliação de previsões tem orientação posi-
tiva, quando a um maior valor da medida corresponder uma melhor avaliação
da previsão. A medida terá orientação negativa quando melhores ava-
liações corresponderem a menores valores da medida. [Winkler and Murphy,
1968]

É importante esclarecer também que a cada função S : P × E → R, fare-
mos corresponder funções S̃ : (P × E)N → R, que representarão a avaliação
de um conjunto de N previsões ante os respectivos N eventos ocorridos. Em
geral, a função S̃ é a média aritmética das N avaliações individuais S, sendo,
para alguns autores, a própria definição de S̃. Neste trabalho, vamos con-
siderar S̃ de forma mais ampla, podendo ser a soma, a média geométrica
ou alguma outra função das avaliações individuais S, ou seja, dadas N par-
tidas de futebol, S̃((p1, x1), ..., (pN , xN)) = G(S(p1, x1), ..., S(pN , xN)), para

alguma função real G. Sem causar confusão (esperamos), essas funções S̃
serão também chamadas de medidas de avaliação de previsões e ficará claro,
no restante do trabalho, quando uma medida for definida ou utilizada, qual
a função S e quais as funções S̃ a que se refere.

2.2.2 Medida 0-1

A medida mais simples que vamos utilizar é a medida 0-1, que avalia
com 1 uma previsão quando o placar (resultado) ocorrido corresponder à
maior probabilidade da previsão, e com 0 caso contrário, i.e., S(p, x) = 1, se
x ≡ ek e pk > pi ∀i 6= k. (ek é o k-ésimo vetor da base canônica do espaço
de previsões, e corresponde à previsão que aponta probabilidade 1 para o
k-ésimo evento e 0 para todos os demais, podendo ser identificada ao próprio
evento, como no caso do 2-simplexo.)

Essa medida tem orientação positiva e é popularmente conhecida como
“acertar” ou “errar” a previsão, no sentido de verificar se o evento previsto
como mais provável ocorreu ou não.

Para um conjunto de N previsões e resultados, a função S̃ dessa medida
seria a soma (ou média aritmética) dos N pares de previsão e resultado e
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corresponderia à quantidade (ou proporção) de “acertos” para as N partidas.

É fácil perceber que a medida 0-1 avalia de maneira igual previsões “bem
diferentes”. Por exemplo, para uma partida que termine empatada (0, 1, 0),
ambas as previsões (0.1, 0.8, 0.1) e (0.3, 0.4, 0.3) seriam avaliadas com 1 (e
interpretadas como “acertos”).

Analogamente, duas previsões “semelhantes” podem ser avaliadas de ma-
neira diferente. É o caso das previsões (0.1, 0.46, 0.44) e (0.1, 0.44, 0.46), em
que a primeira receberia 1 (“acerto”) e a segunda 0 (“erro”).

Os termos entre aspas “bem diferentes” e “semelhantes” são relativos
às probabilidades atribúıdas aos resultados posśıveis. É intuitivo imaginar
que previsões próximas (no sentido matemático de métrica/distância em R3)
deveriam ter uma avaliação próxima (no sentido de distância em R). Assim,
a previsão (0.3, 0.4, 0.3) deveria ter uma avaliação mais próxima à avaliação
de (0.4, 0.3, 0.3) do que à de (0.1, 0.8, 0.1).

Numa outra abordagem, a probabilidade prevista para um resultado
posśıvel pode ser interpretada como “o grau de confiança” da previsão na-
quele resultado. Nesse sentido, uma previsão de 0.8 para o resultado ocorrido
representaria uma confiança muito maior do que uma previsão de 0.4, sendo
esperado, portanto, que a avaliação da previsão (0.1, 0.8, 0.1) seja melhor que
a de (0.3, 0.4, 0.3). Nada disso ocorre com a medida 0-1.

2.2.3 Medida Probabilidade Média do Evento Ocorrido

Uma outra medida comum, que leva em conta parte das questões levan-
tadas anteriormente é a que avalia uma previsão com a exata probabilidade
atribúıda ao evento ocorrido, i.e., S(p, x) = pk se x ≡ ek.

ParaN partidas, a função S̃ dessa medida é usualmente a média aritmética
das N avaliações e corresponde à probabilidade média atribúıda aos eventos
ocorridos. Em alguns casos, é utilizada a média geométrica em vez da média
aritmética, por motivos que serão discutidos mais adiante neste trabalho.

A medida probabilidade média do evento ocorrido tem orientação posi-
tiva.

Embora essa medida respeite as ponderações anteriores sobre distância
e confiança no que diz respeito ao evento ocorrido, o mesmo não ocorre, de
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modo geral, quando considerados os demais resultados posśıveis.
Por exemplo, numa vitória do mandante, as previsões (0.4, 0.1, 0.5) e

(0.4, 0.3, 0.3) recebem a mesma avaliação, que é diferente da avaliação da
previsão (0.39, 0.11, 0.5), muito mais próxima em R3 à primeira delas. Pode-
se dizer também que a segunda previsão é de um jogo equilibrado com con-
fiança ligeiramente superior na vitória do mandante, enquanto as duas outras
previsões apresentam confiança ligeiramente superior na vitória do visitante.

Ao levar em conta somente a probabilidade prevista para o evento ocor-
rido, a medida deixa de avaliar como a probabilidade restante foi distribúıda
entre os demais resultados posśıveis, o que pode ser de interesse do avaliador.

2.2.4 Medidas que Correspondem a Distâncias no Espaço de Pre-
visão

Para definir uma medida que leve em consideração toda a distribuição
de probabilidade da previsão, podemos utilizar uma distância no espaço de
previsões P e tomá-la entre o ponto p que representa a previsão e o ponto ek
que corresponde ao evento ocorrido.

No caso de previsão de resultados, podemos tomar a distância euclidiana
em R3, restrita ao 2-simplexo.

Por exemplo, para uma vitória do visitante, uma previsão (0.1, 0.1, 0.8)
teria avaliação

√
(0− 0.1)2 + (0− 0.1)2 + (1− 0.8)2 =

√
0.06 ≈ 0.245, en-

quanto uma previsão (0.4, 0.3, 0.3) teria avaliação
√

(0− 0.4)2 + (0− 0.3)2+

+(1− 0.3)2 =
√

0.74 ≈ 0.86.
É claro que a melhor previsão posśıvel (0, 0, 1) teria avaliação 0 e que,

nessa medida, quanto menor a avaliação, melhor seria considerada a previsão,
ou seja, a medida tem orientação negativa.

Para previsões de placares, podeŕıamos definir como medida, analoga-
mente, uma distância em Rd (onde d é a cardinalidade do espaço de placares
truncado) entre a previsão e o ponto correspondente ao placar ocorrido (a
previsão com probabilidade 1 para o placar ocorrido).

Alternativamente, podemos utilizar uma distância em R2, entre o ponto
correspondente ao placar (ponto (3, 2) para um placar de 3 x 2 para o man-
dante) e um ponto representativo da previsão, como o placar médio previsto

14



Figura 2: 2-simplexo. O ponto verde representa a previsão e o segmento
verde-escuro a distância euclidiana para o resultado ocorrido.

ou o placar mais provável previsto.
Neste caso, se, por exemplo, escolhermos a distância euclidiana e a moda,

para um placar ocorrido de 3 x 2, uma previsão com moda 2 x 1 teria avaliação√
(3− 2)2 + (2− 1)2 =

√
2 ≈ 1.41, enquanto uma previsão com moda 3 x 2

teria avaliação 0, a melhor posśıvel.
Essa última medida pode ser interpretada como o “erro euclidiano” em

R2 da (moda da) previsão em relação ao placar.
Em todos os casos, o erro ou distância para o placar ocorrido é medida

com orientação negativa.
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2.3 Propriedades das Medidas de Avaliação

“Verificação de previsões climáticas tem sido um assunto contro-
verso por mais de meio século. Há uma diversidade de razões pelas
quais esse problema tem sido tão perturbador para meteorologis-
tas e outros, mas uma das dificuldades mais importantes parece
ser chegar a um acordo de uma escala de ‘ser boa’ para previsões
climáticas.”

[Brier, 1950]

“Existem diferentes opiniões entre os preditores – e entre preditores
e usuários de previsões – a respeito do significado da frase ‘previsão
boa (ruim)’. Essas diferenças de opinião são fruto de uma falta de
clareza e/ou entendimento no que concerne a natureza de ser bom
para previsões. Essa falta de clareza e entendimento atrapalha os
processos de formular e avaliar previsões e prejudica sua utilidade
final.”

[Murphy, 1993]

Segundo Murphy [1993], no que tange a uma previsão, a natureza de
‘ser boa’ deve ser avaliada segundo três óticas diferentes. Uma boa previsão
deve ter consistência (tipo 1), caracteŕıstica relacionada à correspondência
entre a crença do preditor e sua previsão. Uma boa previsão também deve
ter qualidade (tipo 2), relacionada à correspondência entre a previsão e o
resultado observado. Uma boa previsão deve ter valor (ou utilidade) (tipo
3), que é o incremento econômico e/ou de outros benef́ıcios auferidos por
tomadores de decisão a partir do uso da previsão. Neste trabalho, vamos
abordar os dois primeiros tipos e procurar medidas de avaliação que sejam
adequadas nesse contexto.
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2.3.1 Previsões Consistentes

“Diversas medidas de avaliação foram propostas, mas um dos maio-
res argumentos contrários à verificação de previsões é que previsões
consideradas ‘melhores’ de acordo com determinada medida podem
não ser as previsões mais úteis. Tentando superar essa dificuldade,
o preditor pode se ver na posição de escolher entre ignorar a me-
dida ou deixá-la orientá-lo, ‘especulando’ ou ‘fazendo a previsão de
acordo com o sistema’. Isso pode levar a previsão a ser diferente
daquilo que o preditor realmente acredita que irá ocorrer (...), um
critério essencial para que a verificação seja satisfatória é que a me-
dida de avaliação não influencie o preditor de maneira indevida.”

[Brier, 1950]

Murphy [1993] define uma previsão como consistente quando ela reflete
“a melhor crença” do preditor, ou seja, quando a probabilidade atribúıda a
cada resultado posśıvel coincide com a probabilidade que o preditor acredita
ter aquela possibilidade.

Por exemplo, se o evento a ser previsto é o lançamento de uma moeda
de duas caras, a previsão (1, 0), i.e., probabilidade 1 para “cara” e probabi-
lidade 0 para “coroa”, é consistente para um preditor que conheça a moeda,
enquanto a previsão (0.5, 0.5) é consistente para um preditor que pense que
a moeda é honesta.

Algumas medidas de avaliação de previsão podem estimular o preditor a
não ser consistente em suas previsões. Por exemplo, suponha que, ao observar
que a frequência relativa do resultado de vitória do mandante é muito maior
que a dos outros resultados, alguém proponha uma medida que conceda 1
ponto caso o resultado do jogo seja vitória do mandante e a previsão tenha
atribúıdo maior probabilidade para esse resultado que para outros, e que
conceda 2 pontos caso o resultado do jogo seja empate ou vitória do visitante
e a previsão tenha atribúıdo maior probabilidade para o resultado que de fato
ocorreu. Suponha ainda que, para determinada partida, o preditor acredite
que as probabilidades dos resultados sejam (0.5, 0.4, 0.1). Caso o preditor
relate a previsão correspondente a sua melhor crença, o valor que ele espera
obter da medida da previsão será 0.5 × 1 = 0.5. Por outro lado, se ele
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relatar uma previsão de (0.4, 0.5, 0.1), diferente de sua crença, o valor que ele
esperará obter da medida será 0.4×2 = 0.8. Dessa forma, a medida proposta
estimula o preditor a apresentar uma previsão não consistente.

2.3.2 Medidas Próprias, Medidas Estritamente Próprias e a Me-
dida de Brier

Brier [1950] propôs uma medida que, em suas palavras, “não pode influ-
enciar o preditor de maneira indesejada”.

Dados uma previsão p e um evento ocorrido x ≡ ek, a medida de Brier
(Brier score) é definida por:

S(p, x) =
d∑
i=1

(pi − eki)2,

onde d é a dimensão (cardinalidade) do espaço de eventos posśıveis.
Para N pares de previsão/observação, a medida de Brier corresponde à

média aritmética das avaliações de cada par, ou seja:

S̃((p1, x1), ..., (pN , xN)) =
1

N

N∑
n=1

d∑
i=1

(pni
− ekni

)2.

As medidas que estimulam os preditores a serem sempre consistentes em
suas previsões, como é o caso da medida de Brier, são chamadas próprias.
[Murphy and Epstein, 1967]

Formalmente, uma medida é dita própria quando a melhor avaliação
(esperada) é obtida pela previsão que corresponde à distribuição dos eventos.

Uma medida é dita estritamente própria quando a previsão corres-
pondente à distribuição dos eventos é a única que maximiza (ou minimiza,
em caso de orientação negativa) seu valor esperado. [Gneiting and Raftery,
2007]

Por exemplo, para o lançamento de uma moeda honesta, o melhor va-
lor esperado da avaliação por uma medida própria será obtido pela previsão
(0.5, 0.5). Além disso, se a medida for estritamente própria, seu valor espe-
rado para a previsão (0.5, 0.5) não será igualado por qualquer outra previsão.

Na definição acima, cabe observar que o valor esperado é tomado em
relação aos diferentes resultados posśıveis, conforme sua distribuição, e que a
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previsão é fixa para o cálculo da esperança. Assim, para o lançamento de duas
moedas, a melhor previsão (fixa) em valor esperado é (0.5, 0.5), embora, após
os lançamentos ocorridos, a previsão (1, 0) possa receber avaliação melhor,
caso os dois resultados observados sejam “cara”. Além disso, após uma série
de eventos, se a previsão não estiver fixa, a avaliação pode ser melhor que
essa esperança se cada previsão individual (ou uma grande parte delas) estiver
“mais próxima” do respectivo resultado.

Das medidas citadas anteriormente, a que considera a média geométrica
das probabilidades atribúıdas aos resultados ocorridos e as que consideram
uma distância entre o ponto que representa a previsão e o ponto que corres-
ponde ao resultado/placar ocorrido são estritamente próprias. A quantidade
ou a média de acertos é própria, mas não estritamente. Já a média aritmética
das probabilidades atribúıdas aos resultados ocorridos não é própria. Por
exemplo, num torneio em que 60% das partidas têm vitória do mandante,
20% empate e 20% vitória do visitante, um modelo que preveja (0.6, 0.2, 0.2)
para todos os jogos terá avaliação 0.44 (= 0.62 + 0.22 + 0.22), pior que 0.52
(= 0.6 × 0.8 + 0.2 × 0.1 + 0.2 × 0.1), obtida por um modelo que preveja
(0.8, 0.1, 0.1) para todos os jogos.

2.3.3 Medidas Locais e a Medida de Ignorância

Uma medida é dita local quando leva em consideração somente a proba-
bilidade prevista para o evento que ocorreu de fato.

Good [1952] escreveu: “(...) log p (ou log (1-p)) é uma medida do
mérito de uma estimativa probabiĺıstica (...) e representa a quantidade de
informação perdida por não se saber com certeza o que vai ocorrer.”

Winkler and Murphy [1968] trataram a medida definida por Good como
medida logaŕıtmica e mostraram se tratar de uma medida própria. Bernardo
[1979] demonstrou que toda medida própria e local é uma transformação afim
da medida logaŕıtmica. Roulston and Smith [2002] atacaram o problema da
avaliação de previsões através da teoria da informação e introduziram a me-
dida de ignorância como “uma medida logaŕıtmica que é uma versão modi-
ficada da entropia relativa e pode ser calculada para previsões probabiĺısticas
e os eventos realizados.”. Eles definiram a medida de ignorância utilizando
um logaritmo de base 2, o que corresponde, na teoria, a medir a informação
em bits.

É interessante observar que a medida de ignorância não se relaciona com
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a probabilidade média do evento ocorrido, mas, sim, com a média geométrica
dessas probabilidades. A partir da medida de ignorância (em bits), é posśıvel
calcular a média geométrica das probabilidades dos eventos ocorridos da
seguinte maneira:

média geométrica (p1, ..., pN) =

(
N∏
n=1

pnk

) 1
N

= 2 log2(
∏N

n=1 pnk)
1
N

=

= 2
1
N

∑N
n=1 log2(pnk

) = 2 ignorância (p1,...,pN ),

onde k denota a k-ésima coordenada do vetor pn e corresponde à probabili-
dade atribúıda pela previsão ao evento ocorrido xn ≡ ekn .

Assim, sendo a exponencial uma função estritamente crescente, podemos
garantir que, para qualquer conjunto de modelos de previsão, seu ranquea-
mento baseado na medida de ignorância será o mesmo se baseado na média
geométrica das probabilidades dos eventos ocorridos.

2.3.4 Medidas Senśıveis à Distância e a Medida RPS

“Considere previsões probabiĺısticas para quatro classes de tempe-
ratura: T ≤ 0F ; 0F < T ≤ 20F ; 20F < T ≤ 40F ; e T > 40F . Se
duas previsões forem (0.5, 0.3, 0.1, 0.1) e (0.1, 0.3, 0.5, 0.1) e a última
categoria, T > 40F , for observada, todas as medidas próprias exis-
tentes avaliariam de forma igual as duas previsões. A maioria con-
cordaria, entretanto, que a segunda previsão teria sido, de certa
forma, melhor do que a primeira. Essa conclusão se baseia na
noção de que as classes 3 e 4 estão mais ‘próximas’ que as clas-
ses 1 e 4. O conceito de ‘distância’, nesse sentido, não existe em
qualquer das medidas próprias propostas até hoje.”

[Epstein, 1969]

Uma medida é dita senśıvel à distância quando leva em consideração a
proximidade (ou ordenação) entre os diferentes eventos posśıveis. Por exem-
plo, numa partida terminada em 0 x 0, uma medida senśıvel à distância
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avaliará melhor uma previsão com probabilidade concentrada no placar de 1
x 0 do que outra com igual concentração no placar de 2 x 0, respeitando a
ordenação em R, em que o 0 está mais próximo do 1 do que do 2.

Para previsões de resultados de futebol, uma medida senśıvel à distância
considera o empate localizado entre os dois resultados de vitória, i.e., ambos
os resultados de vitória estão mais próximos do empate do que entre si.
Assim, para um resultado de vitória do mandante, a previsão (0.6, 0.3, 0.1)
terá avaliação melhor que a previsão (0.6, 0.1, 0.3).

Não é posśıvel uma medida ser local e senśıvel à distância, mas existem
medidas que não possuem nenhuma das duas caracteŕısticas, como a medida
0-1 ou as distâncias no 2-simplexo. Das medidas descritas anteriormente,
somente o erro euclidiano em R2 (da moda ou da média) da previsão em
relação ao placar é senśıvel à distância.

Epstein [1969] definiu uma medida que é própria e senśıvel à distância e a
denominou ’medida de probabilidade ordenada’ (‘ranked probability score’).

Em notação mais atual e simplificada, Constantinou and Fenton [2012]
definiram a medida de probabilidade ordenada (RPS) de uma previsão como:

RPS (p, x) =
1

d− 1

d−1∑
i=1

(
i∑

j=1

(pj − ekj)

)2

,

onde d é a cardinalidade do espaço de eventos posśıveis, ordenado em d
classes, pj é a probabilidade prevista para o evento da j-ésima classe e ekj
é o indicador de ter ocorrido o evento da j-ésima classe (1 para o evento
observado, 0 para os demais).

Para N instâncias (N partidas), a RPS é dada como a média aritmética
das N avaliações individuais.

A RPS tem orientação negativa e generaliza a distância euclidiana em R,
no seguinte sentido: dada uma previsão pontual, i.e., probabilidade 1 para
um número real y e 0 para todos os demais, e um evento ocorrido x ∈ R, a
medida RPS da previsão será 1

d−1 |x− y|.

2.3.5 Localidade x Sensibilidade à Distância

Uma vez que as propriedades de localidade e sensibilidade à distância
são mutuamente exclusivas, surge naturalmente a questão: “Qual das duas
caracteŕısticas é mais relevante para a medida de avaliação?”
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Essa pergunta é de dif́ıcil resposta e a indecisão tem sido abordada ao
longo dos anos nas publicações sobre o assunto.

Wheatcroft [2019] escreveu: “Diversas medidas de avaliação de previsões
foram definidas ao longo dos anos e há muita discussão sobre qual a mais
apropriada. Uma abordagem comum para escolher entre diferentes medidas
é identificar propriedades desejadas e favorecer as medidas que as possuam.
Contudo, há também debate sobre quais propriedades são (mais) importantes
e, com isso, a falta de consenso prossegue. Como consequência, em campos
como o de previsões climáticas, comumente se apresenta uma grande varie-
dade de medidas de avaliação.”

Ele fez ainda a seguinte ponderação: “Murphy [1970] comparou a for-
mulação da RPS e da medida de Brier e recomendou que a RPS fosse uti-
lizada quando o evento de interesse é ordenado. Bernardo [1979], por outro
lado, comentou que ‘ao avaliar a validade de uma conclusão cient́ıfica, apenas
a probabilidade atribúıda a um pequeno intervalo contendo o valor observado
deve ser levada em conta’, apontando localidade como uma propriedade de-
sejada.”

Constantinou and Fenton [2012], por sua vez, consideraram que “(...) as
diversas medidas utilizadas anteriormente para avaliar modelos (de previsão
de resultados de futebol) são inadequadas, uma vez que falham em reconhecer
que os resultados de futebol estão numa escala ordenada. Isso gera dúvidas
em relação à validade das conclusões desses estudos. Existe uma conhecida
medida de avaliação de previsões, a medida de probabilidade ordenada (RPS),
não utilizada em estudos anteriores, que avalia adequadamente modelos de
previsão de resultados de futebol.”, dando clara preferência à sensibilidade à
distância no contexto que estamos tratando.
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2.4 Atributos das Previsões e Decomposições de Me-
didas Próprias

“Medidas de avaliação de previsões têm sido formuladas com vari-
edade de objetivos e para uma diversidade de situações. (...) Como
consequência, medidas de avaliação têm proliferado, e pouco es-
forço tem sido feito para desenvolver conceitos e prinćıpios gerais,
visando a investigar as relações entre medidas ou a examinar seus
relativos pontos fortes ou fracos. Esta situação reprime o desenvol-
vimento de uma ciência de avaliação de previsões e limita a utili-
dade de muitos dos seus conceitos e métodos.”

[Murphy and Winkler, 1987]

Uma previsão pontual, após a realização do evento, pode ser verificada
como certa ou errada. Um conjunto de previsões pontuais e seus respec-
tivos eventos ocorridos, apresenta outros atributos, como, por exemplo, a
proporção de acertos quando a previsão corresponde a um ponto particular
do espaço de previsões.

Para uma previsão probabiĺıstica, a classificação em certa ou errada é me-
nos óbvia. Uma previsão de (1/3, 1/3, 1/3) para o resultado de uma partida
de futebol dificilmente poderia ser considerada certa ou errada qualquer que
fosse o resultado ocorrido.

Um conjunto de previsões probabiĺısticas, entretanto, apresenta atribu-
tos compat́ıveis aos de um conjunto de previsões pontuais. Dada uma de-
terminada previsão p, i.e., um ponto particular do espaço de previsões P , é
posśıvel verificar, dentre as partidas que tiveram aquela previsão, o quanto os
eventos observados corresponderam a essa previsão. Por exemplo, para um
conjunto de previsões de resultados de futebol, vamos supor que a previsão
(0.8, 0.1, 0.1) tenha ocorrido dez vezes. Se, nessas dez partidas, o resultado de
vitória do mandante ocorreu apenas duas vezes, essa previsão em particular
(e possivelmente o conjunto de previsões) não pode ser considerada muito
confiável.

De maneira análoga, se olharmos apenas o subconjunto de partidas que
tiveram um determinado resultado, por exemplo, vitória do mandante, po-
demos verificar o quanto as previsões para essas partidas estiveram próximas
a esse resultado.
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2.4.1 Distribuição Conjunta de Previsões e Observações e suas
Decomposições em Distribuições Condicionais e Marginais

“É necessário adotar um modelo geral para a avaliação de previsões.
(...) A base para o modelo descrito aqui é a distribuição conjunta
de previsões e observações, que contém toda a informação que é
relevante. (...) e se torna mais acesśıvel através de sua decom-
posição. Toda distribuição conjunta pode ser decomposta em distri-
buições condicional e marginal de duas maneiras diferentes. Assim,
considerando ambas as decomposições, obtemos dois tipos de distri-
buições condicionais e dois tipos de distribuições marginais, cada
tipo relacionado a aspectos particulares da avaliação.”

[Murphy and Winkler, 1987]

Sejam P e X variáveis aleatórias representando, respectivamente, pre-
visões e eventos posśıveis. Dado um conjunto de partidas, com seus respec-
tivos resultados (placares) e previsões, a distribuição conjunta de previsões
e resultados (placares) é uma função f(P,X) que atribui, a cada previsão
P = p e evento observado X = x, a frequência relativa de sua ocorrência
conjunta, i.e., a razão entre o número de ocorrências de (p, x) e a cardinali-
dade N do conjunto de partidas.

A distribuição conjunta f(P,X) pode ser decomposta de duas maneiras,
considerando suas distribuições condicionais e marginais:

i. f(P,X) = f(X|P ) f(P )

ii. f(P,X) = f(P |X) f(X)

A distribuição condicional f(X|P =p) é uma função de X, definida como
a frequência relativa de cada evento x quando a previsão é igual a p (fixa).
De maneira análoga, f(P |X = x) é a frequência relativa de cada previsão p
quando o evento é igual a x (fixo) e, portanto, uma função de P .

As distribuições marginais f(P ) e f(X) correspondem às frequências re-
lativas individuais de cada variável (P ou X) no conjunto de partidas.
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2.4.2 Atributos de um Conjunto de Previsões

“A perspectiva oferecida pela abordagem orientada a distribuições
revela que a qualidade de uma previsão é inerentemente multifa-
cetada. Por exemplo, aspectos da qualidade geralmente referencia-
dos como confiabilidade e resolução podem ser avaliados pelo exame
das distribuições condicional f(X|P ) e marginal f(P ) (da distri-
buição conjunta f(P,X)). Confiabilidade está relacionada à cor-
respondência entre a média das observações associadas a uma pre-
visão particular (X|P =p) e essa previsão (p), ponderada por todas
as previsões. (...) Resolução está relacionada à diferença entre a
mesma observação média condicional (X|P = p) e a observação
média incondicional (X), novamente ponderada por todas as pre-
visões.”

[Murphy, 1993]

A distribuição conjunta de previsões e eventos ocorridos e suas decom-
posições em distribuições condicionais e marginais podem ser utilizadas para
caracterizar atributos relevantes das previsões.

Murphy [1993] apresentou uma lista de atributos, com suas respectivas de-
finições e distribuições associadas, dos quais queremos destacar os constantes
da Tabela 1. Vale destacar que alguns termos na tabela - como refinamento
e correção - são diferentes daqueles utilizados por Murphy na definição dos
mesmos atributos, refletindo uma terminologia mais atual para esses concei-
tos.

Murphy utilizou termos como ‘diferença’, que nos permite calcular di-
retamente esses atributos através das médias e ocorrências individuais das
previsões e observações, mas também termos como ‘correspondência’ e ‘vari-
abilidade’, que não são definidos matematicamente de maneira única. Assim,
embora possamos inferir maneiras de calcular cada atributo individualmente,
pouco podeŕıamos afirmar a respeito da comparação entre grandezas relativas
a cada atributo.
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Tabela 1: Atributos de um conjunto de pares previsão-observação
Atributo Definição Distribuições

Relevantes
Acurácia Correspondência média entre pares indivi-

duais de previsões e observações
f(P,X)

Incerteza Variabilidade das observações f(X)
Refinamento Variabilidade das previsões f(P )
Resolução Diferença entre observação média condi-

cional e observação média incondicional,
ponderada por todas as previsões

f(X|P ) e f(P )

Confiabilidade Correspondência entre observação média
condicional e previsão condicionante, pon-
derada por todas as previsões

f(X|P ) e f(P )

Discriminação Diferença entre previsão média condicional
e previsão média incondicional, ponderada
por todas as observações

f(P |X) e f(X)

Correção Correspondência entre previsão média con-
dicional e observação condicionante, pon-
derada por todas as observações

f(P |X) e f(X)

Murphy [1973] exibiu uma decomposição da medida de Brier - uma es-
timativa da acurácia das previsões - como soma de três outros atributos:
incerteza, (-)resolução e confiabilidade. Bröcker [2009] mostrou que essa de-
composição pode ser estendida a qualquer medida própria de avaliação de
previsões. Uma segunda decomposição da medida de Brier foi apresentada
por Murphy and Winkler [1987] como soma de três outros atributos das
previsões: refinamento, (-)discriminação e correção.

2.4.3 Um exemplo ilustrativo

Vamos começar com um sistema simplificado e efetuar os cálculos de
acurácia e suas decomposições.

Três modelos - A, B e C - fazem previsões para o resultado – cara ou coroa
– do lançamento de quatro moedas. As previsões e os resultados observados
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são mostrados na tabela a seguir, onde o valor da previsão pode ser entendido
como a probabilidade prevista para o resultado cara.

Tabela 2: Sistema simplificado de previsões e resultados
Lançamento Previsão A Previsão B Previsão C Observação
moeda 1 0.5 1 1 1
moeda 2 0.5 0 0 0
moeda 3 0.5 1 0.8 0
moeda 4 0.5 0 0.2 1

A medida própria utilizada para comparar o desempenho dos modelos
é a medida de Brier (que neste caso binário é equivalente à medida RPS),
cujas decomposições URR e RDC foram estabelecidas por Murphy [1973] e
Murphy and Winkler [1987].

Para o modelo A, temos:

E
P,X

[S(P,X)] =
(
2((1− 0.5)2 + (0− 0.5)2 + (0− 0.5)2 + (1− 0.5)2)

)
/4 =

= (0.25 + 0.25 + 0.25 + 0.25)/2 = 0.5

Para o modelo B:

E
P,X

[S(P,X)] =
(
2((1− 1)2 + (0− 0)2 + (0− 1)2 + (1− 0)2)

)
/4 =

= (0 + 0 + 1 + 1)/2 = 1

Para o modelo C:

E
P,X

[S(P,X)] =
(
2((1− 1)2 + (0− 0)2 + (0− 0.8)2 + (1− 0.2)2)

)
/4 =

= (0 + 0 + 0.64 + 0.64)/2 = 0.64

Comparando os modelos A e B, vemos que ambos apresentam a mesma
probabilidade média (aritmética) atribúıda ao resultado observado (0.5),
sendo o modelo A constante (sempre apresenta a mesma previsão) e o mo-
delo B totalmente assertivo (sempre apresenta previsões pontuais). A média
geométrica das probabilidades atribúıdas aos resultados observados é 0.5 para
o modelo A e 0 para o B, enquanto a acurácia, pela medida de Brier, é 0.5
para o A e 1 para o B.
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Quando adicionamos o modelo C às comparações, temos uma probabi-
lidade média aritmética maior (0.6), mas a média geométrica (0.447) e a
acurácia (0.64) ficam entre os outros dois modelos, sendo melhores que o B e
piores que o A. Para entender por que o ranqueamento é diferente ao consi-
derar essas medidas, vamos estimar os atributos das previsões dos modelos,
através das decomposições da medida de Brier.

A decomposição URR da medida de Brier se dá pela seguinte fórmula:

E
P,X

[S(P,X)] = UNC–RES +REL =

= E
X

[(X − E[X])2]– E
P,X

[(E[X|P ]− E[X])2] + E
P,X

[(P − E[X|P ])2]

Procedendo às contas, temos:

- modelo A:

UNC =
(
2((1− 0.5)2 + (0− 0.5)2 + (0− 0.5)2 + (1− 0.5)2)

)
/4 =

= (0.25 + 0.25 + 0.25 + 0.25)/2 = 0.5

(a incerteza, relativa apenas aos resultados observados, é comum a todos os
modelos)

RES =
(
2((0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2)

)
/4 =

= (0 + 0 + 0 + 0)/2 = 0

REL =
(
2((0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2)

)
/4 =

= (0 + 0 + 0 + 0)/2 = 0

-modelo B:

RES =
(
2((0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2)

)
/4 =

= (0 + 0 + 0 + 0)/2 = 0

REL =
(
2((1− 0.5)2 + (0− 0.5)2 + (1− 0.5)2 + (0− 0.5)2)

)
/4 =

(0.25 + 0.25 + 0.25 + 0.25)/2 = 0.5
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-modelo C:

RES =
(
2((1− 0.5)2 + (0− 0.5)2 + (0− 0.5)2 + (1− 0.5)2)/4 =

= (0.25 + 0.25 + 0.25 + 0.25)/2 = 0.5

REL =
(
2((1− 1)2 + (0− 0)2 + (0.8− 0)2 + (0.2− 1)2)/4 =

= (0 + 0 + 0.64 + 0.64)/2 = 0.64

A incerteza dos resultados (0.5) corresponde ao valor da acurácia do mo-
delo A. Isso ocorre para qualquer modelo constante que apresente, como
previsão, a frequência média de cada resultado observado, pois modelos cons-
tantes sempre têm resolução nula (E[X|P ]−E[X] = 0) e a frequência média
como previsão garante (falta de) confiabilidade nula (P − E[X|P ] = 0).

Os modelos A e B têm resolução nula. No caso do modelo B, apesar das
previsões não serem constantes, o resultado médio dada qualquer das duas
previsões (1 ou 0) é 0.5 (com 50% de frequência condicional para o resultado
cara), sendo, portanto, igual ao resultado médio incondicional.

A confiabilidade é o que difere os modelos A e B. Enquanto A é perfei-
tamente confiável, a (falta de) confiabilidade calculada para B é 0.5. A cada
previsão assertiva de B (1 ou 0) se seguiu um resultado que não correspondeu,
em média, à previsão. Por exemplo, quando B previu probabilidade 1 para
cara, em 50% das vezes o resultado foi coroa. Essa falta de confiabilidade é
o que gerou a pior acurácia avaliada para o modelo B.

A decomposição URR do modelo C sofreu efeitos do problema da esparsi-
dade, que será descrito no item 2.4.6. Cada previsão do modelo C foi evocada
uma única vez. Assim, suas observações médias condicionais a cada previsão
coincidem com a própria observação. Isso tende a aumentar (superestimar)
os valores calculados para a resolução e a (falta de) confiabilidade.

Considerando os valores calculados, o modelo C teve resolução máxima
(igual à incerteza dos resultados) e a pior confiabilidade entre os três mo-
delos. Como a penalização na confiabilidade (0.64) foi superior ao bônus
na resolução (0.5), o modelo C teve acurácia inferior ao modelo A, ficando
ranqueado em segundo lugar.

Seguindo com a análise, vamos calcular a decomposição RDC da medida
de Brier, que se dá pela seguinte fórmula:
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E
P,X

[S(P,X)] = REF–DIS + COR =

= E
P

[(P − E[P ])2]– E
P,X

[(E[P |X]− E[P ])2] + E
P,X

[(X − E[P |X])2]

- modelo A:

REF =
(
2((0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2)

)
/4 =

= (0 + 0 + 0 + 0)/2 = 0

DIS =
(
2((0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2)

)
/4 =

= (0 + 0 + 0 + 0)/2 = 0

COR =
(
2((1− 0.5)2 + (0− 0.5)2 + (0− 0.5)2 + (1− 0.5)2)

)
/4 =

= (0.25 + 0.25 + 0.25 + 0.25)/2 = 0.5

- modelo B:

REF =
(
2((1− 0.5)2 + (0− 0.5)2 + (1− 0.5)2 + (0− 0.5)2)

)
/4 =

= (0.25 + 0.25 + 0.25 + 0.25)/2 = 0.5

DIS =
(
2((0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2 + (0.5− 0.5)2)

)
/4 =

= (0 + 0 + 0 + 0)/2 = 0

COR =
(
2((1− 0.5)2 + (0− 0.5)2 + (0− 0.5)2 + (1− 0.5)2)

)
/4 =

= (0.25 + 0.25 + 0.25 + 0.25)/2 = 0.5

- modelo C:

REF =
(
2((1− 0.5)2 + (0− 0.5)2 + (0.8− 0.5)2 + (0.2− 0.5)2)

)
/4 =

= (0.25 + 0.25 + 0.09 + 0.09)/2 = 0.34

DIS =
(
2((0.6− 0.5)2 + (0.4− 0.5)2 + (0.4− 0.5)2 + (0.6− 0.5)2)

)
/4 =

= (0.01 + 0.01 + 0.01 + 0.01)/2 = 0.02

COR =
(
2((1− 0.6)2 + (0− 0.4)2 + (0− 0.4)2 + (1− 0.6)2)

)
/4 =
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= (0.16 + 0.16 + 0.16 + 0.16)/2 = 0.32

Todo modelo constante, como o modelo A, tem refinamento e discri-
minação nulos. Assim, sua acurácia é igual ao valor do atributo correção
(e, neste caso, ambos são iguais à incerteza dos resultados).

O modelo B tem o maior refinamento (0.5), sendo o que apresenta maior
variabilidade nas previsões, mas tem discriminação nula, pois, dado qualquer
resultado (cara ou coroa) a previsão média condicional ao resultado é igual
à previsão média incondicional (0.5). Pelo mesmo motivo, sua (falta de)
correção (0.5) é a mesma do modelo A.

O modelo C tem refinamento intermediário (0.34), pois suas previsões
variam menos que as do modelo B, e uma pequena discriminação (0.02), uma
vez que as previsões médias condicionais aos resultados (0.6 e 0.4) dão um
leve indicativo da ocorrência do respectivo resultado. Pelo mesmo motivo, a
correção é a melhor entre os três modelos.

No comparativo com o modelo B, o C foi superior nos três atributos, o
que corrobora sua melhor acurácia (0.64 contra 1). Já em relação ao modelo
A, o C foi superior em discriminação e correção, tendo sido inferior somente
no refinamento. Ainda assim, o modelo A – menos correto, menos refinado
e sem discriminação - teve melhor acurácia. Isso merece uma reflexão.

O refinamento pode ser um atributo desejado quando acompanhado de
uma boa discriminação. Um baixo refinamento (como o modelo A) significa
um modelo pouco informativo, que não varia suas previsões e não é capaz
de indicar a ocorrência individual de cada evento. Um modelo que forneça
bons indicativos individuais, i.e., atribui probabilidade alta, em média, a
cada observação individual, tem boa discriminação e, necessariamente, um
alto refinamento, que é um limitador para a discriminação. Por outro lado,
um alto refinamento sem uma boa discriminação (como os modelos B e C)
significa um modelo que varia suas previsões em excesso, sem que cada va-
riação seja um bom indicativo do resultado individual correspondente. Essa
variação excessiva nas previsões pode até resultar em melhora na correção
do modelo (como para o modelo C), mas vai prejudicar sua confiabilidade,
que compara cada previsão individual com o resultado médio condicional à
previsão e, em última instância, sua acurácia.

Cabe destacar que a decomposição RDC do modelo C não sofreu os efeitos
do problema da esparsidade. Na realidade, como na decomposição RDC as
médias condicionais são condicionadas nos resultados, o problema só poderia
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ocorrer se os resultados observados fossem esparsos e, nesse caso, seria comum
a todos os modelos.

2.4.4 Primeira Decomposição (Primária) de Medidas Próprias:
Decomposição URR

“(...) medidas estritamente próprias de avaliação de previsões po-
dem ser decompostas em termos relacionados à resolução e à con-
fiabilidade da previsão. (...) Mostra-se que tanto a resolução como
a confiabilidade têm um efeito positivo na medida. Demonstramos
que resolução e confiabilidade estão diretamente relacionadas a atri-
butos da previsão que são considerados positivos independentemente
da noção de medida. Essa descoberta pode ser considerada uma jus-
tificativa epistemológica para utilizamos medidas próprias ao ava-
liar previsões.”

[Bröcker, 2009]

Sejam S = S(P,X) uma medida própria de avaliação de previsões e q ∈ P
uma previsão para os eventos x ∈ E . Bröcker [2009] definiu:

s(P, q) =
∑
x∈E

S(P, x) qx = E
X∼q

[S(P,X)],

a função de avaliação associada a S (onde qx é a probabilidade atribúıda pela
previsão q ao evento x);

d(P, q) = s(P, q) – s(q, q),

a divergência de P e q associada a S (nota-se que d não é uma distância,
pois, em geral, não é simétrica nem obedece à desigualdade triangular); e

e(P ) = s(P, P ),

a entropia de P associada a S.

A decomposição URR (uncertainty-resolution-reliability) generalizada
para medidas próprias foi apresentada por Bröcker [2009] como:
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E
P,X

[S(P,X)] = e(X) – E
P

[
d (X,X|P )

]
+ E

P

[
d (P,X|P )

]
,

onde X e X|P são abusos de notação, e podem ser interpretados, respec-
tivamente, como a previsão correspondente à observação média incondicional
(ou 1

N

∑N
n=1 ekn) e a previsão correspondente à observação média condicional

a P .
O primeiro termo da decomposição, e(X), corresponde à incerteza (UNC)

associada às observações. O segundo termo EP
[
d (X,X|P )

]
corresponde à

resolução (RES) do conjunto de previsões, e o terceiro, EP
[
d (P,X|P )

]
, à

sua confiabilidade (REL).
Cabe notar que esses termos, enquanto expressões dos atributos, estão de

acordo com as definições de Murphy [1993] apresentadas na tabela do item
anterior.

Além disso, as esperanças sempre existem, em nosso contexto, uma vez
que a base de jogos é finita e, portanto, os subconjuntos de valores efetiva-
mente assumidos nos conjuntos P e E também o são. Em particular, embora
P nunca seja um conjunto discreto, as esperanças em P serão calculadas
como um somatório finito, e vamos utilizar o abuso de notação

∑
p∈P .

É importante ressaltar também o significado do valor numérico dos atri-
butos, sempre não-negativos, considerando medidas de avaliação próprias
com orientação negativa.

Um conjunto de previsões perfeitas (i.e., que atribuem probabilidade 1
aos eventos que ocorrem), teria avaliação 0. Já um conjunto de previsões
de baixa qualidade teria, como avaliação, um número alto, relativamente à
escala da medida.

A incerteza, definida como a entropia da observação média X (ou, equi-
valentemente, entropia da distribuição incondicional das observações), de-
pende apenas dos eventos ocorridos, podendo ser alta ou baixa mesmo para
previsões perfeitas.

A confiabilidade, valor esperado da divergência entre P e X|P , se anula
para um conjunto de previsões perfeitas (pois (X|P = p) = p ∀p) e cresce
à medida que X|P = p e p se distanciam. Dessa forma, o nome do atributo
induz uma interpretação errada do valor aferido, que é, na realidade, uma
medida de falta de confiabilidade.

A resolução, valor esperado da divergência entre X e X|P , é um atributo
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com orientação positiva, que varia entre 0 (previsões sem qualquer resolução)
e o valor atribúıdo à incerteza das observações. Assim, um conjunto de
previsões perfeitas teria resolução igual à incerteza, garantindo a igualdade
S = 0 = UNC–RES +REL.

Por outro lado, um conjunto de previsões de baixa qualidade teria, tipi-
camente, pouca resolução (número próximo a 0) e muita (falta de) confiabi-
lidade.

Finalmente, cabe observar que um conjunto de previsões constantes não
deve ser considerado como tendo boa qualidade, uma vez que não agrega
qualquer informação sobre a ocorrência de cada evento individual.

Assim, a incerteza das observações, medida de avaliação de um conjunto
de previsões constantes e iguais à média das observações, pode ser conside-
rada como um valor de referência para a qualidade das previsões.

Modelos de previsão com avaliação maior que a incerteza não devem ser
considerados modelos de boa qualidade. Esses modelos têm a resolução me-
nor que a (falta de) confiabilidade.

Ao contrário, quanto maior a qualidade de um modelo, maior a diferença
entre sua resolução e sua (falta de) confiabilidade, maior a distância entre
sua avaliação e o valor da incerteza, e menor sua distância para o valor nulo.
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2.4.5 Segunda Decomposição (Dual) de Medidas Próprias: De-
composição RDC

“Para medidas próprias de avaliação de previsões, a acurácia de
um conjunto de previsões é definida como o valor esperado de sua
avaliação em relação a todas as posśıveis previsões e observações.
Diferentes qualidades do desempenho das previsões podem ser obti-
das quando expressamos a acurácia como uma soma de outros ter-
mos, um processo conhecido como decomposição da acurácia. Cada
termo da decomposição se refere a uma qualidade do conjunto de
previsões; aquelas consideradas importantes são as que represen-
tam atributos da distribuição conjunta de previsões e observações.
Na principal decomposição, que chamamos ‘decomposição URR’, os
termos são incerteza (uncertainty), resolução (resolution) e confi-
abilidade (reliability). (...) na segunda forma, chamada ‘decom-
posição RDC’, os termos se referem a refinamento (refinement),
discriminação (discrimination) e correção (correctness) das pre-
visões.”

[Mitchell, 2020]

Dadas uma previsão P e uma medida de avaliação S, Mitchell [2020]
definiu o valor esperado de S para P em relação aos eventos posśıveis X
(com distribuição q), como:

S((P, q)) := E
X∼q

[S(P,X)].

Mitchell definiu também P∗ como o conjunto das distribuições das pre-
visões p sobre P , i.e., P∗ = {(..., f(p), ...); p ∈ P}, onde f(p) representa a
frequência da ocorrência da previsão p no conjunto de eventos (ou distri-
buição marginal de P no ponto p). E ainda uma função S∗ : P∗ × P → R
como medida de avaliação estendida de S, no sentido que:

S∗(δ∗X , P ) = S(P,X),

onde δ∗X ∈ P∗ corresponde à distribuição em que a previsão que atribui
prob(X) = 1 é evento certo em P e S é uma medida de avaliação própria em
P × E .
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Mitchell [2020] define a decomposição RDC (refinement-discrimination-
correctness) de uma medida de avaliação própria como:

E
P,X

[S(P,X)] = E
P,X

[S∗(δ∗X , P )] =

= S∗((q∗, q∗)) –

(
S∗((q∗, q∗)) – E

X
[S∗((q∗X , q

∗
X))]

)
+

(
E
X

[S∗((δ∗X , q
∗
X))] – E

X
[S∗((q∗X , q

∗
X))]

)
,

onde q∗ = f(P ), q∗X = f(P |X) e S∗((q∗, q∗)) = EP [S∗(q∗, P )].

Aqui também cabem observações análogas às da seção anterior. Os ter-
mos são sempre não-negativos e, enquanto expressões dos atributos, estão de
acordo com as definições de Murphy [1993].

O refinamento, entropia das previsões, é uma medida da variabilidade
das previsões e não tem qualquer relação com os eventos ocorridos. Um
conjunto de previsões constantes tem refinamento nulo. Um conjunto de
previsões de boa qualidade pode ter refinamento alto ou baixo, dependendo
da incerteza das observações. Um conjunto de previsões perfeitas tem refi-
namento igual à incerteza.

A correção, valor esperado da divergência entre X e P |X, se anula para
um conjunto de previsões perfeitas (pois (P |X = x) = x para todo x) e
cresce à medida que P |X = x e x se distanciam. De modo semelhante à
confiabilidade, o nome do atributo induz uma interpretação errada do valor
aferido, que é, na realidade, uma medida de falta de correção.

A discriminação, valor esperado da divergência entre P e P |X, é um
atributo com orientação positiva, que varia entre 0 (previsões sem qualquer
discriminação) e o valor atribúıdo ao refinamento das previsões. Assim, um
conjunto de previsões perfeitas teria discriminação igual ao refinamento, ga-
rantindo a igualdade S = 0 = REF–DIS + COR.

Por outro lado, um conjunto de previsões de baixa qualidade teria, tipica-
mente, discriminação bem inferior ao refinamento e alta (falta de) correção.
Um conjunto de previsões constantes teria refinamento e discriminação nulos
e (falta de) correção igual ao valor da medida de avaliação, necessariamente
maior ou igual à incerteza das observações.

De modo geral, quanto maior a qualidade de um modelo, menor a di-
ferença entre seu refinamento e sua discriminação e menor a sua (falta de)
correção.
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2.4.6 O problema da esparsidade na distribuição conjunta de pre-
visões e observações

“(. . . ) uma larga variedade de resultados e uma grande diversi-
dade de previsões probabiĺısticas têm a consequência de que, em
qualquer amostra de pares previsão-resultado, é raro que os valores
se repitam, tanto de previsões como de resultados. Isso gera uma
instabilidade no cálculo dos atributos das decomposições.(...) Es-
parsidade afeta aqueles atributos que têm esperanças condicionais
em suas expressões. (...) Se uma instância particular de uma pre-
visão não aparece numa amostra, nenhum resultado será computado
para aquele estrato de previsão e a observação média condicionada
àquela previsão terá uma valor ilegitimamente nulo; mesmo se a
previsão é evocada, mas apenas em poucas ocasiões, isso reduz o
tamanho da amostra dos resultados correspondentes a um valor pe-
queno demais para que a esperança condicional seja estimada com
alguma estabilidade.”

[Mitchell, 2020]

Um conjunto de observações ou de previsões esparso gera problemas no
cálculo dos atributos.

A t́ıtulo de ilustração, vamos supor um modelo com três previsões de re-
sultado - P1 = (0.34, 0.33, 0.33), P2 = (0.33, 0.34, 0.33) e P3 = (0.33, 0.33, 0.34)
- e ainda que, para cada uma delas, tenha ocorrido um resultado distinto –
vitória do mandante, empate e vitória do visitante. Vendo que as três pre-
visões são todas muito próximas entre si, se estivessem consideradas num
mesmo estrato condicional, a confiabilidade do modelo teria boa avaliação,
pois a frequência média do resultado nesse estrato seria (1/3, 1/3, 1/3). Por
outro lado, se cada uma das três previsões for alocada num estrato dife-
rente, a confiabilidade relativa a cada um dos estratos será péssima, o que
irá comprometer a avaliação da confiabilidade do modelo como um todo.

Mitchell [2020] apresenta uma solução interessante para o problema: a
redução de dimensionalidade do espaço de previsões (ou do espaço de eventos
posśıveis), que passaria a conter somente alguns pontos. Cada previsão (ou
resultado) teria que ser aproximada a algum desses pontos representativos do
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espaço reduzido. Isso reduziria a estratificação das previsões (ou resultados),
aumentaria o número de resultados (ou previsões) em cada estrato e daria
maior estabilidade ao cálculo dos atributos baseados em esperanças condi-
cionais - resolução e confiabilidade, condicionais à previsão; discriminação e
correção, condicionais ao resultado.

O método de redução de dimensionalidade traz algumas questões que
precisam ser consideradas.

A primeira é a dificuldade em escolher os pontos representativos de ma-
neira efetiva. Por exemplo, se reduzirmos o espaço de previsões de resultados
de futebol ao conjunto de pontos em que as coordenadas tenham duas casas
decimais (ou, equivalentemente, números inteiros percentuais), ainda tere-
mos um espaço com 5151 pontos. Se consideramos somente os pontos em
que as coordenadas sejam múltiplas de 0.05, ainda nos sobrarão 231 pontos.
Para uma base de jogos com pouco mais de 1000 partidas (como é o caso
da que vamos usar), não parece redução suficiente. (E para o conjunto de
previsões de placares esse problema é ainda mais grave.)

Definida a redução do espaço de previsões, a segunda questão é como
identificar cada previsão a um desses pontos representativos no novo espaço.
Por exemplo, supondo a redução anterior, em que os pontos têm coordena-
das múltiplas de 0.05, não fica claro a qual ponto devemos identificar a pre-
visão (0.56, 0.22, 0.22). Fazendo por aproximação, coordenada a coordenada,
teŕıamos (0.55, 0.2, 0.2), que não faz parte do espaço. Escolhas plauśıveis
parecem ser (0.5, 0, 25, 0.25), (0.6, 0.2, 0.2), (0.55, 0.2, 0.25) e (0.55, 0.25, 0.2),
mas devemos ter um critério objetivo para escolher entre as opções.

Reduzido o espaço e identificada cada previsão a um ponto do novo
espaço, surgem mais duas questões. Ao calcularmos os atributos de resolução
e confiabilidade, encontraremos valores relativos às novas previsões. Esses va-
lores são dependentes das escolhas de redução de espaço e de identificação de
previsões que fizemos anteriormente; para cada escolha, um valor diferente
para os atributos. Além disso, perdemos a igualdade na expressão da decom-
posição da medida. O valor da medida não é mais igual à soma dos valores
dos atributos, uma vez que a medida é referente às previsões originais e os
atributos às previsões no espaço reduzido.

Essas questões foram levantadas por Mitchell, que propôs uma aborda-
gem para lidar com as duas últimas, utilizando fatores de correção relativos
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à variação das previsões dentro de cada agrupamento (variação dos valores
das previsões originais que foram identificadas com cada ponto do espaço
reduzido) e à covariação entre previsões e resultados dentro de cada agrupa-
mento. Esses dois fatores, somados aos atributos, garantem a igualdade na
equação da decomposição.

O detalhamento dessa abordagem ocuparia espaço demasiado nesta dis-
sertação (e, temo, tomaria um tempo proibitivo do autor), mas acredito que
uma investigação nesse sentido possa ser interessante no futuro.
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3 Metodologia

Nesta seção descrevemos os modelos, os dados e as medidas de avaliação
utilizados no trabalho.

3.1 Primeira Abordagem: Previsões da EMAp para o
Brasileirão 2019

A inspiração para este trabalho surgiu a partir das tentativas do nosso
grupo de pesquisa na EMAp – Esporte em Números - de prever os resultados
do Campeonato Brasileiro de 2019. À medida em que as previsões eram
publicadas e os resultados das partidas se materializavam, ficava clara a
necessidade de avaliar o desempenho do modelo de previsões.

Em um primeiro esforço nesse sentido, selecionamos algumas medidas
de avaliação e procuramos utilizar técnicas de visualização da informação
para buscar um melhor entendimento a respeito do desempenho do modelo.
As figuras a seguir (3, 4, 5, e 6) mostram a avaliação de cada partida nas
diferentes medidas utilizadas na ocasião e deixam claro que o desempenho
do modelo apresentou grande variação de jogo para jogo.

Todas essas avaliações e visualizações compuseram o artigo [Fontanella
et al., 2020], apresentado na conferência SIBGRAPI 2020. Embora o escopo
do artigo fosse distinto, muitas das pesquisas realizadas, técnicas aprimoradas
e questões levantadas tiveram grande impacto e aproveitamento na concepção
e no desenvolvimento desta dissertação.
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Figura 3: Pontos no ranking de placares previstos, sendo conferidos 10 pontos
para o placar mais provável, 9 para o segundo, e assim sucessivamente até o
décimo, que recebe 1 ponto. Todos os demais placares recebem 0 ponto. Em
cima: ordem da tabela do campeonato. Embaixo: mesmos dados agrupados
pelos pontos no ranking.
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Figura 4: Probabilidades previstas para os placares ocorridos plotados em
barras azuis e ćırculos. As barras vermelhas representam as maiores probabi-
lidades previstas para um placar. Em cima: ordem da tabela do campeonato.
Embaixo: mesmos dados com a probabilidade prevista para o placar ocorrido
em ordem decrescente.
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Figura 5: Alvo tendo o placar ocorrido como centro e pontos representando
o erro relativo à média da previsão.

Infelizmente, poucas previsões probabiĺısticas para jogos de futebol são
publicadas, e nenhuma delas (até onde encontramos) diz respeito às proba-
bilidades dos placares das partidas. Dessa forma, a base de comparação para
o nosso modelo é pequena para previsões de resultados e inexistente para
previsões de placares.
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Figura 6: Alvo tendo o placar ocorrido como centro e pontos representando
o erro relativo à moda da previsão.

3.2 Outros Modelos de Previsão

Para fazer melhor uso das medidas de avaliação e possibilitar uma análise
do desempenho do nosso modelo a partir da comparação com outros, o
próximo passo será definir e implementar novos modelos de previsão de pla-
cares e resultados de partidas de futebol.

3.2.1 Modelos Poisson Independentes Baseados em Retrospecto
de Partidas e/ou Dados Econômicos

Nossa abordagem inicial para a construção de novos modelos de previsão
será utilizar o modelo já em prática como ponto de partida e modificá-lo
através da variação de alguns parâmetros. Em primeiro lugar, vamos carac-
terizar o modelo inicial.
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Nosso modelo em uso é baseado em duas variáveis aleatórias com dis-
tribuição de Poisson, independentes, determinadas a partir dos parâmetros
individuais dos times. Cada time tem quatro parâmetros, um representando
o poder ofensivo quando mandante, outro o poder defensivo quando man-
dante, outro o poder ofensivo quando visitante e o último o poder defensivo
quando visitante. Esses parâmetros são estimados em função dos placares
das partidas disputadas anteriormente naquele campeonato. Para que par-
tidas recentes tenham maior influência na estimação dos parâmetros do que
aquelas realizadas no ińıcio do campeonato, é utilizada uma função de es-
quecimento. Em geral, essa função é uma exponencial com base fixa, maior
que 1. Seu expoente é uma função crescente da data ou da rodada de cada
partida considerada.

Para gerar nosso segundo modelo, o parâmetro que vamos variar é a base
da exponencial da função de esquecimento. Quanto maior o número, maior
o esquecimento, no sentido de jogos antigos terem um peso bem menor em
relação aos recentes. Quando a base diminui e se aproxima de 1, o peso de
cada partida tende à igualdade. De fato, quando a base é igual a 1, todas as
partidas têm o mesmo peso e não há esquecimento.

Antes de definir o fator de esquecimento do novo modelo, vamos testar
diferentes valores para a base da exponencial, implementar cada modelo,
rodar as previsões e as respectivas avaliações. Ao fim dessa etapa de testes,
vamos selecionar o modelo com o melhor desempenho.

Definido nosso segundo modelo, o próximo passo será gerar o terceiro.
Para isso, voltaremos à origem desses modelos, o artigo de Maher [1982].
Maher questionou a necessidade de usar tantos parâmetros: “(...) seria
realmente necessário ter parâmetros separados para a qualidade de ataque de
um time em casa e fora?” Após alguns testes, ele decidiu adotar um modelo
com dois parâmetros por time, como “sendo o mais apropriado”.

Lee [1997] também utilizou um modelo com dois parâmetros por time –
um representando a força ofensiva e outro representando a força defensiva –
e mais um parâmetro geral relacionado ao fator-casa, correspondendo a um
bônus ao parâmetro da variável Poisson relativa ao time mandante.

Com base nessas ideias, nosso terceiro modelo seguirá esse formato, com
apenas dois parâmetros por time e mais um parâmetro geral representando
o fator-casa.
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Em procedimento semelhante ao adotado anteriormente, vamos testar
diferentes valores para o fator-casa e, ao fim, selecionar o modelo que obtiver
o melhor desempenho. Para todos os modelos de teste, vamos usar a função
de esquecimento igual à do último modelo que selecionamos.

Para definir nosso quarto modelo, vamos utilizar dados econômicos, em
complemento aos placares de partidas anteriores, para estimar os parâmetros
de cada time. O número de parâmetros para cada time – dois ou quatro –
será igual ao daquele modelo – segundo ou terceiro – que tiver obtido melhor
desempenho.

Os dados econômicos correspondem ao valor do elenco de cada time, no
ińıcio de cada campeonato, estimado pelo site Transfermarkt. Vamos assumir
uma correlação positiva no sentido de, quanto maior o valor do elenco de um
time, maiores tenderão a ser seus parâmetros. Essa tendência poderá não
se verificar, de fato, em função da combinação dos dados econômicos com os
dados de placares anteriores que já v́ınhamos utilizando.

Mais uma vez, vamos implementar diferentes modelos de teste, cada um
dando um peso diferente à variação dos valores dos elencos para a estimação
dos parâmetros, e aquele que obtiver o melhor desempenho será selecionado.

Nesse ponto, teremos três novos modelos de previsão, cujas avaliações
poderão ser comparadas ao modelo inicial.

3.2.2 Modelos Idealizados para Benchmarking: PIP, PIS e FREQ

Definidos os novos modelos, uma vez avaliados, é imediato proceder à
comparação entre eles e ranqueá-los quanto ao desempenho na previsão das
partidas em nossa base. Isso não quer dizer que, de alguma forma, será
posśıvel aferir se o desempenho foi bom ou não. Em teoria, é posśıvel que
todos os modelos tenham bons desempenhos ou que nenhum deles apresente
desempenho satisfatório. Para tal, vamos precisar definir maneiras de afe-
rir esses ńıveis de desempenho. Isso será feito através da implementação
de modelos ideais, que chamaremos modelos de benchmarking. Esses mo-
delos farão “previsão a posteriori”, isto é, utilizarão nas previsões os dados
das próprias partidas a serem previstas. Assim, o ńıvel de desempenho das
previsões poderá ser controlado.

O primeiro modelo de benchmarking será denominado Poisson Indepen-

46



dentes Perfeito (PIP). Para cada partida, o modelo PIP usará, como parâmetros
das variáveis Poisson, o número de gols que cada equipe realmente marcou.
A partir dáı, as probabilidades da previsão serão calculadas como em todos
os modelos anteriores.

O modelo PIP tem a peculiaridade de ser um limitador maximal para o
desempenho dos modelos de Poisson Independentes na previsão de placares
de partidas de futebol. Isso quer dizer que, qualquer que seja a medida
de avaliação adotada relativa ao placar, o desempenho do modelo PIP será
superior ou igual ao de qualquer outro modelo desse tipo.

Ao segundo modelo de benchmarking chamaremos Poisson Independentes
Satisfatório (PIS). O modelo PIS foi concebido como uma perturbação do
modelo PIP. Para cada partida, o modelo usará, como parâmetro da variável
Poisson, um número aleatório advindo de uma distribuição normal em torno
do número de gols que a equipe realmente marcou.

Por exemplo, se uma partida terminou com placar de 3 x 1, o modelo PIS
usará, para prever o número de gols do mandante, uma variável aleatória
com distribuição de Poisson com parâmetro sorteado de uma distribuição
normal em torno de 3. De maneira análoga, para prever o número de gols
do visitante, o modelo terá uma variável aleatória Poisson com parâmetro
sorteado de uma distribuição normal em torno de 1.

A distribuição normal utilizada no modelo PIS terá desvio-padrão igual a
1.071. Assim, o parâmetro da variável Poisson estará a menos de 1 unidade
de distância do número real de gols em cerca de 65% dos casos e a menos de
2.5 unidades de distância em cerca de 98% dos casos.

É claro que, para a variável de Poisson fazer sentido e o desempenho
da previsão não ser alterado, toda vez que a distribuição normal gerar um
número negativo, o parâmetro utilizado será o simétrico desse número, rela-
tivo ao centro da distribuição. Por exemplo, se o número de gols marcados
por um time for igual a 1 e a distribuição normal gerar -0.6, o parâmetro da
variável Poisson correspondente será 2.6. Isso vai gerar um viés de erro para
as previsões do modelo PIS no sentido positivo, mas não vai alterar o erro
absoluto.

O modelo PIS funcionará como um benchmarking para a avaliação de
modelos no seguinte sentido: sabemos que, independentemente do placar de
uma partida, o PIS será capaz de, com quase dois terços de chances para
cada time, prever como mais provável o número exato de gols marcados ou
1 a mais ou a menos. Além disso, em apenas 2% das vezes o número de gols
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indicado como mais provável estará fora de um intervalo de 2.5 em torno do
número de gols realmente marcado.

Nosso terceiro modelo de benchmarking será um modelo ingênuo, que
acompanha a frequência dos placares ocorridos nas partidas a serem previs-
tas. Vamos denominá-lo Ingênuo-Frequência (FREQ).

No modelo FREQ a previsão será a mesma em todo o conjunto de partidas
a serem previstas. Se, por exemplo, o placar de 1 x 1 tiver ocorrido em 11%
das partidas desse conjunto, para cada uma delas, a previsão indicará uma
probabilidade de 11% para esse placar.

O modelo FREQ servirá como benchmarking no sentido de ser uma espécie
de limitador inferior de desempenho. Podemos considerar que as previsões
de um modelo agregam alguma informação relevante à medida que elas apre-
sentam desempenho superior às do modelo FREQ. Caso contrário, se um
modelo apresenta desempenho inferior, poderia simplesmente ser substitúıdo
por um modelo que tentasse acompanhar as frequências, independentemente
dos times envolvidos na partida.

Com isso, obtemos três modelos de benchmarking, onde um é um limita-
dor (superior) absoluto de desempenho, outro, entendemos, deve apresentar
um desempenho empiricamente satisfatório e o último representa um desem-
penho mı́nimo a ser alcançado.

3.3 Base de Dados Utilizada Para Avaliação dos Mo-
delos

Os principais dados com que vamos trabalhar correspondem aos resulta-
dos e placares de partidas da série A do campeonato brasileiro de futebol
masculino. Os dados foram obtidos como um arquivo em formato .csv na
base do projeto Esporte em Números. Constam no arquivo todas as partidas
do Brasileirão Série A desde a temporada de 2006.

Uma segunda base de dados corresponde ao valor total do elenco de cada
time participante do Brasileirão Série A, obtido no site Transfermarkt. Essa
informação se encontra dispońıvel desde o ano de 2006, mas com pouca pre-
cisão para as temporadas mais antigas. Por exemplo, na temporada de 2006,
o número de jogadores com valor avaliado em times como Cruzeiro, Grêmio
e Santos é inferior a 11, o que certamente acarreta que o valor total do elenco
desses times esteja subestimado.

48



Além disso, para incorporar essa informação em nosso modelo, precisamos
que ela esteja dispońıvel por clube e por data. Infelizmente, esse recorte só
está acesśıvel para os 40 clubes que disputam, na temporada de 2020, as
séries A ou B do Brasileirão. Assim, para clubes como Santa Cruz (série
A em 2016), Joinville (em 2015), Criciúma (em 2013-14) e Portuguesa (em
2008 e 2012-13), Grêmio Prudente (em 2009-10), Santo André (em 2009) e
Ipatinga (em 2008) não conseguimos obter os dados de valor do elenco nas
datas desejadas.

Com tudo isso, para viabilizar a utilização dos dados econômicos, se tor-
nou necessário fazer algumas escolhas:

Entre 2017 e 2019 não houve qualquer tipo de problema, e os dados
obtidos no site puderam ser usados em sua totalidade.

Para 2016, os dados econômicos do Santa Cruz não estavam dispońıveis.
Após uma busca pela rede, encontrei uma reportagem de Zirpoli [2015], que
apresentava os dados do Transfermarkt naquela ocasião. Pelo que pude per-
ceber, os dados seriam referentes à quinzena anterior àqueles que eu coletei
e, portanto, o valor do elenco do Santa Cruz poderia ser aproveitado sem
perda considerável.

Para 2015, os dados econômicos do Joinville não estavam dispońıveis.
Mesmo realizando buscas semelhantes pela rede, não consegui obter a in-
formação desejada. A partir dáı, considerando o histórico do Joinville, único
dos 20 clubes a não ter participação recente na Série A, e as projeções da
época, que o apontavam, antes do ińıcio do campeonato, como um dos favo-
ritos ao rebaixamento [Goal, 2015], optei por igualar o valor de mercado do
Joinville ao menor valor dentre os demais 19 times do campeonato.

Para 2014, os dados econômicos começaram a apresentar aparente incon-
sistência. Enquanto no peŕıodo de 2015 a 2019 os valores de elenco no ińıcio
da série A variaram entre 11.9 milhões de euros (América-MG de 2016) e
112.7 milhões de euros (Palmeiras de 2019), os dados do ińıcio do campe-
onato de 2014 mostravam três elencos (Figueirense, Sport e Chapecoense)
com valor inferior a 2 milhões de euros. Dessa forma, decidi aumentar o
valor atribúıdo a esses times para o menor valor plauśıvel dentre os demais
dezesseis elencos: 8.45 milhões de euros (Goiás). Ao Criciúma, cuja ava-
liação da época estava inacesśıvel no site, foi atribúıdo o mesmo valor de
8.45 milhões, que ficou como uma espécie de piso, comum a cinco elencos do
ińıcio daquele campeonato.

De 2013 para trás as inconsistências aumentaram, tornando dif́ıcil apurar
e justificar as decisões a respeito dos dados econômicos. As distorções seriam
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tais que poderiam causar grande impacto no modelo e nas previsões a serem
avaliadas. Decidi, pois, fazer o recorte nesse ponto, desprezando todos os
dados até 2013.

Assim, nossa base de dados final considera somente as partidas e os dados
econômicos referentes ao peŕıodo de 2014 a 2019, perfazendo um total de seis
temporadas.

3.4 Medidas de Avaliação Mais Adequadas a Previsões
de Placares e Resultados de Futebol

Pegando a esteira da discussão apresentada na seção 2 sobre diferentes
propriedades das medidas de avaliação e sua relevância, tomamos as seguin-
tes orientações para definir que medida(s) usar para avaliar previsões de
resultados e placares de futebol:

i. Considerando que as previsões devem ser consistentes, a escolha estará
restrita às opções de medidas próprias.

ii. O espaço de eventos é ordenado no caso de previsões de resultados
e parcialmente ordenado no caso de previsões de placares. Dessa forma, a
sensibilidade a distância é uma propriedade desejada para a medida.

iii. A localidade é uma propriedade intuitiva e única com relação a me-
didas próprias, o que facilita seu entendimento e sua comparabilidade com
outros trabalhos. Dessa forma, não deve ser ignorada.

Assim, uma vez que uma medida não pode ser ao mesmo tempo senśıvel
a distância e local, vamos utilizar duas medidas, uma com cada propriedade.
A sensibilidade a distância, entretanto, é considerada a propriedade mais im-
portante em nosso contexto e, portanto, todos os ranqueamentos de modelos
serão efetuados utilizando medidas que têm essa propriedade.

Para previsões de resultado, a medida de probabilidade ordenada parece
adequada, pois além de possuir as caracteŕısticas desejadas (sendo estrita-
mente própria e senśıvel a distância), já é amplamente utilizada em trabalhos
sobre o assunto. Contudo, proponho utilizar o dobro de seu valor, que gene-
raliza a distância de maneira mais compat́ıvel com o espaço de resultados e
com as demais medidas adotadas. Para evitar confusão, chamarei essa me-
dida de dupla probabilidade ordenada (2RPS). É claro que, para comparar
as avaliações dos modelos com as efetuadas em outros trabalhos que utilizem
a RPS, basta dividir por 2 o valor aferido pela medida 2RPS.

Além dela, vamos utilizar também a medida de ignorância em bans (IGN10),
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que é a unidade de informação em que o logaritmo tem base 10 [MacKay,
2003]. Essa medida é estritamente própria, local e de orientação negativa.

O motivo da escolha de medir a ignorância em bans, em vez de bits ou
nats, é que a escala da medida se torna mais próxima da escala da 2RPS,
facilitando tanto a comparação como as plotagens gráficas.

Vale ressalvar, com relação à medida de ignorância, que uma única pre-
visão que aponte probabilidade 0 para um resultado que venha a ocorrer
tornará a avaliação infinita, independentemente de quantos outros resulta-
dos e previsões estejam sendo avaliados.

Quando consideramos previsões de placares, a medida de probabilidade
ordenada (RPS) não está bem definida, uma vez que não existe a ordenação
natural do espaço de placares. Dessa forma, precisamos pesquisar ou de-
senvolver uma outra medida, própria e senśıvel a distância, que possa ser
utilizada nesse espaço.

Gneiting and Raftery [2007] escreveram que “A medida de probabilidade
ordenada se aplica a previsões probabiĺısticas que tomam a forma de funções
de distribuição cumulativa das previsões. Ela generaliza o erro absoluto e
se trata de um caso especial de uma medida nova e mais geral, a medida de
energia.”.

A medida de energia é definida, no mesmo artigo, da seguinte maneira:

Energia (p, x) =
1

2
E

X,X′

[
‖X −X ′‖β

]
− E

X

[
‖X − x‖β

]
,

onde p é a previsão, x é o evento observado, X e X ′ são cópias independentes
de um vetor aleatório com distribuição p, ‖.‖ é a norma euclidiana em Rm,

EX denota o valor esperado conforme a distribuição p de X e β é um número
real no intervalo (0, 2). Quando β = 1 e os vetores X e X ′ estão em R
(m = 1), a medida de energia se iguala à 2RPS.

Ainda no mesmo artigo, Gneiting and Raftery [2007] definem as medidas
de energia não-euclidianas, que têm a mesma expressão, mas onde a norma
‖.‖ não é a euclidiana. Em particular, estamos interessados na medida de
energia com norma-1 ou “norma da soma”, a qual chamaremos de medida
de energia norma-1 (ENERG1).

O espaço de placares de futebol é composto pelos placares x = (x1, x2),
que são elementos de R2. Aplicando a medida de energia norma-1, com
orientação negativa, ao nosso contexto, obtemos:
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ENERG1 (p, (x1, x2)) = E
X

[
|X1−x1|+|X2−x2|

]
−1

2
E

X,X′

[
|X1−X ′1|+|X2−X ′2|

]
Considerando o espaço de placares restrito a qualquer número finito de

gols, as esperanças acima existem e são finitas. A medida de energia norma-
1 fica, então, bem definida para qualquer placar x e qualquer previsão p do
espaço de previsões. Gneiting and Raftery [2007] mostram que a medida de
energia norma-1 é própria.

A medida de energia norma-1 generaliza distância da seguinte maneira:
para uma previsão pontual, i.e., que aponte probabilidade 1 para um placar
espećıfico e 0 para os demais placares, a medida ENERG1 será igual à soma
das distâncias em R entre o número de gols marcados por cada time e o
respectivo número de gols previsto. Por exemplo, se a previsão é de proba-
bilidade 1 para o placar 2 x 1, e o resultado da partida é 1 x 3, a medida
ENERG1 da previsão será 3 (= |1 − 2| + |3 − 1|), podendo ser identificada
como a diferença (absoluta) em número de gols entre o placar ocorrido e o
placar previsto (somando as duas dimensões).

Além da medida de energia norma-1, vamos utilizar, para as previsões
de placares, a medida de ignorância em bans (IGN10), como medida estrita-
mente própria e local.

Vale aqui a mesma ressalva observada para a utilização da IGN10 nas
previsões de resultados, com o agravante de que, na maioria das previsões, a
probabilidade prevista para alguns placares é bem próxima de zero.

Finalmente, vamos também exibir nas tabelas, apenas por curiosidade,
outras medidas de avaliação, como a 0-1, a probabilidade média e a de Brier.

3.5 Decomposições das Medidas de Avaliação Selecio-
nadas

Nesta seção vamos explicitar as equações de decomposição para a medida
2RPS, proposta no item anterior. É composta exclusivamente por longas
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sequências de contas relativas a esperanças, esperanças condicionais, so-
matórios, logaritmos e probabilidades. O leitor que deseja apenas ver a
aplicação das decomposições URR e RDC aos resultados efetivamente cal-
culados nas medidas selecionadas, pode ignorar esta parte da dissertação e
avançar direto para a leitura da seção 4, sem qualquer perda relevante.

3.5.1 Convenções e métodos adotados para o cálculo das espe-
ranças

Na seção 2 apresentamos as decomposições URR e RDC generalizadas
desenvolvidas por Bröcker [2009] e Mitchell [2020]. Agora, vamos calcular
essas decomposições e explicitar os atributos para o caso espećıfico da medida
2RPS que selecionamos para avaliar previsões de resultados.

Formalmente, as esperanças em P e em X se referem, respectivamente,
a todo o espaço de previsões e a todo o espaço de eventos posśıveis. Na
prática, queremos calcular cada esperança em P relativamente ao conjunto
de previsões que realmente foram evocadas e cada esperança em X relativa-
mente ao conjunto de resultados que realmente ocorreram na base de jogos.
Assim, ambos os conjuntos a serem considerados são discretos, finitos e de
cardinalidade inferior ou igual a N (o número de partidas na base).

À exceção dos modelos FREQ e PIP, todos os demais apresentam espar-
sidade total no espaço de previsões, com cada previsão sendo evocada uma
única vez. Isso gera o problema da esparsidade, discutido na seção 2.4.6, que
acarreta a superestimação dos atributos resolução e (falta de) confiabilidade.

O conjunto de resultados observados não é esparso, com cada um dos
três resultados ocorrendo em mais de 20% das partidas. Isso permite que os
atributos condicionados em resultados - discriminação e correção - possam
ser estimados com estabilidade.

Todas as esperanças relativas às previsões podem ser calculadas a partir
de um somatório no conjunto de previsões efetivamente evocadas ponderado
pela frequência com que cada previsão foi evocada – 1/N para todos os
modelos à exceção de FREQ e PIP.

As esperanças relativas ao resultado podem ser calculadas como um so-
matório no conjunto de três resultados posśıveis, ponderado pela frequência
relativa de cada um.

53



Assim, para calcular as esperanças, vamos adotar a seguinte metodologia:

E
P

[ . ] =
N∑
i=1

Yi
N

E
X

[ . ] =
3∑

k=1

Ykf(xk) = YHf(xH) + YDf(xD) + YAf(xA).

3.5.2 Expressões das decomposições da medida 2RPS

A medida 2RPS é definida por:

2RPS (p, x) =
2∑
i=1

(
i∑

j=1

(pj − xj)

)2

= (pH −xH)2 + (pH −xH + pD−xD)2 =

= (pH − xH)2 + ((1− pA)− (1− xA))2 = (pH − xH)2 + (pA − xA)2

Decomposição URR:

E
P,X

[S(P,X)] = e (X)– E
P

[ d(X,X|P )] + E
P

[ d(P,X|P )] =

=
3∑

k=1

S(X, xk)Xk +

−
N∑
i=1

[
3∑

k=1

S(X, xk) (X|P =pi)k −
3∑

k=1

S(X|P =pi, xk) (X|P =pi)k

]
1

N
+

+
N∑
i=1

[
3∑

k=1

S(Pi, xk) (X|P =pi)k −
3∑

k=1

S(X|P =pi, xk) (X|P =pi)k

]
1

N

A incerteza é dada pela expressão:

e (X) =
3∑

k=1

S(X, xk)Xk =
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= XH

(
(XH − 1)2 + (XA − 0)2

)
+XD

(
(XH − 0)2 + (XA − 0)2

)
+

+XA

(
(XH − 0)2 + (XA − 1)2

)
= X

3

H − 2X
2

H +XH +X
2

HXD +X
2

HXA+

+X
2

AXH +X
2

AXD +X
3

A − 2X
2

A +XA = X
2

H(XH +XD +XA − 2) +XH+

X
2

A(XH +XD +XA − 2) +XA = XH (1−XH) +XA (1−XA),

onde XH , XD e XA representam, respectivamente, as frequências dos re-
sultados de vitória do mandante, empate e vitória do visitante na base de
jogos.

A resolução é dada pela expressão:

E
P

[
d (X,X|P )

]
= E

P

[
3∑

k=1

S(X, xk) (X|P )k −
3∑

k=1

S(X|P, xk) (X|P )k

]
=

= E
P

[
(X|P )H

(
(XH–1)2 + (XA –0)2 − ((X|P )H–1)2 − ((X|P )A –0)2

)
+

+(X|P )D
(
(XH–0)2 + (XA –0)2 − ((X|P )H–0)2 − ((X|P )A–0)2

)
+

+(X|P )A
(
(XH–0)2 + (XA–1)2 − ((X|P )H–0)2 − ((X|P )A–1)2

) ]
=

= E
P

[
(X|P )H

(
(X

2

H–2XH + 1)− ((X|P )2H–2(X|P )H + 1)
)

+(X|P )D (X
2

H−(X|P )2H)+

(X|P )A (X
2

H−(X|P )2H)+(X|P )H (X
2

A−(X|P )2A)+(X|P )D (X
2

A−(X|P )2A)+

+(X|P )A

(
(X

2

A–2XA + 1)− ((X|P )2A–2(X|P )A + 1)
)]

=

= E
P

[
(X

2

H−(X|P )2H)
(
(X|P )H + (X|P )D + (X|P )A

)
+(X|P )H(1–2XH−1+2(X|P )H)+

(X
2

A−(X|P )2A)
(
(X|P )H + (X|P )D + (X|P )A

)
+(X|P )A(1–2XA−1+2(X|P )A)

]
=

= E
P

[
X

2

H−(X|P )2H−2(X|P )HXH+2(X|P )2H+X
2

A+(X|P )2A−2(X|P )AXA+2(X|P )2A

]
=

= E
P

[ (
XH − (X|P )H

)2
+ (XA −

(
X|P )A

)2]
=
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=
N∑
i=1

[ (
XH − (X|P =pi)H

)2
+
(
XA − (X|P =pi)A

)2] 1

N
,

A confiabilidade é dada pela expressão:

E
P

[
d (P,X|P )

]
= E

P

[
3∑

k=1

S(P, xk) (X|P )k −
3∑

k=1

S((X|P ), xk) (X|P )k

]
=

(...)

=
N∑
i=1

[ (
piH − (X|P =pi)H

)2
+
(
piA − (X|P =pi)A

)2] 1

N
,

Decomposição RDC:

Seja S∗ : P∗ × P → R definida por:

S∗(r∗, p) =
((

E
P∼r∗

[P ]
)
H
− pH

)2
+
((

E
P∼r∗

[P ]
)
A
− pA

)2
S∗ é própria, pois:

S∗((r∗, q∗)) = E
Q∼q∗

[S∗(r∗, Q)] = E
Q∼q∗

[((
E

P∼r∗
[P ]
)
H
−QH

)2
+
((

E
P∼r∗

[P ]
)
A
−QA

)2]
=

= E
Q∼q∗

[((
E

P∼r∗
[P ]
)2
H
− 2
(

E
P∼r∗

[P ]
)
H
QH+Q2

H

)
+
((

E
P∼r∗

[P ]
)2
A
− 2
(

E
P∼r∗

[P ]
)
A
QA+Q2

A

)]
=

=
((

E
P∼r∗

[P ]
)2
H
− 2

(
E

P∼r∗
[P ]
)
H

(
E

Q∼q∗
[Q] +

)
H

+
(

E
Q∼q∗

[Q2]
)
H

)
+

+
((

E
P∼r∗

[P ]
)2
A
− 2

(
E

P∼r∗
[P ]
)
A

(
E

Q∼q∗
[Q] +

)
A

+
(

E
Q∼q∗

[Q2]
)
A

)
=

=
((

E
P∼r∗

[P ]
)
H
−
(

E
Q∼q∗

[Q]
)
H

)2
−
(

E
Q∼q∗

[Q]
)2
H

+
(

E
Q∼q∗

[Q2]
)
H

)
+

=
((

E
P∼r∗

[P ]
)
A
−
(

E
Q∼q∗

[Q]
)
A

)2
−
(

E
Q∼q∗

[Q]
)2
A

+
(

E
Q∼q∗

[Q2]
)
A

)
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é minimizada para r∗ = q∗.

Além disso, S∗ é uma extensão de S, pois, ∀x ∈ E :

S∗(δ∗x, p) =
((

E
P∼δ∗x

[P ]
)
H
− pH

)2
+
((

E
P∼δ∗x

[P ]
)
A
− pA

)2
=

=
(
xH − pH

)2
+
(
xA − pA

)2
= S(p, x).

A decomposição RDC da medida 2RPS é:

E
P,X

[S(P,X)] = E
P,X

[S∗(δ∗X , P )] =

= S∗((q∗, q∗)) –

(
S∗((q∗, q∗)) – E

X
[S∗((q∗X , q

∗
X))]

)
+

(
E
X

[S∗((δ∗X , q
∗
X))] – E

X
[S∗((q∗X , q

∗
X))]

)
.

O refinamento é dado pela expressão:

S∗((q∗, q∗)) = E
P

[S∗(q∗, P )] =

= E
P

[((
E

Q∼q∗
[Q]
)
H
− PH

)2
+
((

E
Q∼q∗

[Q]
)
A
− PA

)2]
=

=
N∑
i=1

[
(PH − piH )2 + (PA − piA)2

] 1

N
,

onde PH e PA representam as previsões médias para os resultados de, res-
pectivamente, vitória do mandante e vitória do visitante na base de jogos.

A discriminação é dada pela expressão:

S∗((q∗, q∗)) – E
X

[S∗((q∗X , q
∗
X))] = REF − E

X

[
E

P∼q∗X

[
S∗(q∗X , P )

]]
=
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= REF − E
X

[
E

P∼q∗X

[((
E

Q∼q∗X
[Q]
)
H
− PH

)2
+
((

E
Q∼q∗X

[Q]
)
A
− PA

)2]]
=

= REF − E
X

[
E

P∼q∗X

[(
(P |X)H − PH

)2
+
(

(P |X)A − PA

)2]]
=

= REF−
3∑
l=1

[
Nl∑
i=1

[(
(P |X=xl)H− piH

)2
+
(

(P |X=xl)A− piA
)2] 1

Nl

]
f(xl) =

= REF−
3∑
l=1

[
Nl∑
i=1

[(
(P |X=xl)H− piH

)2
+
(

(P |X=xl)A− piA
)2] 1

Nl

]
Nl

N
=

= REF −
N∑
i=1

[(
(P |X=xi)H − piH

)2
+
(

(P |X=xi)A − piA

)2] 1

N
=

=
N∑
i=1

[
(PH −piH )2+(PA−piA)2−

(
(P |X=xi)H− piH

)2
−
(

(P |X=xi)A− piA
)2] 1

N
=

=
N∑
i=1

[
(PH

2 − 2PHpiH + p2iH ) + (PA
2 − 2PApiA + p2iA)+

−
(
(P |X=xi)H

2− 2(P |X=xi)HpiH+p2iH
)
−
(
(P |X=xi)A

2− 2(P |X=xi)ApiA+p2iA
)] 1

N
=

=
N∑
i=1

[
PH

2− 2PHpiH +PA
2− 2PApiA − (P |X=xi)H

2 + 2(P |X=xi)HpiH+

−(P |X=xi)A
2+2(P |X=xi)ApiA

]
1

N
=

[
N∑
i=1

[
PH

2−2PHpiH

]
+

N∑
i=1

[
PA

2−2PHpiH

]
+

−
N∑
i=1

[
(P |X=xi)H

2−2(P |X=xi)HpiH

]
−

N∑
i=1

[
(P |X=xi)A

2+2(P |X=xi)ApiA

]] 1

N
=

=

[[
NPH

2 − 2PH

N∑
i=1

piH

]
+
[
NPA

2 − 2PA

N∑
i=1

piA

]
+

−
3∑
l=1

[ Nl∑
i=1

[
(P |X=xi)H

2−2(P |X=xi)HpiH

]
+

Nl∑
i=1

[
(P |X=xi)A

2+2(P |X=xi)ApiA

]]] 1

N
=
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=

[[
NPH

2 − 2PHNPH

]
+
[
NPA

2 − 2PANPA

]
−

3∑
l=1

[[
Nl(P |X=xl)H

2+

−2(P |X=xl)H

Nl∑
i=1

piH

]
+
[
Nl(P |X=xl)A

2 − 2(P |X=xl)A

Nl∑
i=1

piA

]]] 1

N
=

=

[[
−NPH

2
]
+
[
−NPA

2
]
−

3∑
l=1

[[
Nl(P |X=xl)H

2−2(P |X=xl)HNl(P |X=xl)H

]
+

+
[
Nl(P |X=xl)A

2 − 2(P |X=xl)ANl(P |X=xl)A

]]] 1

N
=

=

[[
−NPH

2
]
+
[
−NPA

2
]
−

3∑
l=1

[[
−Nl(P |X=xl)H

2
]
+
[
−Nl(P |X=xl)A

2
]]] 1

N
=

=

[
−

N∑
i=1

[
PH

2 + PA
2
]

+
N∑
i=1

[
(P |X=xi)H

2 + (P |X=xi)A
2

]]
1

N
=

N∑
i=1

[
P

2

H − (P |X=xi)
2
H + P

2

A − (P |X=xi)
2
A

]
1

N

A correção é dada pela expressão:

E
X

[S∗((δ∗X , q
∗
X))] – E

X
[S∗((q∗X , q

∗
X))] = E

X

[
E

P∼q∗X

[
S∗(δ∗X , P )− S∗(q∗X , P )

]]
=

= E
X

[
E

P∼q∗X

[(
XH−PH

)2
+
(
XA−PA

)2−((P |X)H−PH
)2−((P |X)A−PA

)2]]
=

= E
X

[
E

P∼q∗X

[
X2
H − 2XHPH +X2

A − 2XAPA − (P |X)2H + 2PH(P |X)H +

−(P |X)2A+2PA(P |X)A

]]
=

3∑
l=1

Nl

N

[ Nl∑
i=1

1

Nl

[
x2lH− 2xlHpiH +x2lA− 2xlApiA +

−(P |X=xl)
2
H + 2piH (P |X=xl)H − (P |X=xl)

2
A + 2piA(P |X=xl)A

]]
=
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=
3∑
l=1

Nl

N

[
x2lH + x2lA − (P |X=xl)

2
H − (P |X=xl)

2
A+

+

Nl∑
i=1

1

Nl

[
− 2xlHpiH − 2xlApiA + 2piH (P |X=xl)H + 2piA(P |X=xl)A

]]
=

=
3∑
l=1

Nl

N

[
x2lH + x2lA − (P |X=xl)

2
H − (P |X=xl)

2
A − 2xlH (P |X=xl)H+

− 2xlA(P |X=xl)A +2(P |X=xl)H(P |X=xl)H +2(P |X=xl)A(P |X=xl)A

]
=

=
N∑
i=1

1

N

[
x2iH− 2xiH (P |X=xi)H−(P |X=xi)

2
H+2(P |X=xi)H(P |X=xi)H +

+x2iA − 2xiA(P |X=xi)A − (P |X=xi)
2
A + 2(P |X=xi)A(P |X=xi)A

]
=

=
N∑
i=1

[(
xiH − (P |X=xi)H

)2
+
(
xiA − (P |X=xi)A

)2] 1

N
.
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4 Resultados e Análise

Nesta seção vamos apresentar os resultados, comparar os modelos e de-
compor as avaliações.

4.1 Resultados dos Diferentes Modelos

Vamos começar apresentando os resultados dos diferentes modelos des-
critos na seção anterior.

4.1.1 Modelos Poisson Independentes com 4 Parâmetros por Time
e 1 Fator de Esquecimento

Esses modelos apresentam quatro parâmetros por time – um para força
ofensiva como mandante, um para força defensiva como mandante, um para
força ofensiva como visitante e um para força defensiva como visitante –
e mais um parâmetro geral, correspondente ao fator de esquecimento do
modelo.

A função de esquecimento é do tipo:

base−1+
rodada da partida

última rodada jogada ,

onde a base é um número positivo maior que 1 e o expoente varia entre -1
(partidas mais antigas) e 0 (partidas mais recentes). Dessa forma, o modelo
“lembra” de cada partida com um peso que varia entre 1/base e 1.

Os modelos de teste foram implementados com diferentes valores para a
base da função de esquecimento. Os valores testados foram: 1 (sem esqueci-
mento), 1.5, 2, 3, 5, 10 e 100. Quanto maior o fator, maior o esquecimento
das partidas iniciais do campeonato. A medida utilizada para a comparação
foi a energia norma-1 do placar.

A tabela 3 mostra o desempenho de cada um dos modelos de teste sob
diversas medidas.

É posśıvel notar que diferentes medidas podem levar a conclusões distin-
tas sobre o ranqueamento de desempenho dos modelos. Contudo, na maioria
das medidas, o modelo com fator de esquecimento 1.5 obteve o melhor desem-
penho. Esse é o caso nas quatro medidas com as quais escolhemos trabalhar:
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Tabela 3: Comparação dos modelos de teste de 4 parâmetros por time
Modelo 0-1

placar
Prob.m.
placar

IGN10
placar

Brier
placar

ENERG1
placar

fator 1 0.15713 0.08759 1.21184 0.92428 1.13981
fator 1.5 0.15099 0.08764 1.21070 0.92444 1.13813
fator 2 0.14835 0.08764 1.21088 0.92479 1.13833
fator 3 0.13958 0.08759 1.21251 0.92560 1.14054
fator 5 0.13169 0.08745 1.21688 0.92714 1.14652
fator 10 0.12820 0.08713 1.22685 0.93012 1.16014
fator 100 0.10977 0.08498 1.29157 0.94596 1.24562

Modelo 0-1
result.

Prob.m.
result.

IGN10
result.

Brier
result.

2RPS
result.

fator 1 0.49958 0.40650 0.44865 0.61659 0.42779
fator 1.5 0.50223 0.40720 0.44860 0.61626 0.42738
fator 2 0.50135 0.40768 0.44892 0.61648 0.42747
fator 3 0.50573 0.40833 0.44987 0.61739 0.42814
fator 5 0.49783 0.40911 0.45187 0.61950 0.42982
fator 10 0.49696 0.41005 0.45597 0.62396 0.43350
fator 100 0.47850 0.41169 0.48038 0.64945 0.45487

energia norma-1 do placar, ignorância do placar, duplo RPS do resultado e
ignorância do resultado.

Outra observação pertinente é o bom desempenho obtido por modelos
com pouco esquecimento. O fator 1.5 corresponde a um peso acima de 65%
para as partidas iniciais, o que significa que o conjunto de resultados das três
primeiras rodadas vale mais para o modelo que o conjunto de resultados das
duas últimas. Mesmo o modelo sem qualquer esquecimento, que dá o mesmo
peso para todas as partidas, obteve um desempenho razoável, melhor do que
modelos que deem pesos abaixo de 40% para as rodadas iniciais. Isso pode
parecer contraintuitivo, na maneira como os seres humanos parecem fazer
suas previsões, e talvez indique que os modelos se beneficiariam em utilizar
mais dados.

A figura 7 mostra o desempenho dos modelos relativo à energia norma-1
do placar (ENERG1).

62



Figura 7: Modelos de 4 parâmetros por time. No eixo x, o fator de esqueci-
mento do modelo. Na figura de cima, todos os modelos de teste. Na figura de
baixo, zoom no eixo y e um recorte com os modelos que tiveram desempenho
próximo.
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4.1.2 Modelos Poisson Independentes com 2 Parâmetros por Time,
1 Fator de Esquecimento e 1 Parâmetro Geral para o Fator
Casa

Esses modelos têm apenas dois parâmetros por time – a força ofensiva e a
força defensiva – utilizados tanto nas partidas como mandante como quando
visitante. O fator de esquecimento é o mesmo para todos os modelos: 1.5,
que obteve melhor desempenho no teste anterior de modelos.

O fator casa, não contemplado no número de parâmetros de cada time,
é, em vez disso, um parâmetro geral, comum a todos os times, e corresponde
a um percentual aplicado como bônus ao parâmetro da variável Poisson re-
ferente ao time mandante e como ônus ao parâmetro da variável do time
visitante, da seguinte maneira:

Λmandante = λmandante (1 + fator casa)

Λvisitante = λvisitante (1− fator casa)

Em nossa base de dados, no peŕıodo observado de 2014 a 2019, o total
de gols marcados pelos times mandantes foi de 3236, enquanto os visitantes
marcaram 2060. O número médio de gols marcados pelos mandantes por
partida foi de aproximadamente 1.42, cerca de 22.2% acima da média de gols
por time por partida, o que pode servir como uma referência aos valores de
teste.

Os valores testados para o fator casa foram: 0 (sem fator casa), .15, .20,
.22, .23, .25, .30 e .35. A tabela 4 mostra o desempenho de alguns dos
modelos de teste sob diversas medidas.
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Tabela 4: Comparação dos modelos de teste de 2 parâmetros por time
Modelo 0-1

placar
Prob.m.
placar

IGN10
placar

Brier
placar

ENERG1
placar

casa 0 0.12908 0.08284 1.21329 0.92484 1.14717
casa 0.15 0.14134 0.08646 1.18625 0.91881 1.10428
casa 0.20 0.13694 0.08744 1.18225 0.91783 1.09797
casa 0.25 0.14221 0.08831 1.18086 0.91739 1.09574
casa 0.30 0.14572 0.08905 1.18218 0.91755 1.09767
casa 0.35 0.14135 0.08967 1.18641 0.91833 1.10384

Modelo 0-1
result.

Prob.m.
result.

IGN10
result.

Brier
result.

2RPS
result.

casa 0 0.44338 0.37053 0.46855 0.65015 0.45964
casa 0.15 0.48907 0.39215 0.44695 0.61635 0.42695
casa 0.20 0.49346 0.39916 0.44339 0.61046 0.42124
casa 0.25 0.49784 0.40604 0.44166 0.60725 0.41810
casa 0.30 0.50574 0.41277 0.44181 0.60668 0.41748
casa 0.35 0.51714 0.41935 0.44388 0.60869 0.41932

O modelo com fator casa 0.25 obteve o melhor desempenho em nossa
medida de interesse, a ENERG1, bem como em outras medidas, como as de
ignorância (IGN10), tanto para o placar como para o resultado. O modelo
com fator 0.3 foi o melhor na 2RPS do resultado.

Cabe destacar aqui que, à exceção do modelo com ausência de fator
casa, todos os modelos tiveram desempenho melhor que os modelos com
4 parâmetros por time, o que sugere uma prevalência dos modelos com 2
parâmetros por time e um fator casa único. Curiosamente, o desempenho
variou pouco em todo o intervalo [0.15, 0.35] de fatores casa testados, o que
fortalece a sugestão anterior.

A figura 8 mostra o desempenho dos modelos relativo à medida ENERG1.
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Figura 8: Modelos de 2 parâmetros por time. No eixo x, o fator casa do mo-
delo. Na figura de cima, todos os modelos de teste. Na figura de baixo, zoom
no eixo y e um recorte com os modelos que tiveram desempenho próximo.
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4.1.3 Modelos Poisson Independentes com 2 Parâmetros por Time,
1 Fator de Esquecimento, 1 Parâmetro Geral para o Fator
Casa e Utilização de Dados Econômicos

Dados os testes que efetuamos anteriormente e os resultados aferidos em
termos de desempenho dos modelos, os novos modelos serão implementados
com 2 parâmetros por time – representando forças de ataque e de defesa – um
fator de esquecimento (1.5), um fator casa único para todos os times (0.25)
e uma variável econômica.

O dado de entrada da variável econômica é o valor de mercado do elenco
de cada time, avaliado e publicado pelo site Transfermarkt. A tabela 5 mostra
os valores dos elencos dos times no ińıcio do campeonato brasileiro de 2019.

Tabela 5: Valores dos elencos no ińıcio do campeonato brasileiro de 2019
Time Valor em

R$ milhões
Time Valor em

R$ milhões
Palmeiras 112.7 Athletico-PR 37
Flamengo 96.25 Vasco 34.6
Santos 94 Bahia 33.1
Grêmio 78.4 Botafogo 32.2
São Paulo 74.6 Chapecoense 25.2
Corinthians 73.65 Goiás 22.4
Internacional 62.45 Ceará 20.15
Cruzeiro 52.5 CSA 18.75
Atlético-MG 46.8 Fortaleza 17.85
Fluminense 42.05 Aváı 10.05

O fator que variamos, chamado fator econômico, é um dimensionador de
grandeza dos dados de entrada. Cada time tem seu valor elevado ao quadrado
do fator econômico e depois dividido pela média desses valores modificados.
Esse último valor corresponde a uma estimativa inicial para o parâmetro de
defesa do time. A estimativa inicial para o parâmetro de ataque é uma função
do parâmetro de defesa e do número total de gols marcados na edição anterior
do campeonato brasileiro. Esses parâmetros iniciais têm uma influência na
estimativa dos parâmetros, que diminui a cada rodada, à medida que os
resultados do campeonato vão sendo incorporados.
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Os valores de teste para o fator econômico são: 0 (sem variável econômica),
0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 1 e 2. A tabela 6 mostra o desempenho de
cada um dos modelos de teste sob diversas medidas.

Tabela 6: Comparação dos modelos de teste com fator econômico
Modelo 0-1

placar
Prob.m.
placar

IGN10
placar

Brier
placar

ENERG1
placar

econom 0 0.14398 0.08755 1.16329 0.91154 1.06925
econom 0.1 0.14486 0.08759 1.16316 0.91150 1.06901
econom 0.2 0.14573 0.08771 1.16285 0.91141 1.06839
econom 0.3 0.14748 0.08790 1.16255 0.91129 1.06770
econom 0.4 0.15012 0.08813 1.16261 0.91124 1.06744
econom 0.5 0.15276 0.08837 1.16348 0.91135 1.06828
econom 0.6 0.15188 0.08856 1.16573 0.91176 1.07109
econom 0.7 0.14311 0.08867 1.16997 0.91262 1.07682
econom 1 0.13435 0.08784 1.20033 0.91917 1.12190
econom 2 0.09746 0.07778 1.68436 0.97899 1.50534

Modelo 0-1
result.

Prob.m.
result.

IGN10
result.

Brier
result.

2RPS
result.

econom 0 0.51978 0.39767 0.43573 0.59949 0.41103
econom 0.1 0.51889 0.39801 0.43555 0.59922 0.41078
econom 0.2 0.51539 0.39902 0.43508 0.59850 0.41012
econom 0.3 0.51540 0.40067 0.43446 0.59754 0.40925
econom 0.4 0.51541 0.40292 0.43393 0.59674 0.40855
econom 0.5 0.51803 0.40571 0.43380 0.59659 0.40848
econom 0.6 0.51978 0.40892 0.43447 0.59763 0.40955
econom 0.7 0.51627 0.41240 0.43633 0.60037 0.41220
econom 1 0.49431 0.42265 0.45196 0.62081 0.43104
econom 2 0.47060 0.43106 0.60750 0.70995 0.50050

O modelo com fator econômico 0.4 obteve o melhor desempenho na me-
dida ENERG1. Na medida IGN10 do placar, o modelo com fator 0.3 se saiu
melhor. Já para as medidas de resultado IGN10 e 2RPS, o melhor desem-
penho foi do modelo com fator 0.5. De modo geral, os desempenhos foram
bastante próximos para todos os fatores até 0.6, começando a piorar a partir
desse ponto.
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Aqui, temos muito a destacar. Em primeiro lugar, com relação aos mo-
delos, a maneira pouco usual com que foram implementados abre uma pos-
sibilidade que não era considerada para os modelos anteriores: a de fazer
previsões para as partidas do primeiro turno do campeonato. Os parâmetros
iniciais de cada time, ponderados exclusivamente como função do valor do
elenco, servem para prever a primeira rodada. A partir dáı, os dados das
partidas realizadas são incorporados e passam a fazer parte das estimati-
vas para prever as rodadas posteriores. As previsões do primeiro turno não
são objetos dessa dissertação, uma vez que não têm comparabilidade com os
modelos anteriores.

Com relação aos dados econômicos, conforme relatado na seção anterior,
utilizamos os valores referentes à quinzena imediatamente anterior ao ińıcio
do campeonato, o que possibilita a previsão da primeira rodada e de qual-
quer outra subsequente. Contudo, o site disponibiliza uma atualização dos
valores de elenco a cada quinzena. A utilização dos dados econômicos mais
recentes dispońıveis para cada rodada pode melhorar o desempenho dos mo-
delos o que, possivelmente, aumentaria o “valor ótimo” do fator econômico
encontrado nos testes. Esse valor ótimo também pode ser diferente quando
comparados os desempenhos das previsões das rodadas iniciais do campeo-
nato, em vez de apenas das partidas do returno, como em nosso caso.

Com relação ao desempenho dos modelos de teste, vemos que alcançaram
melhores resultados que os modelos dos testes anteriores para todos os fatores
no intervalo [0, 0.7].

A inclusão do fator 0 nesse contexto requer uma reflexão quanto à im-
portância real dos dados econômicos nesses modelos. O fator 0 faz com que o
valor de cada elenco seja elevado a 0, o que significa que todos os times têm os
mesmos parâmetros iniciais. Na prática, é um modelo baseado somente nos
resultados anteriores, que alcançou desempenho semelhante aos que possuem
a variável econômica e melhor que os modelos anteriores. Essa melhoria só
pode ser explicada pela utilização do número de gols marcados no campe-
onato anterior na inferência dos parâmetros iniciais de ataque. Trata-se de
mais uma evidência de que os modelos podem se beneficiar com o uso de
mais dados.

A figura 9 mostra o desempenho dos modelos relativo à medida ENERG1.
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Figura 9: Modelos com variável econômica. No eixo x, o fator econômico
do modelo. Na figura de cima, todos os modelos de teste. Na figura de
baixo, zoom no eixo y e um recorte com os modelos que tiveram desempenho
próximo.
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4.1.4 Modelo PIP e as limitações dos Modelos Poisson Indepen-
dentes

Todos os modelos implementados até aqui utilizam variáveis aleatórias
independentes com distribuição de Poisson para estimar o número de gols
de cada equipe numa partida. Cada variável Poisson tem um parâmetro λ,
usado no cálculo das probabilidades de cada número espećıfico de gols.

A distribuição de Poisson possui a peculiaridade de que o parâmetro λ é,
ao mesmo tempo, a moda, a média e a variância da distribuição. Assim, para
maximizar a probabilidade de um placar na previsão, basta que tomemos os
λs idênticos ao número de gols marcados por cada time.

Por exemplo, se o placar de uma partida foi 1 x 0, a maior probabilidade
posśıvel que um modelo Poisson independentes pode atribuir é:

Prob(placar mandante = 1)× Prob(placar visitante = 0) ≈ 36.8%.

Nenhum modelo Poisson independentes poderá prever uma probabilidade
maior que essa, mesmo fazendo “previsão a posteriori”. Para placares com
mais gols essa probabilidade fica ainda menor. Por exemplo, para um 2 x 2,
a probabilidade prevista nunca será superior a 7.33%, o que é um limitador
bastante severo.

A figura 10 exibe o limite máximo da probabilidade que um modelo ba-
seado em Poisson independentes pode prever para cada placar.
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Figura 10: Limites máximos para as probabilidades num modelo baseado em
Poisson independentes.

O modelo Poisson Independentes Perfeito (PIP) foi implementado para
prever a probabilidade máxima para cada placar ocorrido em cada partida
prevista. Ele utiliza como λs o número de gols marcados por cada time.

Dessa maneira, nenhum modelo baseado em Poisson independentes pode
obter desempenho melhor que o PIP, o que o torna uma boa referência na
comparação com os demais.

É claro que o desempenho do modelo PIP é exageradamente superior
ao dos modelos que implementamos, sobretudo, pelas altas probabilidades
previstas nas partidas em que um dos times, ou ambos, não marca gols.

A tabela 7 apresenta o desempenho do modelo PIP em cada temporada
entre 2014 e 2019.

Cabe ressaltar que a variação no desempenho se deve, exclusivamente, à
distribuição dos placares na temporada. Quanto mais placares baixos (ou
placares onde ao menos um time não marque gols) e quanto menos placares
altos (ou onde ambos os times marquem gols), melhor o desempenho.
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Tabela 7: Desempenho do modelo PIP ao longo das temporadas 2014-2019
Temporada 0-1

placar
Prob.m.
placar

IGN10
placar

Brier
placar

ENERG1
placar

2014 1 0.24449 0.73155 0.71075 0.39242
2015 1 0.26997 0.72086 0.68819 0.39214
2016 1 0.27520 0.68591 0.67960 0.36712
2017 1 0.23204 0.76267 0.72498 0.40397
2018 1 0.30457 0.66023 0.65301 0.34933
2019 1 0.2673 0.71138 0.68961 0.38002

Temporada 0-1
result.

Prob.m.
result.

IGN10
result.

Brier
result.

2RPS
result.

2014 0.83684 0.66165 0.20815 0.2588 0.12675
2015 0.86842 0.70996 0.17835 0.21477 0.10677
2016 0.83069 0.66009 0.21419 0.27117 0.12750
2017 0.75789 0.61057 0.25077 0.31951 0.14755
2018 0.81579 0.66481 0.21058 0.26725 0.12645
2019 0.82105 0.66509 0.20973 0.26244 0.12441

Outro ponto importante a destacar é que, embora o modelo PIP obtenha
ı́ndice 1 na medida 0-1 de placares, ou seja, sempre atribua maior probabi-
lidade para o placar que, de fato, ocorre, o mesmo não acontece na medida
0-1 de resultados.

Isso é outra peculiaridade dos modelos Poisson independentes. Para uma
partida que termine em 1 x 1, por exemplo, a probabilidade que o modelo PIP
atribui ao resultado de empate é de cerca 30.8%, enquanto a probabilidade
para cada resultado de vitória é aproximadamente 34.6%. Para empates com
mais gols, essa diferença é ainda maior.

A figura 11 mostra a avaliação do PIP, por temporada, segundo a medida
ENERG1.
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Figura 11: Desempenho do modelo PIP a cada temporada na medida
ENERG1.

4.2 Comparativo entre Modelos

Nesta seção vamos apresentar a comparação entre os quatro modelos que
implementamos – aquele usado pela EMAp; o de 4 parâmetros por time com
fator de esquecimento 1.5; o de 2 parâmetros por time com fator casa 0.25;
e o que utiliza fator econômico 0.4 – e os modelos de benchmarking – PIP,
PIS e FREQ.

Como apresentados na seção 3, o modelo PIS é uma variação do modelo
PIP, onde o parâmetro de cada Poisson é sorteado de uma distribuição nor-
mal, enquanto o FREQ é um modelo ingênuo, em que todas as previsões são
iguais e correspondem à frequência relativa de cada placar na base de jogos.

O modelo PIS é considerado uma referência de desempenho satisfatório a
ser alcançado pelos modelos. Já o modelo FREQ pode ser interpretado como
uma referência de desempenho mı́nimo, uma vez que ignora completamente
a qualidade dos times envolvidos na partida.

A figura 12 é um recorte de duas rodadas do campeonato brasileiro de
2019, com os placares das partidas e a avaliação de cada modelo na medida
ENERG1.
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Figura 12: Duas rodadas da temporada 2019 com placares e avaliações dos
modelos na medida ENERG1.

As comparações seguirão o seguinte roteiro: primeiro vamos considerar
o desempenho acumulado em todo o peŕıodo de 2014 a 2019, verificando
diversas medidas e efetuando a comparação segundo as quatro medidas de
interesse – ENERG1 e IGN10 para placares, 2RPS e IGN10 para resultados.
Depois, vamos comparar o desempenho dos modelos em cada uma das seis
temporadas, tentando observar e entender as variações.

A tabela 8 mostra o desempenho em todo o peŕıodo de cada um dos mo-
delos sob diversas medidas, nos moldes já apresentados em seções anteriores.
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Tabela 8: Comparação entre os sete modelos finais
Modelo 0-1

placar
Prob.m.
placar

IGN10
placar

Brier
placar

ENERG1
placar

EMAp 0.14046 0.08754 1.21404 0.92602 1.14277
4param 0.15099 0.08764 1.21070 0.92444 1.13813
2param 0.14221 0.08813 1.18086 0.91739 1.09574
Elenco 0.15012 0.08813 1.16261 0.91124 1.06744
FREQ 0.15632 0.08713 1.17018 0.91286 1.09111
PIS 0.18526 0.10602 1.13341 0.88974 1.02774
PIP 1 0.26559 0.71210 0.69102 0.38083

Modelo 0-1
result.

Prob.m.
result.

IGN10
result.

Brier
result.

2RPS
result.

EMAp 0.50134 0.40846 0.45038 0.61774 0.42866
4param 0.50223 0.40720 0.44860 0.61626 0.42738
2param 0.49784 0.40604 0.44166 0.60725 0.41810
Elenco 0.51541 0.40292 0.43393 0.59674 0.40855
FREQ 0.50925 0.37977 0.44856 0.62011 0.43077
PIS 0.61813 0.50354 0.39307 0.52147 0.33173
PIP 0.82178 0.66203 0.21196 0.26566 0.12657

Analisando os resultados, chama a atenção a disparidade de desempenho
do modelo PIP para todos os outros e ainda, surpreendentemente, a proxi-
midade de desempenho do modelo FREQ para os demais, chegando a ser
ranqueado em terceiro em algumas medidas.

Se levarmos em conta a medida ENERG1, o modelo com variável econômica
é o único, dos quatro que implementamos, que conseguiu superar o FREQ no
peŕıodo analisado. Os outros três modelos ficaram abaixo da nossa referência
mı́nima, ou seja, tiveram desempenho abaixo de um modelo que desconsidera
a qualidade dos times que disputam cada partida.

A figura 13 mostra os resultados de todos os modelos na medida ENERG1.
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Figura 13: Desempenho dos sete modelos na medida ENERG1. Em cima,
à esquerda, a avaliação de todas as partidas; à direita, o box-plot dessa
avaliação. Embaixo, à esquerda, média e desvio-padrão; à direita, zoom no
eixo y, média e erro-padrão das seis medidas com avaliação no intervalo.
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Quando avaliados pela medida IGN10 de placares, os modelos foram ran-
queados na mesma ordem da medida ENERG1, sendo notadas apenas pe-
quenas variações na proximidade entre as avaliações, como, por exemplo, o
modelo FREQ se distanciando do modelo 2param.

A figura 14 apresenta, para cada modelo, a avaliação nas duas medidas
plotadas num gráfico bidimensional. É posśıvel perceber uma forte correlação
entre as medidas, que parece diferente somente nos modelos PIS e PIP.
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Figura 14: Gráficos IGN10 (placares) x ENERG1 de todas as partidas para
cada um dos sete modelos e para todos os modelos na mesma plotagem.
EMAp e 4param na linha de cima. Nas demais linhas temos, de cima para
baixo: 2param e Elenco, FREQ e PIS, PIP e todos.
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Para previsões de resultados, o modelo PIS obteve um segundo lugar bem
consolidado, alcançando um desempenho muito superior ao dos modelos com
previsão ‘a priori’. O modelo com 2 parâmetros por time se mostrou superior
ao FREQ, que teve desempenho nivelado aos dois modelos com 4 parâmetros
por time, sendo inferior no 2RPS, mas superior no IGN10.

As figuras 15 e 16 seguem os moldes das duas figuras anteriores, apenas
trocando as medidas de avaliação por 2RPS e IGN10 de resultados.
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Figura 15: Desempenho dos sete modelos na medida 2RPS. Em cima, à es-
querda, a avaliação de todas as partidas; à direita, o box-plot dessa avaliação.
Embaixo, à esquerda, média e desvio-padrão; à direita, zoom no eixo y, média
e erro-padrão das seis medidas com avaliação no intervalo.
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Figura 16: Gráficos IGN10 (resultados) x 2RPS de todas as partidas para
cada um dos sete modelos e para todos os modelos na mesma plotagem.
EMAp e 4param na linha de cima. Nas demais linhas temos, de cima para
baixo: 2param e Elenco, FREQ e PIS, PIP e todos.
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É interessante notar a diferença no formato dos gráficos bidimensionais
da figura 16 em relação aos da figura 14.

Em primeiro lugar, a correlação entre as medidas deixa de parecer uma
linha reta e passa a se assemelhar a uma sigmoide de pequena curvatura.

Em segundo, os gráficos parecem conter duas componentes conexas. Uma,
mais comprida e estreita, referente aos resultados de vitória e outra, mais
curta e larga, correspondendo aos empates. Isso se deve, principalmente, ao
fato de a 2RPS ser senśıvel a distâncias, penalizando menos a avaliação de
um empate, ao passo que a IGN10 penaliza de acordo com a probabilidade
atribúıda ao resultado ocorrido, independentemente de qual seja. Assim,
uma previsão de (1/3, 1/3, 1/3) teria avaliação de 0.477 segundo a IGN10,
independentemente do resultado, mas sua avaliação na 2RPS mudaria de
0.556 em caso de vitória de um dos times para 0.222 em caso de empate.

Esse efeito também está presente na previsão de placares, mas é bem
menos percept́ıvel, uma vez que o espaço de placares posśıveis tem cardinali-
dade muito maior e as previsões são menos concentradas, com probabilidades
menores previstas para cada evento.

Um terceiro ponto a observar na figura 16 é a diferença dos gráficos entre
os modelos. Os de 4 parâmetros por time apresentam dispersão bem maior
que o de 2 parâmetros por time, que, por sua vez, apresenta mais dispersão
que o modelo com variável econômica.

Essa caracteŕıstica também estava presente e menos percept́ıvel na figura
14, o que pode sugerir que os modelos de previsão ‘a priori’ que obtiveram
melhores avaliações tenham menor variabilidade em suas previsões, estando,
possivelmente, um pouco mais próximos do modelo FREQ de previsões cons-
tantes. A última hipótese precisa ser investigada com mais cuidado. Um bom
caminho pode ser através da decomposição das avaliações, explicitando atri-
butos como o refinamento das previsões.

O ranqueamento dos quatro modelos com previsão ‘a priori’ é o mesmo
em todas as quatro medidas de interesse, bem como, em quase todas as outras
medidas. O mesmo ocorre em relação ao ranqueamento dos três modelos com
previsão ‘a posteriori’. Se consideramos somente as duas medidas de interesse
relativas a previsão de placares, o ranqueamento de todos os sete modelos é
o mesmo.
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Nesta segunda etapa, vamos efetuar a comparação entre os modelos tem-
porada a temporada. A tabela 9 exibe a avaliação média em cada temporada
de três dos sete modelos nas quatro medidas de interesse.

Tabela 9: Comparação ano a ano dos modelos EMAp, Elenco e PIS
Ano Modelo ENERG1

placar
IGN10
placar

2RPS
result.

IGN10
result.

2014 EMAp 1.2187 1.2820 0.4500 0.4560
2014 Elenco 1.1024 1.1913 0.4075 0.4218
2014 PIS 1.0702 1.1575 0.3302 0.3780
2015 EMAp 1.2458 1.2735 0.4420 0.4518
2015 Elenco 1.1926 1.2318 0.4315 0.4427
2015 PIS 1.0228 1.1277 0.3009 0.3488
2016 EMAp 1.0899 1.1683 0.4022 0.4329
2016 Elenco 1.0493 1.1430 0.3964 0.4214
2016 PIS 1.0576 1.1524 0.3223 0.3888
2017 EMAp 1.1495 1.2346 0.4938 0.5019
2017 Elenco 1.0615 1.1804 0.4684 0.4838
2017 PIS 1.0208 1.1510 0.3441 0.4162
2018 EMAp 1.0338 1.1376 0.3780 0.4241
2018 Elenco 0.9595 1.0882 0.3531 0.4091
2018 PIS 0.9953 1.1018 0.3668 0.4378
2019 EMAp 1.1189 1.1882 0.4060 0.4357
2019 Elenco 1.0394 1.1410 0.3944 0.4247
2019 PIS 0.9996 1.1101 0.3312 0.3978

As figuras 17 e 18 exibem a evolução das medidas ENERG1 e 2RPS a
cada temporada para todos os sete modelos.
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Figura 17: Desempenho médio, a cada temporada, dos sete modelos segundo
a medida ENERG1. Embaixo, zoom no eixo y e linhas de desempenho dos
seis modelos com médias no intervalo.
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Figura 18: Desempenho médio, a cada temporada, dos sete modelos segundo
a medida 2RPS para previsão de resultados. Embaixo, zoom no eixo y e
linhas de desempenho dos seis modelos com médias no intervalo.
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É interessante notar que os quatro modelos de previsão ‘a priori’ mantêm
o mesmo ranqueamento para quase todas as medidas e temporadas, embora
exista certa variação na distância entre eles.

No comparativo com os outros modelos, o ranqueamento muda bastante
em relação ao FREQ – ora no meio, ora melhor, ora pior que todos os quatro
– e ocasionalmente em relação ao PIS, que em 2018 foi superado pelo Elenco
e se mostrou nivelado ao 2param.

A temporada de 2016 também tem números curiosos, com os seis mo-
delos muito próximos nas medidas de previsões de placares, mas com certo
distanciamento, nas medidas de previsões de resultados, dos quatro ‘a pri-
ori’ (todos muito próximos) para o FREQ (pior) e o PIS (muito melhor).
Já na temporada de 2017, os quatro foram superados pelo FREQ, tanto nas
previsões de placares como nas de resultados.

É posśıvel perceber ainda uma tendência compartilhada entre os quatro
modelos ‘a priori’, sobretudo entre EMAp e 4param, que caminham quase
juntos, e entre 2param e Elenco, que caminham em paralelo mantendo certa
distância.

O modelo FREQ parece acompanhar a tendência dos outros quatro, mas
com quedas e subidas ligeiramente mais suaves. Já o PIS aponta uma
tendência inversa, piorando sua avaliação nos anos em que os outros cinco
melhoram e vice-versa. Isso ocorreu na sequência de todos os anos, exceto
de 2017 para 2018 na ENERG1 e de 2016 para 2017 na 2RPS.

4.3 Decomposições das Avaliações

Neste item, vamos decompor a medida 2RPS em somas de atributos,
conforme descrito em seções anteriores.

4.3.1 Modelo FREQ e a Incerteza dos Eventos Ocorridos

A incerteza é um atributo exclusivo dos resultados e, uma vez que inde-
pende das previsões, deve ser a mesma para todos os modelos.

Como observamos anteriormente, todo modelo com previsões constantes
tem resolução nula. É o caso do modelo FREQ, que, além disso, prevê, para
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todas as partidas, probabilidades correspondentes à frequência relativa de
cada resultado no conjunto de partidas. Isso faz com que o modelo FREQ seja
perfeitamente confiável, e, portanto, seu atributo (falta de) confiabilidade
deve ser nulo.

Finalmente, usando a decomposição URR para a avaliação do modelo
FREQ, temos:

EP,X [S(P,X)] = UNC –RES +REF = UNC–0 + 0 = UNC.

Isso quer dizer que, independentemente da medida própria utilizada, a
avaliação média do modelo FREQ deve ser igual ao valor do atributo incerteza
dos resultados.

O mesmo vale para previsões de placares, já que o modelo FREQ também
é constante em prever a frequência relativa de cada placar no conjunto de
partidas.

Quando avaliamos os atributos da decomposição RDC, fica claro que as
previsões de um modelo constante não têm variabilidade, e portanto, seu
refinamento é nulo. Da mesma forma, a discriminação, que compara previsões
condicionais aos resultados à previsão incondicional, também é nula. Temos
então:

EP,X [S(P,X)] = REF –DIS + COR = 0 –0 + COR = COR.

E a (falta de) correção corresponde a todo o valor aferido para a acurácia,
o que vale para o FREQ e também para qualquer outro modelo constante.

4.3.2 Decomposições da medida 2RPS

Vamos agora decompor em soma de atributos as avaliações dos modelos,
segundo a medida 2RPS, que apresentamos no item anterior.

Utilizando as fórmulas para a decomposição URR apresentadas no item
3.5.2, encontramos os valores exibidos na tabela 10.

A figura 19 mostra a avaliação dos atributos referentes à decomposição
URR para cada um dos modelos.
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Tabela 10: Atributos URR das previsões dos modelos na medida 2RPS
Modelo 2RPS UNC RES REL
EMAp 0.4287 0.4308 0.4308 0.4287
4param 0.4274 0.4308 0.4308 0.4274
2param 0.4181 0.4308 0.4308 0.4181
Elenco 0.4086 0.4308 0.4308 0.4086
FREQ 0.4308 0.4308 0 0
PIS 0.3317 0.4308 0.4308 0.3317
PIP 0.1266 0.4308 0.4308 0.1266

Figura 19: Atributos URR para os sete modelos na medida 2RPS

Cabe aqui ressaltar que o problema da esparsidade, discutido no item
2.4.6, fez com que a resolução ficasse igual à incerteza dos resultados para
todos os modelos à exceção do FREQ. Isso ocorre porque a resolução com-
para a observação média incondicional e as observações médias condicionais
a cada previsão e, como cada previsão aparece uma única vez no conjunto
de previsões, essas observações médias condicionais se tornam a própria ob-
servação (resultado) de cada partida. Problema semelhante ocorre na estima-
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tiva da confiabilidade, que também usa as observações médias condicionais
no cálculo. Assim, esses dois atributos devem estar superestimados, i.e., os
valores encontrados são maiores do que deveriam ser na realidade.

A tabela 11 e a figura 20 apresentam os atributos referentes à decom-
posição RDC.

Tabela 11: Atributos RDC das previsões dos modelos na medida 2RPS
Modelo 2RPS REF DIS COR
EMAp 0.4287 0.0622 0.0030 0.3696
4param 0.4274 0.0592 0.0029 0.3711
2param 0.4181 0.0454 0.0024 0.3751
Elenco 0.4086 0.0260 0.0017 0.3842
FREQ 0.4308 0 0 0.4308
PIS 0.3317 0.1503 0.0478 0.2292
PIP 0.1266 0.1801 0.1484 0.0948

Figura 20: Atributos RDC para os sete modelos na medida 2RPS

90



Neste caso, o problema da esparsidade não afeta as avaliações, uma vez
que o espaço de resultados contém apenas três pontos e todos ocorreram um
número considerável de vezes, mais de 20% do total de partidas.

São dignos de nota os pequenos valores de refinamento e discriminação
encontrados para os quatro modelos de previsão ‘a priori’. O refinamento é
uma medida da variabilidade das previsões e a discriminação mede o quanto
cada diferente resultado é precedido, em média, por diferentes previsões.

Um baixo refinamento indica que as previsões desses modelos não va-
riaram muito, ficando usualmente próximas à previsão média. Uma baixa
discriminação indica que as previsões médias condicionais não são muito di-
ferentes da previsão média incondicional, e, consequentemente, também não
são muito diferentes entre si.

A t́ıtulo de comparação, mostramos abaixo as matrizes de discriminação
dos modelos EMAp e PIP, onde cada linha corresponde a um resultado e cada
coluna à previsão média dado um resultado. Assim, por exemplo, a entrada
1,2 da matriz corresponde à probabilidade média atribúıda ao empate nas
partidas com vitória do mandante. Modelos com boa discriminação devem
ter valores altos na diagonal principal da matriz e baixos nas demais entradas.
Modelos com discriminação ruim têm, nas colunas, valores muito próximos
entre si e, em cada linha, valores próximos à distribuição incondicional dos
resultados.

EMAp :

0.524 0.254 0.222
0.452 0.274 0.274
0.428 0.268 0.304

 ;PIP :

0.736 0.206 0.057
0.253 0.494 0.253
0.073 0.248 0.679


Analisando a correção, surge outro destaque bastante curioso: as correções

dos quatro modelos a priori estão inversamente ordenadas em relação à
acurácia desses modelos, i.e., quanto mais incorreto o modelo, melhor sua
acurácia, o que não parece fazer sentido. Mais ainda, a mesma ordenação
inversa ocorre também na discriminação desses quatro modelos. Quanto me-
nos discriminação, mais acurácia. A explicação para isso está no refinamento,
cuja ordenação dos valores acompanha à da acurácia e tem diferenças tais
que compensam a ordenação inversa dos outros dois atributos.

É o que ocorre também no exemplo dos modelos de previsão de lançamento
de moedas, apresentado no item 2.4.3, e a interpretação também deve ser a
mesma. O modelo EMAp, ainda que mais correto e com mais discriminação
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que os outros três, varia suas previsões em excesso, sem que o resultado cor-
respondente a cada previsão acompanhe essa variação. Isso provavelmente
significa ser um modelo menos confiável e, de fato, é o modelo que tem a pior
avaliação para esse atributo.

Ao modelo Elenco, ocorre o oposto. Apesar de ser mais incorreto e menos
discriminativo que os demais, varia suas previsões “quando necessário”, se
tornando um modelo mais confiável e com melhor acurácia. É talvez um
modelo “a meio caminho entre o EMAp e o FREQ”, tendo menos da metade
do refinamento do primeiro, sem perder tanto em correção (e obviamente em
discriminação) quanto o modelo constante.

Mudando o foco da análise para os outros dois modelos de referência, PIS
e PIP, é posśıvel perceber que têm muito mais refinamento que os demais. O
PIP converte a maior parte de seu refinamento em discriminação e alcança
um ńıvel baixo de (falta de) correção. O PIS, por outro lado, tem discri-
minação bem menor que seu refinamento, o que deixa sua correção em ńıvel
intermediário entre o PIP e os demais modelos.

Finalmente, a figura 21 exibe, conjuntamente, as duas decomposições
URR e RDC da medida 2RPS para todos os modelos.

Figura 21: Decomposições da medida 2RPS para os sete modelos
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5 Conclusão

Na seção 2, revisamos a literatura sobre previsões, modelos de previsões
de futebol, medidas de avaliação de previsões e suas decomposições em somas
de atributos.

Na seção 3, apresentamos nossa base de dados, os métodos de imple-
mentação dos modelos, nossa seleção de medidas de avaliação e as expressões
de suas decomposições URR e RDC.

Na seção 4, definimos quatro modelos de previsão para placares e resul-
tados de futebol e comparamos seu desempenho ao de outros três modelos
que consideramos para benchmarking. Vimos também as decomposições da
avaliação dos modelos em somas de atributos, segundo a medida 2RPS.

De modo geral, os quatro modelos performaram aquém do esperado, fi-
cando muito mais próximos à nossa referência mı́nima de desempenho do que
àquela considerada satisfatória. Esse problema se verificou para previsões de
resultados e foi ainda mais grave para previsões de placares, onde alguns
modelos tiveram desempenho inferior ao modelo ingênuo frequentista.

Além disso, após analisar as decomposições das medidas, constatamos que
os melhores modelos implementados foram os menos assertivos, no sentido de
que suas previsões tiveram menos refinamento e discriminação. Isso parece
ir de encontro ao que se espera de uma boa previsão. Um bom modelo de
previsão deve ser tão confiável e assertivo quanto posśıvel, para que suas
previsões sejam bons indicativos dos eventos que virão a ocorrer.

Com tudo isso, é necessário refletir e buscar novas alternativas para me-
lhorar os modelos de previsão. É posśıvel que os modelos que utilizamos,
com variáveis Poisson independentes, não sejam os mais adequados para esse
tipo de previsão. Também é posśıvel que os dados utilizados – placares de
partidas anteriores de um mesmo campeonato – não sejam suficientes para
gerar boas previsões.

Há ainda a possibilidade de que a irregularidade dos times participantes
do campeonato brasileiro torne os resultados e placares individuais tão im-
previśıveis que um modelo ingênuo, que não considere a qualidade de cada
time envolvido na partida, possa levar vantagem. Essa última possibilidade,
se verdadeira, poderia inviabilizar o bom desempenho de qualquer modelo
de previsão, tornando a tarefa de prever resultados dessas partidas algo se-
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melhante a prever o resultado do lançamento de moedas, o cara ou coroa.
Esperamos, pois, que ela não seja verdadeira.

No item 2.3, apresentamos as definições de Murphy [1993] para os três
tipos que caracterizam uma boa previsão. Ao longo deste trabalho, explora-
mos somente os dois primeiros tipos - consistência e qualidade, tendo faltado
o terceiro: a utilidade ou valor da previsão.

Medidas de utilidade são muitas vezes associadas a algum ganho econômico
que as previsões possam gerar. Um bom exemplo seria um o lucro auferido
com apostas baseadas no modelo de previsão. Outra possibilidade seria as
regras de pontuação de um concurso de placares ou resultados de futebol, o
popular bolão.

As medidas de utilidade, em sua maioria, não são próprias. Muitas ve-
zes, uma estratégia de previsões consistentes não é a que tem o melhor re-
torno esperado. Mais ainda, o modelo de previsão com mais acurácia não
necessariamente é o que alcança o melhor desempenho numa medida de utili-
dade. Apesar disso, ainda que o objeto de interesse do preditor seja maximi-
zar/minimizar uma medida de utilidade não própria, a avaliação do modelo
por uma medida própria de acurácia e sua decomposição em somas de atribu-
tos, possibilita um melhor entendimento de seu desempenho e a identificação
de quais atributos estão sobressaindo.

Analisando pela ótica oposta, a identificação antecipada de atributos de-
sejáveis pode servir de norte para a implementação de um modelo destinado
a maximizar/minimizar uma medida de utilidade não própria. Nesse caso,
a utilização de uma medida própria de acurácia, que possa ser decomposta
em atributos, pode ser essencial para o diagnóstico e o aperfeiçoamento do
modelo.

Tendo em vista todas as considerações já expostas, consideramos que
os principais objetivos deste trabalho foram atingidos: a definição de medi-
das adequadas para avaliar previsões de placares e resultados de futebol; a
aplicação dessas medidas para avaliar e comparar modelos de previsões para
as partidas em nossa base; e a decomposição das avaliações em atributos, de
modo a auxiliar a interpretação do desempenho dos modelos.

Como trabalho futuro, esperamos desenvolver as expressões das decom-
posições em atributos para as outras medidas, em especial, para a medida de
energia, e aplicá-las às avaliações dos modelos, de modo a obter os atributos
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relativos às previsões de placares.
Também gostaŕıamos de desenvolver o método de redução de dimensio-

nalidade do espaço de previsões, apresentado por Mitchell [2020], que comen-
tamos no item 2.4.6. Caso implementado, ganharemos compreensão de dois
atributos – resolução e confiabilidade – que ficaram superestimados em nossa
decomposição.

Outro trabalho considerado é estudar medidas de utilidade relacionadas
a estratégias de apostas e sua relação com nossas medidas de acurácia e suas
decomposições.

Finalmente, esperamos também aplicar este e os demais trabalhos a ou-
tras bases de jogos, investigando campeonatos de outras localidades e outras
temporadas.
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