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Resumo

O objetivo principal do trabalho é estudar solu¢oes numérico-computacionais
para a equagao de seno-Gordon. Métodos de diferencas finitas sdo aplica-
dos para transformar o problema de valor inicial e de contorno associado
a equacao nao linear hiperbdlica de seno-Gordon, em um sistema algébrico
de equacoes. Especificamente, os métodos apresentados serdao um método
explicito de diferencas finitas e o método de Crank-Nicolson. Serao anali-
sadas a consisténcia, convergéncia, estabilidade linear e serd abordado um

comparativo entre os métodos considerados.

Palavras-chaves: Equacgoes de seno-Gordon. Métodos de diferencas finitas.
Método de Crank-Nicolson. Consisténcia. Convergéncia. Estabilidade linear.

Implementagao computacional.



Abstract

The aim of this work is to study numerical methods for the sine-Gordon
equation. A family of finite difference methods is applied to transform the
initial value-boundary problem associated with a non-linear hyperbolic sine-
Gordon equation into a algebraic system. Specifically, an explicit finite dif-
ference method and the Crank-Nicolson method are considered among the
methods. Consistency, convergence and linear stability are analysed and a

comparison is discussed.

Key-words: Sine-Gordon. Finite difference method. Convergence. Stabi-

lity. Consistence. Computational implementation.
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1 Introducao

As equagoes nao-lineares hiperboélicas de Klein-Gordon sao uma familia de
EDP’s que surgiram ao resolver problemas de mecanica quantica relativistica
e em teoria do campol!]. Ela apresenta a forma:

%(m,t):%(x,t)—l—ﬁ’(x,t,u) (u:R xR —R) (1)

Posteriormente, foram aplicadas em modelagem de diversos outros tipos
de fenomenos fisicos, dentro de dreas como acustica[7], engenharia biomédica|
e fisica de altas energias|1].

Ao escolher um F(z,t,u) especifico, a equacao apresenta diferentes nomes
e aplicacoes. Alguns deles sao: phi-four[18], seno-Gordon [19], duplo seno-
Gordon[5], senh-Gordon[! 7], Liouville[l 1], etc.

Este trabalho é focado unicamente na equac¢ao seno-Gordon:

%(w,t) = %(z,t) —sin(u(z,t)); Lo<az<Li; t>t (2)

com as sceguintes condi¢oes de contorno e valor inicial:

u(z,tg) = f(x); Lo<x <L

ou

E(Sﬂ;to) =g(z); Lo<z<IL
ou

—(Lg.t)=0: t>1

(927( 0 ) 07 i 4]

ou

— (L. t)=0: t>t

ax( 1, ) 07 — 40

A equagdo seno-Gordon se torna relevante na fisica com a evolugao da
teoria do deslocamento para cristais. Ela também é importante ao estudar a
juncao de transmissao de linhas de Josephson, onde sen(u) é a corrente de

Josephson através um isolante entre dois supercondutores, com a voltagem



ou
proporcional a E[ ]. Ela é um caso particular da equagao nao-linear da

forma:

9u 0%u
0?(%15) = w(%t) — ¢'(u) (3)
O primeiro estudo feito sobre as solu¢oes numdéricas da equagao seno-
Gordon foram feitas por Perring e Skyrme [13]. A primeira solu¢ao nao-trivial

dessa equacao quando ¢(u) = 1 — cos(u) apresenta a forma:

u(z, t) = darctan [exp (%)] (4)

onde v é a velocidade da onda solitaria soliton (a férmula pode ser verificada
em [2]). Para a andlise numérica da equagao, métodos das diferengas finitas
sao tteis e praticos. Neste trabalho focaremos no método explicito e o método
de Crank-Nicolson.

Apoés todas as respectivas analises de consisténcia, convergéncia e estabi-
lidade dos métodos forem analisadas, sera feito um comparativo dos graficos
gerados pelos dois métodos citados e, juntamente dele, discussao acerca de
qual mostra maior eficiéncia. Para isso, uma tabela com erros de aproximagao
ao aferir diferentes valores do passo dado e tempo computacional é feita.

Todas as implementacoes dos métodos foram escritos em MATLAB.



2 Meétodo das Diferencas Finitas

O método das diferencas finitas tem por objetivo aproximar a solucao de
uma equacao diferencial parcial a partir de aproximacgoes de derivadas por
diferencas finitas. Essas aproximacoes sao encontradas a partir do polinomio
de Taylor.

Para resolucao, o espaco e tempo sao discretizados. Em ambos os métodos
a seguir, a particao a ser feita é da seguinte forma: as fronteiras estao em
x = Lo ex = Ly eo tempo parte em ¢t = tg até t = t;. A regidao espacial x
# e7]=0,1,2,...,N,, e

t —1
1Nt 06i=0,1,2,....N,. Os

casos de aproximagao que serao usados estao representados a seguir.

¢ fracionada tal que z; = Lo + jh, com h =

a dimensao temporal, t; = tg + 1k, com k =

Modelo Forward:

ou U(l'j-i-la t;) — U(Ija ti)

hutind — h
Ox (z,t:) h +O( )
Modelo Backward:

ou w(w;, t;) —u(x;_1,t;
%(xjyti): ( J> ) - ( Jj—1 )+O(h)
Modelo Central:

du _w(zja,ti) —u(zjo,ti)
Ox | (wj,t:) 2h

Modelo da segunda derivada:

0?*u w(wj, t) — 2u(x), t;) + u(z;_q, ;)
- - — v » v y v O h2
61’2 (xj,ti) h2 + ( )

+ O(h)

Defina, entao, U(z;,t;) = U} a aproximagao a solucao de u(z,t) no ponto

(zj,t;), ou seja
Ul = u(zj,t;).

10



Daqui, temos as aproximacoes sao:

du ~ ;+1 - U;

or (24,ts) - h

du LU= Ui

or (24,t:) - h

@ ~ ;+1 B U]Z"—l

0T |(z,t:) 2h

O%u ~ e~ 205+ Ui
012 (@, t) h? '

Por meio disso, chega-se num sistema algébrico que, com uso de alge-
brismo e métodos computacionais, pode ser solucionado. Para a analise de
estabilidade linear, o valor numérico de U J’ obtido através dos calculos com-

putacionais sujeitos a erros de arredondamento sera U ]’

2.1 Consisténcia

Dada uma equagao diferencial parcial, Pu = f, ¢ um método de dife-
rengas finitas, P v = f, é possivel dizer que o método de diferengas finitas é

consistente com a equacao diferencial parcial se para qualquer funcao suave

(t, )

P¢ — Pypo — 0 conforme k, h — 0

a convergéncia sendo pontual para cada ponto (t,x). As vezes é preciso
restringir a maneira como k, h tendem a zero para o método ser consistente.

O erro de truncamento local é definido como o erro introduzido em
cada passo pelo truncamento da equacao diferencial supondo conhecida a

solugao exata no inicio do intervalo do método.

11



2.2 Estabilidade

Esta condicao deve garantir que um método numérico nao permita erros
que crescam indefinidamente. Deve-se perceber que o computador é de fato
uma maquina com ”aritméticas finitas”, ou seja, opera com uma quantidade
finita de ntimeros e digitos. Isso significa que praticamente todo nimero real,
como por exemplo %, nunca sera representado exatamente em base binaria,
e serd afetado por erros de arredondamento (round-off errors), e esses erros
nao devem crescer durante o progresso computacional.

O método numérico é estavel se pequenas alteracoes nos dados iniciais
produzem pequenas alteragoes nos resultados finais. Similarmente, o método
¢é considerado instavel se pequenas alteracoes nos dados iniciais produzem

uma altera¢ao dramética na soluc¢ao (output) do problema.

2.2.1 Condigao de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)

A condic¢ao CFL é nomeada a partir de seus criadores Courant, Friedrichs
e Lewy, que escreveram o primeiro artigo (texto original em [14] e traduzido

para o inglés em [0]) sobre estabilidade e convergéncia de métodos de dife-

rencas finitas [12]. O valor v = 7 ¢ comumente conhecido como nimero de
Courant.

O que a condicao CFL diz é que, dado um método numérico linear e
hiperbélico, ele é convergente se e somente se o seu dominio numérico de
dependéncia contém o verdadeiro dominio de dependéncia da EDP, pelo me-
nos no limite em que k£ e h tendem a zero. Essa condicao nao é suficiente
para o método ser estavel. Em outras palavras, a informacao de uma célula
(retangulo de base h e altura k) deve propagar apenas para os seus vizinhos
imediatos.

Segue que, para qualquer problema explicito linear (x,, = Cx,_1 +d), o

nimero de Courant deve ser menor do que 1.

e Teorema:

12



Seja x, = Cx,_1 + d; entao a sequéncia xg,x1,... converge independente-
mente do valor inicial zy se e somente se | A(C') |< 1, sendo A(C') qualquer

autovalor de C.
¢ Demonstracao:

Para (' diagonalizavel: Suponha que

AN O 0]

0 0 0 X
C=Pr P~

00 ... A

Ida: Vamos provar que se | A(C') |< 1 entéo {x,} converge (Vio):

Seja z* o valor o qual x,, converge conforme n tende ao infinito.

(" —x,) =C(x" — zp_1)

= C*(2* — 1, )
=C"(x" — x9)
O L. 0
0O 0 ... O
(@ —w)=P| | P(z"— )
0 0 A

Como | A(C) |< 1, entao | A(C)" |— 0. Logo
lim (z* — z,) = 0.

n—oo

Volta: Se {z,} converge, entao | A(C) [< 1 (Vzo):

13



E desejado que nenhum autovalor seja maior que 1. Sera mostrada a
convergencia de cada componente do vetor.

Sempre é possivel escolher um zy de modo que o produto P~ (z* — xg)
seja o vetor unitario. Note que o sistema sempre tem solucao, dado que P é
uma matriz que possui inversa e determinante diferente de 0. Entao dado o

produto P~1(x* — xy):

P 2" —mp) =

Temos entao que

14



Nossa hipétese inicial diz que (z* — x,,) — 0. Portanto, a tnica forma de
garantir que (5) convirja para zero é quando | A; |< 1. E possivel replicar a
ideia escolhendo cada vetor unitdrio possivel na multiplicagao P~!(z* — xy).
Logo, | A; |< 1.

Para C' nao diagonalizavel: Usando o teorema de Jordan:

v C:
J; 0 0
0 J 0
cC=r ? pt
0 0 Im
Onde
;i 0
0 N ... 0
‘]i = . . . ) Jz € RdXd
0 0 A
é o bloco de Jordan.
Logo:
(J)" 0 0
0 Jo)™ 0
" =P () o | P
0 0 (Jo)™

E possivel analisar de forma anédloga ao caso em que C é diagonalizavel.

15



Se | AM(C) |< 1, entao {x,} converge (V, xo)

(J)™ 0 ... 0
. B 0 (J)™ ... 0 .
(z*—z,)=P : : : P~ (x* — x9)
L0 0 ()]

Como | A(C) |< 1, entao | J!" |— 0 quando n — oo. Ou seja:

lim (z* — x,) = 0.
n—oo

2.2.2 Analise de estabilidade de Von Neumann

Anélise de estabilidade de Von Neumann nao foi rigorosamente definida
para equacoOes nao-lineares, mas é frequentemente justificada ao assumir que
a solucao u(z,t) (e sua aproximagao numeérica, em contrapartida) nao varia
muito rapidamente, o que é o caso da maioria das equacoes de Klein-Gordon
nao lineares.

Ao analisar equagoes nao lineares similares (como o caso da equagao de
Burger, [%]), a equagao e seu método numérico sdo linearizados, e pequenos
termos sao jogados de fora (quando k, h sao pequenos o suficiente) conforme
um pequeno desvio entre duas solucoes de uma equacao diferencial partial
nao linear satisfaz a linearizacao dessa EDP de uma solu¢ao exata. Sendo
assim, aqui é assumido que k e h sao pequenos o suficiente, entao a equacao
e seu método numérico podem ser linearizados para analise de estabilidade.

Para o método, é definido o fator de aplificacao &

Vi—l—l
= i

§

que deve satisfazer

[§l<1 (6)

e Metodologia [I]:

16



1. Troque, no método numérico, todos os termos da forma UJZIZ por

= VT exp (i(5 + h)o)

Para um método em que o tempo depende dos dois anteriores, ¢
e (i + 1), k vai ser limitado por kK = 1. Para um esquema de 3

niveis, k vai tomar valores k= -1, k=0e k =1;

2. Como todos os termos contém o fator exp (g(j +h)) (sendo i =

v —1), o préximo passo serd simplificar todos os termos;

3. Darelagao obtida, derive a forma explicita do fator de amplificacao
3
4. Aplique a condigao de estabilidade (6);

2.3 Convergéncia

O método ser convergente significa que a solucao da sua aproximacgao por
diferenca finita alcanca a verdadeira solucao da equagao diferencial parcial
conforme a discretizagao for cada vez mais refinada. E natural pensar se con-
sisténcia é condicao suficiente para convergéncia. Consisténcia é certamente
necessaria para convergencia, mas um método pode ser consistente sem ser
convergente (Exemplo no livro [15], pdgina 27).

O método numérico definido pela sequéncia de recorréncia x,.1 = x, +

¢(x,, h) é convergente se:

lim max ||z(t,) — z,|| = 0.
h—0t n

Para um método de diferencas finitas U ]’f, aproximando a solugao u(x, t) de
uma EDP ¢ convergente se U} converge a u(z,t) quando (jAz,iAt) — (z,t)
conforme (Az, At) — (0,0). Ou seja, para (z,t) no dominio de integragao

tem-se que

17



lim U[é] = u(x,1).

Az, A0 |2
Equivalentemente:
lim max | Ul — u(jAz,it) | | =0.
Az, At—0 ngg[ﬁ]’ Ogjg[ﬁ]

18



2.4 Meétodo de diferencas explicitas

O método das diferencas explicitas recebe esse nome no sentido de que,
ao seu maior nivel de tempo, apenas o valor de U ;H deve ser determinado e
nenhum outro ponto no mesmo nivel esta envolvido.

Ao seguir a aproximagcao de derivadas ja apresentada e aplicar na equacao

de seno-Gordon, ¢é possivel obter a seguinte relagao:
i+1 i i—1 i i i
k? B h?

Seguindo essa logica, a fungao desconhecida U ;+1 ¢é avaliada dependendo

— sin (U}) (7)

J

dos fatores conhecidos U ]’ .U ;, U ;_1, U }_1 ao resolver a seguinte recorréncia:

) 7 1—1 7 7 7 2 : )
Uj“ -0+ U = 3 (U].Jrl —2U; + Uj_l) — k*sinUj.

Ao colocar v = 7 temos:

U =20} + U = 02 (Uly — 20 + UJy) — Ksin U]

Ao juntar os termos que apresentam a mesma linha espacial, chegamos

na relagao de recorréncia a seguir:

U = UL+ 22U UL~ U R () (9

A aproximacao central na derivada de primeira ordem, também j& apre-

sentada (mas agora relacionada ao tempo), nos fornece a seguinte relacao:

19



@ i+1

® i-1
A

Figura 1: Stencil do método explicito de diferencas finitas

Ui+ U i _ i
g =0= Ui =1
Nm+12h e =0= UJZVaH-l = U]ZVx_l

-ontinua; vi ia- e ' r U; poi
Para continuarmos, evidencia-se que é preciso calcula U]1 ois se torna
presente uma relacao do termo U;H com o U; e U;_l, ou seja, é preciso os

dois termos anteriores (U ]Q ja temos devido as condigoes iniciais). A figura a

seguir ilustra bem essa situagao.

Para calcular U jl, devemos nos dispor do fato que

xJ'?tO) =

u
=

aplicar o conhecimento sobre série de Taylor:

1
u(zj, k) = u(x;,0) +u(x;,0)k + 5”&(%’» 0)k* + o(K?).

Repare nas igualdades a seguir:

20



1 1 ) 1., 1 .
S0 = 5 (1t (23,0) = sin (u(i, 0)) = 5" (5) = 5 (/)
Ao fazer a seguinte aproximacao de derivada, temos:

f//(l'j) _ f(xj-l—l) - Qf(l’]) + f(xj—l)) + ()(hz)

h2

Logo, ao fazer todas as substitui¢oes, pode-se concluir que:

242

U} = (=) () + 5 (Fen) + S 0)) +alph— =5 s (F2). (9

Das condicoes inicias e de fronteira originais, sabemos que:

U) = f(x;).

Sabendo que a derivada no espacgo é zero, deve-se também calcular as

condicoes de fronteira utilizando a expansao de Taylor

U(Lo + h, tl) = U(Lo, tl) + U,(Lo, tl)h + O(hz)
u(Lo,tl) + O(hz)

Ou seja, quando h tende a zero, U} = U;. Analogamente:

21



U(Ll — h, tz) = U(Ll, tz) — u'(Ll, tz>h + O(h2)
U(Ll, tz) -+ O(h2>

Logo, quando h tende a zero, Uy, = Ul 4.

Para colocar em forma matricial, primeiro defina:

Ui

. U;
U= _2
Uk,

-1l (N,—1)x1

E possivel entao verificar o seguinte modelo:

(2 — 20v%) 202 0
v? (2 —20%) o?
Ui+l — . . .

0 202 (2 — 20%)
v?U} 4 sin Uj

i
42 sin U,

2778 T
| v U, -1 +sinUy, |

Defina a matriz A e S; para simplificar escrita como:

22
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(2 — 20v%) v? 0

v? (2 —20%) 02
A= . . :
vr (2 — 20%) v?
v? (2 — 20?)
v?*Ujk + sin Uj
G sin U}

277 T
(v Uy, 1k +sinUy

Com condicoes iniciais:

f(Lo+h)
o — f(Lo + 2h)

(F(yn) + F(aya)) + gk — R sin (7(a,)).

v

Ul = (1= o) f(;) + 5

J

O que pode ser reescrito da seguinte maneira:

Si
+ [0] (11)

caracterizando o método de diferencas explicitas.

Ui
Uz'—l

Ui—i—l
Uz'

A -1
I 0

2.4.1 Verificacao da consisténcia

Como foi visto dentro do capitulo de consisténcia, precisamos que o erro

de truncamento tenda a 0 conforme o tamanho dos passos k e h tende a zero.

23



O método apresenta a seguinte forma:

Uttt — Ui+ U 2R+ UE,
] k‘2] I = e —sm(Uj)

Ao substituir U; por u(z;,t;), temos a seguinte igualdade:

we (2, t;) + O(k*) = wge(z5, ;) + O(h?) — sinu(x;, t;)

Pela equacao original de seno-Gordon, é possivel cancelar uy(z;,t;) com

Uy (25, 1) — sinu(zx;, t;), tendo entdo:

O(k*) — O(h*) = 0. (12)

Ou seja, quando h — 0 e t — 0, a equacao (12) tende a zero.

Pode-se concluir, portanto, que o método é consistente.

2.4.2 Verificacao da estabilidade

Primeiramente considere a aproximacao da fungao seno em uma expansao

de Maclaurin

+oo (U@')Qn—kl
_ j
sin (U7) = > (=) @2n + 1)
n=0
que fica com o resultado final
Ut 20+ U UL - 2U’ + UL, f L)
k2 (2n+ 1)1

24



Tome £ = U; — Uj, entao

i+1 7 i—1 i 7 %
BT —2E+ B B 2B+ B
k2 h?

onde, como feito em [3]

- BT}

:f 2n+1 @z @y @+ @

' (Ug)*" = cos Ug.

=0

3

depois da linearizagao do termo em cochetes, e Ug é um tipico valor de U;
para j = 0,1,... N,. Agora seja E]Z = exp (@ik) exp (ijbh)), i é v/—1, @ é um
nimero complexo e b é um nimero real.

Seja & = exp (ak) o fator de amplificagao da andlise de estabilidade de
Von Neumann. Entdo, apds cancelar exp (aik) exp (ijbh), chega-se a equacio
de estabilidade.

-2 {1 — 207 sin? (%) — %kz cos (Ug)lg +1=0. (14)

Essa equacao é o caso particular da equagao a seguir quando A=1
A —2BE+A=0 A BEReA#0

que tem as raizes & e & com modulo menor ou igual se

| A 1> B|.

Essas condigoes levam as seguintes desigualdades:
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bh 1
v? sin® <?> > —ZkQ cos (Ug) (15)

v? sin® <%) <1- }lk’Q cos (Ug). (16)

Como v = 7 a primeira inequagao leva a
1 ., [bh 1
—sin” | — | > ——cos(Ug). 17
o () 2 ~jeos (e (17)

E a segunda

k> (% sin (%) + %cos (UG)> <1. (18)

O que nos d4 uma restri¢cao no passo em t

1
1 1\ =
k§<ﬁ+z) : (19)

A inequagao (17) é sempre satisfeita quando cos (Ug) > 0, enquanto para

cos (Ug) < 0 ela retorna a seguinte restrigao para o passo em x
h<2]|cos(Ug) |2 . (20)

2.4.3 Verificacao da convergéncia

Para a andlise de convergéncia do método considere a equagao (13) e
tome U;f = exp (790 exp (156), onde 7 = /=1, 1 é um nimero complexo
e 6 é um nimero real. A equagdo (12), apds concelar ambos os lados por

exp (#99)) exp (i56), retorna a equacdo de convergéncia
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i (g) . (g) +%2 g(_l)n@xp ({2@1 Ti))(!zje))% 21)

Entao ‘sin2 (%) ‘ < 1, ¥ um numero real, a iltima equacao da a seguinte

condicao para convergencia

N=

k<

(22)

1 1=
E+Z;2n+1

A condigdo imposta em (22) é mais retritiva que a (19), logo é a que serd

usada com (20).

Dado que o método é consistente, se for linearizado e verificada a estabi-
lidade do método linear é possivel aplicar o teorema de equivaléncia de
Lax para esse modelo linearizado. No caso apresentado, a convergéncia sera

verificada nos experimentos numéricos.
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2.5 Meétodo de Crank-Nicolson

O método de Crank-Nicolson foi inventado po John Crank e Phyllis Ni-
colson, em 1947. E baseado na regra do trapézio e a ideia é substituir a
aproximagcao na dimensao r pela média das aproximacoes de suas diferencas

finitas representada pelas linhas temporais (i+1) e (i — 1) da seguinte forma:

2*u _ (@i, i) — 2u(z), tiv) + u(j1, ti)
8.772 (:Cj,ti) 2 h2
i1, ti1) — 2 i t;_ i—1, tz‘_
I w(@ji1, tiz1) u(xJQ 1) +u(zjy 1)1 +O(h?)
h
Pu o LU 2 U U — 20+ U
8.’1:2 (.’L‘j,ti) - 2 h2 h2 '

Ao fazer as substituigbes dessa nova aproximagao e da aproximagao na

derivada segunda espacial dentro da equacao de seno-Gordon, temos:

i+1 i i—1 i+l i+1 i+l i—1 i1 i—1
k? 2 h? h? a
Assim como no método anterior, seja v = % Substituindo
— U 4 2+ 20U — U ) = AU+
+0*U ) — 2+ 20U + 002 — 2K sin U, (23)

: , , -
Ou seja, podemos ver que o termo U;H depende de outros 6 : Uﬁ[i; U

i. pri—1. rri—1 i1 )
Uj; Uiiy; U7 e U7y, Isso pode ser representado na Figura 2.
Para comegar a calcular, é necessario encontrar os valores da segunda

linha quando ¢t =ty + k. Ao jogar i = 1 na equagao (23), temos:
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—0*U? | + (24 20°)U7 —*U2,, = AU} +
+ 02U, — (24 20°)U) + 0*U)_ — 2k*sin U] (24)

Os valores de fronteira sao os mesmos que no caso do método de diferencas

explicitas, ou seja:

Ui =U!
Uzivm = U]i\fx—l
- PA o i+1
@ I
® & @ i-1

TSR S

Figura 2: Stencil do método Crank-Nicolson
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Defina entao:

2+2?) —® 0 |
—v? (2+20%) —o?
A= : K ) :
0 . —v? (24 20%) =P
0 . 0 —v? (24 207)
T 2 11 1 . ]
5 (U'k + U 'k)) + sinUj
5. sin U}

2
|5 (UK + UL iR) +sinUh, |

Logo, a equacao algébrica é:

AU = 4U; — AU — kS,

Veja que é possivel reescreve-la de uma forma mais conveniente ao mul-
tiplicar por A~! pela esquerda

Ui-l—l — 4A—1Ui o Ui—l - k'QA_ISi.
Na forma matricial:

Ui—i—l
Uz’

4A7Y —T
I 0

Ui
Uz’—l

A0
0 O

2

Si
H )

Com condigdes iniciais (desenvolvimento analogo ao método anterior):
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f(Lo+h)
o f(Lo + 2h)
F(Lo+ (N, — 1)h).
g(r1) ] p(0)
) 2 0
o= Lages | 02 )
9(TN,-1)] q(0)

O que finaliza o desenvolvimento do método de Crank-Nicolson.

2.5.1 Verificacao da consisténcia

Assim como no caso do método de diferencas explicitas, devemos mostrar
que conforme os passos h e t tendem a zero, o erro de truncamento tende a

zero. Temos a equacao alcancada pelo método de Crank-Nicolson abaixo:

i+1 i i—1 i+1 i+l i+l i—1 i—1 i—1
U =2U0; + U; _ 1 U =207 + U5 . Up —2U7 + U

12 5 72 2 — sin U;.

Ao fazer a substituicao de U} por u(z;,t;):

uy (25, t)+O (k) = (um(:cj, tiv1) + O(R?) 4 tUgs (5, ti 1) + O(hz))—sin (u(zj, t:))

DN —

O(k* — 2h*) = 0. (26)

Ou seja, quando h — 0 e t — 0, a equacao (28) tende a zero.

Pode-se concluir, portanto, que o método é consistente.
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2.5.2 Verificacao da estabilidade

Partindo de um racicinio andlogo ao realizado no método das diferencas

explicitas, temos:

2

E—24+¢1= % [¢ 7 (exp (ibh) — 2 + exp (—ibh) + &(exp (ibh) — 2 + exp (—ibh))] —
—cos (Ug)

bh bh
= -2+ = 2% sin? <7> — 20%¢ sin? (7> —cos (Ug).
Multiplicando por &:
€2 - 264+ 1= —20sin? <%> — 20%¢? sin? <%> —&cos (Ug).

Apoés passar todos os termos para o mesmo lado, monta-se uma equagao do

segundo grau em &

2
14 202sin? () )e2 — o (1= B0 ¢ 1 fapeain? (20 2o
2 2 2
. . . 2 - 2 bh
Ao dividir por | 14 2v°sin 5 :

€2 9206 4+1=0
L k* cos (Ug)
C - 2

N
1 4 2v2sin? (%)

Entao as raizes sao £ 2 = C'+£ v/ C? — 1. E condicao necesséria e suficiente é
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| C'|< 1, ou seja

- k% cos (Ug)
—1< 2 o < L (27)
1+ 2v2%sin? <?>

2.5.3 Verificagao da convergéncia

Assim como no método de diferencas finitas explicito, como o método é
consistente, se for linearizado e verificada a estabilidade do método linear é
possivel aplicar o teorema de equivaléncia de Lax para esse modelo linea-
rizado. No caso apresentado, a convergencia sera verificada nos experimentos

numéricos.
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2.6 Comparagao entre os métodos

A seguir, o grafico do valor exato, método de diferencas explicitas e

método de Crank-Nicolson implementados com Nx = 400; Nt = 20000:

Valor Real

uix, t)

Figura 3: Gréafico do valor exato
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Metodo das Diferengas Explicitas

Figura 4: Gréfico do método de diferencas explicitas
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Meétodo de Crank-Nicolson

Figura 5: Gréfico do método de Crank-Nicolson
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Para fazer as comparacoes, foram escolhidos os tempos ¢t = 0.1,0.2,...0.9
exr=—-27-18,..,27.

Erro - Diferengas Explicitas, Nx = 100; Nt = 1000 0.008141 segundo
t\x 2,7 -1,8 -0,9 0 0,9 1,8 2.7
0,1 -9.8349¢-06 -7.9606e-07 2.6512e-06 2.2465e-05 -4.4617e-06 7.5063e-07  4.7929¢-07
0,2 -0.0013) -3.1726e-06  1.0181e-05  1.0385e-05 -1.8919e-05  2.9773e-06  1.8561e-05
0,3 00115 -7.0005e-06 22072e-05 2.6463¢-05 -44641e-05 6373706  9.4603e-04
0,4 00271 -12112e-05 3.3109e-05 5.0103e-05 -8.2489¢-05  1.0503e-05 0.0088
0,5 -0.0384 -1.8208e-05 5.8197e-05  8.0617¢-05 -1.324Be-04  1.4655e-05 00264
0,6 -00506 -24942e-05 8215305  11630e-04] -1.9338e-04  1.7861e-05 0.0423
0,7 -0.0604 -3.1884e-05 1.0849-04 15501e-04 -2.6246e-04 1.8829e-05 00590
0,8 00702 -3.9495e-05  1.3928e-04  1.9447e-4] -33551e-D4  1.5941e-05 0.0765
0,9 00781 -7.0876e-05 17009e-04 23258e-04  -4.0723e-04  8.0600e-06 0.0040

Tabela 1: erros do método de diferencas explicitas com N, = 100 e N; = 1000

Erro - Diferengas Explicitas, Nx = 500; Nt = 1000 0.020651 segundo
tx -2,7 -1,8 -0,9 0 0,9 18 2,7
01 -1 .TSEEE—{JB_ -3.3101e-08) 1.2644e-07| 4.0232e-08| -1.5520e-07  2.9902e-08  1.7485e-08
0,2 -85342e-08 -1.2945e-07  4.8823e-07  2.2267e-07 -6.6268e-07  1.2063e-07  7.3277e-08

0.3 00018 -2.8402e-07 1.0383e-06 6.3552e-07 -15806e-06 2.6347e-07 3.3195¢04
0.4 00164 -48829e-07 1.8205e-06 1.3271e-06 -29586e-06 4429907 0.0135
0,5 00201 -7.3022¢-07] 27509¢-06 23011206 -48211e-06 6.3554e-07 0.0290
0.6 00407 -00304e-07 3.8569e-06 3.5210e-06 -7.1486e-06  8.0736e-07 0.0450
0.7 00514 1250506 5.0779e-06 4924206 -0.8636e-06 0.1275¢-07 0.0616
0.8 00611 -15026e-05 6.3711e-06 6426706 -1.2826e-05 8.9262e-07 0.0785
0,9 00606 -1.6047c-06 7.6679¢-06 7.9438¢-06 -1.5842¢-05 6.7401e-07 0.0960

Tabela 2: erros do método de diferencas explicitas com N, = 500 e N; = 1000

Erro - Diferengas Exp}[citas, Nx = 500; Nt = 5000 0.063203 segundo
fix 27 1,8 0,9 0 0,9 1,8 2,7
0,1 -17321e-08 -32318e-08 1293507 34953e-08 -1.5708e-07 3181408 1.8395e-08
0,2 -89910e-08 -12788e-07 4937707 2.1335¢-07 -6.6710e-07| 1.2456e-07  7.5379e-08|

0,3 00021 -28164e-07 1.066de-08 6.2350e-07 -1.5884e-06  2.684e-07| 4.2231e-04
0,4 00165 -48510e-07 1.8307e-068 1313506 -2.0707e-06 4509307 00137
0,5 00202 7.2613¢-07 27708e-06 2287106 -4.8380e-06 6452707 0.0202
0,6 00409 -0.8902e-07 3.8684e-06  3.5080e-06 -7.1707e-06  8.1855e-07 0.0452|
0,7 00516 -1.2537e-06 5.0807e-06 4.9100¢-06 -9.8907e-06 9.2492¢-07 0.0618
0,8 00612 1495206 6.3912e-06 64141206 -1.2857e-05  9.0511e-07 0.0787
0,9 00607 -1.6870c-06 7.6760e-06 7.9321-06 -1.5876e-05 6.8593-07 0.0962

Tabela 3: erros do método de diferencas explicitas com N, = 500 e N; = 5000
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thx
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

-2,7

-4.0564e-07

-1.6092e-06
-3.5678e-06

-6.2388¢-06)

-9,5793e-06

1.3545¢-05
-1.80882-05

-2.3154e-05
-2.8674e-05

Erro - Crank-Nicolson, Nx = 100; Nt = 1000

-1,8

-7.963%e-07

-3,1739e-06
-7.0124e-06

1.2117e-05)

-1.8215e-05

2495205
-3.1878e-05

-3.8445e-05
-4.4000e-05

-0,9
2.6523¢-06
1,0185¢-05
2.2081e-05
3.8124e-05
5.8221e-05
8.2187e-05
1.0954¢-04
1.3934e-04
1.7016e-04

0
2.2474e-06
1,0589-05
2647405
5.0124e-05|
2.0650e-05
1,1635¢-04
1,5507-04
1.9455¢-04
23268604

0,9
-4.4536¢-06
1892705
-4.4660¢-05
-8.2523¢-05|
1.3258¢-04
1934604
2625704
3.3565¢-04)
-4.0740e-04

1,8
7.6005¢-07
2.9785¢-06
£.3313¢-06
1.0507¢-05|
1.4661e-05
1.7868e-05
18837605
1.5928¢-05|
7.1679¢-06

Tabela 4: erros do método de Crank-Nicolson com N,

tx
0,1
0,2
0,3
0,4

0,5

0,6
0,7
0,8
0,9

-2,7
-1.7741e-08

~6.9266e-08)
15303207

-2.6690e-07

-4.0910e-07

-5.7765e-07

-7 7040e-07)

-9.8491e-07

1.2182e06

Erro - Crank-Nicolson, Nx = 500; Nt = 1000

-1,8
-3.3428e-08

1.3076e-07
-2.8692e-07

-4.9331e-07

-7.3775e-07

-1.0042e-06

-1.2725e-06)

-1.5182e-06
-1.7123e-06

-0,9
1.2775e-07
4.9337e-07
1.0696e-06
1.83%e-06
2.78862-06
3.8970e-06
5.1306e-06
6.4373e-06
17476206

0
40583-08
2.2486¢.07
£.4195¢-07
1.3406-06
2.32482-06
3.5583-06
49752e-06
£.4933c.06
B.0263¢-06

0,9
-1.5680e-07

66054607
-1.5070e-06

-2.9894e-06

-4.8712e-06]

-7.2230e-06

-9.9663e-06/

-1.2960e-03
-1.6007e-05

1.8
3.0225e-08

1.2191e-07
2.6624e-07

4.4765e-07

§.4221e-07

8.1582e-07

9.2231e-07

9.0198e-07

£.8100e-07

Tabela 5: erros do método de Crank-Nicolson com N,

t\x
0,1
0,2
0.3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

27
1732802
68192608
1507707,
2632507,
_4.0376e-07,
-5.7035¢-07|
-7.6089¢-07,
0720507,
-12037e-06

Erro - Crank-Nicolson, Nx = 500; Nt = 5000

1.8
-3.2328¢-08
12792e-07
2817307,
-4.8525¢-07
7.2640e-07,
-0.8932¢-07,
-1.2540e-06
-149622-06
1.6874¢-06|

-0,9
1.2047e-07
4.9402e-07
1.066%e-06
1.2310e-06
2.T722e-06
3.8703e-06
5.0916e-06
6.3844e-06
7.6799¢e-06

0
3.4987e-08
21352607
£.2304¢-07
1.21442-06
2.2886¢-06
3.5102¢-06
4.9139¢-06
6.41812-06
7.9370e-06

0,9
1571107
-6.6724e-07
1.5887¢-06)
-29714e-06
-4,.8302¢-06
7.1725¢-06
-9,8932¢-06
1.2861e-05
1.5880e-05|

1,2
3.1864e-08
1.2477e-07
2.698%e-07
4.5173e-07
6.464%e-07
8.2025e-07
9.2714e-07
9.0784e-07
6.8915e-07

0.039013 segundo

2.7
4.73e-07
1.9447e-06
4.4577e-06
8.0510e-06
1.2733e-05
1.8579e-05
2.5519e-05
3.3532e-05
4.2542e-05

= 100 e N; = 1000

1.805057 segundo

2.7
1.7671e-08
7.3756e-08
1.7004e-07
3.0814e-07
4.8938e-07
7.1462e-07
9.8307e-07
1.2964e-06
1.6403e-06

=500 e Ny = 1000

8.799359 segundos

2,7
1,84442-08
7517408
1.7195¢-07|
3,10372-07)
4917807,
7.1688¢-07|
9.85872-07)
1,29772-06/
1,6497¢-06/

Tabela 6: erros do método de Crank-Nicolson com N, = 500 e IN; = 5000
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3 Conclusoes

Neste trabalho foram apresentadas as solu¢oes numérico-computacionais
da equagao seno-Gordon a partir do método de diferengas finitas e o método
de Crank-Nicolson. A andlise de consisténcia, estabilidade e convergéncia
também foram verificadas.

Como pode ser analisado, o método de Crank-Nicolson obteve uma apro-
ximacgao melhor se comparado com o método de diferencas finitas. Isso pode
ser facilmente notado nas tabelas. Além disso, o tempo de execucao do
método de Crank-Nicolson foi maior.

A andlise numérica tem fundamental importancia no estudo de fenomenos
fisicos. Uma parceria entre fisicos tedricos e matematicos é fundamental
para elaboracao de sistemas e analise de resultados mais préticos. Pode
ser acrescentado a esse trabalho o estudo de diferentes métodos com suas
devidas comparacgoes, além da andlise também dos casos 2D e 3D da equacao

seno-Gordon.
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3.1 Apéndice
3.1.1 Implementacao Computacional

Para a implementacao, foram tomadas os valores e fungoes retiradas de
[20], no Exemplo 2, mas outra fungao foi colocada como comentério no cédigo

caso seja desejado plota-la também.
e Funcao f(z):

function y = function_f (x)
c = 0.5;
y = 4xatan(exp(x/((1-¢"2)°(1/2)))); %(fungdo 1)
%y = 4*atan(c*sinh(x/(1-¢~2)70.5)); %(fungio 2)

end function
e Funcao g(z):

function y = function_g(x)
c = 0.5;
y = (=4*xcx(1/(1-c"2)) " (1/2))*xexp (x/((1-c~2)"(1/2))).
/ (1+exp (2% (x/((1-c¢"2)"(1/2))))) ;% (fungdol)
hy = O*x; %(fungdo 2)

Além disso, para todos os métodos serem comparados, segue o script para

o valor exato da funcao.

R = zeros(Nx+1, Nt+1);
c 0.5;
for i = 1:Nx+1
for j = 1:Nt+1
%(fungdo 1)
R(i, j) = 4*atan(exp((x(i)-c*xt(j))/((1-c"2)7(1/2))));
%(fungdo 2)
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WR(1, j) = 4*xatan(sinh(x(i)/(1-c"2)70.5)
xsech(cxt(j)/(1-¢~2)70.5));
end

end
Implementacao do método de diferencas explicitas

function [x, t, U] = diferenca_explicita(L_0, L_1, t_0, t_1, Nx, Nt)
h = (L_1-L_0)/Nx;

k = (t_1-t_0)/Nt;

x = L_0:h:L_1;

t =t_0:k:t_1;

v = k/h;

U = zeros(Nx+1, Nt+1);

U(1, 1) = function_f(L_0);
U(Nx+1, 1) = function_f(L_1);

for i = 2:Nx
U(i, 1) = function_f(L_O0 + (i-1)x*h);
U(i, 2) = (1-v"2)*function_f(L_0 + (i-1)*h)

+0.5*%v" 2% (function_f(L_O0 + (i-2)*h)
+function_f(L_0 + (i)*h))
+k*function_g(L_0 + (i-1)*h)
-0.5%k"2*sin(function_f(L_O0 + (i-1)*h));

end

U(1,2) =U(2,2);
U(Nx+1, 2) = U(Nx,2);
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for j = 2:Nt

for i = 2:Nx
Ui, j+1) = 2x(1-v"2)*U(i, j)
+v72x(U(i+1, j) + U(G-1, j))
-U(i, j-1) -k™2*sin(U(i, j));

end

U(1,j+1) = U(2,j+1);

U(Nx+1, j+1) = U(Nx,j+1);

end

Implementagao do método de Crank-Nicolson
Para sua implementacao, primeiro foi criada uma funcao que calcula Ax =

b, com A uma matriz tridiagonal
e Funcao para Axr = b:

function x = lin_tridiagonal(A, b)

% resolve o sistema Ax = b, onde A é uma matriz tridiagonal baseado no

% algoritmo de Crout

n = size(A,1);

x = zeros(n,1);

U = zeros(n,n);

L = zeros(n,n);

L(1,1) = A(1,1);

U(1,2) = A(1,2)/L(1,1);

for i = 2:n-1
L(i,i-1) = A(i, i-1);
L(i,i) = A(4,1)
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-L(i, i-1)*U(i-1,i);
U(i,i+1) = A(i,i+1)/L(i,1i);

end

L(n,n-1) = A(n, n-1);
L(n,n) = A(n,n)
-L(n, n-1)*U(n-1,n);

z = zeros(n, 1);
z(1) = b(1)/L(1,1);
for j = 2:n-1
z(j) = (b(H-LG,j-D*z(G-1))/LG,5);

end
z(n) = (b(n) - L(n,n-1)*z(n-1))/L(n,n);
x(n) = z(n);

for j = 1:n-1
x(n-j) = z(n-j)-U(n-j,n-j+1)*x(n-j+1);

end
e Método de Crank-Nicolson:

function [x, t, U] = crank_nicolson_matricial(L_O, L_1, t_0, t_1, Nx, Nt)

h = (L_1-L_0)/Nx; % tamanho do passo no espago
k = (t_1-t_0)/Nt; % tamanho do passo no tempo
x = L_0:h:L_1; % vetor x (para o plot final)

t = t_0:k:t_1; % vetor t (para o plot final)

v = k/h; % numero de courant

A = diag((2+2*v~2)*ones (1, Nx-1))
+diag((-v~2)*ones (1, Nx-2), 1)
+diag((-v~2)*ones (1, Nx-2), -1); % matriz A tridiagonal
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% guardar valores das aproximagles
%U(x, t) (espago na linha, tempo na coluna)
U = zeros(Nx+1, Nt+1);

U(1, 1) = function_f(L_0);
U(Nx+1, 1) = function_f(L_1);

% seta os valores em t_0 e aproxima os valores em t_0 + k

% a partir da expansdo de Taylor

for 1 = 2:Nx
U(i, 1) = function_f(L_0 + (i-1)*h); % U(x, t_0)
U(i, 2) = (1-v~2)xfunction_f(L_0 + (i-1)*h)

+0.5*%v" 2% (function_f(L_O0 + (i-2)*h)

+function_f(L_0 + (i)*h))

+kxfunction_g(L_0 + (i-1)x*h)

-0.5%k"2*sin(function_f(L_0 + (i-1)*h)); % U(x, t_0 + k)

end

% valores das extremidades de t_0 + k
U(1,2) = U(2,2);
U(Nx+1, 2) = U(Nx,2);

for i 3:Nt+1
b = 4%xU(2:Nx, i-1)
-AxU(2:Nx, i-2)
-2%sin(U(2:Nx, i-1))*k"~2;

U(2:Nx, i) = lin_tridiagonal(A, b); % resolve o sistema Ax = b
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% U(2:Nx, i) = A\b; fica exatamente igual usando lin_tridiagonal

% valores das extremidades
U(1,1i) = U(2,1);
U(Nx+1, i) = U(Nx,1);

end
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