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1 - O Ensino da Matematica no Ensino Médio

Sabemos que, na atual conjuntura, o ensino da Matematica contempla os mul-
tiplos aspectos envolvidos no bindbmio ensino-aprendizagem e, para tal, conside-
ramos a experiéncia da equipe de autores e sugestoes de professores e alunos de
varias escolas do Brasil, enviadas por e-mail ou feitas durante os muitos contatos
em palestras e oficinas promovidas pela Fundacao Getulio Vargas — Ensino Médio,
na cidade do Rio de Janeiro.

Por outro lado, buscamos incorporar as novas tendéncias em Educacdo Mate-
matica, que tém sido usadas para desmistificar a Matematica como uma linguagem
hermética, tornado-a, cada vez mais, um instrumento de servico para a sociedade
e para o mundo de uma forma geral.

E nosso propésito que esta obra permita formar cidaddos capazes de: ler, inter-
pretar e analisar informagdes, muitas vezes apresentadas em graficos e tabelas, de
forma critica, com autonomia; tomar decisdes, a fim de resolver problemas; criar;
aprimorar seus conhecimentos; que sejam capazes, enfim, de exercitar o pensar.

Podemos verificar o que os PCN+ Ensino Médio: orientacoes educacionais com-
plementares aos Parametros Curriculares Nacionais — Ciéncias da Natureza, Matemd-
tica e suas Tecnologias, de 2002, p. 9, nos apresentam com relacdo a formacao do
estudante:

“A intencdo de completar a formacdo geral do estudante nessa fase implica,
entretanto, uma acdo articulada, no interior de cada area e no conjunto das areas.
Essa acao articulada ndo é compativel com um trabalho solitario, definido inde-
pendentemente no interior de cada disciplina, como acontecia no antigo ensino de
segundo grau — no qual se pressupunha outra etapa formativa na qual os saberes se
interligariam e, eventualmente, ganhariam sentido. Agora, a articulacao e o sentido
dos conhecimentos devem ser garantidos ja no Ensino Médio.

No mundo atual, de tdo rapidas transtormacdes e de tdo dificeis contradicdes,
estar formado para a vida significa mais do que reproduzir dados, denominar clas-
sificacdes ou identificar simbolos. Significa:

e saber se informar, comunicar-se, argumentar, compreender e agir;
enfrentar problemas de diferentes naturezas;

participar socialmente, de forma pratica e solidaria;

ser capaz de elaborar criticas ou propostas; e,

especialmente, adquirir uma atitude de permanente aprendizado.”

Assim, com esse proposito, € que percebemos que a Matematica tem um papel
importante para a formacao do pensamento. Por isso, ela ndo pode ser vista como
algo pronto, pois estd em evolucdo a cada instante e o aluno deve ser incentivado a
fazer as descobertas e a saborear os novos saberes com desenvoltura.

Pretendemos, com esta obra, que os alunos possam adquirir uma formacado
solida em Matematica nesse nivel do ensino, que exige métodos de aprendizado
compativeis, ou seja, condi¢des efetivas para que os alunos possam:

e comunicar-se e argumentar;

e defrontar-se com problemas, compreendé-los, enfrentd-los e resolvé-los;

e participar de um convivio social que lhes dé oportunidades de se realizarem
como cidadaos;

e fazer escolhas e proposicoes;

e tomar gosto pelo conhecimento, aprender a aprender.
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2 - Objetivos da colecao

Com esta obra, pretendemos dar a oportunidade para que o estudante possa
desenvolver suas habilidades e competéncias em Matematica, permitindo o aprofun-
damento e a capacidade de representacdo e comunicacdo; investigacao e compre-
ensao; contextualizacado sociocultural, objetivos que convergem com a area de Lin-
guagens, Codigos e suas Tecnologias — sobretudo no que se refere ao desenvolvimen-
to da representacdo, da informacao e da comunica¢do de fendmenos e processos — e
com a area de Ciéncias Humanas e suas Tecnologias — especialmente ao apresentar
as ciéncias e técnicas como construgdes historicas, com participacdo permanente no
desenvolvimento social, econdmico e cultural, conforme propdem os PCN+ de 2002.

Para isso, voce, professor, € nosso aliado. Queremos convoca-lo para essa par-
ceria, pois, a0 nosso ver, temos de romper com o ensino tradicional, a escola ndo
pode ficar restrita ao ensino de natureza enciclopédica (cumprir o programa
X ensinar o programa).

Espera-se, com esta obra, que os alunos:

e saibam usar a Matematica para resolver problemas praticos do cotidiano;

e saibam usar a Matematica para modelar fendmenos em outras areas do conheci-
mento;

e compreendam que a Matematica € uma ciéncia com caracteristicas proprias, que
se organiza via teoremas e demonstracdes;

e percebam a Matematica como um conhecimento social e historicamente cons-
truido;

e saibam apreciar a importancia da Matematica no desenvolvimento cientifico e
tecnologico.

Visto que as disciplinas Biologia, Fisica, Quimica e Matematica fazem parte
da area Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias, segundo os PCNEM,
pretende-se, nesta obra, sempre que possivel, realcar o aspecto interdisciplinar de
seus contetidos basicos, enfatizando situacdes do cotidiano e buscando aferir, de
um conjunto de competéncias fundamentais, aquelas que estejam relacionadas
tanto com a habilitacao dos candidatos para progredir em estudos mais avancados,
quanto com a estimulacdo do desenvolvimento da capacidade de analise de situa-
coes e de tomada de decisoes.

A abordagem proposta pelos eixos interdisciplinares possibilita uma avaliacdo
do conhecimento que ndo se restrinja, apenas, ao contetido disciplinar especiali-
zado, favorecendo a ampliacdo da capacidade de compreensdo e interpretacao dos
fendbmenos naturais como um todo. Desse modo, os contetdos que serdo apresen-
tados ndo se esgotam nesta obra. A tendéncia é que se construam situa¢cdes mais a
frente pelo trabalho lado a lado do aluno-professor e professor-aluno, construindo
de forma ampla os demais fendmenos interdisciplinares no Ensino Médio, sendo a
Matematica ferramenta indispensavel para as aplicacdes fundamentais da Ciéncia.

Assim, € nosso proposito que o aluno tenha dominio nos seguintes temas da
Matematica:

e Numeros e operagoes
® Proporcionar aos alunos uma diversidade de situacdes, de forma a capacita-los
a resolver problemas do cotidiano:
o ler faturas de consumo de 4gua, luz e telefone; decidir sobre as vantagens/
desvantagens de uma compra a vista ou a prazo; usar calculadora e escrever
numeros em notacao cientifica.
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® Proporcionar aos alunos uma diversidade de problemas geradores da necessidade
de ampliacdo dos campos numéricos e suas operagdes, dos nimeros naturais
para contar aos ntmeros reais para medir.
® Permitir ao aluno a compreensdo das estruturas dos algoritmos, prevenindo recor-
rentes erros na resolucdo de problemas que envolvam manipulac¢des algébricas.
e Funcoes
= [niciar o estudo de fun¢des com uma exploracdo qualitativa das relacdes entre
duas grandezas em diferentes situagdes:
= idade e altura; area e raio do circulo; tempo e distancia percorrida; tempo e cres-
cimento populacional; tempo e amplitude de movimento de um péndulo etc.
= Prosseguir com os diferentes modelos que devem ser objeto de estudo na escola
— modelos linear, quadratico e exponencial, aplicados a:
= queda livre de um corpo; crescimento de uma colonia de bactérias; quantida-
de de medicamento na corrente sanguinea; rendimento financeiro; consumo
domeéstico de energia elétrica etc.

® Funcoes especiais
® Destacar o contraste entre crescimento linear e crescimento exponencial.
m Evitar exageros com logaritmos.
m Explorar fungdes polinomiais simples de grau maior do que 2.
= Anteceder o estudo de fungdes trigonométricas (enfatizar seu uso como modelo
para funcgoes periddicas) com o estudo da trigonometria no triangulo retangulo
e nos demais triangulos.

e Geometria

® Usar geometria analitica como articulacdo entre geometria e algebra, traba-
lhando as duas vias:
= entendimento de figuras geométricas, via equacoes;
= entendimento de equacdes, via figuras geométricas.

® Evitar memorizagdo excessiva e introducdo de férmulas ndo baseadas em racio-
cinio logico.

® Introduzir a nocao de vetor.

® Associar sistema linear a sua interpretacdo geométrica.

e Tratamento da informacao e Probabilidade

® Aprimorar as habilidades adquiridas no Ensino Fundamental no que se refere a
coleta, a organizacao e a representacao de dados.

® [ntensificar a compreensdo sobre as medidas de posicao (média, moda e media-
na) e as medidas de dispersdo (desvio médio, variancia e desvio padrao).

® Entender combinatéria como uma organizacao de técnicas de contagem, prin-
cipalmente por meio do principio multiplicativo e sua associacdo com arvores
de enumeracgdo.

® Destacar probabilidade como ferramenta para modelar incerteza e enfatizar o
espirito critico na construcdo de espagos equiprovaveis.

e Tecnologias
® Usar a calculadora como instrumento para promover a aprendizagem.
» Usar programas de computador (ou calculadoras) capazes de construir graficos.
® Usar geometria dinamica (para estimular a experimentacdo e o raciocinio algo-
ritmico).
® Usar planilhas eletronicas (para féormulas, estudo de padrdes e simulacdo proba-
bilistica).
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Assim é que, com a experiéncia da equipe de autores e de anos de testagem
dessa colecdo, podemos afirmar, sera um importante auxilio para o professor, que
visa dar uma melhor apresentacao dos assuntos a serem ensinados.

3 - Estrutura da colegao e contetdos trabalhados

Esta colecdo foi concebida com a aplicagdo dos conceitos modernos da Edu-
cacdo Matematica, sem perder de vista o rigor dos conceitos matematicos em toda
a obra. Chamamos a sua atencdo para os destaques que aparecem nas margens de
algumas paginas, pois devem ser apresentados aos alunos como complemento de
conceitos ou como forma de enriquecer os assuntos de cada capitulo.

A colecdo esta dividida em trés volumes, de tal modo que o volume I com-
preende a aplicacdo da logica e conjuntos, abordados de forma clara e objetiva, para
se apresentar o conceito de fun¢do e os seus tipos. Nesse campo, nos preocupamos
em apresentar as caracteristicas de cada uma das fungdes, como a func¢do afim,
a linear, a modular, a quadrética, a exponencial e a logaritmica, dando énfase as
aplicacdes de forma concreta. Também ¢é valorizada a trigonometria dos triangulos,
aplicando-a no ciclo trigonométrico.

Ja no volume II, apresentamos as progressdes e a aplicacdo da matematica
financeira, a andlise combinatoria e a probabilidade, assim como o Binémio de
Newton. Valorizamos o ensino da geometria, agrupando os grandes assuntos, ou
seja, prisma e cilindro, assim como piramide e cone, e um estudo completo da es-
fera e dos poliedros.

No volume III, apresentamos um novo enfoque para o ensino da geometria
analitica, pois a desenvolvemos com o tratamento vetorial, uma grande moderni-
dade, visto que os conceitos desse tema ainda ndo foram tratados com essa visao.
Seguindo esse ponto de vista, havera a contribui¢do para o amadurecimento desses
conceitos pelos estudantes e a facilidade para acompanhar um curso superior. Ain-
da nesse volume, apresentamos os nimeros complexos, os polindmios e as equa-
¢coes de forma objetiva.

A nossa recomendacdo € que o professor possa explorar a colecdo utilizando-a da
melhor forma possivel, entretanto devem ser observados os seguintes procedimentos:

e A exposicdo dos conceitos conforme sdo apresentados na colecdo, dando tempo
ao aluno para que ele possa ler e discuti-los, com ou sem ajuda do professor. As-
sim, o estudante poderd interpretd-los e construir a autonomia no processo de
aprendizagem.

e Os exemplos e exercicios resolvidos devem ser estudados pelos alunos, mas
nado devem servir de modelos que se repetem sem uma logica, pois sdo con-
tribuicdes que irdo permitir a formacdo do conhecimento e sua aplicacao nos
exercicios seguintes.

e A colecdo tem uma variedade e uma quantidade consideravel de exercicios e pro-
blemas para que o estudante possa consolidar seu conhecimento, resolvendo-os
com seguranca e podendo escolher entre os mais interessantes. Cabe ao professor
instigar e fazer perguntas sobre cada situacdo proposta.

e No final de cada capitulo da colecdo, ha uma secao de exercicios de revisao. Sao
testes para a verificacdo do que foi efetivamente aprendido sobre o capitulo.

Assim, esperamos que o ensino da Matemadtica possa contribuir para que os
alunos desenvolvam habilidades relacionadas a representacdo, compreensdo, co-
munica¢do, investigacdo e, também, a contextualizacdo sociocultural.
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Furb — Departamento de Matematica

Rua Antbnio da Veiga, 140 — Victor Konder

Caixa Postal 1507 — CEP 89010-971 — Blumenau, SC
Telefax: (47) 3321-0463

Grupo de Estudos e Pesquisas em Educacao Matematica (Gepem)
Universidade Santa Ursula

Rua Fernando Ferrari, 75, prédio VI, sala 1105 — Botafogo

CEP 22231-040 — Rio de Janeiro, RJ

Telefax: (21) 2554-2500

Laboratoério de Ensino de Matematica — Departamento de Matematica — Centro de
Ciéncias Exatas e da Natureza (CCEN) — UFPE

Avenida Prof. Moares Rego, 1235

CEP 50670-901 — Recife, PE

Tel.: (81) 2126-8006

Fax: (81) 2126-8118

Laboratoério de Ensino de Matematica — Instituto de Matematica, Estatistica e Cién-
cia da Computacdo (Imecc) — Unicamp

Rua Sérgio Buarque de Holanda, 651 — Bardo Geraldo

Caixa Postal 6065 — CEP 13083-970 — Campinas, SP

Telefax: (19) 3521-5937

Laboratorio de Ensino e Aprendizagem de Ciéncias e Matematica — (Leacim) —
Ufes — Campus de Goiabeiras

Avenida Fernando Ferrari, s.n. — Goiabeiras

CEP 29060-900 — Vitoria, ES

Telefax: (27) 3335-2534

Mestrado em Educacdo Matematica — PUC-SP

Rua Marqués de Paranagud, 111, prédio 1, 2° andar — Consolacdo
CEP 01303-050 — Séo Paulo, SP

Tel.: (11) 3124-7200 (ramal 7 210)

Fax: (11) 3159-0189

Projeto Funddo — Matematica — Instituto de Matematica — UFRJ
IM/UFRJ-CT, bloco C, sala 108

Caixa Postal 68530 — CEP 21945-970 — Rio de Janeiro, R]
Telefax: (21) 2562-7511

Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica (Sbem) — Departamento de Matema-
tica — Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza (CCEN) — UFPE

Rua Prof. Luiz Freire, s.n., sala 108

CEP 50740-540 — Recife, PE

Tel.: (81) 3272-7563

Sociedade Brasileira de Matematica (SBM)
Estrada Dona Castorina, 110, sala 109
CEP 22460-320 — Rio de Janeiro, RJ

Tel.: (21) 2529-5073
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4.2 - Alguns orgios governamentais

Ministério da Educacdo e do Desporto (MEC) — Secretaria de Educacdao Média e
Tecnologica

Esplanada dos Ministérios, bloco L, 3¢ andar, sala 300

CEP 70047-900 — Brasilia, DF

Tel.: (61) 2104-8670

Fax: (61) 2104-9848

Secretaria de Educacdo a Distancia

Esplanada dos Ministérios, bloco L, anexo 1, sala 327
CEP 70047-902 — Brasilia, DF

Tel.: 0800-61-6161

Secretaria de Estado da Educa¢do do Rio Grande do Sul — Centro de Ciéncias do
Rio Grande do Sul

Av. Borges de Medeiros, 1501 — Bairro Praia de Belas

CEP 90119-900 — Porto Alegre, RS

Tel. PABX: (51) 3288-4700

Secretaria de Estado da Educacao de Sdo Paulo — Coordenadoria de Estudos e Nor-
mas Pedagogicas (Cenp)

Praca da Republica, 53, sala 102 — Centro

CEP 01045-903 — Sao Paulo, SP

Tel.: (11) 3237-2115

Secretarias de educagdo estaduais e municipais, provavelmente a Secretaria de Edu-
cacdo do estado em que vocé mora e também a do seu municipio mantém equipes
pedagogicas e publicacdes e oferecem cursos de Matematica a professores. Procure
se informar e participar.

4.3 - Sites

e http://www.tvcultura.com/artematematica (Arte e Matemadtica: uma série de 13
programas para a TV Cultura. Fundacdo Padre Anchieta & TV Escola)

e http://www.somatematica.com.br/emedio.php

e http://www.matematica.com.br

e http://www.edulinks.com.br/Matematica

e http://www.brasilescola.com/matematica

e http://diadematematica.com/modules/xfsection/index.php?category54
e http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/medio.htm

e http://www.edumatec.mat.ufrgs.br
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5 - Comentarios sobre cada capitulo

5.1 - Vetores

Procuramos inovar neste capitulo, pois apresentamos toda a Geometria Ana-
litica sob um novo enfoque, isto ¢, com um tratamento vetorial. Por se tratar de
uma grande novidade para um livro do Ensino Médio, deve ser bem estudada pe-
los alunos e apresentada a eles como um recurso matematico que vem para facili-
tar o ensino desse topico. Apresentamos os espacgos cartesianos R? e R®. Sugerimos
que sejam dados conforme os assuntos sdo apresentados no capitulo, pois visam,
sobretudo, um encadeamento dos contetidos de forma a dar seguranca e transpa-
réncia em sua apresentacdo, facilitando o ingresso dos alunos no Ensino Superior.

Apresentamos o conceito de vetor, o plano cartesiano, algumas das transfor-
macodes, como a rotagdo, e o conceito de médulo de um vetor (distancia entre dois
pontos). Trabalhamos as operacoes elementares com vetores: a adi¢do, a multipli-
cagdo por um escalar e a subtracdo de vetores. Introduzimos, a ideia de um ponto
que divide um segmento numa certa razdo, o conceito de vetor unitario (versor de
um vetor), os vetores paralelos e a condicao de alinhamento de trés pontos. Apre-
sentamos também o conceito de centro de massa — ou baricentro — de um tridangulo
e de baricentro do tetraedro.

5.2 - Produtos de vetores

Iniciamos este capitulo introduzindo o conceito da expressao analitica de um
vetor a fim de explorar o produto escalar, cuja interpretacdo geométrica nos per-
mite encontrar o angulo entre dois vetores. Também destacamos as bissetrizes dos
angulos das direcdes de dois vetores e verificamos a condi¢cdo para que dois vetores
sejam perpendiculares e suas aplicacoes.

Introduzimos o conceito de produto vetorial de dois vetores do R* e sua in-
terpretacdo geométrica, que nos permite encontrar a drea de um paralelogramo,
de um triangulo e de um poligono. Verificamos, assim, a condicdo para que dois
vetores sejam paralelos e suas aplicacdes, tais como a distancia de um ponto a uma
reta ou entre duas retas reversas.

Apresentamos o produto misto que se aplica para trés vetores do R, cuja inter-
pretacdo geométrica nos permite encontrar o volume de um prisma de base qua-
drangular ou de um prisma de base triangular, assim como o volume do tetraedro.
Exploramos tais conceitos para apresentarmos a ideia de dependéncia e indepen-
déncia linear de vetores.
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5.3 - Geometria Analitica no plano

Estudamos a reta no [R? caracterizando que toda equagdo do 1° grau repre-
senta uma reta e que toda reta pode ser representada por uma equacgdo do 1¢grau.
Apresentamos a reta que passa por dois pontos, assim como a reta que passa
por um ponto e é normal a um vetor do R% Apresentamos as condi¢des para
que uma reta seja paralela a um vetor, as equagdes parameétricas, a forma seg-
mentar e a forma reduzida da reta no R2. Destacamos a inclina¢do da reta, com o
seu coeficiente angular, o ponto de interseccao dela com o eixo das ordenadas
e o coeficiente linear, assim como o angulo entre duas retas no R? e a distancia
de um ponto a reta.

Na abordagem da equacdo cartesiana da circunferéncia no R?, fizemos um es-
tudo com vista a determinar o centro e o raio usando a estratégia de completar os
quadrados ou por meio das féormulas. Apresentamos a interseccao de circunferéncia
e reta no R2.

Descrevemos a constru¢do mecanica da elipse, que é uma conica, bem como
apresentamos suas equagdes na forma geral, destacando a existéncia do triangulo
retangulo obtido por pontos dos eixos maior e menor.

Apresentamos também as cOnicas hipérbole e pardbola, assim como a equagao
da hipérbole na forma geral, destacando a existéncia do triangulo retangulo obti-
do por pontos dos eixos maior e menor; e a equacao da parabola na forma geral,
destacando a importancia do foco, da diretriz e do vértice. As parabolas ja vistas
no Volume [ sdo as mesmas que estdao agora sendo estudadas, mas naquele volu-
me analisamos apenas as pardbolas que sdo funcdes e aqui consideramos qualquer
possibilidade.

Relacionamos os cortes possiveis em um cone com a parabola, a elipse e a
hipérbole, além, é claro, da existéncia da circunferéncia, de um ponto ou de duas
retas concorrentes.

Abordamos as desigualdades no plano cartesiano, onde analisamos duas ou
mais regioes definidas por uma reta, pela interseccdo de retas ou de uma reta e uma
cOnica.

5.4 - Geometria Analitica no espaco

Iniciamos este capitulo com a ideia do plano, destacando sua equagdo e suas
posicoes em relacdo aos eixos coordenados. Verificamos quando um vetor é normal
a um plano e discutimos suas caracteristicas. Apresentamos as equacdes paramétri-
cas da reta no R® e a suas equacdes simétricas.

Destacamos a esfera e suas propriedades, sobretudo a forma de ver a intersec-
¢do entre uma esfera e um plano. Valorizamos a interpretacao geomeétrica entre trés
equacdes com trés incognitas para a resolucao de um sistema 3 X 3.

13
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5.5 - Nimeros complexos

Introduzimos este capitulo a partir do niimero representado por i e do campo
dos nimeros complexos. Destacamos o conjugado de um complexo, a igualdade de
dois complexos e suas operagdes, tais como adicao, subtra¢do, multiplicacdo, divi-
sdo e poténcias de i. Abordamos a validade da raiz quadrada e a forma geométrica
de um namero complexo, combinada com a forma trigonométrica do complexo.
Quanto a forma trigonométrica do complexo, introduzimos o conceito de médulo
como a distancia da imagem de z a origem, como ja visto em vetores.

Apresentamos uma conexdo de médulo com a ideia das transformagdes usando
o conceito das operacoes ja conhecidas. Exploramos a definicdo de argumento e a
forma trigonométrica ou polar do nimero complexo. Desenvolvemos com a forma
trigonométrica a multiplicacdo e a divisdo, para enfim aplicarmos a Formula de
Moivre. Valorizamos a radiciacdo e a interpretacdo geométrica das raizes de um
namero complexo com a apresentacao de logaritmo e a forma vetorial. No apéndice
temos a forma matricial de um nimero complexo.

5.6 - Polinomios

Neste capitulo, procuramos disponibilizar, de forma clara e sucinta, a am-
pliacdo do conceito de polindmios, ja de conhecimento dos alunos, valorizando
a obtencdo do valor numérico de um polinémio, a identidade entre polindmios,
quando um polinémio é identicamente nulo e quando dois polindmios sdo idén-
ticos.

Na divisao por x — a e por ax — b, destacamos o algoritmo de Ruffini. Analisa-
mos a condicado para o quociente da divisao por ax — b, assim como as divisdes por
X"+ a"e por x £ a e a decomposicdo de uma fracdo (fracdes parciais).

5.7 - Apéndice: inducao finita

Neste capitulo, oferecemos aos alunos contetido mais avancado, visto que esse
¢ um assunto mais estudado no Ensino Superior. Entretanto, podemos afirmar que
0 nosso proposito foi validar as condicdes para o principio da inducao finita e, para
isso, estudamos suas varias aplicacdes, inclusive com a apresentacdo das matrizes
em que se destaca nos determinantes a proposta do teorema de Vandermonde.

14



6 — Resolucao comentada de alguns exercicios

CAPITULO |

Exercicios de fixacao, p. 35

10 A=(2,2)
B=(-1,6)
C = (-5, )
D=(-2,-1
Calculemos:

AD=D-A=(-2, -1)=(2, 2) = (-4, -3)
= AD=AB__,

BC=C-B=(-5,3)-(-1, 6)=(-4, -3) =
— BC=AD

AB=B-A=(-1,6)—(2,2)=(-3, 4) };5

Como AD =BC, ABCD é um paralelogramo.

Como AD =AB | ,, ABCD é um quadrado.
11 A=(,0,2)
B=(1, -1, 1) b C
C= (2 m, n)
D=1, -1)
M
A B

M=

A+C_(1,0,2)+(2,mmn) (3 m 2+n
2 2 272" 2

Por outro lado:

M=B+D=(1, -1, D)+(x, 1,—1): 1+x,0,0

2 2 2
Temos entao:
izl—i__xszzlﬂz()jm:()ez—i_n:o =
2 2 2 2
=>n=-2

C=(20-2)eD=(2,1, -1

12

D

Devemos ter o quadrado ABCD, pois D € o mais
proximo da origem.

C=B+BC
BC=BA ,, =(A-B) ., =(3,-4) .= (-4, -3)
C = (O/ 4) + (_4/ _3) = (_41 1)

D=A+AD=A+BC=(3, 0)+(-4, -3)=(~1, -3)

16

Ay
A=(2,5)

D=(d 2)

><V

C
AD=AB_, = D-A=(B-A)_ .,
@d=2,-3)=0~-2 -4 p=d-2 -3 =
=& b-2)

d—2=4=d=6=D=(62)
b—2=-3=b=-1=B=(-11)
C=D+DC=D+AB=(6, 2)+(-3, -4)=(3, -2)

\’



26 C=(9,7,4)

A=(2,1,5) B=(3, k, 0)

Para o triangulo ABC ser retangulo em A, deve-
mos ter BC* = AC? + AB2. :

Em que:

BC=[BC|  BC=C-B=(6,7-k 4)
[5C] = V& +7-17+4

ac=[ac]

AC=C-A=(7,6,-1) = |AC| =V72+6* +1

AB=| AB|

AB=B-A=(1,k-1,-5) =
= |AB]| = J1+ (k=12 +(=5)?

Logo:
BC? = AC* + AB?
36+(7—-k?+16=49+36+1+1+((k—-1>+25

%+Af§—14k+k2/+16:;k§+%+1+1+

+ KX — 2k+1+25
12k = 12 = k= -1

28 Sejam P = (x, ¥, 2), 0 = (0,0,0), A= (0,0, D) e :

B = (2,2, 2), temos: :
PO=6 = x> +y*+2> =6 (1)
PA=\3 =¥ +y? +(z-1)* =3 an |

PB=v2 = J(x=2)* +(y-2)* +(z-2)* =v/2 (II])

De (I), vem: x> + y>* + 22 =6 ;
De (I), vem: x> + > + 22 — 2z + 1 = 3 = |
=6-2z+1=3=2z=2 :
De(Ill),vem: x> —4x+4 +y>*—4y+4+ 22— 4z +
+4=2=
=6—-4x+4-4+4-8+4=2=
=4x+4y =38

x+y=2

2

Temos, entado: 5
X +y =2

= X +2-x1*=2=
= X +4-4x+x*=2 =
= 2x*-4x+2=0= x=1ley=1

Logo: P =(1, 1, 2)

\’
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33 P=(t>-2, tJ2)
PO =(t? —2)? +(tv/2)? =
At 14427 =t — 212 4143 =

=J(t*-1)*+3

Adistancia PO sera minimaquando#?—1=0=
=t =41

Logo: P:(—l, \/5) ou P:(—l, —\/5)

Exercicios de fixacao, p. 67

4 A=(1,3) B=(-3,1)
D C
BC = (5, -2)
CD=-2AB
CD=-2(B-A)
CD=-2(-2,-2)
CD= (4, 4)

C=B+BC=(-3, 1)+(5, -2)=(2, -1)
D=C+CD=(2, -1)+(4, 4)=(6, 3)

5 AB=B-A=(8,8)-(4,5=(43)
C=x,0)eD=(0,y) =
= CD=D-C=(0, y)~(x, 0)=(-x, y)
Temos:
ﬁ//ﬁ = 4
4 3 =
||@||:10é x*+y* =10

= x=-8e y=6.Logo:
C=(-8,0)eD = (0, 6)

6 A=(-2,0,3),B=(1,6,x)eC=(@3,y —7)
Condic¢io de alinhamento: AB//AC.

AB=B-A =(3,6,x-3)| 3 6 x-3
AC=C-A = (5,y,10) 5 y -10

=y=10ex = -3



B ] P-d6-x8)
T C=(8,4
D=0,4)— < @------"---!
L=(3,2)
2p------ P 4
T 8- x 8_x o i
_0,00 3J=%0 B=(80 16-x x.
OspontosP = (16 — x,8),L=(3,2)e A= (0,0)

estdo em linha reta, logo a area do tridngulo
PLA ¢ nula, entao:

163 X8 32 2x=24=x-4
24 A = (a,a)
=(0,0)
= 0)
| 5] 5c]
=)
De acordo com a figura a seguir, temos:
Ay
a =
c 3¢

25

A=(a,a)

2
3%:96 — *=64 = c=48 =

= A=(8,8),B=(12, 4)e C=(8,0)

ouA = (-8, —8),B=(-12, —4) e C = (-8, 0)

17
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A+B+C+D
4

G:

(x-r, x,x+r):(%,1,3J:> x=1

444 1 5 a-s
4
Entio: G=(1-2,1,1+ 2)
G=(11,3)

i Exercicios de revisao, p. 69

21 Sejam:

V = vetor velocidade do vento: V = >,

Tl = vetor velocidade do trem no momento
em que ele se desloca com velocidade igual
a 80 km/h: T, = (=80, 0)

Tz = vetor velocidade do trem no momento
em que ele se desloca com velocidade igual a
20 km/h: T, = (=20, 0)

ﬁl = resultante sentida pelo passageiro no ins-
tante 1: fil =(0,)

ﬁz = resultante sentida pelo passageiro no ins-
tante 2: ﬁz =)

Se o trem se desloca de leste para oeste, o passagei-
ro sente um vento cujo vetor que o representa € o
vetor oposto a ele, logo, —T1 =(80,0) e —TZ =(20, 0).

P 1= (80,0)
) o - =T, =(20,0) X
e - Rl = g(en y
_ - //// jR:Z ;/()7/ y
Instante 1: Instante 2:
R=V+(-T) R,=V+(-T)

(0 y) =, y)+(80 0)
0=x+80=>x=-80

Logo:
V = (=80, -60)

(V, Y) = (Xr }’) + (20/ O)
(» y) = (=80, ) + (20,0
y=-80+20=>y=-60

|v]=V(=80)* + (-60)> = 100 km/h

\’



29 A {@:anﬁ
G OB+BC=0C
W =ii+AB = AB=w—ii
B=(512 H=(10,2)  © ¥+ 4AB =V
Com];) Hce meédio de BC, vem: | W4 (Weil)=7
H="t% . Cc=2H-B W4 —4ii =7
C=2(10,2) — (5, 12) Sw =fu+v1
=(20,4) - (5,12) Wil +-7
= (15, -8) : S9
i Logo: x = 4 ey = 1
CAPIiTULO I BTSNy

Exercicios de revisdo, p. 139 28 |u+V|=7= U+V) (@+v)=7"
- 2
9 deb sado ortogonais 5= (u—v) - (u-v)=35

: —V|=
ld| =|b| =2 {|ﬁ2+2ﬁ-V+|17|2=49
(d@+2b)-(@-3b)= : |

— G-G-3G-b+2b-G—6b b= 4ii - V=24
—|if —3-0+2-0-6-|b] = w-v=6
Alternativa (C).
=22-0+0-6-22= :
—4_ 94— _ f 300 |iu|=1 _
4 - 24 20 lql u-v=0 (ortogonais)
Alternativa (E). f [v|=2
10 4 =(1,0,0) li+V =(1,0,0)+(0,1,0) | ({i+7) - (fi+27)=0
v =(0,1,0) X=1u+v =(1,1,0) : o S
W =001  ei-w=(010-001  CLEFZLIHETE2Y V=0
N N 12 0 22
y=v-w =01L-1) 1 ig-0=t--8
y=11xl- V1l cosé : Alternativa (A)
Xy :
Cos 0 = o=t = ' 38 y )
X[yl Y P2, 9)
B 1-0+1-140-(-1) _0+1+0 '
V2412407 - JO2 412 +(-1)2 V242
COS@=%:>9=60° - """" »P(5, 2)
Alternativa (D). : . !
0
lovl =lopl = Vs> + 22 = V29
or-or'=[op] - [oP].- cos 6
.. s 2~5+5-2=@-@-c056
"c . 20=29cos0
: Cose—@
29
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40

45

wn O N w

N[= a N = O

= = 1
Vo Vo==
222

NG
2

VaP=2 =1V -
Vs V=4

| Vs P=4

|Vs|=2

V- Vs=|V2|-|Vs]|-cos 8

N|§‘
o

Il
—~ ~

~

GC
OO:I;

o :l;l;l <8l

XN -
[ B A N ]

w
=

—_
—

86 +3x=11Q + 5
81 + 3x = 11Q

_ 81+3x
Q=7
77 +4+3x

e’

Q=

11
Sex=1=Q¢&Z
x=2=Q&Z
x=3=>Q¢&Z

4+18
x=6=>Q=7+
Q 11
Q=7+2
Q=9
Logo, o ano foi 1986.
Alternativa (B).

19

53 P (2, 0)
A (0, 2,0)
B(2,0,2)
PA =A—-P=(-2,2—-t0)

PB =B—P= (0, 2)
P
PA x PB=|-2 2-t
0 -t

— (4 — 2, 4, 21)

N O =y

Area do tridngulo no R3: A = % "ﬁ X ﬁ"

A= %\/(4—2t)2+42 +(2t)>

A= %\/16—16t+4t2+16+4t2

A= %\/8t2 -16t+32

A= l\/S(t2—2t+4)
2
A= %zw/zaz -2t +4)

A= 2t* -4t +8
A é minimo quando A? for minimo.
A2 =2 —4t+8

Vértice:
_ b _ 4 _4_
v 20 2-2 4
Resposta: t = 1
54 \Ys

C(0, 6, 6)

A0,0,00 Y B4 24

a) AB=DC
B—-A=C-D
D=C-B+A
D= (OI 6; 6) - (41 2/ 4) + (0/ 0; O)
D =(-4,42)
a=|AB| =4 +2% + 42
a= +J16+4+16
a==6
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b) Vpirémide =72 (X - (_3))2 + (Y N 4)2 = 42
: (x+3)2+ (y—4)?2=16

Loa n=72 = Lsen=-72-
3 3 14 a) XX+ 2+ 2x-4y+4=0
=h=6 X¥+2x+1+y2—4+4+4=0+1+4
Equacao do plano ABCD: x+1)*+(p—22=1=C(-1,2)eR=1
AB =(4,2,4) AC =(0,6,6) . b X+)P+2y=0
AD:(X,Y,Z) (X—O)2+y2+2y+120+1

4 2 4 : x—-02+(+1)*=1=C(0,-1)eR=1
[AB, AC, AD]=|0 6 6|=0

i Exercicios de revisio, p. 208

Xy z
247 + 12x — 24x — 24y = 0 -
—12x — 24y + 24z =0 (+ —12)
x + 2y — 2z = 0 = vetor normal:
N=(1,2, -2
H= A+C (ponto médio) = H = (0, 3, 3)
INI=v12 +22+22 =3 y = ax + b, como a:%,temos:
HV=2N =V -H=2-(1,2, -2) y=lx+b:>3=l- 104b = he -2
V' = (2,4 —4) + H 2 2
V' = (2,4, —4) + (0,3, 3) S BPIPANS o S
V' = (2,7, -1) : 2 2 2
VH=2N s Alternativa (A).
H - V"= (24, —4) 67 2+ )P —4x =0
V7 =(0,3,3) - (2,4, —4) X —dx+4+p=0+4
V' =(=2,-1,7) (x—22+(—-02=4=C(2,0)eR=4=2

yA

>
X

20 al:%eaz:Zk2

CAPITULO Il
Exercicios de fixacao, p. 167
: o

a) %=2k2 =2k*=1=k? =%:> k=i/g
1 1 Alternativa (E).
— . 2k¥=_ - S
b)]( 2K =-1=2k=-1=k=-3 -
Exercicios de fixagao, p. 177 10 10
9 Ay 8
M . N
: d d
o 4 Pelo teorema de Pitagoras, temos:
: : @ + 8 = 10
d> =100 — 64 = 36
d’> = 6, entao:
: > ; MN=12m
_3 0 x Alternativa (B).

A N\ 20



CAPITULO IV

Exercicios de revisao, p. 256

4

11

O plano da equacao x—y+\/52+1:0 tem ve-

tor normal fi:(l,—l,\/i). Para calcular o seu
unitario, basta dividir o vetor # por seu moédulo

\/12 +(=1)* +(2)* =2. Assim:

S _(,-1, ﬁ):{l

2" 2

’

"l 2 2

1\/5J

Alternativa (D).

Como o plano ¢é
V=i+j=(,1,0)eti=i-j=(1,-1,0), seu vetor
normal serd o produto vetorial

paralelo aos

— —

i ok
Vxii=| 1 1 0 |=(0,0,-2).
1 -1 0

Sua equacao serd, entdo, do tipo Ox + Oy — 2z +
+d=0.

vetores

Obrigando este plano a passar pela origem, te-
mos: Ox + Oy — 2.0 +d =0, logo, d =0. A
equacao serd, entdo, Ox + Oy — 2z + 0 = 0, ou

seja, z = 0.
Alternativa (C).

Se o plano contém o eixo Z, € paralelo ao ve-

tor k=(0, 0,1). Por outro lado, como ele é

x=t

também paralelo a reta }/=\/§l‘, sera paralelo

z=0t

ao vetor diretor da reta v = (1, \/5, 0). Seu ve-
tor normal serd o produto vetorial desses dois

vetores:
1
——
0 10 0
301 3
3

H B 0

A equacao do plano sera do tipo:

m = kx ¥=(=3,1,0)

—\/§x+1y+02+d=0. Como o plano passa

pela origem, ponto comum do eixo Oz e a reta
dada, temos d = 0. Assim, a equagdo do plano :

serd —\/§x+y:0 ou y:\/gx.

21

14

18

21

23

Como a esfera tem centro na origem e a reta
também passa pela origem, os pontos P e Q sao
simétricos em relacdo a origem, logo u = —,
vV=—-sew= —L

Alternativa (A).

O vetor normal ao plano sera o produto veto-
rial dos vetores diretores das retas:

xX=t+6
X-2 _y+3_z-4 4 1 —2)e ly=3t-2,
4 1 =2 Z=-t+2

(1, 3, —1). Calculando seu produto vetorial:

—
1 -2 41 |2 P
,logon=(5,2,11).
[ﬁ 3 -1 1 3 ‘—1} 8 ( )
5 11

A equacao do plano serd entao:

Sx +2y+ 11z +d = 0.

Como o plano contém todos os pontos das duas
retas, contera também o ponto de passagem
de uma delas, por exemplo, (2, —3, 4). Assim,
5:2+2-(-3)+11-4 +d=0,entdo, d =
—48. Portanto, a equacdo do plano sera
Sx +2y+11z— 48 =0=5x + 2y + 11z = 48.

O vetor diretor da reta serd o produto vetorial
dos vetores normais aos planos x + y + z = 3,
(1,1, h)ex+2y+z=1,(1,2, 1), entdo:

0

[H;i; 'ﬂ:h(q,o,n

—— ——
-1 1
Como este vetor € paralelo ao eixo 0y, o plano
normal a este vetor sera paralelo ao plano XZ.

Passando a equacdo da reta X=2_ y__31 = %
para a forma paramétrica, temos:
X_2=t
11 x=t+2
Y;B =t = y=-3t+1
z=t
Z—O:t
1

Obrigando este ponto variavel a pertencer ao
plano x — 2y — 7 = 0, temos:
t+2-2(-3t+1)—-7=0=1t=1,logo:

x=3
y=-2 que é o ponto (3, =2, 1).
z=1

\’



27 Aesfera (x = 2)*+ (y — 3)* + (z—m)> = 9 tem CAPITULO V

centro (2, 3, m) e raio 3. A distancia do centro L. .
( ) i Exercicios de revisao, p. 306

ao plano z = 0 é |m|, logo |m| = 3.
Alternativa (D).

28

Completando os quadrados para obter o centro

eoraiodaesferax®+y?+z>—4x + 10y + 2z=20:
temos (x — 2)2 + (y + 5)* + (z + 1) = 50
que ¢ uma esfera de centro (2, —5, —1) e raio

R =4/50 =5V2.

542

O raio do circulo da interseccao sera r tal que:

P52 =(5J2) =r=5
A area da seccdo sera entdo nr? = 25m.

29
x=t

Basta substituir o ponto descrevente da reta

y=-t+1 na equacdo da esfera para obter os

Z=2\/§

pontos de interseccao.

X+ y+22=9=>02+(-t+ 1)+ (2\5)2=9:>

= 2t* — 2t = 0 que da os valores dos parame-

tros para os pontos de intersec¢ao: t, = Oout, =

Os pontos de interseccao serdo entdo:

x,=0

L=1r=1 =1=(0,12V2) e
21:2\/5
x,=1

L=0,=0 =1,=(1,0 22

z, =242

A distancia serd entdo o médulo do vetor E
I, =1,-1, =(1, 0, 2\/5)—(0, 1, 2\/§)=(1, ~1,0)
ILL =V + 17407 =42

Alternativa (A).

\’

. 25

22

3 4 3
4 a”=2—+i2—_2—(1+2i):
Zn 2" 2}‘1
=S=a,+a,+ ..+a,=
1 11 ]
=8(1+2i) =

=8(1+2i)| —+—+—+ ...
2 4 8

‘l\)\r—a

S=8(1+2i)-
1-

=|S|=8V1>+2% =85

Alternativa (E).

Como p e g sdo reais, a equagao admitird raizes
complexas conjugadas, logoz, =3 — 2iez,=3 +
+ 2i. Temos, entao:

1
2
=2(3-2i)(3+2i)=
=2(3"+2%)=26

Alternativa (D).

N | —

1

lez—a— =q=22,2,=

12 A +abb—i)=5+5i=
b—itabita=5+5im 0TS
-1+ab=35
b =
T 5:b=§:>§+a=5:>
ab=6 a a

=a*-5a+6=00u x*-5x+6=0
Alternativa (E).

;" n 1
21 =i = () =(—1>"={ S
" -1, n impar
24 i 00 i’ 0 i 00
A=|0 i O|=A’=[0 i’ O|=|0 i O|=A
0 0 i 0o o 0 0 i
Alternativa (A).
-Z=(=x,y) V%4 z=(x,9)
0 l X
[
~z=(=x,-)) Z=(x-y)

S=2x-2y=4xy
Alternativa (D).



Multiplicando membro a membro, temos:
— 12 = — = —

2,2, =122, 2,= —72, =72 = —Z

Alternativa (A).

Facamos z = x + yi =

|2=3]=|x+yi-3|=(x=3) +y*
= A z=7| = x+yi=7|=J(x=7)* +y?
|23 | =[x+ yi=3i] =% + (=3
Igualando:
Jx=37+y? =J(x=7 +y* = x=5

\/(x—3)2+y2 :\/x2+(y—3)2 =
=4+y*=25+y’-6y+9=y=5

3

34

=2z=5+5i=7Z=5-15i
Alternativa (C).

J=15-8i =y-15-8V-1 =y-15-/—64

36

Usando a férmula de transformacio de radi- !

cais duplos VA /B :,/% i,/A;C, em que

C=+vA?-B temos:

C=(=15)% = (=64) = 225+64 =+/289 =17,

entao:

J-15-8i =

_ J_r(\/—15WL17_\/—15—17]=J_r 1-4i)
2 2

41 a) X*-4x+8=0=

x:4 +4J16-32 _
2
=4i\/—16 =4i4i _

2 2

2+2i

b) A medida do menor angulo ¢ o angulo dos
vetores OA=(2,2) e OB=(2,-2) que se ob-
tém por meio da formula do angulo de dois :

. 66

vetores.
OA-OB _(2,2):(2,-2) _
"(TA”"SB“ Va+4 -Ja+4

Ccos 0=

=ﬂ=0 =0=90°
8

Graficamente, verifica-se
que o angulo é 90°.

imediatamente :

54

65

|z[
Sez=x+yientdioz=x-yie

2
|Z|2=( ,X2+y2) =X2+y2:>X2+y2=1

é uma circunferéncia.
Alternativa (B).

ylk
’/’ AN
A
60 60°\\\
— VA
v 5,
0 45° X
w

Como|z| = |w| = |z—w| =1, otridngulo dos veto-
resz, we z — wéequilatero, logow = cis (—45°) =
= cis 315°, portanto w = cos 315° + i sen 315°
Alternativa (A).

z-QQ+i)?=k=]z—-1+2i-1)|=k=
=|z-2i=k

Sejaz=x+yi

|z = 2i|=|x +yi—2i| = |x + (y — 2)i]

Para z = 5i, temos |5i — 2i| = k = |3i| = k.
k = 3. Entao |x + (y — 2)i| = 3, logo

X2 +(y=2)7 =3 = x*+(y-2)*=9.

Como o lugar geométrico dos complexos z é
um circulo de centro (0, 2) e raio 3, o ponto
mais alto é (0, 5) e o mais baixo é (0, —1). Entao
o complexo de menor modulo é o complexo
z=(0,-1)=0-1i= —i.

Alternativa (A).

Basta multiplicar o complexo 1+iv/3 =2 cis 60°
por cis 120° e cis 240°. Temos, entao:

2 cis 60° cis 120° = 2 cis 180° = 2(—=1 + 0i) = -2
2 cis 60 cis 240° = 2 cis 300° =

1 3 .
=2-[§—17]=1—zﬁ

\’



77 7=+/3+i=2 cis 30° P78 1+z+ 2+ 4+ 2 =
Flevando ao expoente 7, temos: z%z-1 7Z77-1 1-1_
z"=(2cis 30°)" = 2" (cis 30°-n) = 2" (cos 30°-n + T, T 1 21

+ isen 30°-n)
Devemos ter 30°-n = 180° = n = 6.

Alternativa (C).

83 {|z—3i|:3 :>{|x+yi—3i|:3
|z+i |=[z-(2+i)] |x+(y+Di | = [(x=2)+(y-Di]

{‘/x2+(y—3)2=3 :>{x2+(y—3)2:9

S+ +1)? =Jx-27 +(y-12 [ +y 2y +1=x" —dx+4+y’ -2y +1
{x2+(y—3)2:9

= x"+(1-x-3)"=9 = x> +x* +4x+4=9

y=1-x
2x* +4x-5=0 = x=— ij\/ﬁ _\/2_
_ Ve 1e ), V14
X, =—1l+—=y =1-x=1-| -1+ — |=2 ———
2 2 2
T Vid)_,, 14
=—l-—=y,=1-x,=1- —1—— =24+ —
2 2 2

zz,=—3+3i
Alternativa (D).

94 Como as solu¢des da equacdo z° = 1 sdo vértices de um hexagono regular de raio 1= 1, a area do

2
hexagono sera 6-1 f:%
Alternativa (D).
CAPITULO VI a+b+c=0
3
Exercicios de revisao, p. 361 a+b-c=3 = C= ) =
S . ) : 16a+4b+2c=-33
2 px)=x+ax*+bx*+cx+1 = :
p)=2 =1l+a+b+c+1=2 a+b:E 3
o B b 1=3 : = 2 :>b=§—a
=p(-1)=3=-1+a+b-c+1= 164 +4b =—-30

p(2)=0 = 32+16a+4b+2c+1=0

A N\ 24



22

34

16a+4(%—a):—30 = 12a=-36 =
= a=-3 = b=2
2
9
@_(_3)'5_

c -m”

Alternativa (E).

Comoodivisorx>—1= (x + 1)(x — 1) édo 2°grau,
orestoserado 1°grau, logo, dotipoR(x) =Mx + N. |

Entao,
X0+ xy+1=x—-1Dx+ 1)Q(x) + Mx + N.
Fazendo x = 1 e x = —1, temos:

=
x=-1=1-1+1=0-M+N
M+N=3 N=2
=
-M+N=1 M-=1
O resto serd, entdo, R(x) = x + 2.

{x:l =1+1+1=0+M+N

Devemoster: x'°+x+1=x*-1)Qx) +x+ 2=

= X190 —1=(x>-1)Qx)
Chamando x? = y, temos:

s y50_1
yP=1=(y-DQ(x) = Q(x)=- =l
1 0 0 .. 0 0 |-1|
T |1 1 1 .. 1 1 |0 =~

Q) =y¥+y8+y¥+ L +y+1
Ou seja, Q(x) = x% + x% + x™* + .. + x2 + 1.

P(x) = (x* + x)(x* — 3) + Mx + N, pois o divisor

€ do 2¢ grau.

P(1)=0=2-(-2)+M+N=0= M+N=4 .
R(x)=Mx+N = R(4)=4M+N = 4M +N=10

37

46

M=2

N=2
Px) =x*—3x2+x3—-3x+2x + 2
Px) =x*+x*—-3x*—x+ 2
Alternativa (C).

p3)=0
P =(x—1)gx) + 10 =
=pB3) =3 - 1g3) +10=0 = 2¢(3) + 10

=

Logo, g(3) = —5 que é o resto da divisao de g(x)

por x — 3.
Alternativa (A).

A f(X) =(x— 03 (x —2) = x3(x — 2) = x* — 2x3

b) 0 <x < 1 tornam f{(x) entre —1 e O.

25

62 a)p(n)=n+1)(n*+3n+2)=nm+1)(n+1)(n+2)=

=(m+ 1)2*n+ 2)

p(n) € o volume de um paralelepipedo de ares-
ta de base igualan + 1 e altura n + 2.

p(A) =11+ 1211 +2)=122-13

Como o volume de um paralelepipedo de base
quadrada de arestas a, a, b é a®b, temos as se-
guintes hipoteses para esse produto:
1-1-(122-13),2-2-(6-13),3-3-(4%-13),
4-4-(3%-13),6-6-(22-13)e12-12-(1-13),istoé,
os valores para a devem ser {1, 2, 3, 4, 6, 12}
que sdo os divisores de 12.

Logo, sdo 6 paralelepipedos.

b) Por outro lado, p(n) = n® + 4n> + Sn + 2 que
paran=7*nosdda 7’ +4-7+5.-73+ 2 =
=p@)-(7*+ 1) (7 + 2).

Como 73 + 1 =343 + 1 = 344,

3
%:73&:343&:345
+

73 a) P(4) =15

b) P(2) = -3 eP4) =15
P(x)=(x—2)(x —4) + Mx + N, pois o divisor
€ do 2¢° grau.
P(2)=0+2M+ N = 2M+N=—3$
P(4)=0+4M+N=4M+N =15
-~ 2M=18=M=9
N=-21
O resto da divisdo serda R(x) = 9M — 21.
Consideremos a reta y = 9x — 21.
Parax=2=y=—-3eparax=4=y=15,0
que comprova.

78 Como a soma dos coeficientes da equacgdo

¥ -5x24+6x—-2=0€61-5+6—-2=0,
temos que x = 1 ¢é raiz da equacao.

Retirando a raiz x = 1 pelo algoritmo de Ruffi-
ni, temos:

1 -5 6 -2
1 |1 -4 2 | o0
As demais raizes serdo as raizes da equacgao
x> — 4x + 2 = 0 que sdo 2442 .
Logo,
a) Sdo 3 raizes.

b {1,242}

88 Como x = 2 € raiz do polinémio, pois este

corta o eixo Ox em x = 2, temos P(2) = 0, logo
8 —4+a=0=a= —4. O polinbmio fica

\’



97

929

P(x) = x> — 2x — 4.

Retirando a raiz x = 2 pelo algoritmo de Ruffini,
temos:

1 0 -2 -4

2 (1 2 2 | o

As demais raizes sdo as raizes da equacdo

X2+ 2x+2=0.
2 +.4 —

Portanto, as raizes sao {2, —1 + 2i}.

2, a,, a,, ..., ay) PG de razao q > 0= (2, 2q, 2¢,
ey 2q" 1) e P(x) fica:

P(x) = 2x + 2qx* + 2¢°x* + ... + 2q" 'x" que

¢ uma PG de razdo gx. Somando seus termos,
temos:

24" X" gx—2x oy (gx)" -1

P(x)=

qx—1 qx—1
Como: .
_4 4
P(—lj—o 2 (1].[_L2 0
2 _4_4
2

:(—%] =1=qg=2,npar

P2) =5460= 2.2. 2D =1 _ <460

2q-1
P _ 4" -1 ~
ara g = 2, temos 4'ﬁ=5460’ entao
4" -1 .
=1365 = 4"=4096 =
2 _ 3 _
:>n=6:>n q =M=Z

q* 16 4
Alternativa (C).

Como o grafico corta o0 eixo Ox na origem e em
pontos simétricos em relacdo a origem, entdo :
existem raizes do tipo 0, a e —a. O polindmio :

podera, entdo, ser do tipo

px) =k(x —a) - (x +a) = kx (x> — a?) que,
parak = 1ea =1, temos P(x) = x(x> — 1).
Alternativa (D).

100 Temos:

X, +X, +X, +X,==b

XX, F X X, + X X, X, X+ XX, XX, =C
X X, Xy + X, X, Xy + X XX, + X, XX, =—d
XX, X, X, =e

\’

Se x,, x, € x, sd0 pares e x, impar, entdo b é impar e
¢, d e e sdo pares, pois sao somas de nimeros pares.
Alternativa (D).

W07y =p(x—2)=(x—202(x—2-1)[(x—2)*—4] =
: =x—2)22x-3)(x*—4x)=x(x—2)’(x —3)(x — 4),
cujas raizes sdao 0, 2, 3 e 4. Por outro lado,
P(5) > 0, o que mostra que depois de x = 4 o
ramo do grafico € ascendente.

Alternativa (A).

L 108P() = —(2x + 1)(x? — 2)
: Basta estudar o sinal deste produto por meio

da tabela:

—e 2 > V2 Foo
2x +1 - - + +
X2 =2 + - - +
2x + (x> — 2) - + 0 - ¢ +
—2x + )(x* — 2) + - 0 + ¢ -

Como devemos ter valores negativos,
-2 < X<—% ou x>2.
: Alternativa (D).
110 Temos que as raizes sdo —4, 2,2 e p(0) = d = 4.

x1+x2+x3:—§ = —4+2+2:—§ =b=0

c c ¢
XX, +X X, + X, X, =— = —8-8+4=—= —=-12
a a a

XX X3 =_g = _16=_% = —16=—% =

wa=L =23 p-0
i 4

Alternativa (D).

M2 p(x)=x+x*+x>+..+x>""" =

X2n+1 'XZ—X X2n+2_1
= > =X - (x = =1)

x“ -1 x“ -1
x=0oux?*2=1. Como x #+l1, temos 2n rai-
zes complexas.

Alternativa (B).

116 Comoiéraizdaequacaox* —4x3+ 6x>—4x+5=
: = 0, —i também serd. Retirando-as pelo algo-
ritmo de Ruffini, temos:

—4 6 —4 S
i 1 —4+i —4i+5 S5i 0
—i 1 —4 5 0

26



As demais raizes serdo as raizes da equacdo
X>—4x+5=0:
4+-4 4+2i

= =2+i
2 2

118 Calculemosasraizesdaequacao 6x* — 5x3 — 7x> +
+ 4x = 0:
x(6x2 —=5x2—-7x+1)=0=x=0o0u
6x3—5x*-—7x+4=0
As provaveis raizes inteiras sdo £1, £2, +4.
Testemos o valor —1 pelo algoritmo de Ruffini.
6 -5 -7 4
-1 6 -11 4 0

Como —1 ¢é raiz, as demais serdo as raizes de !

M352) % + 3¢+ 9x +9=0

6x>—11x+4 =0:
1145
12

O polindémio fatorado é:

1 4
p(x)=6x(x + 1)(X ~35 IX - —]. Seu final sera:

4 1
= X=—oux=—
3

3

+ o - + +

—+o

-1 0

N | =0
W |0

Os intervalos sdo (=1, 0) ou (%, %) Cuja soma

dos comprimentos é:

S=0-(- 1)+é_l=1 §=E
2 6 6
Alternativa (D).
129 Temosqueaequacao 2x° — 4x> + Ox* + 0x3 + Ox>+

+ 4x — 2 = 0 é reciproca de 22 classe, tendo,

portanto, as raizes x = 1 e x = —1. Retirando-as

pelo algoritmo de Ruffini:
2 -4 0 0 0 4 -2
112 2 2 2 -2 2] o0
-1/ 2 0 -2 -2 |

As demais raizes sdo as da equagao:

x* 4+ 0x3 — 2x> + Ox — 2 = 0, que € uma equa-

¢do biquadrada x* — 2x> — 2 =0

w=2EV12 iz\/izliﬁ = x=+/1%43

={1,—1, \/1+\E,_\/1+\/§,\/1_\E’_\/1_\/§}

em que as quatro primeiras sdo reais positivas e '

+1- J3 sdo complexas.

Alternativa (B).

| 134 (2343),

=(534), , ,=>2x* + 3x* + 4x + 3 =
=5x+3)2+3x+3)+4
2x3+3x2+4x+3=5(x*+6x+9)+3x+9+4=
=2x3—2x2—-29x — 55 =0,

cujas raizes provaveis sao 1, -1, 5, =5, 11, —11,
55, =55.
Testando-as, obtemos x = 5.
2 -2 =29 =55
5 |2 8 11| o0

As demais raizes sdo as da equacdo 2x> + 8x +

+ 11 =0:
—4+iJ6

8424

4 2

Fazendox =y — 1,temos (y — 1)* + 3(y — 1)* +
+9(y-1)+9=0
y2=3y2+3y—1+3y2—
=y +6y+2=0.

6y+3+9y—9+9=0=

2
Fazendo, agora, y = z——, temos:
z

(%)6(2)2 0

%+3 z iz—%+6z
z z¢ z

z° -372° 12502
z

éz3—§3+2=0
p

Logo, 26 + 273 — 8 = 0 é uma equacao trindmia.
b) Fazendo z3 = t, temos:

t?+2t-8= Oét—%it 2out=-4

z _2:>zl—x/§ zz—x/_ (—l+\/—;1)

2 2

o (1 f) zézvz(l-ﬁj

2 2 2

139 As raizes s6 podem ser 2, i, i, —i, —i. Assim,
o polindmio sera (x — 2)(x — i)?(x + i) =
=x—-2)x*+1)?=x—-2x*+2x3 —4x>* +x— 2,
cuja soma dos coeficientes é —4.

Alternativa (A).

149 Facamos e* = y. A equacdo fica: 2y° + ay? + 7y +
+b=0.

Sejamx, =m —r1,x,=mex, =m+ remPA
X, +x,+x,=0=m—-r+m+m—-r=0=m=0
e as raizes ficam x, = —r,x,=0ex, =r.
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As raizes da equacdo em y serdo entdo: y, = ¢”, | 169 Devemosterx, =x,=aex,=b.Como 2x*+ 7x*+
y, =€ =1ley, = ¢, que estdo em PG de razdo ¢, ! + 4x + k = 0, temos:
cujo produto y, y,y, = 1. Como y = 1, devemos ter 7

X +X +X,=a+a+b=-—

2+a+7+b=0=a+ b= -9.Por outro lado, 2

b XX +XX +X X =a’+ab+ab=2 =
y1y2y3=1:>—§=1:>b=—2:>a=—7, 1z 13

2 k
Xxx,=ab=-—
entioa — b= -7 +2 = -5, : 2
Alternativa (D). 20+b= _7
: = 2 =
a’+2ab=2

164 Considerandox —2=y,temos:* +4y*+ 6)>+ 4y +
+1-@p+2*=0

: 1
: =3?>+7a+2=0=a=-20ua=——
D)= +2)=0=@+)=F+2)= 3

Entdo, a = —2 = x, (inteiro).
=y+1=+(+2). : )
y+1=y+ 2=1=2nao leva a solucao: b=—=x,
: 2
3 3 1 ¢
e e I B e X S
1 §
v=[1) = lzizﬁ :>(k+x1)x2:(_4_2).l:_3
2 2 2 2 : 2
Alternativa (A). Alternativa (B).
172 A equagao devera ter as raizes i, —i, 1, —1 com coeficientes dos termos equidistantes dos extremos simétricos.

p(x) = Ax6 + Bx* + Cx* — Cx>2 — Bx — A

p(i)=-A+Bi+C+C-Bi-A=0=C-A=0=C=A

p(2)=64A+32B+16C - 4C - 2B—A=—%:>21A+10B+4C=—3§5

p(—Z)=64A—32B+16C—4C+2B—A=2—;S = 21A—1OB+4C=8—85

Resolvendo o sistema:

1 3 6 1, 6 s 4
A=C 8,B 1 3 p(x) 8(x 6X°+x" —x"+6x—1)
1 -6 1 0 -1 6 -1
1 1 -5 —4 -4 -5 1 | o
-1[ 1 -6 2 -6 1 Jo
il 1 —-6+i 1—6i i ] o
—-i | 1 -6 1 | 0

As demais raizes sdo as da equacdo x> — 6x + 1 = 0 cuja soma é 6. A soma das outras raizes é
1-1+i—-i=0.

Alternativa (C).

A N\ 28



172 Como as equacoes x*> + ax* + 18 = 0e x3 + bx + Apéndice
+ 12 = 0 tém duas raizes comuns, elas sdo di- :
visiveis por um polindmio do 2° grau, pois
(x — x)(x — x,) = x> + Ax + B. Os restos das

Exercicios de fixacao, p. 392

1 Em primeiro lugar, calculemos f(n) para alguns

divisdes devem ser identicamente nulos.

x3 + ax?+ 0x + 18 x2+ Ax+ B
—x3 — Ax?> — Bx x+ (a—A)

(a —A)x?>—-Bx + 18
—(@—A)x?>—A(a—A)x —B(a— A

(~Aa+A* —B)x+(-Ba+AB+18)=0=
N —aA+A*> -B=0(])
-Ba+AB=-18 (1)
x3+0x2+ bx + 12 x2+ Ax+ B
—x3 — Ax* — Bx x—A
—Ax2+ (b —-B)x + 12
Ax? + A%x + AB

A’+b-B=0 (III)

(A*+ b-B)x+(AB+12) :>{
AB+12=0 (V)

Temos o sistema:

B=AA-a) () = A—a=%
B(A—a)=—18  (II)
B=A%+b (111)
AB=-12 (IV)
B

A—aem(II):B-K=—18 =

BZ
=B*=-18A = A=-—

18

BZ
A em (IV): —ﬁB:—lZ =

—~B*=12-18=216 = B=6
B=6em (IV): A = 42

B=6eA=-2em(ll):6=4+b=b=2
em (I):6 (-2 —-a)=-18=a=1

As raizes comuns sdo da equacgdo x> + Ax + B =

=x2—-2x+6=0= x:¥=1i5i.

As raizes ndo comuns sdo das equagoes

x+(@-A)=x+3=0=x=-3ex—A=x+2=0=

=x= 2.

valores baixos atribuidos a n.

Temos:
f1) =2
f2)=fa+1)=f)-3=-1

f3) = f2 +1) = fi2) - 3 = -4
Parece-nos que f(n) = 5 — 3n para n natural po-
sitivo. Para provar este fato, usemos a inducao
finita.

Em outras palavras, seja P(n) a seguinte

afirmacao:

P(n): f(n) = 5 -3n

Mostremos que P(n) € verdadeira para todo n

natural.

e P(1) diz que f{1) = 2. Como isso é dado do
enunciado, P(1) é verdadeira.

e Passo de inducdo: mostremos agora que P(k)
implica P(k + 1) para todo k natural. De fato,
se vale P(k) para algum k, isto &, se tivermos:

flk) = 5 - 3k,

entao teremos:

flk +1)=ftky-3=(5-3k-3=5-3(k+1),

confirmando que P(k + 1) é verdadeira.

Como P(1) vale, e P(k) = P(k + 1) para todo k

natural, concluimos, por indugdo, que P(n) ¢é

verdadeira para todo n natural. Assim:

f(50) =5 —-3-50 = -145
Comentdrio: O modo mais simples para reso-
lugdo é observar que f{n) € uma PA e usar a for-
mula que da o termo geral de uma PA. Entre-
tanto, a demonstracao por inducdo realizada
anteriormente é uma maneira rigorosa de de-
monstrar a féormula do termo geral da PA.

Seja f(n) o total de balas na pilha, isto é:

fin) =12+ 22 + .. + n
Vejamos se algum padrdo é encontrado com
valores baixos atribuidos a n:

fay =1
f2) =5
f3)=14=2-7
f4) = 30

\’



fi5)=55=5-11

fi6) =91 =713

f(7) = 140

f(8) = 204 = 12 - 17

Note como os maiores fatores parecem incluir
os impares, crescendo de 2 em 2. Entdo, vamos

tentar encontrar um padrdo para m
2n+1
f_1
3 3
@ _,
5
e _,
7
f(4)_10
9 3
JACI IS
11
e _,
13
f()_28
15 3
[®) 1,
17

Multiplicando esses ntimeros por 3, para elimi-

nar as fracoes, ficamos com a sequéncia: 1, 3, 6,
10, 15, 21, 28, 36, ...

Ja conhecemos esse padrdo. Por exemplo, note
que esses numeros parecem ser exatamente a

segunda coluna do triangulo de Pascal, isto &,
nn+1)

eles sdo da forma C’ =

esses palpites estiverem corretos, teremos:

nn+1) 1

Fin =" 22

<o % ¢é para compensar aquela multiplicacdo por

3 que ﬁzemos).
Simplificando, nosso palpite é:

_nn+1)(2n+1)
flm == T

\’

. Logo, se todos

Apesar de essa parte ter sido a mais dificil do
problema, o raciocinio anterior ndo prova coi-
sa alguma - temos agora de demonstrar que, de
fato, f(n) tem essa expressdo. Vamos verificar
por indugdo, ou seja, definir
nn+1)(2n+1)

o .
Queremos mostrar que P(n) € verdadeira para

n=123, ..
e P(1)éverdadeira.Defato,12=1= w

e Suponha agora que P(k) é verdadeira para
um k qualquer, isto é, que vale a igualdade

k(k+1)(2k+1)
T

P(n): 12+ 22+ ... + 2=

P+22+ . +(k-12+K=

Somando (k + 1)? dos dois lados, temos

k(k+1)(2k+1)

6
Agora € so fatorar a expressao do lado direito:

12422+ .+ K+ (k+1)%= +(k+1)?

k(k+1)(2k+1)
6

=(k+1) (@MH) -

= @(wnm@:

+(k+1)2=

_(k+1)(k+2)(2k+3)

6
Ou seja, acabamos de mostrar que, se P(k) € ver-

dadeira, entao:
P+22+ .+ (k+1)?=
_ (k+D((k+D+1)(2(k+1)+1)
6

que ¢ exatamente P(k + 1). Em suma,
P(k) = P(k + 1) para cada k natural.

e Juntando tudo, provamos por indu¢do que
P(n) é verdadeira para todo n natural, ou seja,
que

fn) =12+ 22+ ... + n?

_ nn+1)(2n+1)

6
Comentario: ha varias maneiras para “adivi-
nhar” a férmula, algumas mais precisas do que
outras, e depende muito da experiéncia do alu-
no/professor/leitor. Mesmo que a férmula tenha



sido adivinhada por métodos bastante vagos, a
demonstra¢do por indugdo é a parte formal do
problema, é ela que comprovara se aquela for- |
mula “adivinhada” realmente vale ou nao.
Considerando essa informacdo, ha maneiras
mais precisas de encontrar formulas desse tipo
por “PAs de ordens maiores” (vide Apéndice do
Capitulo 2, Volume 2). :

3 Por inducdo:
e A igualdade esta correta paran = 1?
Sim, pois

S =1-2=2e 10+1D)(A+2) _

2.

e Suponha agora que para um certo k natural po-
sitivo valha:

S, =1-2+2.3+...+kk+1) = KKrDk+2) ¢

3

Se isso valer, entdo a soma S, , | vale

S, =1:2+2:3+ .. +kk+1)+Kk+1Dk+2) =

=S, + (k+ 1)(k+2)=wn%k+l)(k+2)=
— k+ Dk + 2)(§+1]= (k”)(k;z)(k*?’),

nn+1)

que € a expressao 3(n+2), fazendon =k + 1.

e Juntando tudo, por inducdo, conclui-se que

_nm+D(n+2)

§,=1-2+2-3+..+n—1Dn 3

’

para todo n natural positivo.

4 Mais uma vez, por indugdo: :
eSen=23temos3n2—-n=3-32-3 =24>23, i
ou seja, a proposi¢do esta correta quando n = 3.

¢ Agora, suponha que a proposi¢do esta correta i
para um certo valor k > 3, isto é, suponha que:

3k*— k=23

Entao:
3Gk+12>—(k+1)=3k+6k+3—-k—-1=
= (3k? — k) + (6k* + 2)

31

Como o primeiro termo é maior que 23 e o se-
gundo € maior que O (pois k > 3 > 0), temos

3(k+12—(k+1)>23+0=23,

ou seja, se a proposicdo valer paraum certok > 3,
valerd para k + 1 também.

e Portanto, por inducéo finita, a proposicdo é va-
lida para todo natural n > 3, isto €, 3n*> - n > 23
sempre que n > 2 for natural.

5 Comecemos por n = 5:
e Sen =235, temos 2" = 25 = 32 e n> = 52 = 25.
Neste caso, 2" > n?.
e Agora suponha que, para um certo k > 5, tem-se

2k > k2.

Queremos provar por algum meio que
26+ 1> (k + 1)2. Vejamos o que podemos fazer
usando a desigualdade acima:

2871 =2.2k>2 . k2 =Kk*>+ Kk?

Como (k + 1) = k* + 2k + 1, 0 que queremos é
mostrar que k*> > 2k + 1. Mas, realmente, com-
pletando quadrados:

K>2k+1ak—2k+1>2a (k-—12>2

Esta ultima desigualdade é claramente verda-
deira se k > 5. Entdo o passo de indugdo esta de-
monstrado. Para maior clareza, vamos reordenar
o raciocinio logico que o demonstra a seguir:
a) Como k > 5, entdo k — 1 > 4 e, portanto,
(k- 1)>>16. Logo, k*> 2k + 15.
b) Assim, se 2% > k?, entdo
281 =2.2k52 . =K+ K>k + 2k + 15 =
=(k+ 12+ 14> (k+ 12
e Assim, provamos, por indugdo, que 2" > n? para
todo n natural maior ou igual a 5.

6 Sen=2entio4n>*-3n=16-6 = 10> 2.
Agora vamos ao passo de inducdo: suponha que
4k? — 3k > 2 para algum k natural e maior que 1.
Entao:

4k +1)2-3(k+1) =
= (4k*-3k) + Bk +1)>(2) + (9)>2
Assim, mostramos que, se 4k* — 3k > 2 (com k > 1),
logo4(k + 1)?-3(k + 1)> 2.
Conclusao: por inducao, temos que 4n* - 3n>2
para todo n natural maior que 1.
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7

10

Para n = 4, temos 2* = 16 < 24 = 4!

Entretanto, se para algum k > 4 valer 2*< k!, en-

tiokk+ D=k +1)-kl>k+1)-2>2.2c=

= Dk+1

Ou seja, parak = 4, 5, 6, ..., vale a implicacdo
2k < k! = (Zk+1 <(k+ 1

Conclusao: por indugdo finita, temos que 2" < n!
para todo k inteiro maior ou igual a 4.

Sen =0, temos 2" -1 = 2°-1 = 0, que € mul-

tiplo de 3.

Agora, suponha que, para um determinado k
par, tem-se que 2% — 1 é maltiplo de 3. Vejamos
0 que isso revela sobre o proximo expoente

par, isto é, 22 — 1:

2k+2_ 1 =2k.22_1=
—4.26-1=3.2t+ (2= 1)

Ou seja, 2¥*2 - 1 € um multiplo de 3, mais o na-

mero 2* - 1, que supomos ser um multiplo de 3.
Em outras palavras, mostramos aqui que, se 2% — 1
é multiplo de 3, entdo 2¥*2 - 1 também é.

Assim, a afirmacao “2f — 1 € multiplo de 3” vale

paran =0, 2, 4, 6, 8, ..., ou seja, para todo n par.

Como o enunciado sugere, vamos dividir a
pilha em duas: uma ¢ a pilha de base quadrada

ADFE, que tem w balas. A outra é

uma pilha debaseretangular; esta pilha pode ser
dividida em (m — n) secOes verticais iguais (por

exemplo, as secoOes triangulares IBC e HE'F'),
cadaumacom1+2+3+..+n

las. Juntando tudo, o namero total de balas é:
nn+12n+1) | - n)n(n+1) _
6 2

nn+1)(2n+1
=———|—+m-n| =
2 3

_nnm+1)@Bm-n+1)
6
Note que, se m = n, a conta da

nn+1)(2n+1)

como era de se esperar.

Tentemos demonstrar um fato mais geral: serd

que a proposi¢ao

\’

32

pmy:1 - Lyl 1, o 1 1
2 3 4 2n-1 2n
_ 1 1 1
ey oot —
n+l n+2 2n

¢ verdadeira para todo n natural positivo (em
vez de apenas para n = 100)? Vejamos:

1

eParan=1temos1 — = = %do lado esquerdo

e % do lado direito. Entdo P(1) é verdadeira.

e Agora, suponha que P(k) € verdadeira para
algum k natural positivo, isto €, suponha que:
1,11 ., 1 1_
2 47 2k-1 2k
1 1
T
2k

k+2
a ambos os la-

3
= L
k+1

1
Entao, somando

2k+1 2k+2
dos, ficamos com:
1 1 1 1 1 1 1

11— =+t —— ———— =
2k-1 2k 2k+1 2k+2

~+r v o1t 1 1
Ck+1 k+2 7 2k 2k+1 2k+2

Quase todos os termos do lado direito sdo

. . o 1
desejados, mas precisamos eliminar o 1 €eo
+

. 1 - .
sinal do ndo esta como queremos. Entre-
2k+2

tanto, podemos operar estes dois “termos pro-
blematicos” da seguinte forma:

11 1 (1) 1
k+1 2k+2 k+1 2] 2k+2

Ou seja, a expressdo do lado direito é:

1 1 1 1 1
— | —F . +—+ - =
k+1 (k+2 2k 2k+1] 2k+2

1 1 1 1
=l — 4. =+ +
k+2 2k 2k+1) 2k+2
Portanto, P(k + 1) é verdadeira.
e Finalmente, por inducdo, mostramos que P(n) é

verdadeira para todo natural positivo, isto €, que
1 1 1 1 1
+o+ =

__+___ —_——
2 3 4 2n-1 2n
1 1 1
== +ot—
n+l n+2 2n

para todo n positivo. Colocando agora n = 100,
obtemos o resultado pedido no enunciado.



