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Apresentacao

Este livro foi elaborado com a finalidade de oferecer subsidios de
matematica elementar ao estudante brasileiro, visando introduzi-lo no
ambiente universitario.

Fomos movidos pelo interesse de tratar com modernidade e rigor
os conceitos fundamentais dessa linguagem universal. Em alguns
momentos elevamos ligeiramente o nivel de dificuldade dos exercicios
e aprofundamos os conceitos com apéndices no final dos capitulos.
Este trabalho propde-se também a complementar a bibliografia
existente procurando compatibilizar os conceitos com os que deverao
ser aprendidos na universidade.

Por outro lado, procuramos dar enfoques praticos, usados no cotidiano,
contextualizando muitos exercicios para colocar o estudante a par das
atividades mais frequentes durante a vida.

Assim, sem veleidades, entregamos aos nossos jovens este trabalho.

Os autores



As nossas familias, que, com paciéncia e incentivo,
compreenderam os momentos de auséncia, nos

permitindo tornar realidade este trabalho.
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APITULO |

VETORES

®
www.plainpicture.com

Ri10 DE JANEIRO
6 055 KM

Vetores sdo objetos ideais para modelar varias grandezas fisicas que tém tamanho, direcdo e sentido
- como posicdo relativa a um ponto, velocidade, aceleracédo e forca, por exemplo. Além disso, o uso de
vetores facilita muito a resolucdo de problemas em Geometria e Geometria Analitica, como veremos nos
capitulos a seguir. Na fotografia, um poste indica direcoes e distancias para varias cidades do mundo.
Usando esta fotografia e um mapa-mundi, vocé consegue descobrir em que lugar esta este poste?




1 - VETORES
1.1 - Definicao

I
DEFINICAO Chama-se segmento orientado ao segmento de reta definido pelo par ordena-
Segmento orientado. do de pontos A e B. A € a origem e B é a extremidade do segmento orientado.
B
A

Num segmento orientado, destacamos trés elementos:

e Mddulo (ou comprimento, norma, tamanho)

E a distancia entre os pontos A e B, numa determinada unidade.
|
NOTA ¢ Direcao
Diregdo de uma reta r é E a direcdo da reta r suporte dos pontos A e B.

o conjunto de todas as

retas paralelas a r. Para

determinar uma direcao, r
basta escolher uma reta

desse conjunto.

A" % 10
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e Sentido
E a ordem em que sao tomados os pontos A e B. Usa-se a notacdo (A, B) ou NOTA o
~ Sobre uma direcao existem
(B, A), dependendo da ordem em que sao tomados os pontos. dois sentidos: o de A para B
e o de B para A.
|
NOTA

Quando A = B, temos

o caso particular do
segmento orientado
nulo. Seu médulo é nulo,
sua direcao e sentido sao
indeterminados.

DEFINICAO

Equipoléncia ou
equivaléncia de segmentos
orientados.

Dois segmentos orientados sao equipolentes ou equivalentes se e somente
se ttm o mesmo modulo, a mesma direcdo e o mesmo sentido.

\

[N

Exemplo:
Num paralelogramo MNQP:
N Q

~Y

os segmentos orientados (M, N) e (P, Q) sdo equivalentes, assim como (M, P)
e (N, Q).Ja (M, P) e (Q, N) ndo sdo equivalentes, pois tém sentidos opostos.

Classe de equivaléncia de um segmento orientado é um conjunto de seg-

mentos orientados equipolentes ao segmento dado. DEFINICAO

Classe de equivaléncia de
segmentos orientados.

1 Ee R Nl
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OBSERVACAO Exemplo:

Uma relacao de A figura abaixo ilustra duas classes de equivaléncia:

equivaléncia R num

conjunto C é uma relagdo B, B, B, ..

que goza das propriedades:

1) Reflexiva C, » D,

vxeC, xR x

1) Simétrica C

vx, y€EC, xRy< yRx 2 » D,

Ill) Transitiva

vx, y, z€C, G, > D,

xRyeyRz= xRz n
yey A A, A, ..

Neste contexto, uma

classe de equivaléncia _

de um elemento xe C C[((Alt B])) - {(All Bl)i (Azt Bz)i "'}

é o conjunto de todos os Ct ((Cll Dl)) = {(Cy Dl); (CZ; DZ)/ o)

elementos y de C tais que

xRy Cl(x)={yEC|xRy}.

E comum usar o simbolo ~ ; . . .

para indicar a relacio: Vetor € o conjunto de todos 0s segmentos orientados equipolentes a um seg-

X~y mento orientado, a classe de equivaléncia de um segmento orientado.

I Usa-se a notacdo AB, ou ainda 4, b, v etc.

DEFINICAO AB=Cr(A B) = (x]x~ (A B) = (A, B), (A, B,), ..

Podemos escolher qualquer segmento orientado da classe de equivaléncia para
representar o vetor. Em geral, ao nos referirmos a um vetor, usamos apenas o repre-
sentante da classe. Se AB e A B, representam a mesma classe, AB=AB,.

| o 2 .

Em outras palavras, se (A, B) e (A, B)) sdo segmentos orientados equipolen-
NOTA —_ =
N3o confundir vetor com tes, seus vetores AB e A B, sdo iguais.

segmento orientado.

Um vetor é uma classe

de equivaléncia de um
segmento orientado
associada a relacao

de equivaléncia “ser
equipolente” e um
segmento orientado é um
par ordenado de pontos.

V € o conjunto de todos os vetores. (A, B) é o representante da classe AB.

Moédulo, direcdo e sentido de um vetor sao o modulo, a direcdo e o sentido de
qualquer segmento da classe de equivaléncia. Para o médulo do vetor v, usa-se a
notacdo |[V]l.

Quando o moédulo de um vetor é 1, ele é dito unitario:

U unitario & || u || =1

A" % 12
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Quando se escolhe o segmento orientado (A,B) para representar o vetor AB,
dizemos que o vetor AB esta aplicado no ponto A. Neste caso, o ponto A ¢ chamado

de origem do vetor AB e B de extremidade do vetor AB.
Vetores que tém a mesma direcdo sdo ditos colineares. Vetores colineares apli- """

cados num mesmo pOHtO A tém a mesma reta suporte. NOTA

O vetor nulo é considerado
colinear com qualquer
outro.

Vetores que sejam paralelos a um mesmo plano sdo ditos coplanares. Note que dois I
vetores sdo sempre coplanares. Ja com trés vetores, isto ndo ocorre necessariamente. NOTA
v, ev, sdo coplanares, mas
ndo é coplanar com

v%
V,ev,

'y

1.2 - Referenciais cartesianos

1.2.1 - Espaco unidimensional R

Um ponto P qualquer da reta x’Ox fica determinado por apenas um nimero
que € a sua abscissa. Por isso, é comum dizer-se que a reta forma um espago unidi-
mensional ou de dimensao 1. A dimensdo do espaco fica determinada pelo nimero
de valores necessarios para determinar um ponto nesse espaco (coordenadas).

P=(xp)

>0 >0
L 1 d

X’ 0 1 X,

» O

= ¥V

13 Ee R Nl
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1.2.2 - Espaco bidimensional R?= R x R
Consideremos dois eixos x'Ox e y’Oy perpendiculares, orientados como na figura.

A)
R P=(x,y)
S S > U
A X
S o Q R
x O g 3(: X
yl

Um ponto P qualquer do plano fica determinado por dois nameros reais x ey,,
que sdo as coordenadas do ponto P.

O namero x sera a abscissa do ponto P, e y, sera a ordenada do ponto P.

Os eixos x’Ox e y'Oy dividem o plano R?em quatro regides que sdo os quadrantes.
Tais quadrantes sdo numerados no sentido contrario ao dos ponteiros do relogio. Assim:

Regido | x |
(D + +
(ID) - -
(I11) _ _
(Iv) + -
x'Ox * 0
y'Oy 0 d
origem O 0 0
AV
an ()
o B |
A=H+
R R )
E o F=(0,+ E
G=(0) ! o
S 0=/(0,0) L E=(0)  x
P
C==- b eD=-)
(1m tH=0,-) )

T 14



VETORES

1.2.3 - Espaco tridimensional R* =R X R x R

Consideremos trés eixos x’Ox, 'Oy, z'Oz perpendiculares dois a dois, e orien-
tados como mostra a figura.

S| % T
1%
U
P=(x,y.2)
© » pk >
1 Y Yy
X 1
P
Q M

Um ponto P qualquer do espaco fica agora determinado por trés niimeros reais
X, ¥, ¢z, que sdo as coordenadas de P. Aqui, x € a abscissa, y, ¢ a ordenadaez ¢a
cota ou a altura do ponto P.

A figura OQMRTSUP € um paralelepipedo. Quando escrevemos P = (x, y,, Z),
o primeiro namero do terno ordenado € sempre a abscissa, o segundo é sempre a
ordenada e o terceiro ¢ chamado cota. Como o ponto fica determinado por um
terno ordenado, dizemos que o espaco é tridimensional, ou de dimenséo 3.

Os planos xOy, xOz e yOz dividem o espaco em oito regides como indicam as
figuras.

AZ AZ
Pg = (_r ™ +)
P =(++)
0] (I11) jx'
+ (_' ™ 0) " -
+ > V - (¢} =y
/ y /
(VII)
(4,0 x
V)
PS = (+’ + _) I)7 = (_r = _) ® z

15
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NOTA .
Em R, R2 e R3, o vetor OP é
chamado vetor posi¢cdo do
ponto P.

Ec \gl
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AZ
AZ P,=(-++)
P,=(+—- +)e
av)
an
x/ _ >
Y o y
(=+0) (+,-0) o +
o I >
* Y (VIIT)
X
(VD 2,
X z' o
.P()z(_’-‘—/_) Pg:(+l_/_
Exemplos:
i)  Marcar no R3os seguintes pontos:
A= (1; 2/ 3)/ B= (2/ _2/ _1) eC= (_21 _31 0)
AZ
13
A
[J
?p rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr =2
2 2
_3I 4,»! T O T T T 3/
1

Observe que o ponto C esta no plano xOy.

" 1% 16
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ii) Qual o lugar geométrico dos pontos do espaco tais que y = 2?

AZ

y=2 Vx, Vz

=

Todos os pontos do R* que tém y = 2 sdo pontos de um plano paralelo
ao plano zOx, que passa no ponto A = (0, 2, 0), isto é, sdo os pontos de
coordenadas (x, 2, z), Vx € R.

iii) Quais os simétricos do ponto A = (2, -1, 3) em relacao:
a) ao plano yOz?
b) ao eixo xx?
) a origem?

A=(2-1,3)

2,-1,0)

(2/ _lr _3)

[ (_21 1! 3)

©,1,3)

L (=2, 1, 0)

<V

A =(=2,1,-3)

A”=(2, 1,-3)

17
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Temos que:
$,0,A)=(=2,-1,3)=A
S. (A =(21-3)=A"
So(A)=(-2,1,-3)=A"

iv) Qual € a condicdo necessaria e suficiente para que um ponto do R* per-
tenca ao plano xOy?
E facil notar que a condicdo é que z = 0.

Z A

v

X o z, =0,Vx,Vy
P=(XP:YP; 0)

1.2.4 - Coordenadas de um vetor — notacdao de Grassmann

Coordenadas de um vetor sdo as coordenadas do unico ponto P tal que seu
vetor posicao OP seja equipolente ao vetor dado.

a) Em R:

v
v

i ol
>
=

" 1% 18
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b) Em R?:
Aky
, B
Ve~V
Xg =Xy
Ve
O X, X, X, X
¢) Em R3:
A7
B

/) A

<V

Ve

As coordenadas do vetor AB sao as coordenadas do ponto P tal que OP = AB.

Sejam P = (x,) ou P = (x,, y,) ou P = (x,, y,, z,) respectivamente no R!, R*> ou
[R3. Temos:

Xp =Xy =X Vp =V = Vo€ 2, =2y -2,
€ escrevemaos:

aynoR:  AB=(x, —x,)
b) no R AB =Xy =Xy, Yy = Vi)

¢) no R3: AB =Xy =Xy, Vo —Var Zy —2Z)

19 Ee R \gl
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|

NOTA
Tracemos pelo ponto A um B
plano paralelo ao plano
yOz e pelo ponto B outro
plano também paralelo ao
plano yOz. Esses planos
determinam sobre o eixo
Ox as abscissas x, e x;. A

abscissa do vetor AB sera
a dlferenga X =’xB - X,

De maneira analoga, com
planos paralelos ao plano &
xOz e xOy, respectivamente,
obtém-se a ordenada
y=y,—y,eacotaz=2z-2z, A

\ 4

<V

Ya Vs

Obtemos as coordenadas de um vetor fazendo a diferencga entre as coordenadas
demesmonome dasuaextremidade edasuaorigem, nessaordem.SendoA=(x,,y,,z,)
e B =(x,, y,, z,), temos simbolicamente:

AB =Xy =Xy, Vg = Var Zy = 24) =
=Wy, Vyr Zy) = (X, Vs 2,) =B-A
Como B é a extremidade e A ¢ a origem de AB, temos:
vetor = extremidade — origem

AB=B-A

Exemplos:

i)  Sendo A=(1, 2), B=(-1, 3»_), C :_(1, -1,2) e D = (0, 2, -1), determinar as
coordenadas dos vetores AB e CD.
Temos que:

AB=B-A=(-1,3)—(1,2)=(-1-1,3-2)=(-2,1)
CD=D-C=(0,2, -1)—(1, =1,2)=(0-1,2+1, —=1-2)=(-1,3, -3)

NOTA

Se os segmentos orientados
sao equipolentes, os vetores
sao iguais.

ii)  Verificar se o quadrilatero cujos vértices sdo os pontos A = (1, 2, -1),
B=(,3,0),C=(3,1,3)eD=(-1,0, 2) € um paralelogramo.

ABCD é um paralelogramo se os vetores AD e BC forem equipolentes,
isto é, tiverem as mesmas coordenadas.

" 1% 20
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AD = D-A = (-1, 0, 2)—(1,2,-1) = (-2,-2, 3)
BC=C-B=(313-(530=(2-273)
Como AD = BC, o quadrilatero é um paralelogramo.

iii) SendoA=(1,2,3),B=(-1,2,2)eC=(1, 1, 2), calcular D sabendo que
AB=CD.
Temos B-A=D-CesejaD=(x,y, 2).
-1,2,2)-(1,2,3)=(xy2-(1,1,2)
(-2,0,-1)=(x-1,y-1,z-2)
Logo:
x-1=-2=x=-1
y-1=0=yp=1
z-2=-1=2z=1
donde D=(-1, 1, 1)
ou simplesmente D =B - A + C.

1.2.5 - Vetor como operador de translacao

Um vetor pode ser considerado como um operador de translacdo, ou seja, apli-

cado a um ponto, transporta esse ponto de uma posicao do espaco para outra.
Sejam A = (x,, y,, z,) e um vetor v= (x, ¥, 2). o
Aplicando o vetor ¥ ao ponto A, obtemos o tnico ponto B tal que AB = V.
Seja B = (x,, v, Z,).

<!

A

Como AB=B-A, temos: (x, - X,, ¥, -V, Z, — Z,) = (X, ¥, 2)
que igualando da: x, =x, + X, y, =y, +V, 2, =2, + Z
Simbolicamente, temos:
B=x,+x,y,+y2,+2)=x,V,2)+ Xy 2)=A+V
ou seja:
B=A+7vou B=A+AB que vale em qualquer espaco.

21

NOTA

Observe que podemos
operar com as letras A, B, C
e D em vez de operar com
as coordenadas. S6 no final
devemos substituir suas
coordenadas.

Assim: D=B-A+C.

NOTA

Esta propriedade sugere o
nome vetor, que vem do
latim vehere que significa
“transportar”. Quando
somamos (aplicamos) a um
ponto um vetor, obtemos a
extremidade desse vetor.

£:3 Qg
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Exemplos:

i) O ponto A = (1, -3) é a origem do vetor v = (5, 1). Qual é a extremidade
do vetor v?
Temos:

/B
A

B=A+7=(1,-3)+ (5 1) = (6, -2)

ii) O ponto M = (-1, 1, 2) é médio do segmento AB em que A = (0, -2, 1).
Calcular o ponto B.
Temos que: AM = MB

AM=M -A=(-1, 3, 1)

A

Aplicando AM = MB em M, obtém-se B:
B=M+MB=M +AM =(-1, 1, 2)+(-1, 3, 1)
Logo: B=(-2, 4, 3)

iii) Sendo ABCD um paralelogramo em que A = (2, -1, 3), B=(0, 1, 1) e
C = (-3, 2, -2), calcular o ponto D.

D
. oC

A B

O ponto D sera obtido somando-se ao ponto A o vetor AD.

Como AD=BC,AD=C-B=(-3,2,-2)-(0, 1, 1)
AD = (-3, 1, -3)

Logo:

D=A+AD=(2,-1,3) + (-3, 1,-3)

D=(-1,0,0)

" 1% 22
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1.2.6 - Ponto médio de um segmento - centro de massa

Sejam P, = (x,y,z)eP,=(x,, 7, z,).

=

Seja M = (x, y, z) o ponto médio de P,P,.
Temos que P M= MP,= M -P, =P, - M.
X=x,y=-V,2-2)=X,—X,V,—V, Z,— Z)

X+ X,

Segue-se que: ¥ —x, =X, -~ X =>2X =X, + X, > X= 5

Analogamente, temos: ; = NtV o, 4125
2 2

TemosopontoM = |Atte Jithe 414
2 2 72

J que simbolicamente denotamos:

As coordenadas do ponto médio de um segmento valem as médias aritméti-
cas das coordenadas de mesmo nome dos extremos.

Usando a notag¢do de Grassmann:

Exemplos:

Calcular o ponto médio do segmento AB, dados:
i) A=($eB=($ﬁmwoM=§§§=4

ii) A=(3,2)eB=(56), entio M= (3’2)*2'&:(4’ 4)
A+B:(3, 0, -1)+(@, 2, -3)

iii) A=(3,0,-1)eB=(1, 2,-3), entdao M = 5

M= (2 1,-2)

23 toh Qg



CAPITULO | VETORES

Exercicios resolvidos:

1) SeA=(1,2)eB=(3,5)sdo os pontos que dividlem MN em trés partes
congruentes, calcule M e N.
Solucdo:

N=B+BN

BN=AB=B-A=(3, 5)-(1, 2)=(2, 3)

N=(3, 5)+(2, 3)

N=(5, 8)

M:A+m
A=M+MA=M+AB=M=A-AB=(1, 2)-(2, 3)
M=(-1,-1)

2) SendoA=(1,1,3)eB=(-1, 2, 2) vértices consecutivos de um paralelo-
gramo ABM] cujo centro é C = (-2, 0, 1), calcule os outros dois vértices
Me].

Solucdo:

M=C+CM=(-2, 0, 1)+AC

Como AC =C-A=(-2,0,1)-(1, 1, 3) = (-3, -1, -2), vem:
M=(=2, 0, 1)+(-3,-1,-2)

M=(-5,-1,-1)

J=C+CJ=(-2, 0, 1)+BC

J=(=2, 0, )+(-1, -2, -1)

J=(=3,-2, 0)

W J% 24
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3) Calcule os pontos que dividem E, A=(1, 3, 2)eB=(3 -5 6), em
quatro partes congruentes.

Solucdo:

N:A+B: —1+3’ 3_5, 2+6 —(1, -1, 4)
2 7 2 " 2

M=A*N_0 1 3 eP=N;B=(2, ~3, 5)

4) Dados os vértices do triangulo ABC, A=(1, 3), B=(-3,-3) e C= (5, 1),
mostre o segmento que une os pontos médios dos lados AB e AC é
paralelo a BC e equivale a metade de BC.

Solucdo:
A

B P ©

Sejam M, N e P os pontos médios de AB, AC e BC respectivamente.

Temos:

Mo AtB_(1=3 3-3)_ o
2 2 2

N=[122 30 32 e po[ 222, 34 g,y
2 2 2 2

Calculemos MN, BP e BC:
MN=N-M=(4, 2), BP=P-B=(4, 2) e BC=C-B=(8, 4)

donde MN = %ﬁ)

Como MN, BP tém as mesmas coordenadas, entao sdo equipolentes, o
que demonstra a proposicao.
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S) SendoM=(-1,0,2),N=(1,1,-2)eP=(2, 1, 0) os pontos médios dos
lados de um triangulo, calcule os vértices.

Solucdo:
B
M
A
B
N

C

Temos que:

MN=PC =MN=N-M=(2, 1, -4)
NP=MB=NP=P-N=(1, 0, 2)

PM=NA =PM=M-P=(-3,-1, 2)

Logo:

C=P+PC=(2,1, 0)+(2, 1,-4) = (4, 2,-4)
B=M+MB=(-1, 0, 2)+(1, 0, 2)=(0, 0, 4)
A=N+NA=(1, 1,-2) +(=3,-1, 2)=(=2, 0, 0)
Outra solucdo:

Usando a propriedade do ponto médio:

M=A+B

=A+B=2M ()

N:A+C

=A+C=2N (II)

P=B+C

=B+C=2P (Il

Somando as equacdes (1), (II) e (III), temos: 2A + 2B + 2C = 2M + 2N + 2P,
logo,A+B+C=M+ N+ P (IV).

Fazendo (IV) - (I), (IV) - (I) e (IV) — (III), vem:
C=N+P-M=(4,2,-4)

B=M+P-N=(0,0, 4)

A=M+N-P=(-2,0,0)

" 1% 26



EXERCICIOS DE FIXACAO

1 Marque os seguintes pontos em R, [R?, R3: i 14" Ache as coordenadas do ponto B, conhecendo o pon-
a) A=(-2) to A e o vetor AB:
b) B=(-1, 3) a) A=(-1), AB = (5)
9 C=@2-2,1) L D) A=(1,4),AB=(3,-)

o A=(1,-2,2),AB=(4,1,1)
2 Quais os simétricos do ponto:
5 Calcule as coordenadas do ponto M, médio do seg-
: mento AB:
b) A = (-2, 3) em relacdo a Ox e a bissetriz dos qua- a) A=(3)eB=(-5)
drantes impares? ‘

a) A=(-1)em relacdo a P = (3) e a origem?

b) A=(1,3)eB=(3,5)
c) A= (-1, 2, 2) em relacdo ao plano yOz e a origem?
o A=(2,-1,1)eB=(4,5,-3)

6 Determine as coordenadas dos extremos A e B do seg-

31 D& as coordenadas dos vetores AB em que: mento dividido em 3 partes iguais pelos pontos M e N:

) A=(-3)eB=(2) A M=DN=()
b) A=(3,5)eB=(,2) b) M=(-1,3),N=(2, 2)
0 A=(1,0,-T)eB=(2,1,1) 0 M=(2,1,1),N=(0,2,-1)
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1.3 - Rotag¢do e médulo

1.3.1 - Rotacao de 90° num vetor do plano [R?

Seja v =(a, b) um vetor que se deseja girar +90° ou -90° no sentido trigono-
métrico.

A)Y

+90°
17+9()u = (—b, Ll)

|
\
A
[
h
N 4

-90°

NOTA
Na rotacdo de um vetor,
seu médulo nao se altera.

V_gor ==V 4900 = (b, —a)

Os triangulos indicados na figura sdo congruentes, logo:

v=_(a, b) = Vi = (-5, a)

Como V% € oposto a V.o, entdo: Voo = Vi =—(=b, a)=(b, —a)

Para um vetor girar +90° no sentido trigonométrico, basta permutar as suas
coordenadas e trocar o sinal da primeira.

A rotacdo de —-90° da o oposto da rotacdo de +90°.
Exemplos:

) v=(2,3 = Vw=(-32) e V-w=@3, -2)
V=(-15) = Vo =(-5 -1 e Vo =(51)
v=00,4) = Vo =(40) e Voo=(4 0)

ii) Qual o ponto que se obtém quando se efetua uma rotacdo de 90°,
no sentido trigonométrico, no ponto A = (1, 4) em torno do ponto
B=(3,-1)?
X N'=B+BA’

BA'=BA _ =(A-B) . =(-25),. =(5 -2)

A=@, -D+(-5, -2)=(-2, -3)

'\+90°
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iii) ABCD € um quadrado que tem a origem no seu interior.

SeA=(3,0)eB=(0,2), calcular os vértices C e D.

A

A

¥

I
AN

>
»

X

Temos:

C=B+BC

BC=BA , =(A-B) . =3, -2),,=(-2, -3)
C=(0, 2)+(-2, -3)=(-2, -1
D=A+AD=A+BC=(3, 0)+(-2, —-3)=(1, -3)

iv) Determinar os vértices de um quadrado ABCD conhecendo dois vérti-

ces opostos A= (1, 5) e C=(3, -1).

+90°

A B

Seja M o centro do quadrado:
_A+C_(4, 9+G
2 2
D=M+MD=M+MC_ =(2, 2)+(C-M)_,
D=(2, 2)+(1, -3) . =(2, 2)+(3, D=, 3)

Como M é médio de BD:
M = B+D
2

M

V-2, 2

29

= B=2M-D=(4, 4)-(5, 3)=(-1, 1)
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Exercicios resolvidos:

1) ABC é um triangulo retangulo is6sceles tal que A = (1, 3), B pertence ao
eixo Oy e C a bissetriz dos quadrantes impares, y = x. Calcule B e C.

Solucdo:

B=(0,y)

N 4

IE(O;J’)eC=(X/X)
AB=B-A=(0,y)-(1,3)=(-1,y-3)
AC =C-A=xx-(1,3)=x-1,x-3)
Devemos ter:
AB =AC ouAB =AC
+90 -90
Q) AB =AC . = (-1, y=3)=(x-1, x-3)
(-L, y=-3)=(-x+3, x-1)
—1=—x+3 x=4
=
y-3=x-1 y=6
Logo: B=(0,6)eC=(4,4)

D)AB =AC = (-1, y-3)=(x-1,x-3)
(_1' }/_3)=(X_3/_X+1)

—-1=x-3 =2
=
y—3=—x+1 y=2

Logo: B=(0,2)eC=(2,2)
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2) (Problema classico do tesouro) Um naufrago conseguiu chegar a
uma ilha com um tesouro. Viu duas pedras P e Q afastadas por
uma distancia de 10 passos e uma arvore A. De P, olhando para A,
andou para a esquerda uma distancia igual a PA. De Q, olhan-
do para A, andou para a direita uma distancia igual a QA. Sejam A’
e A” respectivamente os pontos alcancados. Caminhou de A’ até A” e
enterrou o tesouro a meio caminho. Tempos depois, 1a voltando, ndo
encontrou mais a arvore. Determine o ponto onde o ndufrago enterrou
o tesouro.

Soluc¢do:
Coloquemos um referencial numa posi¢do conveniente.

Facamos P na origem, Q sobre o eixo Ox e A numa posicao qualquer.
Temos: P = (0, 0), Q=(10,0) e A =(x, ).

A)Y
AY
L A=)
|
. |
+90 > A"
| - 90
- D : >
P=(0,0) Q= (10, 0) X

Tomemos o vetor PA e facamos uma rotacdo de +90° obtendo PA’.
PA’=PAwo =(A=P) . =(x, ) o =(=1, %)
Logo: A’=P+PA'=(0, 0)+(-p, x)=(-p, x)

Tomemosagoraovetor QA efacamosumarotagdode —90°resultando QA”.

Q ,,=Q—A790B =(A-Q) . =(x-10, p) . =(», 10-x)

Logo: A”= Q+QA”=(10, 0)+(y, 10— x)=(10+ y, 10— x)

_ A’+A"= =y, x)+(10+ y, 10— x)
2

O ponto T serd médio de A’A”": T

T=(5,5)

Basta entdo, saindo da pedra P em direcdo a pedra Q, caminhar até
a metade do caminho (5 passos), dobrar a esquerda e caminhar uma
distancia igual (S passos).

Resposta: O ponto onde o naufrago enterrou o tesouro é T = (5, 5).
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1.3.2 - Moédulo de um vetor

|
NOTA Seja d(A, B) a distancia entre os pontos A e B. Seja OP o vetor posicdo de P tal
Lembrar que: D AD
que OP = AB.
_ 2
s = % = 0 =x0) Temos que:
isto é: - -
=l |AB|| = d(A, B)=d(O, P)= ||OP||
—NX
No R': IIABIl = 1OPll=1lx, —x, | =1x,l
0 P A B
X, X, Xy X

No R?: || AB|| = [|OP || = +* + 42

ondeKﬁ:(x, y),istoé, x=x,-x, ey=y,-y,.

Logo: ||AB]| =\/(XB ~ )+ (W =)

A)Y
B

A

P

Y

O X =x
No R*: || AB || = yOM? + 2%, mas OM? = x* + y2.
Entao: .
|| AB || = \/x* + > + 2z*, onde AB = (x, y, 2).
Logo:
Il AB Il = \/(XB —x )+ (= 1)+ (2 —2,)
ZA
B
A
P
0 Ly R
Y
X
p :
Y M
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Propriedade
Se o médulo de um vetor é zero, entdo este é o vetor nulo.
[V]|=0 < v=0
Exemplos:

i)  Os vértices de um tridngulo sdo A = (1, 3), B = (2, -1) e C = (§, 1).
Calcular o comprimento da mediana relativa ao vértice A.
A

B+C
2

AM=M-A=(4, -3) = ||AM||=+16+9=5

M = =(5, 0)

ii) Determinar sobre o eixo Ox um ponto equidistante dos pontos
A=(1,-2,3),B=(2,2,-1).

Z A

A

<V

Seja P = (x, 0, 0) o ponto sobre Ox. o
Temos que: d(P, A) = d(P, B), ou seja:||PA||=|| PB ||

PA=A-P=(1-x, -2-0, 3-0)
IPA || =J1-2)? +4+9
PB=B-P=(2-x, 2-0, -1-0) = ||PB||=+/(2-x)>+4+1
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Como || PA || =|| PB ||, vem: .
1-2x+x*+13=4-4x+x*+5 = 2x¥=-5 = x=——

O ponto procurado é P = (—%, 0, 01.
\ J

ili) Determinar a natureza do tridangulo cujos vértices sdo: A = (-1, 3),
B=(0,10)e C=(-8, 4).
Calculemos || AB ||, |[|AC]|| e ||BC]||-
AB=B-A=(1,7) | AB || =1+49 = /50
AC=C-A=(-7, 1) |AC||=/49+1 =50

| — —
NOTA BC=C-B=(-8, -6) [| BC||=+/64+36 =+/100
Quando os lados forem === — aa L.
diferentes, devemos Como ” AB ” = ” AE_“, o tna_rlgulo eEE)SCQleS. A 2 A
comparar o quadrado do Por outro lado, ||BC |’ =|| AB|]* +|| AC ||* logo, o tridngulo é retangulo
maior lado a soma dos em A.
quadrados dos outros dois:
sea>bea>c iv) Sendo A = (2, 3) e B = (8, -5) determine os pontos C e D, tais que CD
a*> b*+ ¢ (obtusangulo) == -—
@ = b+ & (retangulo) Eralelo a AB tal que ||CD || =10 com C pertencente a Ox e D a Oy.
@’ < b+ & (acutangulo) AB=B-A=(6, -8) = ||AB||=+/36+64 =10
4y Entdo: AB=CD, mas C = (x, 0)

eD=(0, ).

o
/B Logo: CD=D-C=(-zx, 7). Como
Kﬁzéﬁ,vem:x=—6ey=—8.

A Temos C = (-6, 0) e D = (0, -8).

- 15}

=y

v) Dar a natureza do triangulo cujos vértices sao:
A= (_11 21 4); B= (_1/ 51 1) eCs= (2/ 21 1)

AB=B-A=(0, 3, -3) = ||AB|=3v2
AC=C-A=(3,0, -3) = ||AC||=32
BC=C-B=(3, -3,0) = ||BC||=32
Como [[AB|I=IlACII=IIBCII, o triangulo ABC sera equilatero.
vi) Calcular o ponto equidistante de A = (-1, 1, 2), B=(3, 1, 2) e dos semieixos

positivos Ox, Oy e Oz.
Temos P = (x, x, x) e PA = PB.

Ja 17 +(x =1 + (1 =2)> = J(x=3) + (x=1)* + (v = 2)?
2x+1=-6x+9=x=1=P=(1,1,1)
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10

11

12

13

Verifique se o quadrilatero ABCD cujos vértices sdo
A= (1/ 2/ _1)/ B = (5/ 3/ 0)/ C = (31 1/ 3) e D = (_1/ 0/ 2)
é um paralelogramo.

Calcule o ponto B sabendo que:
a)A=(-1,4) e AB = (3, -1)
b)A=(1,-2,2)eAB = (4, 1, 1)

Calcule os extremos A e B do segmento dividido em 3
partes congruentes pelos pontos M e N.

aM=(-1,3) N=(,2)
b)M=(21 1/1) NZ(O, 21_1)

Sendo A= (1, 2), B=(2,0) e C=(-1, -1) vértices con-
secutivos de um paralelogramo ABCD, calcule D.

SendoA=(1,1,3)eB=(-1, 2, 2) vértices consecutivos
de um paralelogramo cujo centro é (-2, 0, 1), calcule
os outros vértices.

Calcule os pontos que dividem o segmento AB em 4
partes congruentes. A= (-1, 3, 2), B=(3, -5, 6)

SendoM=(1,0,2),N=(,1,-2)eP=(2,1,0) os
pontos médios dos lados de um triangulo, calcule os
vértices.

Qual o ponto que se obtém quando se efetua uma
rotacdo de 90° no ponto A = (1, 4) em torno do ponto
B = (3, -1), no sentido trigonométrico?

Determine os vértices de um quadrado ABCD conhe-
cendo os vértices opostos A= (1, 5) e C=(3, -1).

Qual a natureza do quadrilatero ABCD cujos vértices
saoA=(2,2),B=(-1,6),C=(-5,3)eD=(-2,-1)?

Determine C e D para que ABCD seja um parale-
logramo cujo centro tenha cota nula. A = (1, 0, 2),
B = (1/ _1/ 1)/ C = (2/ m/ n)/ D = (XI 1/ _1)

Os pontos A= (3, 0) e B=(0, 4) sdo vértices consecuti-
vos de um quadrado ABCD. Calcule os outros vértices
sabendo que D é o mais préximo da origem.

Os pontos A = (-5, -1) e C = (-1, 5) sdo vértices opos-
tos de um quadrado ABCD. Calcule os outros vértices.

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

A = (5, 1) é o vértice, mais afastado da origem, de um
quadrado ABCD. O ponto B pertence ao eixo Ox e C
pertence a bissetriz dos quadrantes impares. Calcule
os vértices do quadrado.

O ponto A = (-1, 4) é vértice do angulo reto do trian-
gulo retangulo isésceles ABC. O vértice B esta na bisse-
triz dos quadrantes pares e C esta no eixo Oy. Calcule
os vértices.

O ponto A = (2, 5) é vértice de um quadrado ABCD em
que B tem ordenada 1 e D tem ordenada 2. Calcule os
vértices do quadrado.

Os pontos M = (-8, 1) e ] = (0, -1) sdo extremos da
diagonal do quadrado MN]JP. Calcule N e P.

Os pontos M = (-8, 1) e ] = (0, 1) séo vértices con-
secutivos de um quadrado MJNP. Calcule os vértices
sabendo que a origem de coordenadas esté no interior
do quadrado.

Considere o paralelogramo ABCD. Construa, sobre os
lados, quadrados externos ao paralelogramo. Sejam
M, ], P e Q os centros desses quadrados. Mostre que o
quadrilatero MJPQ é um quadrado.

Os vértices de um triangulo sdo A = (1, 3, -1),
B=(2,5 4)eC=(4,7 6). Calcule o comprimento da
mediana relativa ao vértice A.

Determine sobre o eixo Ox um ponto equidistante de
A=(-1,3)eB=(509).

Mostre que o triangulo ABC em que A = (2, 3, 1),
B=(-4,3,7)eC=(-6,1,-1) é equilatero.

Determine um ponto equidistante de A = (-1, 1, 2),
B =(3, 1, 2) e dos semieixos positivos Ox, Oy e Oz.

Ache no eixo das abscissas um ponto M cuja distancia
ao ponto | = (2, -3) seja 5.

Mostre que o triangulo ABC é retangulo.

A=(2,-1,1),B=(1,-3,-5)eC=(3, -4, -4).

Sejam A=(2,1,5),B=(3,k 0)e C=(9, 7, 4). Calcule
k de modo que o triangulo seja retangulo em A.

Ech \dl
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27

28

29

30

Determine sobre a bissetriz dos quadrantes impares um
ponto C tal que o triangulo ABC seja retangulo em A.
A=(3,5)eB=(0,2)

Calcule um ponto P sabendo que sua distancia a ori-
gem é J6 e suas distancias aos pontos (0, 0, 1) e
(2, 2, 2) sao respectivamente Y3 e

Um foco luminoso estda em M = (5, -3) e ilumina o
ponto | = (4, 4) depois de incidir em Oy e sofrer refle-
xdo. Determine:

a) a distancia percorrida pela luz de M até J;

b) o ponto de incidéncia em Oy.

Determine os pontos de reta y = x + 1 que distam J5
da origem.

) Qg

36

31

32

33

34

Os pontos (0, 1), (x, y) e (=), x) sdo vértices de um
triangulo equilatero. Calcule x e y.

Determine os pontos do plano que distam 2 da
origem e que distam igualmente dos pontos
(0, 1) e (0, -1).

Dos pontos cujas coordenadas s&o (% -2, z‘\/z), qual o
mais préximo da origem?

Dos pontos que distam 1 do ponto (-1, -1), qual o
mais afastado a origem?
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1.4 - Operacdes elementares

1.4.1 - Adicao de vetores

Sejam dois vetores ¥, e ¥,. Apliquemos estes vetores a um ponto O, origem
de R?, e construamos o paralelogramo OABC tal que:

OA=CB=7, e OC=AB=7,
Define-se como soma s de v, e V, o vetor OB diagonal do paralelogramo.

E muito comum, para determinar-se a soma s dos vetores ¥, € V,, usar-se a re-
gra do triangulo: pela origem O, tracamos o segmento orientado (O, A) que esta na
classe de equivaléncia de ¥, e por sua extremidade A, um outro segmento orientado
(A, B) tal que AB = v,. A soma serd o vetor OB.

A adicdo de varios vetores se efetua mediante a aplicacao sucessiva da regra do
triangulo.

Sejam por exemplo quatro vetores v,, v,, V, € V, quaisquer do espaco.

Tomemos um ponto O do espaco como origem e apliquemos em O o vetor OA
da classe de equivaléncia de v,. Em seguida, apliquemos em A o vetor AB da classe de
v,.Ovetor OB serd asoma ¥, + v,. Apliquemos agora em B o vetor BC da classe de ..

O vetor OC seraasoma OB+v, =V, +V,)+V, =V, +V,+V,

37

DEFINICAO
Adicao de vetores.

NOTA

Se O' for um ponto
qualquer do espaco, entdo,
repetindo a construcao
com O' no lugar de O,

obtém-se O'B = OB.

NOTA

Os vetores v, e v, foram
tracados “consecutivos”,
isto €, a extremidade do
primeiro é a origem do
segundo.
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Analogamente, apliquemos em C o vetor CD , da classe de ¥,. O vetor OD sera
a soma:

OD=0C+7V,=(V, +V,+V,)+V, =V

<

<I

Temos entdo a regra da poligonal:

Por um ponto qualquer, toma-se um segmento orientado da classe de equi-
valéncia v,. Pela extremidade desse segmento, um vetor da classe de v,. Pela ex-
tremidade desse ultimo, um vetor da classe de v,. E assim sucessivamente. A soma
sera o vetor que tem a origem do primeiro e a extremidade do altimo.

Se a poligonal fechar, isto €, a extremidade do Gltimo coincidir com a origem
do primeiro, a soma dos vetores serd nula.

O+ AB+BC+CD+DO=0.
Vot V,+V, + vV, + V=0
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Propriedades da adicédo

I) Comutatividade: a+ b=b+id

IT) Associatividade: (d+D)+c=d+(b+¢)=a+b+¢C

(@+Db)+C=d+(D+7)

lla + Bl

Q

llal Izl
' : - |
. llall 5] |
llal [+l
~ |
IV) Elemento neutro: a+0=a NOTA
Os vetores d e (-d) tém o
V) Vetor oposto: g+ (-g)=0 mesmo médulo, mesma
direcdo e sentidos opostos:
a/\/ (-a)
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Exemplos:

i)  Dados trés pontos quaisquer, € sempre possivel escrever:
AC=AB+BC ou C-A=(B-A)+(C-B)
A

B¢ ©

ii) A notacdo de Grassmann é muito comoda para obtencdo da soma de
vetores.

©
(S B

Temos que: -
OC = OA +AB+BC
Pela notacdo de Grassmann, temos: (A-0O) + (B-A)+(C-B)=C-0
que é equivalente a equipoléncia acima. (As letras se simplificam como
na algebra).

iii) Sendo:

AB=d, BC=b, DC=¢eED =d, calcular FA.

A

P

Temos que:

AB +BC +CD + DE + FA = 0 porque o poligono fecha. Levando em conta
que: CD=-DC=(~¢) e DE=-FED= (—%, vem:

a+b+ (=c)+ d)+EA=0

Transpondo:

FA = (—d)+(-b)+c+d
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iv) Sendo V o vértice de uma piramide quadrangular regular ABCD, expri-
mir VA em funcdo de ﬁ, VC e VD.
v

Temos:

VA =VB+BA

Como ﬁ=@, vem: VA = VB +CD
Usando a notagdo de Grassmann:
A-V=B-V)+(D-C)+(V-V)
A-V=B-V)-(C-V)+(D-V)
Logo: VA =VB-VC+VD

Adicdo em coordenadas

ST

<V

X

Como as coordenadas de um vetor ndo dependem do ponto onde ele estd apli-
cado, podemos considerar os vetores parcelas da adicdo aplicados na origem.
Sejam: v,=(x, },, £4) e ¥, =(x,, y,, z,)- Estas coordenadas sio também dos

pontos P, e P, respectivamente. O ponto M é médio de P,P,, logo:

M=[’Y1+X2 NtV Zl+ZZJ

2 2 2

Por outro lado, se § = (x, y, z), entdo M é também ponto médio de 0S. Assim:

Mo 2 2
272 2

M Ee R Nl
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Portanto, X X+ Xe. Y _pr)e 2
2 2 2 2 2

As coordenadas da soma serdo: S = (Xi1+ Xz, 1+ Vs, 71+ 75)

Z_Zl+Zz

As coordenadas da soma de dois vetores sdo as somas das coordenadas de
mesmo nome das parcelas.

Para o [R? temos: §=(x.+ X2, Vi+ V>)
Para o R! temos: §=(x:+ x2)

1.4.2 — Multiplicacdo de um vetor por um escalar (nimero)

|
DEFINICAO Dado um vetor v e um ntmero real m, chama-se produto de v por m o vetor

Multiplicagdo de um vetor m - v tal que:
por um escalar.

NOTA

Se |m| > 1, temos uma
“dilatacdo” e se |/m| < 1,
temos uma “contracao”.

Caso particular: (m<0)
BA = —AB = (-1)-AB

a) || 72y ||=[m]|-|| V]
| b) 7V tem a mesma direcdo que Vv (paralelos): 7V /[ v
NOTA ) ¢) mv tem o mesmo sentido de vV se m > 0: mv /" V;
Sem=0,0-v=0. e sentido oposto se m < 0: mv /v

Produto por um escalar em coordenadas

E facil concluir, por semelhanca de tridngulos, que as coordenadas de 72V sdo
os produtos das coordenadas de v pelo escalar m.

a)

mv

[ J©)
<l

=g
<=V

mx

A Nl 42



VETORES CAPITULO |

b)
A y
mv
Y y my
O X mx X
)
A7
m/
‘7 VA mz
(@] Y my R
i
X
e
e
Assim:

a) No R: V=(x) = mv =m - (x)=(mx)

0) No R%: V=(x, y, 2) = m¥ = (mx, my, mz)

Exemplos:
i)  Se Vv =(6), calcular 2v. Temos: 2v=2-(6) = (12)
ii) SeA=(1,2)eB=(10, -10), calcular —%E.

Temos: AB =B - A = (9, -12)

Logo: %2\%’:—%(9, —12)=(-3, 4)

iii) Sendo A=(1, 2, 3) e B=(-1, 4, -1), calcular C de modo que AC=3-AB.
Temos: AB=B - A = (-2, 2, -4).
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AC=3AB=3(-2, 2, —4)=(-6, 6, —12)
C=A+AC=(1, 2, 3)+(-6, 6, —12)=(-5, 8, —9)

iv) Calcular o ponto C sabendo que AC=5-BC, sendo A = (-5) e B = (3).
Seja C = (x), temos:
AC=C-A=()-(-5=(x+5)e
BC=C-B=(x)-(3)=(x-3) logo
X+5=5(x-3)=5x-15=x+5=x=5=C=(5)

v) Determinar as coordenadas dos pontos que dividem o segmento AB em
3 partes congruentes. Dados A = (1, -3), B= (4, 9).
B

A

—

Devemos ter AM = — AB .

w

AB=B-A=(3, 12);»@1:1(3, 12)=(1, 4)
Segue-se que: 3
M=A+AM=(1, -3)+(1, 4)=(2, 1)

Como MN =AM = (1, 4), calculemos N:
N=M+MN=M+AM=(2, 1)+(1, 4)=(3, 5)

Propriedades do produto por um escalar

I) Distributividade:
(m+n)V=mv+nv

Temos: (m2+ n)v =

=(m+n)x, y, z)=(m+mx, (m+n)y, (m+n)z)=
=(mx+nx, my+ny, mz+nz)=

=(mx, my, mz)+(nx, ny, nz) =

=m(x, y, 2)+n(x, y, z)=

=mv +nv
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m(ﬁ+13):ma+m5

Temos: m(&+5)=

=m(X,+X,, Y, +V, Z2,+2,)=
=(mx,+mx,, my,+my,, mz,+mz,)=
=(mx,, my, mz,)+(mx,, my,, mz,)=
:m(X,ﬂ Var Za)+m(Xbl Yo Zz;):

= mi+mb
II) Associatividade: m(nv)= (m - n)v

Temos: (mn)v =
=mn(x, y, z)=(mmx, mny, mnz)=
= m(mx, ny, nz)=

= m(nv)
III) Elemento neutro: 1- v =v
IV) Elemento absorvente: ;. =0 < m=0ouv =0

V) Vetor simétrico: (=1)- v=-V

Exemplos:

i) Sendo AB=ad, AC=b e M médio de BC, calcule AM.

1

Temos que AM = éA‘ﬁ -

Como AD =d+b, segue-se que: AM = %(EHE)
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ii) Sendo d e b dois vetores quaisquer, construir os vetores:

a)ii=3d+2b
b)V=-d+b
OF T
2 2
d)Z:Za—é
2

ili) Seja o paralelogramo ABCD e os vetores AB=deAD=b. Calcular em

funcio de d e b os vetores AM e MN, sendo M médio de CD e BN = %ﬁ

D M

Temos, pela regra do triangulo:
AM=AD+DM=b+—d

N | =

MN = MC +CN =

a—

w| N

LA 2T
2
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Exercicios resolvidos:

1y

2)

O que representa a equagdao P = A+ AV, onde A= (-1, 2, 1), v= (3, -2, 2) e:
a) A € um parametro real tal que -1<A<3?
b) A é uma variavel real, isto é, A € (-, +c0)?

Solucdo:
a) A equacdo P = A + Av representa uma translacdo do ponto A segundo

o vetor Av. Como A é um parametro variavel, a equacdo P = A+ Av re-
presentard uma infinidade de pontos, limitados por -1 <1 < 3. Quando
A=-1, P =A-v,ouseja, P,=(-1,2,1)-(3,-2,2)=(-4, 4, -1).
Quando A=3, P,=A+3v=(-1, 2, )+3(3, -2, 2)=(8, -4, 7).
Observe que quando A=0, P = A, logo a equagdo representard o seg-
mento de reta que passa pelo ponto A, compreendido entre os pontos
P eP,.

b) Quando A € R, o lugar dos pontos P serd a reta que passa pelo ponto
A, paralela ao vetor v.

\<V

Uma mesa de bilhar PQSR tem seus vértices dados por coordenadas
cartesianas P = (0, 0), Q=(5, 0), R=(0, 4) e S = (5, 4). Dadas duas bolas
nos pontos X = (1, 3) e Y = (2, 1) sobre a mesa, determine em que ponto
da tabela RS deve ser atirada a bola X de modo que ela atinja sucessi-
vamente as trés tabelas RS, QS, PQ e va depois chocar-se com a bola Y.
(Admite-se que o angulo de incidéncia € igual ao angulo de reflexdo,
em cada choque com as tabelas.)

47

NOTA

O presente exercicio é

uma introducdo ao estudo
da reta. Para o [R?, as
consideracdes sdo analogas.
Posteriormente, faremos um
estudo mais detalhado das
equagdes que definem uma
reta nos espacos [R? e [R3.
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Solucdo:

“V

Devemos ter: D = A+ AAC

Seja A o simétrico de X em relacdo a RS: A = (1, 5)
Seja B o simétrico de Y em relagdo a PQ: B = (2, -1)
Seja C o simétrico de B em relagdo a QS: C = (8, -1)
Entdo:

AC=C-A=(7, -6)

Logo:

D=(, 5)+A(7, —6)=(1+71, 5-64)

_ . [1+7A=x
Mas D = (x, 4), logo: [5—6/124

62,=1:>/1=% e dai

x=1+2=8Bop- (B 4
6 6

1.4.3 - Subtracao de vetores

I
DEFINICAO Dados dois vetores v, e v,, define-se a diferenca v, —v, como a soma:
Subtragdo de vetores. 3 7 V=4
ubtracao de vetores V1+(_Vz)_d'
I
NOTAS

1) Como ¥, +d=7,, a
diferenca d = v,-v,€o0
vetor que somado a v, da v,.
2) A diferenca d=v, -V, é . - -
a soma de ¥, com o oposto Sejam v, = (x,, yy, ) eV, =(X,, }, 2,)-

de v, isto & V,+(-DV,. Como -V, =(-x,, —¥,, —Z2,),entao: v, -V, =(x, —X,, ¥, — Vo, Z, — Z,)
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No R? teriamos:
V-V, = (Xl A N _}/z)
No [R! teriamos:

‘71 _‘72 Z(Xl _Xz)

Aplicando os vetores v, e v, no mesmo ponto O, a soma v, + v, sera uma das
diagonais do paralelogramo e a diferenca a outra diagonal.

NOTA

v, esta aplicado na
extremidade e v, esta
aplicado na origem do
vetor diferenca.

Qe

Entao:

AB=B-A=(B-A)+(0-0)=(B-0)-(A-0)=0B-0A
AB = (vetor posicdo de extremidade B) — (vetor posicdo de extremidade A)

Exemplos:

i)  Calcular o vetor X tal que 2X +3d = E, onded=(-1, 3, 5)e b= 3, -1, 3).
Temos:

=13 3=tz _1 3)_3C
x—z(b 3a)—2[(3, 1, 3)-3(-1, 3,9)]

1

X 5[(31 -1, 3)+(3r =9, _15)]=%(6' -10, _12):(3r =8, _6)
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ii) Escreva o vetor X em funcdo dos vetores v, e v, nas figuras abaixo:
a)

<!
=

=l

iii) Calcular os vetores X e y tais que: 2Xx+y =(1, 2)ex -y =(5, 1).
Temos o sistema:
2x+y =(1, 2)
X-y=(51)
Somando membro a membro, vem:

3Xx=(6,3)=%=(2,1)
Da 2% equacao:

y=%- D=2, D+(=5 -1)=(=3,0)
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iv) Dado o tetraedro OABC em que: OA =d, OB = E, OC=¢e M, N, P sdo
pontos médios de BC, AB e OC, respectivamente. Calcular AM e NP em
funcdodea, bec.

AM=0OM-0A =

NP:OP-O—Nzg—(mﬁ):——*—ﬁ

Mas AN %E = %(@—ﬁ) = %(E—d), logo:

NP = b+

INY)

a:%(z—B—a)

N[ =

€
2
v)  No tridngulo ABC: AB= a, AC = E, AR = %
dios respectivos de BC e AB.

m,ﬁ:%@,MeNsaomé-

N8y

a
2

Calcular ﬁ, T™ e TR como funcoes lineares de d e b.
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— 1. 3 -— 1_31_ - 1_ 3 _
a = —d-— = = = = = =7 = =
) RN = AN - AR Sa -y AM=2d-7 5 (@+D) = —a 8(a+b)
mN=Lla-33
8 8
b) TM = CM~CT =18 - LN = L(a-) - L[2 _5)
27 37 2 312
V=i b
37 6

o) TR = AR - AT =S AM—(AC + CD) =3 . L@ + b= b + LN
4 4 2 3
etanBp g ME S5 75
8 8

vi) Calcular o médulo da soma de todos os vetores indicados na figura.

B
45 45°
2 2 F
1
A
AB+ED=0

BC+CD=BD =IIBDIl=2
IBD+GHIl =3

IFG +Hill =1

!

FG + HI + AB + ED
| | :

BC +CD + GH

15l =v9+1 =110
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1 Calcule o médulo da soma dos vetores: e M é médio de DC

a)

e ()= l CB

3

N\ 1
5 ) ) *NB= _ AB
1
! 3 Calcule o vetor X.

b) a)

1 4 No logotipo abaixo, ha 14 segmentos. Cada um deles
: sugere um vetor.

2 Seja o paralelogramo ABCD e os vetores AB=3d e LS 1 1
AD = b. Calcule AM, MN, MJ e JN em funcio de d e b 0,5
sabendo que: 1 1,5
: 1
1,5 1

Considere os seis verticais orientados para cima e os
sete horizontais para a direita. Calcule o médulo da
soma desses 14 vetores.
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NOTA
Os pontos P, A e B devem
estar alinhados.

OBSERVACAO

Nao existe conjugado
harménico do ponto médio
de um segmento, pois

ndo ha ponto externo ao
segmento AB na mesma
reta tal que PA = PB.

ANl =

1.5 - Aplicacdes das operacoes elementares

1.5.1 - Ponto que divide um segmento numa razao dada

Diz-se que o ponto P divide o segmento AB numa razao k (e escreve-se o =k)

se PA = APB. Logo P € AB.

Temos:
A-P = k-(B-P)
A-P = kB-AP
A—kB = P—£P
P(1-4k) = A-kB
P:A—/(B

1-4

P B

>2

P

a) k > 0 significa que os vetores PA e PB sdo do mesmo sentido, logo o ponto P
esta fora do segmento AB.

b) k < 0 siginifica que os vetores PA e PB tém sentidos contrarios, logo o ponto
P estd entre A e B.

c) Se k = -1, o ponto P sera médio de AB.

d) Diz-se que P e Q sdo conjugados harmonicos em relacdo ao segmento AB se
PA_ QA
PB QB
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A
Isto é: PA = kPB e@:—k@

O conjugado harmonico de um ponto interno ao segmento é externo ao mes-
mo e vice-versa.

Dados dois vetores colineares AB e CD com CD # 0, podemos definir a razdo

AB ~ . . o .
— = k como a razao entre seus modulos com sinal positivo ou negativo conforme
CD
AB e CD sejam de mesmo sentido ou de sentidos contrarios, respectivamente.
Se AB e CD ndo forem colineares, ndo existird o namero real k, pois o produto

de um numero real por um vetor mantém a direcao do vetor.

Exemplos:

PA 1
i)  Calcular as coordenadas do ponto P tal que ==—,sendo A=(1, 3, 2) e
— PB 2
B=(0, 1, 1).
Devemos ter:
PA=ZFB = PB=2. PA
Seja P = (x, y, 2).

PA =A-P=(1-x3-y,2-2)
PB=B-P=(x,1-y1-2)
2PA =(2-2x,6-2y,4-27)
2-2x=—x=x=2
6-2y=1-y=y=S5
4-2z=1-z=2=3
Logo: P =(2, 5, 3).

Ou usando a notacao de Grassmann:

PB = 2PA
B-P=2(A-P)
B_P=2A-2P
P=2A-B
P=(2,64)-(0,1,1)
P=(25 3)
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ii) Seja AB o segmento tal que A= (1, 3) e B= (-4, -1). Seja P o ponto do eixo
Oy sobre o segmento AB. Determinar P e Q conjugado harmonico de P.

Ay

4

S_g’amP:(O,y)eﬂ:/(-@.
PA =A-P=(1,3-y)
PB =B-P=(-4,-1-y) < £.DB = (-4k, -k —ky)
Devemos ter:
4k=1=k=_1
4
5

3_ —l+l :>E—_:> —E
V=3 T4V

Seja Q o conjugado harmoénico de P. Entdo:
% = i ou seja:

QA= QB + QB = 404

Seja Q = (%, y).

QB=B-Q=(-4-x-1-y)
QA=A-Q=(1-x3-y)=4.QA=(“4-4x,12-4y)
Entao:

4—4x:—4—x:>3x:8:>x:§

12-4y=-1-y=13=3y=y= ?
Os pontos pedidos sdo:

(. 11) (8 13)
) )
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Exercicio resolvido:

Mostre que se os pontos C e D sdo conjugados harmonicos de AB na
razao k, entdo o ponto médio de CD divide AB na razdo k2.

Solucdo:
A C B M D
cA__DA_, . A-C_, A-D_ 4
CB DB B-C B-D
C=A—kB D=A+kB
1-4 1+ 4
M—C+D—l A—/(B+A+/(B _1(A-£AB)(1+4)+(A+4B)(1-%)
2 21 1-4 1+ 4 2 1-42
M_lA+A/(—/(B—k2B+A—A/(+/(B—k2B_lZA—ZkZB_A—/(ZB
2 1- 42 2 1-k° 1-42

Logo, M—A’M=A—-k’B= k’B-kA’M=A-M = kA’ B-M)=A-M
entao: £* - W=m:>£=/(2
MB
1.5.2 - Vetores paralelos - condicao de alinhamento de trés

pontos

Sejam v, e v, dois vetores ndo nulos. Temos que os vetores v, e v, sdo paralelos
se existe um escalar m tal que v, = mv .

Sev, =, y,z)ev,=x,V, z),entdo: (x,, y,, z,) = (mx,, my,, mz,), o que nos da:
X, =mx, y,=my, ez, =mz ou se nenhuma das coordenadas de v, for zero,
temos:

X2 2 22
n_y_o_

X1 Vi Z1

Se dois vetores sdo paralelos, suas coordenadas de mesmo nome sdao pro-
porcionais.
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Exemplos:

i)  Verificar se os pares de vetores sdao de vetores paralelos.
- 2 3 -1 - -
v.=(2,3 -1)==—=—=—=vVv /|V
a) 17\ ) 4 _6 2 1z
v,=(-4, -6, 2)

2 3
— =
10 15 20
v, =(10, 15, 20)

b) V,=(2,3 )= =V, NV,

ii) Calcular o valor de k de modo que os pontos A=(1,2), B=(3,-1) e
C = (k, 2k — 1) estejam sobre a mesma reta.

A B C
e—————————Pp @ »e

Devemos ter AB // AC.

AB=B-A=(2, -3) L 2k-3_k-1
AC=C-A=(k-1, 2k-3) -3 2
-3k+3=4k-6
7/(=9:>/(=2

7

1.5.3 - Unitario de vetor (versor)
——

DEFINICAO
Versor de um vetor.

Versor de um vetor € um vetor unitario paralelo ao vetor dado e de mesmo
sentido.

thy

v =lmlii, = |[Vll=|m|-||d ||
Como:

l|t,]| =1 = || =[|V]|

Logo:

v=Ivll-u =a =
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O unitério de um vetor é o produto do vetor pelo inverso do seu moédulo. -
DEFINICAO
Vetor unitario.
Exemplos:
i)  Calcular o unitario do vetor v =(-2, 3, 6).
i, = ! v
C vl

V|| =v4+9+36 =7, logo:
ﬂvzl(—z, 3, 6)=1u _(
7 U

\1|N
\llw
;/

ii)  Calcular um vetor paralelo e de mesmo sentido que o vetor v = (-1, 2, 2),
cujo médulo seja 5.
Basta determinar o unitario de v e multiplicar por S.

=(-1, 2,2)=|V|| =v1+4+4=3 =1 =§ V

O vetor procurado é entdo:

si _s.dy_Sy_(.5 10 10
g 3 3 33 3

1.5.4 - Centro de massa do triangulo - baricentro

I
O centro de massa de um triangulo € o ponto de encontro das medianas. DEFINICAO
Baricentro de um triangulo.
A
N
G
C
B L M J

N é médio de AC, logo ] é médio de MC.

Temos que:

MB =2MJ = MB = —ZM] (Note que o segmento MB mede o dobro de MJ, mas o
vetor MB é o dobro de MJ com o sinal negativo porque sdo vetores opostos.)
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Donde: GB=-2GN
B-G=-2(N-G)
B-G=-2N+2G
3G=B+2N

3G-Bt2.AFC

3G=A+B+C

A+B+C
3

G:

No - G:[XA+)§+XC, }/A+};f+}/c, ZA+Z;+ZC]

No [R?: G:(XA+XB+XC }/A+)/B+}/cJ

3 ! 3
Exemplos:
i)  Calcular o baricentro do triangulo ABC, sendoA=(1,2,3),B=(3,0,-1)e
C=(,1,-2).
Temos: G = #
G= (1r 2; 3)+(31 OI _1)+(21 1/ _2)
3
G=(2, 1, 0)

ii) Calcular os vértices B e C do triangulo ABC sabendo que seu baricentro
€ (2,-1),A=(3,5), B=(-3, a) e que o vértice C esta sobre a bissetriz dos
quadrantes impares.

Temos que C = (¢, ¢).

G- A+B+C
3
3G=A+B+C

32, -1)=(@3, 5 +(-3, a)+(c, ¢)
6, -3)=(c, 5+a+c)

c=6
St+a+c=-3=>a=-14
Logo: B=(-3,-14) e C= (6, 6)

iii) O ponto M de interseccao das medianas de um tridngulo esta situado
sobre o eixo das abscissas; dois de seus vértices sdo os pontos A = (2, -3)
e B = (-5, 1); o vértice C esta sobre o eixo das ordenadas. Determinar
MeC.
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Sejam M = (x, 0) e C = (0, y).

Temos:
=220 o M=(1, 0)
0=—_3+31+}/:>O=—2+}/:>}/=2=>C=(0, 2)

1.5.5 - Baricentro do tetraedro

DEFINICAO
Baricentro de um tetraedro.

E o ponto de encontro das retas que unem os vértices aos baricentros das
faces opostas.

AG,=2xe GP=2y

C
Logo: BG, =6y
G—lB__6_}/__3
GP 2y

G,B=-3G,P e GB=-3GG,
B-G=-3(G,-G)
B-G=-3G, +3G

4G =B +3G,

A+C+D
3
A+C+D
3
_A+B+C+D
4

Mas G, = , pois € o baricentro do triangulo ACD, logo:
4G=B+3-

G
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Exercicios resolvidos:

1) Determine as coordenadas dos pontos que dividem o segmento AB,
A=(-1,2)eB=(2 -4), em trés partes congruentes.

Solugdo:

M=A+W=A+%H3=A+%(B—A)

M= (-1, 2)+%(3, -6)=(-1, 2)+(1, -2)
M= (0, 0)

J:M+W=M+%(B—A)

J=0,0)+(1, -2)=(1, -2)

2) Sejam A=(-1,0,2)eB=(1, -1, 1). Prolonga-se o segmento AB, a partir
de B, de modo que o segmento quintuplique em C. Calcule C.

Solucgdo:

AC=5AB=5B-A)=5(2, -1, —-1)
C=A+AC=(-1, 0, 2)+(10, -5, —5)
C=(9, -5, -3)

3) ABCD ¢€ um trapézio em que a base AB mede o triplo da base CD.
A=(1,-1,0), AD =(2,1,1) e C=(3, 3, 3). Calcule B.

Solucdo:
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4)

5)

6)

D=A+AD=(1, -1, 0)+(2, 1, 1)=(3, 0, 1)
DC=C-D=@3, 3, 3)-(3, 0, 1)=(0, 3, 2)
AB=+3DC=43(0, 3, 2)=+(0, 9, 6)
B=A+AB=(1, -1, 0) + (0, 9, 6)

B'=(1, 8 6) ouB”=(1, —10, —6)

Calcule as coordenadas do ponto P tal que & = l, sendoA=(1,3,2)e
B=(,1,1). PB 2

Solucdo:

PA 1 .~ =

Ezz = 2PA=PB=2(A-P)=B-P=2A-2P=B-P

P=2A-B=P=(2,6,4)-(1, 1, 1)=(, 5, 3)

Divide-se o segmento AB em 7 partes congruentes. A = (-1, 3) e B=(6, -11).
Calcule o terceiro ponto de divisdo, mais proximo de A.

Solucgao:

>
= 0
o~]

-4)

PA_ 3m__3
PB 4m 4
ﬂ:—%ﬁﬁsﬂﬂ:—ﬁs

4(A-P)=-3(B-P)= 4A-4P=-3B+3P = 7P =4A + 3B
_4A+3B (-4, 12)+(18,-33) (14, -21)

=(2, -3
7 7 7 ( )

P

Calcule os comprimentos das bissetrizes interna e externa do angulo A
no triangulo ABC.

A=(1,1,1),B=(@3,3,2)eC=(-75,0)

Solucédo:
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MC  [ac]
AB=B-A=(2, 2, 1)
8] = Va+4+1=3
AC=C-A=(-8, 4, -1)

|AC|= V64 +16+1=9

MB_ 31 3MB=—MC =3B -M)=—(C-M)
MC 9 3
3B-3M =-C+M=4M=3B+C= M= 22" 6)2(_7' >0,
oM=L 7 3 L AMi-moa-|-L 3L

2" 2" 2 2’ 2" 2
av=[Rn]= L B L33

4 4 4 2

. . JB 3 1

Como ] é conjugado de M em relagdo a BC: ===—=—

jC 9 3

3B-C_09,96-(7.50_5 5 3= F-7 1 2

2 2

AT =[A]]|=va9+1+4 =54 =36

7) O centro de massa do triangulo ABC, A = (a, b, ¢), B = (c, a, b) e
C = (b, ¢, a), dista 3 unidades da origem. Calcule-o.

_ A+B+C (a+b+c a+b+c a+b+c
G= B I 5 B entdiox =y = z.
Solucdo:

Chamemos entao G = (x, x, x):

0G=G-0=(x, x, x):>||aé||:\/xz+x2+x2 =3
|X|\/§:3¢|x|:\/§¢x:i\/§

Temos: G'=(+/3, 3, V3) ou G”=(=/3, -3, —3)

8) O baricentro do tetraedro ABCD € G =(-1, 2, 0). Sabendo que A= (a, 1, ¢),
B=(,a, a), C=(0, 2, 3), calcule D = (0, b, a).
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Solucdo:
G- A+B+C+D = (1,2, 0) = a+1’ 1+a+2+b, c+a+3+a
) 4 4 4 4
g_+1:_1:>g:_5

4
3+a+b
———=2=3-54+/=8= /=10 = D=(0, 10, -5)
C+24—d+3=0:>c—10+3=0:>c=7

9) Calcule os vetores X de médulo 10, paralelos ao vetor v = (4, §, 1).

Solugdo:

Xx=110- u_ =+10- ;:ilo. M=i10~ (41 8: 1)
Il 16 +64+1 9

- 40 80 10

X= (i?, i?, i?} com correspondéncia de sinais.

10) Calcule o simétrico do ponto M = (3, 4) em relacdo a reta que passa
pelos pontos A = (-1, 3) e B = (4, -2).
Solucao:

M

Seja ] = (¢, y) a solucao.

MJ é paralelo a 7i = AB_a
n=B-A) .=(5 =35), =(=5 -5)
=]-M=(x-3, y-4)

&l

M // ii :>X—_53=}/—_54:>X—}/=—1
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Por outro lado, Q é médio de MJ e estd na reta que contém A e B.

_M+] (x+3 y+4
Q== "[ 2 ' 2 )

Como m ¢ paralelo a E, temos:

xX+3 y+4 HHES =2
AQ A= 1, -3 |= i
a-a- (2+ et

AB=(5, -5)
X+S_y- 2:>x+}/
10 -10
x—y=-1 r==2
= = J=(2,-1
x+y=-3 y=-1

11) A é veértice do angulo reto do triangulo ABC. A= (2, 1), B= (-1, 5) e
AC mede 8. Calcule C.

Solucdo:
D
B A
D’
c

AC=8 u,, AD=%AB . =%(-3,4) . =+(-4, -3)

. AD _+(4,3) +(4 3}

* |ap| Ji6+9 5"5
ac-=xg[2 3|4 2,2—4

5’5 55
C=A+AC

o {2 2)-(5:3)
5 5 5 5

an(s2)(2Y
5 5 5 5
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10

1

12

P é o ponto até o qual se deve prolongar o segmento
AB, no sentido de A para B, de modo que seu com-
primento quintuplique. Sendo A= (1, 2) e B =(2, 4),
calcule o conjugado harmonico de P.

O ponto B = (5, 12) é um dos vértices do triangulo
ABC. Uma reta que contém G, ponto médio de AB,
e é paralela ao lado AC, intercepta o terceiro lado em
H = (10, 2). Calcule C.

Mostre que os pontos A=(-5,4),B=(3,2)eC=(7,1)

estdo alinhados. Calcule M tal que ﬁ:@
MC BC

Seja o trapézio ABCD em que A= (-1, 3), B=(-3, 1),
BC =(5,-2)eCD = 2-AB. Calcule os vértices C e D.

Calcule os pontos C e D sabendo que:

eCDé paralelo e de mesmo sentido que A—B, A=(4,)5),
B=(8,8);
e o comprimento de CD é 10, C estd sobre Ox e D

sobre Oy.

Dé os valores de x e y para que os pontos (-2, 0, 3),
(1, 6, x) e (3, y, —7) estejam sobre a mesma reta.

Os vértices de um triangulo sdo A = (2, -5),
B=(1,-2) e C=(4, 7). Determine o ponto de intersec-
¢do do lado AC com a bissetriz do angulo B.

Calcule o baricentro do triangulo ABC.
A=(2,1),B=(3,0eC=(,5).

Calcule o vértice A do triangulo ABC, sabendo
que seu baricentro dista uma unidade da origem.
A=K x+1,x;B=(2,1,3)eC=(-1,-2,-2).
Verifique se os pares de vetores sdo paralelos.
au=0,23)ev=(-24,-6)
b)i=(2-3)ev=(4,-1)

Calcule o valor de a de modo que os pontos A= (a, a+ 1),
B=(2, 5) e C=(-1, 4) estejam em linha reta.

Calcule os unitarios dos vetores AB Nnos casos:
a)A=(3,1)eB=(0,5)
b)A=(1,2,3)eB=(1,35,-3)

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

O segmento AB é tal que A = (8, 8) e B = (-4, -1).
Determine o ponto P pertencente a AB e ao eixo Oy.

Calcule Q, o conjugado harménico de P, % eP.

Sejam A = (0, 0, 0) e B =(4, 8, 1). Prolonga-se AB até

o ponto C de modo que o médulo de AC seja 10.
Calcule C.

Sendo vV = (3x + y, x— 2y, -y — 8), calcule x + y quando
v é paralelo aos semieixos positivos Oy e Oz.

Calcule t de modo que os vetores sejam paralelos nos
casos:

a) (t, 2) e (-2t, -4)

b) (t, 2) e (-8, 1)

Calcule t de modo que os pontos (1, -1, 3), (3, 5, 7)
e (4, 8, t) estejam alinhados.

Determine o vetor paralelo ao vetor (1, 2, -2) que tem
médulo 9.

Sejam A= (x, -1) e B=(2, -3). Calcule x sabendo que o
vetor BA é paralelo a bissetriz dos quadrantes pares.

Um ponto P esta a % da distancia de A até B. Se

P=(2,4)eB=(-775), calcule A.

Calcule o baricentro do tetraedro ABCD sabendo que
A=(-1,2,1),B=(3,45),C=(2,0,3)eD=(0, 2 3).

As coordenadas dos vértices de uma mesa de bilhar
sao A=(8,0),B=(8,6),C=(0,6)eD=(0,0). Con-
sidere as bolas M = (1, 5) e ] = (6, 2).

a) Determine na tabela BC o ponto P sobre o qual se
deve atirar a bola M para atingir a bola ).

b) Determine sobre BC o ponto P e sobre AB o ponto
Q tais que, atirada a bola M sobre P, ela atinja a
tabela AB em Q e em seguida a bola J.

As coordenadas dos vértices de uma mesa de sinuca
sao A=(0,0),B=(8,0),C=(8,4)eD=(0, 4). Con-
sidere as bolas ] = (x, 0) e L = (3, 2). Sabe-se que | é
atirada sem efeito na tabela BC, atingindo depois a
tabela CD e em seguida a bola L que entra na cacapa.
Calcule x.
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24 ABCD é um trapézio retangulo tal que: ¢ 125 O baricentro de um tetraedro ABCD tem suas coorde-

nadas em progressao aritmética. Calcule-o sabendo que

e Aéo vértice do angulo reto e estd situado na bisse- A=(a,0,8),B=(-1,3,2),C=(3, 2 -1)eD=(2 -1, 3).

triz dos quadrantes impares;
e D éaorigem de coordenadas e C pertence ao eixo Ox;
e o lado AB tem 0 mesmo comprimento que BC;
e aarea do trapézio é 48.

Calcule A, Be C.
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EXERCICIOS DE REVISAO

1 (Unificado-R]) ABCD é um quadrado. O vetor AB-BC

éigual a:
(A) DB (C) CB (E) AC
(B) CA (D) BD

Se |G+ v|=|i- V|, entdo:

(A V=0 (B)ii=0 ouv=0 (C) ]a\:M

(D) i e v sdo paralelos (E) i e v sao ortogonais

3 Os pontos A(2, -1), B(8, 7) e C(4, 3) sao vértices de
um paralelogramo ABCD. Determine:

a) as coordenadas do vértice D;
b) o ponto de encontro das diagonais;

¢) a medida de cada diagonal.

(Unirio-R))

(A 4

Considere os vetores @, b e ¢ acima representados.

2

O vetor v tal que \7=%6+B—%E é:

7
ol

(B) (-2, 3)

o[4) o

7
oft

5 (Unirio-RJ) Considere os vetores abaixo:

) 4
v

Assinale o gréfico que representa o vetor
- 3-
R=2a—:b+le.
2 2
A (D)
Y Va
R R
0 ;X
(B) (B)
VA
Va
R
0 :x
©
yA
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6

8

9

10

(UFR]) Sejam A(1, 0) e B(S, 4\/5) dois vértices de um
triangulo equilatero ABC. O vértice C esta no 2° qua-
drante. Determine suas coordenadas.

(Unificado-R]) O ponto Q é o simétrico do ponto
P(x, y) em relacdo ao eixo Oy. O ponto R é o simétrico
do ponto Q em relacdo a reta y = 1. As coordenadas
de R sdo:

(A) (x, 1-y)
() (0, 1)

Q@ Ex1-y)
D) (=x,2-y)

(B) (v, —x)

Os pontos (a, b) e (¢, d) estdo representados na figura.

A y
o 12 bissetriz
R X
Gd |
" 22 bissetriz

O ponto (a + b, c— d) esta situado no:
(A) 1 quadrante.

(B) 2° quadrante.
(C) 3¢ quadrante.
(D) 42 quadrante.
(E) eixo Ox.

(UFF-RJ) No hexagono equilatero ABCDEF, represen-
tado na figura abaixo, AB//DE e sdo conhecidas as co-
ordenadas dos vértices A(3, 0) e F(0, 4). Determine as
coordenadas de todos os outros vértices.

XV

(Unirio-R]) Considere a funcao real definida por
f(x)=1+18 — 2x* e um ponto A(2, 1). Sabe-se que
a distancia de um ponto P do gréfico de fao ponto A
é10.0 ponto P encontra-se no:

\ Qg

1

12

13

14

15

16

(A) 1¢ quadrante.
(B) 2° quadrante.
(C) 32 quadrante.
(D) 42 quadrante.

(E) ponto de origem do sistema xOy.

Na figura,

a" =18. Determine as coordenadas carte-

sianas (x, y) do ponto P.

60°

v

Ol X

(PUC-RJ) ABCD é um paralelogramo. M é o ponto médio

do lado CD e P é tal que ﬁ:%ﬂg.

Se T é o ponto de interseccdo de AM com DP, o valor

da razao 2 é de:
DP

1 3 4
® 5 © 3 ® >
2 3
®) % (©) >

(Uerj) Uma lanterna esta no ponto A = (-2, 2) e ilumi-
na o ponto B = (10, 3) depois da luz incidir no espelho,
que é o eixo Ox. Calcule o comprimento do caminho
percorrido pela luz.

(UFR)) Sejam M, = (1, 2), M, =(3,4) e M, = (1, -1) os
pontos médios dos lados de um triangulo.
Determine as coordenadas dos vértices desse triangulo.

(PUC-RJ) Os pontos A(3, 1), B(4, -2) e C(x, 7) sdo coli-
neares. O valor de x é igual a:
M1 5
(B) 2 (D)6

(E) 7

(Cesgranrio-R]) Sejam i e v vetores ortogonais de mo-
dulo 1; e seja A um eixo do plano dos dois vetores,
como mostrado na figura. Se o dngulo entre A e (j é de
30°, calcule o médulo da projecdo de i + V sobre A.
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17

18

19

20

<l

‘/A

-

=l

(UFRJ) Trés cidades A, B e C estdo representadas no
mapa a seguir. Escolhendo uma cidade como origem,
é possivel localizar as outras duas usando um sistema
de coordenadas (d, 8) em que d é a distancia, em qui-
I6metros, entre a cidade considerada e a origem e 6 é
o angulo, em graus, que a semirreta que une a origem
a cidade considerada faz com o vetor norte N; 6 é me-
dido a partir do vetor N no sentido horario.

Usando A como origem, as coordenadas de B nes-
se sistema sado (50, 120) e as coordenadas de C sao
(120, 210).

a) Determine a distancia entre as cidades B e C.

b) Determine as coordenadas da cidade B, se escolher-
mos C como origem.

(UFF-RJ) Em um retangulo ABCD, M e N sao, respecti-
vamente, os pontos médios dos lados ABeCD.
Tem-se que BM = (\/5,1) e BN= (2\/5, -2).
Determine o perimetro do retangulo.

Um trem viaja para o sul com velocidade de
40 km/h. Para um observador nesse trem, o vento pa-
rece soprar do oeste. Quando a velocidade do trem é
reduzida para 10 km/h, o vento parece vir do noroes-
te. Calcule o médulo da velocidade do vento.

Sendo AB, AC e AD trés arestas de um paralelepipedo,
calcule o ponto P mais afastado de A nesse paralelepi-
pedo, assim como sua distancia até A.

Dados: A=(1,-1,0),B=(2,1,1),C=(0, 2, 2)e
D=(3,0,0)

71

21

22

23

24

25

Um trem viaja para o oeste com velocidade de
80 km/h. Para um observador situado no trem, o ven-
to parece soprar do norte. Quando a velocidade do
trem é reduzida para 20 km/h, o vento parece soprar
do nordeste. Qual o médulo da velocidade do vento?

Dadas as figuras abaixo, calcule o vetor X.

a)

Ql
x

4
«Ql
QU

(o)}
0o

[0 Y

Considere um quadrilatero convexo ABCD. Seja P a in-
terseccdo das diagonais AC e BD e seja Q a interseccao
dos suportes dos lados CB e DA. Se PC = 2PA e PB = 3PD,
determine k de modo que BQ = kBC.

Para um barco rumo noroeste, o vento parece vir do
oeste. O barco muda o rumo para nordeste com a
mesma velocidade, e o vento parece vir do leste. Sa-
bendo que o médulo da nova velocidade aparente é

V3 vezes o médulo da anterior, qual a direcao real do
vento?

Um paralelogramo ABCD tem vértices A = (2, -3, 5)

e B = (-1, 3, 2). A interseccdo de suas diagonais é
M=(4,-1,7).

£:3 Qg
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Calcule as coordenadas dos vértices do paralelogramo i 29 O ponto B = (5, 12) é um dos vértices de um triangulo
que se obtém efetuando-se uma translacdo de ABCD ABC. Uma reta que contém G, ponto médio de AB,
segundo o vetor vV = (-5, 2, -15). e é paralela ao lado AC, intercepta o terceiro lado no
' ponto H = (10, 2). Calcule o ponto C.

26 Dé os valores de x e y para que os pontos (-2, 0, 3),

(1, 6, x) e (3, y, 7) pertencam a mesma reta. 30 Calcule o conjunto de valores de x de modo que os
pontos (1, x), (2, 0) e (x, 3) figuem em linha reta.

27 OspontosA=(1,2),B=(3,-2)eC=(-1,-1)sao trés
vértices de um paralelogramo. Dé o conjunto das co-
ordenadas provaveis do vértice D.

28 Os pontos médios dos lados de um triangulo séo

A=(1,2),B=(2, 3)eC=(3, 4). Calcule as coordena-
das do baricentro do triangulo.

" T3 72



CAPITULO II

PRODUTOS DE VETORES

Neste capitulo, estudaremos varios produtos distintos que podem ser feitos entre dois, e até trés, vetores.
Por exemplo, ndo é apenas a magnitude da forca aplicada a uma ferramenta que faz girar a porca - o
importante é que o torque (produto vetorial desta forca com o vetor que liga o centro de rotacédo ao
ponto onde ela é aplicada) seja o maior possivel. Por este motivo, ndao adianta empurrar a ferramenta em
direcdo a porca, mas, quanto mais longe dela for o ponto de aplicacdo, menos forca precisara ser feita.

Mikhail Malyshev/Dreamstime.com




2 —- PRODUTOS DE VETORES
2.1 - Expressao analitica de um vetor
Sejam i, 76 k os vetores unitarios dos eixos, tais que: H 7” = ||;|| = || K || =1

1}]0 R?, esses vetores sao:
i=(1, 0)
j=(0, 1)

A y

~1
4

»l
il

=)
!
—_

No R3, esses vetores sao:
i=(1, 0, 0)

j=(0, 1, 0)

k=(0, 0, 1)

X
Consideremos um vetor qualquer v =(x, y) € R?.

Note que:
V=(x, ¥)=(x, 0)+(0, y)=x(1, 0)+y(0, 1) =xi+yj

Logo:
V=(x, y)=xi+yj

Analogamente, no R® vem:
V=72 =x0,0)+(0,)0)+(0,0,2) =x(1,0,0) + (0, 1,0) + 2(0,0, 1) = xi +yj + zk

74
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PRODUTOS DE VETORES CAPITULO 1I

Logo:

v=(x,y, 2)=xi +yj+zk

Exemplos:

i)  Passar para a forma analitica os vetores:
v,=(2,0,3), v,=(1,1,2),v,=(1, 2) e v,=(0, 2, 0).

Temos:

V,=2i + 0j + 3k = 2i + 3k

V,=1i +1j + 2k =+ j + 2k
V,=1i + 2j = | + 2f
V,=0i + 2j + Ok = 2j

ii) Sendo v= 2i + 3}, calcular —2v.
Temos: L L
—27 =-2(2i +3]) =—4i - 6] = (-4, -6)

2.2 - Produto escalar ou produto interno

Sejam dois vetores v, e v,. Apliquemos os vetores v, e v, em um ponto O qual-

quer. O angulo 6 entre os segmentos orientados (O, A) e (O, B), representantes de
v, e V,, respectivamente, é¢ o angulo dos vetores v, e V,.

ang (v;, v,) = ang (v,, v;) = 6,0<6<180°

oB B

9 ou V2

©)

Y

5@
q
4
>

75

\’



CAPITULO 1I PRODUTOS DE VETORES

\’

Exemplos:

i)  Sado dados dois vetores d e b tais que ||71||: ||B|| =2

Calcular ||51 1 Z?”, sabendo que o angulo de d e b é 60°.

V4

5]

N

X

Coloquemos d sobre Ox e calculemos as coordenadas de d + b.

Temos: d = 2i

b = (2cos 60°)i + (2cos 30°)j =i ++/3 ]

Entdo d + b=3i + x/§7,logo:

||ﬁ+l;||=\/9 +3=412 =23

ii) Sendob=4i,c=15],

ldll=5 e ang(a, ¢)=(ang d, b)=60°, calcular as coor-

denadas de d + b + ¢ assim como seu modulo.

A7
P i Temos:
. : a=xi+ yj+ zk
L REREEE EREEEEERS :
. ] . . S
! =T : X=y=5c0s60°=—
! a. ! 2
| 5 ¢ |
0 z !
| 602 . ; :
: 60 - N R
L 4 i
b 3 A N
X

Como |l = x> +y? + 2>, vem:

52 |2, B, p2
4 4

52
2

Z ==
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Logo:
G=2i+ 25+ 25
2272
- 5 - - - -
:ﬁ+b+5:li=§]i¥k+4i+15]=
2 2 2
_ 137,355, 5V2;
2 2 2
la+5+el= %+$+%=\/361=19

Observe que os angulos do vetor d (sao dois) com o eixo z sao tais que:

coso = é = iﬁ, ou seja, 45° e 135°.
lal -~ 2

Z A

H
w
w

S
<v

»
»

Y

Sejam v, e v, dois vetores e consideremos seus unitarios, respectivamente,
u ei,.
O paralelogramo relativo a soma i, + i, se transforma num losango e suas dia-

gonais sdo as bissetrizes das direcoes de v, e v,. Logo, a soma i, + ii, serd paralela

a bissetriz do angulo dos vetores, e a diferenca i, — i, serd paralela a bissetriz do
suplemento, ja que as diagonais de um losango sdo perpendiculares.

Temos:
—~ 1% v = v %
B =k + e By =l -
T A e A A
77
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Exemplo:

Determinar dois vetores paralelos as bissetrizes das direcdes de:
171 :(Z/ _2; 1) € 172:(_2" 31 _6)

Calculemos os unitarios de v, e v,.

v _(2,-2,) (2 21
3" 33

"SRl Jaraer |3

SV, _(23-60 (23 6]
| Var9+36 7" 7 7J
Os vetores paralelos as bissetrizes sdo:
= = = 8§ -5 -11 N -
B=u,+u,= o1’ 21 o1 do angulo de v, e v,.
B,=u, i, = 20 =23 25 do suplemento
N P TR TR o ‘
|
~ Sejam dois vetores v, € v,. Chama-se produto escalar ou interno dos veto-
DEFINICAO

Produto escalar. res v, e v, o numero real cujo valor € o produto dos moédulos dos dois vetores,
pelo cosseno do angulo por eles formado.

v

Usa-se a notacao v, - v,, que se 1é “v, escalar v,”.
Sendo @=ang(v,, V,), V, -V, :HV, H~||\72”-cose .

Conforme o dngulo 6, temos:
I

NOTA a) =0 = cosbH=1
Em particular, v-v =7l

Se os vetores sdo paralelos e de mesmo sentido, entdo: v, -v, = ”171” . H172”

V2

> >
>—>
12!

b) 0<e<g =0<cosO<1= 0<V, ¥, <|v,|[v,]

\’
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CAPIiTULO 11

PRODUTOS DE VETORES

Quando o angulo de dois vetores é agudo, o produto escalar é positivo.

C) G:g:> c0s6=0 = v, -v,=0

ol

v

=

Se dois vetores sdo perpendiculares, o produto escalar é igual a zero.

d)g<9<n = -1<cos6<0 = —H171H~”172H<171'\72<0

v

Se o0 angulo de dois vetores é obtuso, o produto escalar é negativo.

€e) 6=n = cosf=-1

v

<
v 4

Se os vetores sdo paralelos e de sentidos contrarios, entao: v, -v, = —H171H ~ ||172H
Resumindo:
A7l el < %2 7. < [ el ou 7 72f < ]|

Assim, se os moédulos de dois vetores sdo fixos, seu produto escalar sera
maximo quando forem paralelos de mesmo sentido e minimo quando forem

paralelos de sentidos contrarios.
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Os produtos escalares entre os unitarios dos eixos coordenados sdo:

Z A

)l
.l

]
1

Pois

ii=j-j=k-k=1-1-cos0 =

2.7:}]2:;.12:1 1-¢cos90°=0
Exemplos:

i)  Sejamosvetores d e b demédulosrespectivos 4 e 5, que formam o angulo
de 60°. Entao:

ﬁ‘B=||El'||~||13||cos60°:4-5~%:10

d-d=al-ldalcos0°=4-4-1=16
ii) Seja o triangulo equildtero ABC de lado 2. Calcule AB-BC.

>
3
°

v

Temos que:
AB - BC =|AB| - [BCllcos (AB, BC) = 2 - 2 cos 120° = -2
uma vez que ang (AB, BC) =120°.

iii) O produto escalar de dois vetores de médulos \/g e \/ﬁ ¢ 5. Calcular
o angulo desses vetores.

i-b -5

i b= lal - ||B|| - C0sf=cosf=——=——=cos O =—L:>O= 135°
lal - |6l 50 V2

\’
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Note que o angulo entre dois vetores v, ¢V, pode ser obtido a partir de:

cos0 =

2.2.2 - Interpretacao geométrica do produto escalar

DEFINI;[\O
Projecdo ortogonal de um
vetor sobre outro vetor.

Dados dois vetores v, =OB ev, =OA, considere a projecdo ortogonal H do

ponto A sobre a reta suporte de OB. O vetor OH é chamado projecio ortogonal
de v, sobre v,.

proj _v, 0 2
v

O valor algébrico da projecdo de v, sobre v, € ||OTI|| se OH tiver o sentido
de v, ou -IIﬁII se OH e v, tiverem sentidos contrarios.

Usaremos as notacoes proj 5 Vo € alg proj 5V, para a projecao ortogonal de Vv,
sobre v, e seu valor algébrico, respectivamente.

Exemplo:

O vetor 7 =-2i + 3} + 4k tem como valor algébrico de sua projegao so-
bre os eixos: Ox a sua abscissa x = -2; Oy a sua ordenada y = 3; Oz a sua
cota z =4, uma vez que v = ~2i + 3; + 4k = (=2, 3, 4).

v=(=2,3 4)
ZA
: 7 =
_2 :": ( ’ 3I O)

0 e N

v
X
81
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CAPITULO 1l PRODUTOS DE VETORES

Em geral, se o dngulo entre os vetores v, ev, € 0, temos que:
alg proj, v, = ”vz Hcos 0

Portanto:

v, -7, =[], cos 6 =|¥, | alg proj, ¥,
Analogamente:

V-V, = Hﬁzﬂalg projvZ v,

O produto escalar de dois vetores é o produto do moédulo de um deles pelo
valor algébrico da projecdo ortogonal do outro sobre ele.

De onde:

O valor algébrico da projecao ortogonal de um vetor v, sobre um vetor v, € o
produto escalar de v, pelo unitario de v,.

v, i = ||V, |- 1 cos 6 = alg proj, 7,

| Enfim, o vetor projecio OH pode ser obtido por meio de:
NOTA OH = (alg proj, ¥,)-ii= (¥, - )i
Lembre-se que algproj; v, '
é um namero. ! L
proj—v, =(v, -t)u
Em particular, se v =(x, y, z), temos:
alg proj.v = x = proj.v= Xi= V- i=x
algproj}i» =y = proj]J/: yi=v-j=y

alg proj.v =z = proj.v = zk=>7v-k=z

\’
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2.3 - Expressao analitica do produto escalar

Dados v, =(x,, y,, z,) eV, =(x,, ¥,,Z,), calculemos a expressdo analitica de
v,-v, em funcdo de suas coordenadas.

Temos:
P, =, yy 2,)

0 Plz(Xll Vi Z1)

O 'y

X
PP, =P, -P =(x,-x, y,- V1, 2,— 2,)
0=ang (v,v,),0<6<mn

OP, =[7,] e OP, =7,

Utilizando a lei dos cossenos, temos:
P,P,>=0P>+OP,>—2 - OP,- OP, - cos § =
=X, -x)+(, -y +(z,—2,) =X} +y? +7] +x; +y; +z; =2-OP,-OP, - cos0

2-0P -OP,-cos0=2xx,+2y,y,+22,2,

Como OP, =|,| e OP, =¥,

, vem:

[7:l-172 cos = x%, + 11, + 2.2,
Como ||171 || : ||172 || cos® € o produto escalar v, - V,:

Vi Vo =X X, VY, + 4,2,
Analogamente para [R?, temos:

ViV, =X X, VY,

O produto escalar de dois vetores em coordenadas é a soma dos produtos de
suas coordenadas de mesmo nome.
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Exemplos:

\’

i)

ii)

iif)

Dado§ os vetores d=(1, 2, 3) eE=(—1, 2, 1), calcular:
a)d-b

b) (2d-3b)-(d+2D)

Temos:

a)d-b=1-(-1)+2-2+3-1=6

b) (2d-3b)-(@+2b)=(5, -2, 3)-(-1, 6, 5)=-5-12+15=-2

Calcular o valor de a de modo que os vetores u= af+f+ (a+ 1)7( e
vV=2i+aj-6k sejam perpendiculares.

Devemos ter: - V=0

(a, 1, a+1)-(2,a, —6)=0 = 2a+a-6a-6=0 = a=-2

Determinar o vetor projecdo do vetor V=(5, -1, 1) sobre o vetor
w=(-1, 2, -2).

Temos que:
a]gpro]ﬂf/:ﬁ.ﬁA =(5, -1 1)M
’ ! V1+4+4
. = =O=2=2 g _
alg proj,v = — - -3, logo proj.v =-3ui,
Lo L2 -2
De onde: proj,v=-3 - ——————==(1, -2, 2)

3

Calcular o angulo entre os vetores d=(2, 1, 1) e b= -1, =2, 1).
Temos que:

oS0 = a-b _-2-2+1_ 3 1
lal-Ie]  Vo-vo 6 2
Logo: 6 = 120°

Exercicios resolvidos:

1)

2)

Mostre que as diagonais do quadrilatero ABCD, cujos vértices sdo A =(1, 1),
B=(1,3),C=(3, 2) e D=(-2, 9) sdo perpendiculares.

Solucdo: - -
As diagonais serdo: AC=C-A=(2, 1)eBD=D-B=(-3, 6)

O produto escalar AC - BD=-6+6=0, logo sdo perpendiculares.

Calcule o valor de m de modo que o mddulo da projecao de PR sobre
AB seja 1. Dados: P= (1, m), R=(2,-1), A=(1,-2) e B=(-3, 1).
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Solucao:
Temos que:

[proj PR| =1 = falg proj, . PR| =1
pR. AB
|aE|

PR=R-P=(, -1-m) e AB=B- A=(-4, 3)
Logo: |-4-3-3m|=+16 + 9 = |-3m - 7|=5=3m + 7=15

—1=[PR - AB|=|aB]

3m=-T7Tx5=>m=-4 0um=—z

3) Determine a relacdo que deve existir entre as coordenadas de um vetor
do R?, de modo que forme 45° com o vetor v=(3, 1).
Solucdo:
Seja w=(x, y) o vetor em questdo. Devemos ter:

V-w N D) 3x+y

COS450=f:>
Wl-lwl 2 ho.Jx2+y?
Logo:
V5 X247 =3x+y = 5x2 4592 =9x> +6xp+ ¥? = 2x2 +3xy—2y% =0
Y Y Y y+y y -2y

Resolvendo esta equacao em relacao a x, vem:

“3y+./9y% +16)°

4x=-3y-5y = x=-2y ou
4x=-3y+S5y = y=2x

4) Calcule o valor de a de modo que o triangulo ABC, A = (3, 0, -1),
B=(2,2,1) eC=(-1, 1, a), seja retangulo em A.

Solucdo:
C

A B
Devemos ter x,x, + .y, + z,z, = 0 para os vetores AB e AC.

AB=B-A=(-1, 2, 2) D-(-9)+2-142-(a+1)=0 =
AC=C-A=(-4, 1, a+1) = 442a+4=0=a=-4
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5)

6)

AZ
- c

A B
2d 3a

“x

No paralelepipedo retangulo ABCDEFGH, AD = DC, AE = 4AD,
DH = 2DJ e CM = 3MG. Calcule os angulos FM] e EM].

Solucao:
Coloquemos 0s eixos sobre as arestas do paralelepipedo com a origem
no ponto H.

Temos entdo: F = (a, a, 0), M= (0, a, a)e] = (0, 0, 2a)
Logo: MF=F-M=(a, 0, —a) e MJ=]-M=(0, —a, a)
a-0+0-(-a)+(-a)-a _  -a’
J?+0+a® Jo+a*+a® a 2.a\2
Por outro lado: ME=E-M=(q, 0, 0)-(0, a, a)=(a, —a, —a)
pois E = (a, 0, 0):

Entao: cos®= L = 0=120°

’

0-a+(-a)-(—a)+a-(—a)

cos B = =0=B=90°

0+ad®+a® N +a* +a°

Calcule a distancia do ponto P = (2, 3, -1) a reta que passa pelos pontos
A=(1,2,13)eB=(-1,0,59).

Solucao:
Temos que:

AP=P-A=(1,1, —14)e AB=B-A=(-2, -2, —8)
alg proj; AP=AP-ii; = (1, 1, _14).82. 22 -8

Ja+4+64

2-2+112_108 _, 1>

62 6V2
d= \/||ﬁ||2 ~alg proj;“;ﬁ\2 ~J198-162 =36 =6
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7) Calcule o valor de a de modo que o ponto P = (g, 1) diste 1 da reta r que
passa na origem e é paralela ao vetor v =(3, 4).

Solucdo:
Temos que:
Va
r
4 .............
v
H 3
1
P
0 — >
3 a X

b?l=algproj,@:@-ﬁ;
OP = (g, 1)

_ v (3, 4) 3, 4) (3 4]
U-=mm= = =|=,=
N NCES TR 5'5
3a+4

s -

(Ba+4)?

OH = Como ||—OT{H2 +1% = ”b?”i vem:

+1=1+a" = 2a*-3a-2=0=a=2 ouaz—%

2.3.1 - Propriedades do produto escalar
As expressoes cartesianas:
V-V, =XX,+ ), (para R?)
V-V, =XX,+V,y, +2,Z, (para R®)

permitem estabelecer as seguintes propriedades do produto interno:

1) Comutatividade
171 "72 = 172 '171

2) Associatividade em relacdo ao produto por um escalar
(mv))-(nv,)=(mn)-(V,-v,)

3) Distributividade em relacao a adicao de vetores
V- (V,+V,)=7V, -V, +V, -V,

87
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CAPITULO 1l PRODUTOS DE VETORES

Demonstraremos apenas esta Gltima em R3.
Dados v, =(x,, ¥,, 2,), V, =(X,, ¥,, Z,) € V., =(X;, V5, Z,), temos:
Vs (V) =(x, 0y, 2) - (T X5, 9, Ty, 2, 12,) =
=X, +x) T Y+ ys) +2(2,+ 2) =
=X X, + Y, t2,2,) + (XX, + Yy, + 2,2,) =

=V1'V2‘|'V1'V3

=== Outras propriedades algébricas do produto interno sao:
NOTA -
A lei do cancelamento 4)v-0=0

ndo vale para o produto

escalar, isto €, ndo vale que oL - = -
VoV, =V, =V, =V, v, v,=0&v,=00uv,=0o0uv
mesmo que vV, #0.

VoV =V.-V T
Defaato,av1 \12_\/3 v, & 6)V~V=||V|| >0
& (V,=V;)v,=0

significa apenas que v, é oL -
perpendicular a v, -v,. NNv-v=0&v=0

8) (¥, +¥,) (¥, £V,) =¥, - ¥, £27, -V, +7, -7, , isto &,

2

=7l =7 =25 7.+

9) (7, +7,) - (7, —7,) =[5 = |7,

Exemplo:

Sendo |al =2, |6 =3 e ang (4, b) = 120°, calcular:

a) la + b

b) (@ + b) - (@ — b)

o) (3@ — 2b)- (a@ + 2b)

a) la+ Bl =lal’ + 2lal - Il + 5l =
=4+2-2-3¢cosl20° +9=7

by @+b)-@—b)=lal - ol =4-9=-5

¢) 3G -2b)- (G+2b)=3d - d+6d -b-2b-d-4b-b=
= 3Jal” + 4l - Iplcos120" - 4l =

=3-4+4-2-3(—1]—4-9=

2

=12-12-36=-36

\’

&
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Exercicios resolvidos:

1) Sendo ||51|| =1, ||B|| =2, ||E|| —3ed+b+¢= 6, calcule:

a-b+ada-c+b-¢

Solucao: I
Basta elevar a equipoléncia d+b+c=0 ao “quadrado, escalarmente”: NOTA
a o ) 2 ) a N Lembre que:
la + 5+ el =lal® + 16l + lel* + 2a -5 +2a-¢c +2b-¢ o
”a +b+ c" =
0=1+4+9+2(@-b+da-c+b-0) —(@+b+¢)-(a+b+¢)

Logo: G-b+da-c+b-c=-7
2) Sabendo que os vetores d, be ¢ formam dois a dois angulos de 60° e que
lall = 1, ||B|| =2¢elél= 3, calcule: IIa +b+ E"
Solucdo:
Devemos ter: § = d + b + ¢.
Elevando ao “quadrado escalar”:
-2 = =
I5IF = lal® + |BI + Icl” + 2a - b + 2a - ¢ + 2B - ¢
I =1+4+9+2-1-2c0560°+2-1-3c0s60° + 2 -2 - 3c0560°
I =14 +2+3+6=25=[5]=5

3) Sabendo que la =12 e ||B|| = 2, calcule os valores de m de modo que

os vetores d+mb e d—mb sejam perpendiculares.

Solugdo:

Devemos ter: ~

(@ + mb) - (@ — mb) = 0 (condicao de perpendicularismo)
2

lal® = m2 Il = o

144 —4m* =0=m" =36 =m = 6

4) O quadrilatero plano ABCD é tal que os dngulos B = 120°, ¢ = 120° e
AB =12, BC=3 e CD = 5. Calcule AD.

Solucao:

\’
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CAPITULO 1l PRODUTOS DE VETORES

Considerando os vetores AB, BC e CD, temos:

AD = AB +BC +CD e

ang (AB, BC) = ang (BC, CD) = 60° e ang (ab, cd) = 120°.
Elevando ao “quadrado escalar”, vem:

IaD| = [aB[ + [BC + [CD| + 2AB - BC + 2AB - CD + 2BC - CD

AD2=144+9+25+2'12o3-l+2 '12~5~[—l) 2~3-5-l
2 2 2

AD?> =144 +9 + 25+ 36 — 60 + 15 =169

Logo, AD =13.

5) Demonstre o teorema de Pitdgoras, usando o produto escalar.

Solucao:

. [54
C b A

Seja o triangulo retangulo ABC de hipotenusa a e catetos b e c.
Temos: CB=CA +AB

Elevando ao “quadrado escalar”, vem:

Ical" = Ical + 1Bl + 2 - c& - AB

Mas CA-AB= 0, pois ang(a, E) =90°, entdo:

a’=P+c

\’
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1 Compare a tabela de produtos escalares e calcule: 5 Calcule o valor de x de modo que:

a) (x, 2, x) e (x, 2, -5) sejam perpendiculares.

! j k b) (x, 2) e (x, 1) sejam perpendiculares.
Z ! 0 0 o (x, 1,5) e (x, -4, 0) formem angulo obtuso.
[ 0 1 0 d) (x, -3x, 1) e (x, 2, 5) formem angulo agudo.
k 0 0 1
. 6 SejamA=(2,1,5),B=(3,k 0)eC=(9, 7 4). Calcule
) k- (i+j+k) k de modo que o triangulo ABC seja retdngulo em A.
b) i+ (=)
(@) (cﬁ + b] - aI—<) - (bi - 07 — bk) 7 Calcule o angulo dos vetores:
a) 7+7 e 7+}
2 Calcule G-b. b) 3i-2j+6k e —3i—5/+8k
a) da=(l, 2,3); b=(5,7, -2) o, 3)e12)
b) G=(2, -3); b=(8, 1) d)(2,1,He(-1,-2,1)

Q) d=(4, 0); b=(0, -2)
T AT ol T AT T 8 Calcule os valores de a de modo que o angu-
d) a=5i+3j-2k; b=2i-4j+5k lo A do triangulo ABC, A = (1,0, 2), B = (3, 1, 3) e

e) d=2i-3j; b=3i+4k C=(a+1,-2,3), seja 60°.
f) G=5j; b=i—k

9 Calcule o valor algébrico da projecdo do vetor i sobre
3 Considerando as caracteristicas abaixo referentes ao o vetor v, assim como suas coordenadas.

trapézio retangulo ABCD, calcule A, B e C. .
a) u=10i-5jev=3i-4j
e A é o vértice do angulo reto e esta situado na bisse- - B
b) i=(10, 5,9 ev=(1, -2, 2)

triz dos quadrantes impares.

e D é a origem de coordenadas e C pertence ao eixo
Ox.
10 Calcule a distancia do ponto P a reta que passa pelos
pontos A e B.
a)P=(1,-2);A=(0,1); B=(4,4)

b) P= (61 _41 4)/ A= (2/ 1/ 2)/ B= (1/ 3/ 0)

e O lado AB tem o0 mesmo comprimento que BC.

e A drea do trapézio é 48.

4 Dados os pontos A= (1,4, 3),B=(-9, 1, 3),
C=4,1,9eD=(1, 2,-3), calcule:

a)ﬁ~ﬁ)

b) (2AB-CD)-(AC +3BD)
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CAPITULO 1

\’

PRODUTOS DE VETORES

2.4 - Produto vetorial de dois vetores
ou produto externo

2.4.1 - Orientacao do espaco R3

Sejam trés vetores d,b e ¢ aplicados num ponto O do espago, e nao paralelos
dois a dois. Tais vetores formam no espaco um triedro (d, b, ¢).

I DIRETO

o

ol

|

Diz-se que (4, b, ), nesta ordem, € um triedro direto se um observador colo-
cado em pé no plano a de d e b, com o pé direito em d e o esquerdo em b, ficar no
mesmo semiespago que ¢ em relacdo ao plano a. Tal triedro é também chamado
positivo. O triedro (4, b, ¢) serd chamado inverso ou negativo se o observador e o
vetor ¢ estiverem em semiespagos opostos em relagcdo ao plano a.

o

v

]

\

)

l INVERSO

Sao diretos os triedros: (a, B, E)J (lqa,j, a)e(c, &,j))
Sdo inversos os triedros: (d, ¢, b), (b, d, ¢) e(c, b, d)
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PRODUTOS DE VETORES CAPITULO 1I

Exemplo:

O triedro (j, j, k) ¢ direto, enquanto (k, j, i) é inverso.

A -

v

~.

v

2.4.2 - Produto vetorial ou externo

o . I
Sejam dois vetores v, e v,. Chama-se produto vetorial ou produto externo

- - DEFINICAO
dos vetores v, e v, o vetor, que denotaremos por v, X V,, tal que: Produto vetorial de dois
— = — — = = vetores.
a) ||vl X v, || = HV1H o ”VZH -sen 6, onde 0 = ang (v, V,);

b) a direcdo de Vv, XV, é perpendicular a direcdo de v, e também a direcdo
de 7,. A diregdo de V, XV, é entdo perpendicular ao plano a de v, e V,;

¢) o sentido V, XV, é tal que o triedro (V;, V,, ¥, X¥,) seja direto.

v

=
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CAPITULO 1I PRODUTOS DE VETORES

Outra regra para obter o sentido do produto vetorial é conhecida como “regra
da mado direita”.

Coloca-se a mao direita com os dedos esticados no sentido do vetor v,, com a
palma da mao voltada para o vetor v,. Giram-se os dedos no sentido de v, para v,.
O sentido do produto vetorial é aquele para o qual o polegar aponta.

v, XV,

I Conforme o ﬁngulo 0, temos: _
NOTA a)9=0oue=n:>sene=0:>||171><172||=0:171><172=O

Em particular ¥xv =0. - < ) .
Neste caso, os vetores v, eV, sdo paralelos e o plano a nao esta definido.

b)0<0<n=0<sen®=<1= [V, x7|<|V]- |7,

Perceba que v, XV, € um vetor, enquanto ¥, - ¥, é um namero real. Note
também que V;, X V, s6 esta definido para vetores em R?, enquanto V; * V, faz
sentido em R? ou R®.

Exemplo:

Sejam d e b de médulos respectivos 2 e 3. Calcular:
a) la < B”, sendo ang (@, b) = 30°;

<) @ x B, sabendo que d -b = 4.

b) maximo |l x b

Temos:

a) la x bl = lall - |Blsen 30° = 2 - 3 3

1
2
b) méax la x bl = lal - [Blsen90° =2 -3-1=6

\'
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- 5 TR g 2
¢)sed - b =4, entio ldl - Hb"COSG =4, ouseja, 2 -3cosB =4 = cosO = =
Como sen 6 = /1 — cos?6 = sen 6 =, |1 —g = g

(S6 serve o valor positivo, pois 0 < 6 < 180°.)

Entao: 1 x bl = Il - [Blsen6 = 2 - 3 - § 25

Os produtos vetoriais entre os unitarios dos eixos coordenados sdo:

:_'. #y
]
T j
1 J
X
X l j k
i 0 k —j
j -k 0
k j _i 0

Pois eles sdo perpendiculares dois a dois e, por exemplo:
”;X;H =il - H;Hsen g -1-1-1=1

Uma regra pratica para obter esses produtos pode ser obtida observando o
diagrama abaixo.

O produto de vetores adjacentes é igual ao seguinte obedecendo o sinal indi-
cado pela ordem.
Assim:

fx}:k 7xlz:f I?x?z; lzx}:—f }x;:—lz ?le:—;

N
wn
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\’

2.4.3 - Interpretacdao geométrica do médulo do produto vetorial

Sejam dois vetores v, e v,. Temos que:
[7i %] = 7] - [ |sen 6

R Q

h=|V,[sen 6

Mas ||172||sen 0 = h = HR que ¢ a altura do paralelogramo OPQR relativa a base
OP, logo:

||171 X vz|| = ||vl|| -HR = OP - HR = S,z

O moédulo do produto vetorial de dois vetores € a area do paralelogramo
cujos lados sdo equipolentes aos dois vetores.

Consequéncia:
Area do triangulo

e
o

N

A® B

A area de um tridngulo ABC é a metade da 4rea do paralelogramo ABCD, logo:

Sapc = %”A—B X E”

Exemplo:
Considere os possiveis triangulos isdsceles cujos lados iguais valem a.

Qual o de maior area?

S=l||ﬁ><ﬁ”=l’a’asene
2 2

A area serda maxima se 0 = 90°.
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2.5 - Expressao analitica do produto vetorial

2.5.1 - Propriedades do produto vetorial

Sdo elas:
1) Anticomutatividade

<!

<!

2 XV

Com efeito, o triedro (v, v,, v, xV,) € direto. Como o triedro (v,, V|, V,xV,)
deve ser também direto, os vetores v, x v, e V, x1serdo opostos, logo:

VXV, = =V, XV

1
2) Associatividade em relacao ao produto por um escalar
(mv,) X v, = m(v, XV,)

e Casom > 0: e Casom<O0:

m(v, xv,) = (mv,)xv,

m(V, xV,)=(mv,)xv,

No caso em que m > 0, a direcdo e o sentido de (mv,)xV, sdo os mesmos de
v, xV,, enquanto:

[im9,) > 7, | = o |7 [sen € <lnl 3] |7 sen 6= ], x|
Assim, (mi,) X v, = (mi,) X V,.

O caso em que m < 0 € analogo, mas o sentido de m(v, x V,) € o oposto do
sentido de v, xV,.
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Alias, pode-se mostrar que, para todo m e n nameros reais, temos:
(mv,) X (nv,) = mn(v, Xv,)

3) Distributividade em relacdo a adicao
Demonstraremos ap6s a definicdo do produto misto que:

— Resumindo:

NOTA . ..
ASsim COMo Nno 1) Anticomutatividade

produto escalar, a lei do v, XV, = -V, XV)

cancelamento no vale. 2) Associatividade em relacao ao produto por escalares
(mv,) X (nv,) = (mn) - (v, XV,)
3) Distributividade em relacao a adicao de vetores
vV, XV, +V,) =, XV,) +({, XV,)

Exemplos:
i) Calcular p = (2i —j) X (i +3j — 2k).
Como o produto vetorial é distribuido em relacdo a adi¢ao, temos:
P =20 Xi+6i Xj—4i Xk —jxi—3jxXj+2jxk
p=0+6k +4j +k —0 +2i =2i +4j +7k =(2, 4, 7)
ii) Determinar um vetor ¥ do plano xOy tal que ¥ X (2i —3j) =11k e
que seja paralelo ao vetor (1, 4).
Seja v =(x,y) = xi + y}.

Como Vv € paralelo a (1, 4), vem: % = =y =4x

IS

Por outro lado, (xi +yj) X (21 —3j) =11k , de onde
2xi X1 —3xi Xj +2yj xi —3yj Xj =11k
—3xk — 2yk =11k=—-3x —2y =11
Temos entao o sistema:
y=4x
3x+2y=-11
Logo: v=(-1,-4)

=>x=-ley=-4

Exercicios resolvidos:

1) Sabendo que os vetores deb formam um angulo de 120° e que

lal =2elBl =3, calcule 3@ — b) x @ + 2B)|.

\’
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Solugdo:
(3@ —b)X(A+2b)=3dXd+6dXb—bXd—2bXb=
=6aXb+dxb=7dxb
3@ — b) x (@ + 2B)| = 7lla x Bl = 7 - lall - |Bllsen 120° =
1

=7.2-3-=2=21
2

2) Sejam d,bec os vetores-posicdo dos pontos A, B e C. Mostre que

GXDb+bXC¢+¢Xa éum vetor perpendicular ao plano de A, B e C.

Solucao: -

ANl

o B

.

A condi¢do € necessaria: um vetor perpendicular ao plano de A, Be C ¢:
n=ABXAC=(b—ad)X( —a)

bXE—bxd—axc+axa

Logo: i=dXb+bXC+¢Xad

que coincide com o vetor do enunciado.

S
Il

2.5.2 - Expressao analitica do produto vetorial
Sejam: - - - - - -
V=M, vy ) =xityjtzk ev,=(x,,, 2,)=x,i+y,j+zk
Facamos o seu produto vetorial:
vV, XV, = (xlf + ylf + zllZ) X (xzf + yz} + 2212)
VXV, = x,X,0 X1+ x,p,i X ]+ x,2,i Xk +
+ Y XX+ Y, X+ 2] Xk +
+ 20,k Xi+z,y,k X+ 22,k xk
Levando em conta os produtos dos unitarios dos eixos, vem:
v, XV, = xlyzlz - xlzz; - yllez + ylzzf + leJ - zlyzf

171 X 17z = (ylzz B Zlyz); - (X1zz - lez); + (lez — ylxz)i(

que se resume no determinante:

i j ok
— - I yl 1% x‘l Z1_' Xl yl_'
VXV, =X ¥, 7| = = j+ k
yZ ZZ XZ ZZ XZ yZ
XZ YZ ZZ
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Exemplos:

i)  Calcular o produto externo dos vetores v, =(2, 1, 3) ev, =(1, -1, 2).

i j k
S - - 13 =2 3 -2 1
Vv, Xv, =12 1 3|=i —j + k
-1 2 12 1 -1
1 -1 2

VX, =5[—j—3k=(5 -1, —3)
ii) Calcular a area do triangulo ABC em que A = (2, 3, 2), B=(1, 2, 2) e
C=(1,4,-2).

Temos: S,,. = 1§||—A_E§ X —AE”

AB=B-A=(-1 -1,0) e AC=C-A=(-1,1,-4)

Logo:
i k
— --1 0] -+-1 0] --1 -1
BXAC=|-1 -1 0j=i —j + k
1 -4 -1 -4 -1 1
-1 1 —4

Exercicios resolvidos:

1) Calcule um vetor unitdrio, perpendicular ao plano dos pontos
A=(1,1,-1),B=(@3,3,2)eC=(3, -1, -2).

Solucdo: T AB x AC
- B
u
K
C

Um vetor perpendicular ao plano de A, B e C é o produto vetorial

AB X AC.

AB=B-A=(2,23eAC=C-A=(2, -2, —1)
i ]k

ABXAC=[2 2 3/=4i+8—8k=(4,8, -8)
2 -2 -1

Temos entao:
AB xAC _ . (4,8 -8) zi(l 2 g]

u== =
[oxad © 12

\’
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2) Determine um vetor v tal que uxv=(-4, 26,-20) e que Vvxw=1,
sendo 1i=(8, 2, Yew=(1, -1, 1).
Solucao:
Seja v=(x, y, z). Temos que:
{(8, 2,1) X v =(-4,26,-20) (D)
v xX(1,-1,1)=1 (I1)
Da equacao (I):

i ; k 2z-y=-4
8 2 1/=Qz-yx-828y - 2x)= 1x-82=26

2k 4 8y —2x=-20
Temos:

y=2z+4ex=26+8z

Substituindo na terceira equacdo: 16z + 32 — 52 — 16z = -20 = -20 = -20
Esse sistema ¢é indeterminado.
Tomemos duas equacdes desse sistema e a equacdo (II) do sistema inicial.

y=2z+4 y=2z+4
x=26+8z = 1x=26+82
(1,-1,1)X(x,vy,2) =1 x-y+z=1
26+8z2-2z-4+z=1=72z=-21=2z=-3
y=—2
x=2

Resposta: O vetor procurado € v= (2, -2, -3).

Regra pratica

As coordenadas do produto vetorial podem também ser obtidas com a seguin-
te regra pratica:

Escrevem-se as coordenadas dos dois vetores na ordem do produto vetorial
duas vezes.

Assim:

Xl y 1 Zl Xl y 1 Zl]

X, Vo Zy X Vo 2

Retiram-se a primeira e a tltima colunas.

—
{ 1 YI Zl Xl yl l}
2 yz ZZ 2

X, Ve
T %Z,_J

. 1 Zl Zl Xl Xl yl
Os determinantes de segunda ordem X = , V= e z=
Ve 2y Z, X X, V2
x . = = yl Zl Zl Xl Xl Y1
serdo as coordenadas do produto vetorial v, xV, = , : .
yZ ZZ ZZ XZ XZ y2
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CAPITULO 1l PRODUTOS DE VETORES

NOTA
A area do triangulo definido
pelos vetores v, eV, é:

1 L=
E\det V, X V,)|

ANl

Exemplo:

Dados v, =(2, 1, 3) e v, =(3, 0, —1), calcular Vv, xV, eV, X V,.

v,—>[2 1 3 2 1 o S I I P
:>V1XV2= ’ ’
V, = 0O -1 3 0 - o -1/ |-1 3] |3 O
X Vi
coluna coluna - - B
retirada 7 retirada Y17 V2 =(-1, 11, -3)
- ——
oy 0 =13 0 - (1o =1 -1 31 13 0
vwol2 01 3 21 TVRMEI 33 2 21
) X Z

v, x %= (1, —11, 3)=— ¥, x ¥,

2.6 - Aplicacoes do produto vetorial

2.6.1 — Area do paralelogramo no R?

Sejam dois vetores, do R?, vV, = (x;, y;) = le + VJ ev,=(x,y,)= ng + )’27-

Z

(lez X0 )k

Podemos considera-los como vetores do R?, bastando fazer v, =(x,,y,, 0) e

v, =(x,, ¥,, 0).

A area S do paralelogramo dos dois vetores ¢ o modulo do produto vetorial

VXV,
Temos:

VX B, =i+ ) X (i +¥,])
= xlng X i+ xlyj X+ ylxj X1+ ylyzf X
= xlyj( - xzyllz =y, - xzyl)lz
A area S sera:
S = |y, = %y = oy, = xon] - K] = s = oy,
X N

S =|det (¥, X ¥,)|= .
2 2
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Exemplos:

i)  Calcular a drea do paralelogramo definido pelos vetores v, =(3,-2) e
v,=(1,5).

3 -2
det (¥, xv2)=‘1 5‘:15-@2):17:»5 =17

ii)  Qual ovalor do pardmetro m de modo que os pontos A=(1,2), B=(2,m)e
C = (3, 4) estejam alinhados?

AB=B -A=(1, m-2) AC=C -A=(2, 2)
m-2
2

T W 1
Sise=0= det(AB x AC)=0 :>‘2

2-2m-2)=0=2m=6=m=3

Exercicio resolvido:

Determine sobre o eixo Ox um ponto P tal que a area do triangulo ABP
seja o dobro da area do triangulo ACP. Dados: A = (1, 2), B=(0, 3) e
C=(2,-2).

Solucgdo:
Temos:

sAszé det(AB X TAE)‘ e sAC,-,zé ‘det(AE X AP)
Seja:
P=(x,0),AB=B-A=(11,AC=C-A=(,-4) e

AP=P-A=(x-1-2)
Devemos ter: S,,,=2 S, .,, logo:

det (AB X AT))’:Z\det(AE X E)‘

—_ = -1 1
det(AB X AP) = =2-x+1=3-x
x-1 -2
T -4
det(AC X AP) = =2+4x-4=4x-6
x-1 =2

3- x| =2[4x - 6|=3-x =+2(4x-6)

Se 3—x:8x—12:>9x:15:x=§:>P=[§, O]
9 9
Se 3—x:—8x+12:>7x:9:>x=7:>P= 7,0
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CAPITULO 1l PRODUTOS DE VETORES

2.6.2 - Area de um quadrilatero em funcio das diagonais

A &rea S do quadrilatero sera a soma das areas dos quatro tridngulos a seguir:

S =Sisc + Sipp + Seap *+ Sipe

s = ~[E8 x Ecl + L[EB x EAl + 2[EA x ED| + ~[ED x EC]
2 2 2 2

S

N N|-

ny sen(180° — o) + % mn sen o + % mx sen(180° — a) + % Xy sen a

2
Il

(y +mnsen o + %(m + y)xsena = %(m + y)(x +n)sen a

Mas m +y = ||Ké|| e x tn = ||B—]5||, logo:
5 = L[] I35 sen o = 5 = LIc x 55l

A area de um quadrilatero € a metade do modulo do produto vetorial das
diagonais.

Exemplos:

i)  Calcular a area do quadrilatero ABCD sabendo que:
AC =2i +j -3k e BD =i +j —k

\’
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ii) Num trapézio ABCD os vetores AB e DC sdo paralelos. Sabendo que
CD-AB=(2, 2, 4) e AD + BC = (6, 0, 6), calcular a area do trapézio.

Ag pa D

b C
Temos:
AC = AB + BC
BD = AD - AB
Somando membro a membro:
BD + AC = AD + BC = (6, 0, 6) )

Por outro lado:
BD = BC + CD
AC=AB+BC=BD-AC=CD-AB=(2, 2, 4) ()

Multiplicando vetorialmente (I) e (II), vem:

i j ok
BD X BD-BD X AC + AC X BD-AC X AC =6 0 6|=-12i -12j + 12k
22 4

. . 71—
2AC X BD = (-12,-12, 12) = —AC X BD = (-3,-3, 3)

S=%||EX@||=\/9+9+9:3\/§
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1 Sejam de b de médulos 2 e 3, respectivamente.

Calcule:

a) la < Bl quando ang (d, B) =30°.

b) o valor maximo de d x b ede d - b.
o) la xbl quando @ - b= 4.

2 Calcule o produto externo dos vetores (2, 1, 3) e
(1, -1, 2). Qual a area do paralelogramo definido por
esses vetores? '

3 Calcule a area do tridngulo cujos vértices sao A= (2, 3, 2),
B=(1,2,2)eC=(1,4,-2).

4 Determine os vetores unitarios perpendiculares ao plano
do triangulo ABC, sendo A=(1,1,-1),B=(3, 3, 2) e
C=(3,-1,-2).

5 Calcule a éarea do paralelogramo cujas diagonais sdo
(1,1,0)e(0, 2,-4).

6 Determine um vetor cujo produto externo por (8, 2, 1)
seja (-4, 26, —20) e cujo produto interno por (1, -1, 1)
seja 1.

7 Calcule a distancia de P = (5, 1) a reta que passa pe-

los pontos A = (0, 1) e B = (4, 4). Idem para o ponto
P=(5-6,2),A=(,-1,2)eB=(1,3,-1).

\’
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8 Calcule a distancia do ponto P = (-5, -4, 8) ao plano
dos pontosA=(2,3,1),B=(4,1,-2)e C=(6, 3, 7).

9 Calcule a distéancia entre as retas AB e CD sendo:
A=(1, 2 3),8B (-1, 0, 2), C ©, 1, 7) e
D=(3,1,10).

10 Sendo n=(4,6, -10)em=(3, -1, -7) vetores per-
pendiculares aos planos o e p respectivamente. Calcu-
le o vetor de menores coordenadas positivas, que seja
paralelo a interseccdo dos planos o e .

11 No paralelepipedo retangulo, calcule a distancia de B
ao segmento EM e a area do tridngulo EBM, sendo M
médio de BC, AB = g, BC = 4a e AE = 2a.

p M

--9 T

12 Seja o triangulo PAB, tal que P =(2, 3,-1), A=(1, 2, 13)
e B=(-1, 0, 5). Determine o valor de sua area.
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2.6.3 - Areas de poligonos no R?

Como vimos, a area do triangulo ABC de vértices P, = (x,, y)), P, = (x,, y,) e

P, =(x,,y,) €&
1

:§|x1yz+xzy3+x3y1 — XV~ XY, _X2y1|

X, =X Vo= W

[ |
SZE”PIPZXEEHZEX.%_)Q Vi—N

)4 A
P3(X3/ y3)

P,(x,, ¥,)

Pl(xll Y])

>
>
X

desde que PP, e PP, estejam orientados de acordo com a figura, isto €, desde que
P PP, descrevam o tridngulo no sentido anti-horario. Se P,, P, e P, estiverem no
sentido horario, um sinal negativo deve ser adicionado a expressdo toda.

XZ XZ X3 Xl
Uma forma pratica para obter esse polindmio ¢ associar a matriz |
Yio V2 Vs V1] NoTa

; X X3 X Observe que as
o algoritmo:
V A N coordenadas dos pontos
v R N N devem ser colocadas na
A K K A A A matriz na ordem anti-
—XoY1— X3V — XV, XiY2 +XoVs X3 -horaria, no caso, P,P,P,.

Esta expressdo € o dobro da area:

1
S =E‘X1yz+xzy3+ X3y1—X2y1—X3y2—le3|

A presente férmula se estende aos poligonos ndo cruzados.

[xl X, .. X, xl}
Vo Ve e VY Wi
1
Sy = Sl X=Xy
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I A generalizacdo é simples por inducdo finita. O processo vale para poligonos
NOTA com reentrancias.
Veja “inducdo finita” no

Gltimo capitulo deste livro.

De fato, ja vimos que a férmula vale para n = 3 (tridngulos). Agora, para o pas-
so de indugdo, suponha que a férmula seja valida para poligonos de n lados.

n+1

Coloquemos mais um vértice no poligono, P, . A areaseraS +S,,, ,logo,
S =S +S, . .Entao,
n+1 n PiPyPy i1
————
X Xy e X,y X, X
NOTA 1 2 n-1 n 1 _ 1
Os termos x V. e x = Sn __(lez T X Y XV XY XY T e T Xzyl)
W1 € XY, Vi Ve oo Vud Vu W 2

desaparecem na soma. L

Xl Xn Xn+1 Xl 1

I = Splpnp,,fz(xl)’n XV T VX0V = XV = X 00)
yl yn yn+1 YI

NOTA L

Observe que as Soma do membro a membro:

coordenadas dos vértices

devem ser colocadas de 1

modo que o polfgono Sn + Sl’ll’nl’n+1 - ? (lez Tt anlyn + Xnynﬂ + Xn+1y1 o lenﬂ - Xnynfl T XZ}/I)
feche, isto &, as Ultimas

coordenadas devem ser S 1 + + + _ _ — —
iguais as primeiras. T o Ay, T XY XY XY T XY, T e T X))
s 1 [xlx2 e X XX, ]
il 2 y1y2 b ynynﬂyl

0 que completa a inducao.

\'
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Quando os lados se cruzam em pontos que ndo sao vértices, haveréd inversao
no sentido de rotagdo do percurso e o polindmio associado a matriz ndo dara a area
do poligono e sim a soma algébrica das areas percorridas.

Nesta figura:
(XY, + XY+ e + XY, + X)) — (), + X)), + o+ Xy +xy.)=2(5, =S,

No caso de o poligono nao ser tridngulo, o polindmio poderd dar zero sem
que os pontos estejam alinhados. Isto significa que o poligono € cruzado e as areas
positivas sdo iguais as negativas, em modulo.

Exemplos:

i)  Calcular a area do triangulo ABC, sendo:
A= (_L 3); B= (5/ _1) € C = (4I 4)

ALy
4
A o
L0 R
=l X
-1
A B C A
-1 5 4 -1
3 -1 4 3
1 1
SABCZE|1+20+12+4+4_15|:§|26|:13
109
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ii) No exemplo anterior, observe que se percorréssemos o triangulo ABC
no sentido ACB, teriamos:
A C B A

[—1 4 5 —1]

|3 4 -1 3]
SACB=%|—4 -4 +15-1-20-12

s=1|-26/-13
2

Note que o valor associado a nova matriz é -26. Isto se deu porque o
percurso foi no sentido horario.

iii) No primeiro exemplo, note que a area poderia ser obtida usando

s:% det (AB X AC) ‘

AB=B-A=(6,-4) AC=C-A=(51)

6 5
5= det[ ] = S=1|6+20|=13
2 4 1] 2

|-
Se fizéssemos Szé‘ det(AC X AB) |, teriamos:
5 6
s=1 det[ ] =l|-26|=13
2 |1 -4 2

O valor do det(@ X Ké) = —det (KC X E), pois terilamos uma rotacdo
no sentido contrario.

iv) Calcularaareadopentagono ABCDE, sendoA=(5,1),B=(1,3),C=(-4,0),
D= (-1,-4) eE=(2,-3).
Y 4

“V

51 -4 -1 2 §
1 3 0 -4 -3 1

S=%|15+0+16+3+2+15+8+0+12—1

S=1\70\=35
2

\’
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Exercicio resolvido:

Determine sobre a bissetriz dos quadrantes impares um ponto P tal que
a area do quadrilatero convexo ABCP seja o triplo da drea BCP.

yA
L o A=(1,8)
Ly=x
(-3,4) =B
//P=(x,x)
(—1,0)'=c/,/ e
Solugao:
-1 1
ABCP:|V1 3 ]
[ 8 4 4 x 8|
51=1|8x+32\
2
BCD: -3 -1 x -3
4 0 x 4
1
S, =—|6x+4
2 2’ |
S, =38,

%‘8x+32|=3-%|6x+4’
|8x + 32| =|18x + 12|

8x + 32 = +(18x +12)

Se 8x + 32 = 18x + 12, entdo:
x=2
P =(2, 2)

Se8x+32=-18x-12, entao:

22
X=——

13
R —% —g nao serve, pois 22 1
713 13 P POIS —g<—i= X

Resposta: O ponto é P = (2, 2).
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EXERCICIOS DE FIXACAO

Calcule a area do triangulo ABC, sendo A = (1, 3),
B=(5 -1)eC=(-3,-3).

Calcule a area do triangulo ABC, sendo A = (1, 3),
B=(-2,-1)eC=(4,1).

Calcule a area do pentdgono ABCDE, sendo A = (1, 3),
B= (4/ 1)/ C= (2/ _2)1 D= (_2/ _1) ek= (_11 2)

Calcule a érea do paralelogramo definido pelos vetores
v=3, -2)ew=(1, 5).

Calcule m de modo que os pontos A= (1, 2), B=(2, m)
e C = (3, 4) estejam em linha reta.

Determine sobre o eixo Ox um ponto P tal que a area
do triangulo ABP seja o dobro da éarea do triangulo
ACP, sendo A=(1,2),B=(0,3)e C=(2, -2).

Verifique se os pontos P = (2, 3) e Q = (3, 1) estdo no
mesmo semiplano em relacdo a reta que passa pelos
pontos A= (0, 1) e B =(2, 0).

112
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Determine, sobre a bissetriz dos quadrantes impares,
um ponto P tal que a area do quadrilatero PABC seja
o triplo da area do triangulo PAB, sendo A = (1, 3),
B=(-2,4)eC=(-1,0).

Calcule o valor de m de modo que os pontos
M=(m 2m+ 1), ] =(0, 2) e Q = (3, -2) sejam
colineares.

OABC é uma mesa de bilhar. M= (1, 3) e ] = (5, 1) sao
as posicdes das bolas M e |. Determine sobre a tabela
BC um ponto P tal que atirando-se a bola M em dire-
¢do a P, ela reflita e atinja J.

yA

xV
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2.6.4 - Distancia de um ponto a uma reta
——

Seja uma reta r definida por dois pontos A e B e um ponto P. A distancia h DEFINICAO

do ponto P 4 reta r ¢ a altura do paralelogramo definido pelos vetores AB e AP, ~ Distancadeum pontoa
uma reta.

2
'

A

Como a area S = ||@|| - h e por outro lado § = ||A—B X E", segue-se que:
|aB| - # = [AB x AP

Logo:

IAB x Ap|

— A Ber
|AB|

7 ’

h=d@P, r)=

Exemplos:

i)  Calcular a distancia do ponto A = (5, -6, 2) a reta que passa pelos pontos
B=(1,-1,2)eC=(1, 3, -1).

h—dea, Bo)— 1BC X BAl
IBc
BC=C-B=(0, 4,-3)

BA=A-B=(4,-5, 0)

ik
BA XBC=|4 -5 0
0 4 -3

BA X BC = 15i + 12 + 16k

VIS + 122 +16° 625 25

d(A, BC) = - 2 _5
( )J02+42+(—3)2 V25 5

\’
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DEFINICAO
Distancia entre duas retas
reversas.

NOTA

Poderiamos, em vez de
a, tomar os vetores
CB, DA ou DB .

ANl

d(r, s) =|CA - @,

Calcular a altura do triangulo ABC, relativa ao lado AB,dados A=(2, 1),
B=(6,-2)eC=(3,4).
C

Aé S

IAB x AC|
haims el
|aB|

AB=B-A=(4, -3)=|aBl=V1i6 +9 =5
AC=C-A=(13)

HA_B’ X AE" = \det(ﬁ XE)‘

— . |4 -3
det(AB X AC) = =15
1 3
h=1_3
5

2.6.5 - Distancia entre duas retas reversas

Sejam duas retas reversas r e s. Seja r definida por Ae B e s por C e D.
A distancia d = MJ = d(r, s) sera o moédulo da projecdo de CA sobre o vetor
perpendicular comum a r e s. Tal vetor sera o produto vetorial AB X CD =1i.

Temos:

d(r, s) = ”projﬁﬁu

AB X CD
[AB x cDJ

= d(r,s) = CA -
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Exemplo:

Calcularadistancia entre asretas AB e CD dadas pelos pontos A=(1, 2, 3),
B=(-1,0,2),C=(0,1,7)eD =3, 1, 10).

d(r, s) = [AC - |
AC=C-A =(-1, -1, 4
AB=B-A=(2, -2, -1)
CD=D-C =(3, 0, 3)

~
=

i=ABXCD=|-2 -2 -1|=-6i+3j + 6k
3 0 3
i,= 0391636

" J36+9+36 9

d@r, s) = |(<1,-1, 4) - %(—6, 3,6)|= 5(6 ~3+24)=3

\’
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1 Calcule a distancia entre o ponto (6, -4, 4)earetaque : 3 No triangulo ABC, temos A = (0, -1), B = (1, 2) e
passa por (2,1, 2) e (2, -1, 4). C = (-2, -2). Determine a altura do vértice A em rela-
: ¢do ao lado BC.
2 Calcule a distancia entre duas arestas opostas de um
tetraedro regular de aresta a. 4 Calcule a distancia do ponto P = (4, 5, -2) a reta que
: passa pelos pontos A= (1, -1, 2) e B=(2, 2, 1). Deter-
mine também a area do triangulo ABP, assim como o
simétrico de P em relagdo a reta AB.

\’
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CAPIiTULO 11

PRODUTOS DE VETORES

2.7 - Produto misto (triplo produto escalar)

I
Sejam trés vetores V;, v, € V5. Chama-se produto misto dos vetores v, v, € v;, DEFINICAO
nesta ordem, o nimero relativo que denotaremos por [Vi, ¥, € V;], tal que: Produtogmisto entre trés
= = = = = = vetores.
[vl, v,, vs] =v,-(V, x V,)
Temos: I
L s = NOTA
[Vl; Vai V3]= "Vl " : "Vz XV, " Cos o Os parénteses que
-~ -~ - - ~ - destacam o produto
(71 ¥2r 72 ]=[7] - [V [V ]sen 6 cos o vetorial 7, ¥, podem

ser eliminados, pois ficaria

destituida de sentido a

expressdo (V,-V,) X V.

No produto v, -V, X V,, 0

Conforme os angulos a e 6, temos: produto vetorial tem que
ser realizado primeiro.

em que 0 = ang (v,, v,) ea=ang(v,, v, X ;).

a) 0=0,0=m ou o="
2
I
Neste caso, sen 6 = 0 ou cos o = 0, portanto |:171, v,, \73] =0. NOTA

T Se 6 =0 ou 0 =T, os vetores
b) O0<b<melO<a<— v, e V, serdo paralelos, e se
2 2 3

T 5
=2 v, estara no plano

Neste caso, sen6>0 e cos a>0, logo [171, v, 173] > 0. dev, ev,.

Nestes casos, V,, V, e V, s&o

T _ ) . L . _
Como 0<o < 510 vetor ¥, estara no mesmo semiespago que ¥, x , € o trie- coplanares

dro (v,, v,, V,) sera direto. Podemos entdo concluir que se trés vetores formam um

triedro direto, o seu produto misto, na mesma ordem, serd positivo.
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[171, 172/ 173] >0
T
) O<e<ne§<0c3n

Neste caso, sen8>0 e cos a.<0, logo [17], v,, 173] <0.
T . - .
Como 5 <o <m, os vetores v, e v, X V, estardo em semiespacos opostos em re-

lacdo ao plano de v, e v, e o triedro (v,, v,, V,) sera negativo. Nesse caso, concluimos
2 3 1 2 3
que o produto misto é negativo quando o triedro na mesma ordem for inverso.

S A
v, XV,

\q [v,v,v,]w
1 2 3

Como-1<senf6<1e -1<coso<1, temos que -1 <sen6 - -cosaa <1,

o0 que nos permite garantir que —|[v,| - |[B,[| - [ < [V, %, %] < [%] - [%] - |-

Exemplos:

i)  Sabendo que os vetores d, b e ¢ sao perpendiculares dois a dois, o trie-
dro (4, b, ¢) é direto e ldl =2, 16 = 3 e |zl = 4, calcular o produto misto

[4, B,2].

Temos 6 = 90° e a = 0°, logo:

[d, B, E]:IIEH-||B||~||E||-sen90°- cos0°=2-3-4.1.1=24

\’
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v

ol

ii) Sendo (i, j, k) a base canénica, calcular os produtos mistos:
a [i, j, k]
by [i+j,i-j i]
o [i+7 -7, K]
dji-jkl
o [}, 7, K]

Resolucdo geométrica:

a) [f, 7, E] =1, pois o triedro é direto.
b) [f +j,i—], f] =0, pois os vetores sdo coplanares.
C) [f+}, f—}, I?]=H§+;” : ’:—;” : - sen 90° - cos180°

=22 1.1 (-1)=-2

¥
K

(Basta ver que o triedro [f 4+ ;, i- }, E] é inverso e triortogonal.)

&

\’
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\’

d) [;, ;—7; 7<]=H;” ”;—;H ||I?|| -sen 90° - cos135° =

:1.\5.1.1(_£)=_1

2
(Observe que o triedro[; 7 _ j | € inverso.)
e) [;, i 7(]:—1, pois o triedro € inverso e triortogonal.
Resolucdo algébrica:
a) [f, j, E]Z?-(}XE)=;~§=1
by [i+), i-j, i|=G+) [~} x i]=G+))-k=0+0=0
i+ i-j k|=G+p-[G-j)xk|=G+])(-j-H=0-1-1+0=-2
j, k|=7-[@-pxk]=F-[G-i]=-1-0=-1
kK|=7-@xk) =] -(-H=-1

2.7.1 - Interpretacao geométrica do médulo do produto misto

Considere os vetores v,, V, e V,.

xi,t  C
LT
T
ho!
o "‘
'B
v, -
0° oH
~ D
VZ
A
De perfil:
A 172 X *3
C
]
i}1
h
o /
G, B A D
oV v,
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Temos que:
[V, 7, ¥, =7, -7, x¥
=I7l-

Sabemos que o médulo do produto vetorial ”Vz X V3 " representa a area do para-

3

v, ><v3|| - COs o

lelogramo de base, S Por outro lado,

OADE" ||171 || Cos o ‘ representa a altura h do para-

lelepipedo de arestas ||17]

|17Z || e ||173 || Temos entao:

’

‘[‘71'172’{/3” = Soaps * h
Logo:

O modulo do produto misto de trés vetores € o volume do paralelepipedo
cujas arestas sao os trés vetores.

Vparalelepipedo = ‘ [Vl ’ VZ ’ V3 :| |

O produto misto é entdo numericamente igual a esse volume, e o sinal sera
positivo ou negativo conforme o triedro seja direto ou inverso, respectivamente.

Consequéncias

Volume do prisma triangular

Seccionando-se o paralelepipedo por um plano diagonal, obtém-se dois pris-
mas triangulares de volumes iguais, logo:

155,91
Vprisma triangular = 5 ‘ Vl ’ Vz ’ V3 |
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|

Volume do tetraedro

NOTA

Esta divisdo ja foi feita no
Volume 2 desta colecdo
no capitulo de piramides e
cones.

As sec¢des, como indica a figura, dividem o prisma triangular em trés tetrae-
dros de volumes iguais, logo:

S U050, = Vi = =

tetraedro = g ’ E tetracdro 6

Exemplo:

Num tetraedro, duas arestas ndo concorrentes sao ortogonais, tém com-
primento a e sdo ambas perpendiculares ao segmento de comprimento
b que une os seus pontos médios. Calcular o volume do tetraedro.

V:Z-%{%,x,y”
lal =él = a 6] =
i:E-% ;=B+§
XX?=(B—§)X(E+§):EX&
& p =t ] coso= 2 [l
v=L 2 5| Jal - sen 90 = 92

3 2 6

\’
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Exercicios resolvidos:

1) As arestas de um paralelepipedo retangulo sdo a, b e c. Por um vérti-
ce tracam-se as diagonais das faces e constroi-se o paralelepipedo cujas
arestas sdo essas diagonais. Calcule a relacdo entre os volumes dos dois

paralelepipedos.
b+¢
B St
©
R S i
2 G+Db
a
Solucdo:

Seja 'V, :HZI, b, E” =abc o volume do primeiro.
O volume do segundo sera:
=Ha +b, a+¢, b+ 5”

Como os produtos escalar e vetorial sao distributivos em relacao a adi-

¢ao, temos:

(@+D) (a+ ) (b+¢)= ( +D) (@xb+dXC+Cxb+¢xC)=
=d-dAxb+d-dxXC+d Cxb+b-dxb+b-Gxc+b-cxb=
:O+0+[ b]+0+[ ] =

= —abc —abc = —2abc

(triedros inversos)

V, =|-2abc| = 2abc = 2V, = V, =2V,

2) Mostre quese dxb+bxc +cxada=0,os vetores d, b e c sdo coplanares.

Solucao:
Basta multiplicar a equipoténcia acima, escalarmente, por c.

c ~de+E-BxE+E~E><&:O, logo [E,d,5]+0+0:0:>[6,a, 13]=0,
0 que prova que d, bec sio coplanares.

\’
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CAPITULO 1I PRODUTOS DE VETORES

2.8 - Expressao analitica do produto misto

Desejamos calcular [171, V,, 173]= v, - (V, XV,).

Sejam 171 :(Xl' Vi Zl)’ 172 :(XZ/ Voo Zz) 6173 =(X3, V3, Z3)'

Temos que:
i j kK
. Vo Zy| < 2 L 5 P Vol
V, XV, =X, ¥, 22=y p l—X p ]+X yk
X3 ys Z3
Como v, =(x,,y,, z,), segue-se que:
— — - yz Zz Xz ZZ XZ yZ
V- (V,xV,)= X, — Vv, + z,
y3 Z3 X3 Z3 3 y%

Observe que o segundo membro desta igualdade se obtém substituindo-se os
vetores i, j ek, respectivamente, por x,, y, e z,. O produto misto escreve-se, entao,
sob a forma de determinante:

Xl yl Zl
[V,, V,, vg] =\x, ¥, z,|=det(v,,V,,V,)
X3 y% Z3

O produto misto de trés vetores ¢ o determinante de terceira ordem cujas
linhas sao, ordenadamente, as coordenadas dos trés vetores.

Temos:

V= |det@, ¥,,7,)|

paral.

1 .
Vpris.triang. = §| det(vll VZI V3)|

tetraedro

= 2|det(7,, 7,,7,)|

A condicdo para que trés vetores sejam coplanares é que qualquer dos trés vo-
lumes acima seja nulo, isto é:

[V, ¥,, ¥, ] =det (¥, ¥,,7,)=0

Exemplos:
i)  Sendo a=2§+}+i<, B:—f+2f+2f<e5:2f+7<:

a) calcular o volume do paralelepipedo gerado por 4, be¢ edaro sen-
tido do triedro (d, b, ¢);

b) aplicando-se os vetores @, b € ¢ na origem, obtém-se os pontos A, B
e C, respectivamente. Calcular a area do triangulo ABC;

¢) com a area do triangulo ABC e o volume do tetraedro OABC, cal-
cular a altura do tetraedro OABC relativa ao vértice O. (Distancia da
origem ao plano de ABC.)

\’
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PRODUTOS DE VETORES CAPITULO 1I

2 2
2 1

-1 2
-1+
0 1

-1 2

a) [a becl=|-1 2 2|= o

2 Il=

=(=2) 2-(-1) 1+(=2)-1=-5

Como o produto misto [a, b, E] = -5 é negativo, o triedro (@, b, ¢) é
inverso.

O volume do paralelepipedo gerado pelos vetores 4, beC ¢omédulo
do produto misto, logo:

Vparal.: |_5|:5
b) A=(Zr 1; 1)IB=(_1I 21 Z)ec=(or 2/ 1)
AB=B-A=(-3,1,1) AC=C-A=(-2, 1, 0)

i ]k
ABxAC=|-3 1 1|=(-1, -2, -1)
2 10

>(/1
3
1
N | =
[y
+
S
+
p—
1l
N R

O Viwsedo = = 9 :é. Por outro lado, sabemos da geometria que:
etraedro 6 6

Voasc = % S asc - h, logo:

B

£l
6

2 J6 6

ii) Determinar o valor de x de modo que o volume do paralelepipedo gera-
do pelos vetores d=2i—j+k, b=i—j e ¢ = xi+j—3k seja unitario.

w| =

2 -1 1
o 1 0 1 0 1 -1
[, b,c]=1 -1 0o|=2" (1) - +1-
1 -3 x -3 x 1
x 1 -3

[Ez, B,Z]:6—3+1+x:4 + X

‘4+x‘:1 = 4+x=21 = x=-3oux=-5
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Exercicios resolvidos:

1) Determine sobre o eixo Oy um ponto P tal que o volume do tetraedro
PABC seja o dobro do volume do tetraedro POAC.

Dados: O = (0,0,0), A=(1,0,0),B=(0,1,0)eC=(0,0, 1)

Solucao:

P=(0,y,0) AP=P-A=(-1,y,0) OP=(0,y, 0)
AB=B-A=(-1,1,0) OA=(1, 0, 0)
AC=C-A=(-1,0,1 OC=(0, 0, 1)

Devemos ter:

[, 3.5 - 3o o, oc]

-1 y O
[AP, AB, AC]=|-1 1 0|=-1+y
1 0 1
0Oy O
[0P, 0A, OC]=f1 0 o|=-y
001

F1+y|=2

= —-1+y=12y = y=-1 ou y=%

—1
v
4

Resposta: O ponto é P =(0, -1, 0) ouP = (0, %, OJ.

\’
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PRODUTOS DE VETORES CAPITULO 1I

2) Calcule o valor de a de modo que os vetores d=(1, 2, a), B:(Z, a l)e
¢ =(1, a, 2) sejam coplanares.

Solucdo:
Devemos ter [51, 13, E] =0

INY)

1 2 a
2 a 1/=0
1 a 2

A?+a-6=0 = a=2 oua=-3

Propriedades
A interpretacao geométrica do produto misto permite estabelecer as seguintes

propriedades.
1) Ordem das operacoes:

v, V2><V3=V1XV2’V3

2) Permutacdes circulares:
[f/u 172' ‘_}3] = [‘_}2' ‘73' 171:| = [‘73' 171* 172]

3) Anticomutatividade:
O produto misto troca de sinal quando se permutam dois quaisquer de seus

vetores.
Por eXemplO: [Vp Vz/ V3:] = —[Vl, v3l Vz]
4) Associatividade em relacao ao produto por escalares:

(AP A0, A7, =00, [0, 7, 7,

2.8.1 - Prova da distributividade do produto vetorial

As propriedades acima permitem provar a distributividade do produto vetorial
em relacdo a adicdo de uma forma muito simples. Queremos provar que:

VX W, +V,) =V, XV, +V, XV,
Basta provar que o vetor w =V, x (V, + V,) -V, XV, —V, xV, € nulo.
Para isso, multipliquemos o vetor w por um vetor arbitrdrio v escalarmente:

V- W=V-V, xW, +V,) =V -V, XV, =V -V XV,
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NOTA

Lembre-se de que

[v,, V,, v;], em médulo, é
o volume do paralelepipedo
de arestas v, v, e v,.
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CAPITULO 1l PRODUTOS DE VETORES

Permutando-se os sinais - e x e mantendo-se fixos os vetores, temos:
V-w=vxV -V, +V,) = VXV, -V, = VXV -V,
Pondo em evidéncia o fator comum, ¥ xv,, pois o produto escalar € distributi-
vo em relacdo a adicao, vem:
Vw=vxV -V, +V, =V, -V,)=VxV,-0=0
Como v-w=0 eV € um vetor arbitrario, ndo obrigatoriamente perpendicular
a w ou nulo, s resta a hip6tese de w =0.
VX (V, 47,) =V XV, =V, XV, =0

Logo:
VX (V,+V,) =V, XV, +V, XV,

Aplicacao
Distancia de um ponto a um plano

Para calcular a distancia do ponto P ao plano definido pelos pontos A, B e C,

basta calcular a altura do paralelepipedo gerado pelos vetores AB, AC e AP,

Temos V =S - h, onde:
e V ¢ o volume do paralelepipedo gerado pelos vetores AB, AC e AP,
logo, V= H:A—B, A—C, E] ‘;
e S éaarea do paralelogramo gerado pelos vetores AB e AC, logo,
s=|aB x AC|.
Da igualdade V =S - h, tira-se a altura do ponto P em relacdo ao plano de A, Be C.

|8, Ac, ap]|
h=dP, n)="———-—>—
|AB x AC|

\’
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PRODUTOS DE VETORES CAPITULO 1I

Exemplos:

i)  Calcular a distancia do ponto P = (4, 1, 1) ao plano do triangulo ABC,
emqueA=(3,-1,2),B=(-1,1-1)eC=(2, 3, 3).

Temos:
AB=B-A=(-4, 2, -3)
AC=C-A=(-1, 4, 1)
AP=P-A=(1, 2, -1)

4 2 -3
[AB, AC, AP]=|-1 4 1|=42
12 -1
i j ok
ABxAC=|-4 2 —3|=(14, 7, ~14) = |AB x AC| =21
14 1
h==2-2
21

ii) Determinar a de modo que o ponto P = (@ — 1, a, a + 1) seja co-
planar com os pontos A = (9, -8, 3), B=(5, 2, 1) e C = (8, -4, 0).
Devemos ter a distancia de P ao plano de A, B e C igual a zero, logo,

[E, E, E] = ( (vetores coplanares).

AB = (-4, 10, -2)
AC = (-1, 4, -3)
AP =(a-10,a+ 8,a -2)

-4 10 -2
-1 4 -3 |=0=a=4
a-10 a+8 a-2
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Dados os vetores:

@=(2,1,1), b=(-1,2,2)e ¢ =(0,2,1),
calcule o produto misto [a, b, c] e o volume do tetraedro

formado pelas arestas @, b e c.

Determine sobre o eixo Oy um ponto D sabendo que
o volume do tetraedro ABCD é 5. Dados:
A=(21,-1),B=(3,01NeC=(2-1,3)

Calcule o valor de a de modo que os vetores (1, 2, a),
(2, a, 1) e(1, a, 2) sejam coplanares.

Calcule a distancia do ponto P ao plano do tridangulo

ABC. Dados: P=(4,1,1), A= (3,-1,2),B=(-1,1,~1)e

C=(23,3)

Determine a de modo que o pontoP=(a-1,qa, a+ 1)
seja coplanar com os pontos A=(9,-8, 3),B=(5,2, 1)
eC=(8,-4,0).

Mostre, usando o produto misto, que os pontos
P=(1,0,4) e Q= (1,2 -3) estdo em semiespagos
opostos em relacdo ao plano que passa pelos pontos
A=(0,1,0),B=(0,0,1)eC=(1,0,0).
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Ache o volume de um paralelepipedo do qual quatro
vértices sao: A=(0,0,1),B=(1,0,1),P=(1,0, 1),
C=(0,1,1eD=(1,-2,0).

Para cada t€[0, 2x] considere o volume V(t) do pa-
ralelepipedo gerado pelos vetores (sent, 0, 1), (0, 1,
sent) e (cost, 0, 1). Calcule t para que este volume seja
maximo.

Calcule a de modo que o volume do tetraedro ABCD
seja 10. Dados:
A=(1,0,0),B=(-1,23),C=(2,4,6)eD=(1,0,q)

Um prisma obliquo cuja base ABC é um triangulo re-
tangulo de hipotenusa AC, tem suas arestas laterais
paralelas ao vetor (2, 1, 2) e de comprimento igual
a 6. Sabendo que A= (1,1, 1), B estd no eixo dos y e
C=(2,1,-2), determine:

a) o ponto B;

b) o volume do prisma.



PRODUTOS DE VETORES

2.8.2 - Dependéncia e independéncia linear

Chama-se combinacdo linear dos vetores v, v,,
oy, Oy, .oy O, OVEtOT V=01V, + OLV, + ..+ V.

., v, de coeficientes

Por exemplo, qualquer vetor V=(x, y) do R? pode ser escrito como combina-
cdo linear de i=(1, 0) e;z (0, 1): V=xi +yj.

Analogamente, em R3, todo vetor v =(x, y, z) € combinacdo linear de i, ; ek:
V=2xi+yj+zk.

Exemplos:

i)  Escrever o vetor v=(7, —7) como combinacdo linear de v, =(1, 2) e
v,=(3, -1).
Queremos:

V=09, +0,V, =

= (7, -7)=(o, + 30, 20, — O,) =
o +3a, =7 o =—2

= 1 2 = 1
20, — 0, = o, =3

-7
Portanto, v =-2v, +3v,.

ii) E possivel escrever o vetor v, =(7, =7) como combinagdo linear de
v,=(1, 2) e v, =(2, 4)?
Queremos:
Vy=0,V, oV, =
= (7, =7)=(o, + 20, 201, + 40,) =
o, +20, =7 ) ) )
= sistema impossivel
|20, + 40, = =7
Os vetores v, v,, ..., v, sdo ditos linearmente dependentes (LD) se for pos-

sivel expressar algum deles como combinacdo linear dos demais. Caso contrario,
eles sdo ditos linearmente independentes (LI).

Exemplos:

i)  Osvetores v, =(5, 2) e v, =(10, 4) sdo LD, pois v, =2v, € uma combina-
¢do linear de v,.

ii) Os vetores V,=(7, =7), v,=(1, 2) eV, =(2, 4) sdo LD apesar de nao ser
possivel escrever v, como combinacdo linear de v, ev, (vide exemplo ii
acima).

Temos v, = 0V, +2¥,, ou seja, v, € uma combinacdo linear de v, com ¥,.
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linear 1 vetor, v=o,v, , isto
& v/,

DEFINICAO
Dependéncia e
independéncia linear de
vetores.
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\’

Observe que, no exemplo i (acima, pode-se escrever 2v, —v, =0 . Analoga-
mente, no exemplo i) tem-se OV, + 2V, — v, = 0. De uma maneira geral, se n vetores

v,, V,, .., v, sdo LD, existird uma relacdo entre eles do tipo:

17 "2

MV, + AV, + AV, +..+ AV, =0, onde algum A ndo é zero.

n-n

Teorema

Os vetores V,, V,, ..., v, sdo LD se, e somente se, existe uma combinacao linear
AV, + 4,0, +..+AV, =0 onde algum coeficiente A nao é zero.

Demonstracao:
Suponhamos que algum dos vetores v, é combinagao linear dos outros, diga-

mos V, = oV, + 0,V, + . +0, Y, + 0V, + . O,V

Entdo o, v, + oV, +..+0o, vV, , +(DV, +a, v, ,+..+0oV, =0 e nestacom-
binacdo linear, o coeficiente A,=-1 ndo € zero. Por outro lado, tem-se
AMVi+ AV, + o+ AV + .+ 4V, =0, onde algum coeficiente (digamos 1,) ndo ¢é

zero, entao:

_7‘1 = 2 5 }”f—l =
T Vl_x_ Vy, oo — N Vi | — N i1

i i i i

>

Vi - n

by
}\’i
e v, ¢ uma combinacdo linear dos outros vetores.

Exemplos:
i)  Verificar se os vetores v, =(1, 1, 2), v, =(2, 2, 1) ev, =(1, 2, 2) sdo LI ou LD.
Verifiquemos se existem A, A,, A, tais que:
AV, + A7, 4,7, =0 =
= (A, + 20, + A, A+ 20, + 2R, 2A, + A, + 2A, =(0, O, 0)
A+ 20, +A,=0
Jx, + 2\, +21,=0
[Zkl + A, +20,=0
Resolvendo o sistema, encontramos A, = A, =1, =0 como a unica solu-

¢ao. Como ndao foi possivel encontrar um A diferente de zero, os vetores
nao sao LD, isto é, sao LI.

ii) Verificar se os vetores Vv, =(1, 2, 3), v,=(3, 2, 1) e v, =(2, 0, —2) sdo
LI ou LD.

Temos a combinacdo linear:
MV + AV, +A v, =R (1, 2, 3)+ A3, 2 1)+A,(2,0, -2)=

=M + 30, +2X;, 21, + 20, + OA,, 30, + A, —2A,)=(0, 0, 0)
Entao:

A, +30,+2A,=0

2h,+2A,+0A, =0

3 +A, —2A,=0
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Resolvendo o sistema, temos A, =X, € A, =—A,, 0 que mostra ser o sis-

tema indeterminado.
Existem, pois, as solucoes (A, A,, A;)=(k, —k, k) qualquer que seja o
valor de k. Os vetores v, v, e ¥, sdo LD. A relacdo de dependéncia sera

V=V, +vV,=0.

Dependéncia linear de dois vetores

Dois vetores sdo LD se, e somente se, sdo paralelos. De fato, teriamos v, = kv,.
Neste caso, qualquer combinagdo linear v =o,V, + ¥, deles sera colinear

com v, e V,:

v=oV, + oV, =o,kv,) +a,v, =(ok + a,)V,

Dependéncia linear de trés vetores

Trés vetores sdo LD se, e somente se, sdo coplanares. De fato, teriamos
V,=a,V, + o,V,; logo v, € a diagonal do paralelogramo formado por oV, e a,V,. As-
sim, v,, v, eV, sdo coplanares:

Por outro lado, se v,, v, €V, sdo coplanares, o volume do paralelepipedo de
arestas v,, v, eV, é zero, isto é, o produto misto [171, V,, 173] = 0.
Escrevendo v, =(x,, ¥,, 2,), V, =(X,, V,, Z,) €V, =(X3, V3, Z3):
Xl XZ X3
Vi V. V3 |=0
Zl ZZ ZS
Mas isto significa que o sistema linear nas variaveis A, A, e,:
XA+ XA, +xX,A, =0
Vil + Y.k, + Y3k =0
zZM +2,h, +2,0, =0
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¢ possivel e indeterminado, isto é, tem alguma solu¢do (A,,A,,A,) diferente de
(0, 0, 0). Mas entao:

MV, AV, + AV, = (A X, + A, X, + A Xy, Ay + Ay, + A Vs, Mz +h,Z, +\,Z,) = 0
Assim, v, v, eV, sdo LI

Método pratico para verificacdo de dependéncia linear

No [R?, os vetores v, =(x,, y,) eV, =(x,, y,) sdo LD se, e somente se:

Xl XZ =0
Vi Ve
No R3, os vetores v, =(x,, ¥, z,), V, =(X,, ¥,, Z,) €V, =(X;, V3, Z;) sdo LD se, e
somente se:

Xl XZ X3

Vi V2 ¥|=0

Zl ZZ Z3

Exemplos:

i)  Verificar que os vetores v, =(3, —5) eV, =(2, 1) sdo LI
Temos:

3 -5 3 =-S5 .
—# — ou =13 +#0, logo sdo LI
2 1 2 1

ii) Verificar que os vetores d=(3, -2, 1), b=(-1,1, =2)ec=(2, 1, -3)

sao LI.
3 -2 1

-1 1 -2|=8+# 0, logo sdo LI
2 1 -3

iii) Determinar o valor de m de modo que os vetores 7=(-m, 1, 2),
b=, m, -1) ec=(, m, 0)sejam LD.

Devemos ter:

-m 1 2
2 m -1|=0 = m -2m+1=0
1 m 0 m=1

\’
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Exercicios resolvidos:

1) Mostre que os vetores AD, BE, CF _corrEﬂ)onﬁnteﬁS as medianas do
tridangulo ABC obedecem a relacdo AD + BE + CF = 0.

A
F E
B D C
Solucédo:
Seja G o ponto de concurso das medianas.
G—D _ GB + GC
2

. —= == == 1— 2 2 =

Entdo: 2 - GD=GB +GC = 2 -§AD=—§BE—§ CF

Logo: AD +BE + CF = 0.

2) Sejam d, b ec vetores LI. Mostre que a igualdade x,d + y,b + z,C =
=x,d +y,b+ z,c onde x, x,, y,, v,, Z, €z, sdo escalares, so se verifica
SeX, =X,, Y, =V, €Z, =Z,.

Solucdo:

Com efeito, transpondo o 2° membro para o 1°, temos:
(X, —x,)da+(y,—-y,)b+(z,-2,)c =0

O que implica:

x-x,=0,y,-y,=0ez -2,=0

Demonstrando que:

X=X, W=V, 02, =2,

3) Considere um quadrildtero convexo ABCD. Seja P a intersecc¢do das dia-
gonais AC e BD e seja Q a interseccdo dos suportes dos lados CD e DA.
Se PC=-2PA e 2PB =-3PD, mostre que BQ =-5BC.

\’
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Solugdo:

D A Q
Basta calcular a relacao linear entre BQ eBC, que sdo LD. Sejam
PA=d ePB=pb LI. Temos:
—2dePD=-2}

3
Calculemos ﬁ e BC em funcdao de d e b:
BC =PC-PB=-2d-b

BQ = AQ - AB = mDA — (PB—PA) = m(PA — PD) - PB + PA

?yl

B‘d:mm%mz?—zha:(mﬂ)m(%m - )B

Como E e BC sdo paralelos, E = nB‘(i: n(-2ad-— B) =—2nd—-nb.
Igualando e levando em conta que d e b sdo LI, vem:

m+l=-2n m+2n=-1 .
= n=-
%’”-1:-;1 2m+3n=3

Logo: BQ =-5BC
4)

B

U(
01

Na figura acima temos:

AE :lAC, BF :lAB e CD:lBC
3 3 3
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Utilizando vetores, calcule a razdo MD ¢ conclua entio que a area do

1 AD
triangulo LMN ¢é = do triangulo ABC.

Solucao:
Como AB e AC sdo LI, facamos AB=deAC=bh.

Temos:

AE ==AC = lga-_1
3

13 wr-lea--la
3 3 3
E:lB‘é:l(A‘é—Kﬁ)zl(é—a)

3 3 3

Como MD e AD sio LD, entdo MD = mAD.
W)=@—m=%(d-é)-nﬁ:%(a—é)—n(ﬁ—ﬁ)

Mﬁ:%(a—z?)—n(—lma—z}]:l_zna+(n—%)5

AD=CD-CA=(@-b)+b=sa+2h
3 3 3
Como:
MD = mAD = "a + 21
3 3
Igualando, vem:
1-2n _m
3 3 m+2n=1 3 1
= = n=—= e m=—
3n-1_2m 2m—-3n=-1 7 7
3 3

Seja S a area do triangulo ABC. Temos:

Simn =S = Supn = Sper ~ Scam

Calculemos a area:

Seant = Sanc ~Swe =IAD| - [DC]| sen D-|MD] - [DC] sen D=

=[4B] I5C] sen D - Z[4B] - [5C] sen

CAM

Colocando"ﬁ" . ||FC|| -sen D
em evidéncia, temos:

1-1|aD] - [oc] -senD = & . [aD] - [DE] - sen D
7 7
Como ||DC|| = l . ||ﬁ||, temos :
3
S|aD| - LIBc] - senD=2|aD| - [BE| - sen D = 25
7 3 7 7

Concluimos, portanto, que:
=9

Suen = Sacr = Scamr
cox 2 2 1
pois sdo iguais a 75. Logo, S, =S-3 - 78 = 7S,

\’
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1

\’

Determine as relacdes lineares existentes entre os
vetores:

a) \71 (1/ 7)/ \72 (3/ _5) S \73 (2/ 1)

b) ‘71 (31 _1/ 6)/ ‘72 (2/ 1/ 1)/ ‘73 (_1/ 7/ 3) € ‘74 (2/ O/ 3)
Determine, quando possivel, o valor de K de modo
que os grupos de vetores abaixo sejam LD.

a) te3i +Kv

b) ieKi +v

3 Sendo U e v vetores do [R?, verifique se sdo LD os con-

juntos de vetores abaixo. Suponha que u e v sdo LI.
a)i+ved

b) -l e —4v

Verifique se os pares de vetores sdo LI ou LD.
a)iu=(,23)ev=(-2, -4, -6)

b)i=(2, -3)ev=(4, -1)
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EXERCICIOS DE REVISAO

1 Verifique se cada sentenca é verdadeira (V) ou falsa (F).

a) Se d=b, entio ldl=|bl.
b) Se |d|=|bl, entso d=b.

c) Se a:kB(kETR), entdo deb tém o mesmo
sentido.

d) Se G=kb(k€R), entdio dGeb tém a mesma
direcao.

e) Se G=kb (k €R), entdo ad e b sdo paralelos.
f) Os vetores d e —a tém o mesmo madulo.

g) Os vetores d e —d tém sentidos contrarios.
h) Se d e b sdo paralelos, entdo a + b=0.

i) Se lal=|bl, entdo d e b sdo paralelos.

j) Os vetores (-1, 2) e (2, —4), do [R?, sao paralelos.
k) Os vetores (3, 6) e (5, 10), do R?, sdo paralelos.
) Selil=2 e [v|=3, entédo |G + v|=5.

m) Se i e v sdo perpendiculares, entdo i - v =0.
n) Se lil=IVl, entdo & -v=0.

0) Os vetores (1, -2) e (4, 2) sdao perpendiculares.

Sendoii=(1, 1, 0) e v=(0, 1, 1) vetores do [R3, pode-se
afirmar que:

A)d-v=2
B)i -V =001
© lal = Wl = 2
D) i+v=(222)
(E) [d + V| = 342

Sendo =(3, 4)ev=(l, 7) vetores do [R?, pode-se
afirmar que ldl + V| vale:

(A) 5(2-1) (D) 137
(B) 5(v2+1) (E) 1042
(C) 10

O médulo do vetor i = 6/ + 3j + 2k é dado por:

(A)3 (B) 4 <7 (D)5 ®N

O angulo formado pelos vetores (1,1, 0) e (0, 1, 1) é:

(A)45°  (B)60° (C)30° (D)90° (E)O0°
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6

10

11

12

13

14

O cosseno do angulo formado pelos vetores

G=(2, -4, 4) e b=(-3, 2, 6) é:
7 1 5
A Y © > (E) o
14 10
(B) o (D) T

(EN-R]) O médulo do vetor 3(i - j + k) + 2(i + k) é:

A7 (©) 59 (E) 5
(B) 13 (D) 33+22

. A 2n
Se os vetores aeb formam um angulo 6:?,

sabendo-se que |dl=3 e |b|=4, determine @b.

-7
C) —
© >

(D) 6

23
(A) -6 ® =

(B) 12

(EN-R]) Sabendo-se que deb sio ortogonais e
ll=|bl=2, o valor de (d+2b)-(d-3b) é:

(A) 18 (B)-12 (©)-10 (D)-24 (E)-20
(Cesgranrio-R]) Dados os vetores i=(1, 0, 0),
v=(0,1,0)ew=(0, 0, 1), do R3, o dngulo formado
por U +V eV -w mede:

(A) 45° (B) 30° (C)90° (D)60°  (E)120°
(Cesgranrio-R]) Considere os pontos P = (1, 0),
Q=(630,1),R =(£' 4)5 S=(0, 1260) do R2. O angulo
entre os vetores PQ e RS é:

(A) nulo. (D) obtuso.
(B) agudo. (E) raso.
(C) reto.

O angulo interno é de um triangulo PQR, onde
P(1/ 1)/ Q(_1I 2) e R(ZI 3)/ é:

(A)25°  (B)30° (C)45° (D)60° (E)90°

Determinando-se o angulo interno A de um triangulo
ABC, onde A(1, 0, 1), B(2, 1, 5) e C(-1, 4, 5), obtemos:

(A)45°  (B)60° (C)30° (D)90° (E)O°

Calculando o angulo interno A do triangulo ABC, onde
A(2, 3, 4), B(3, 3, 5) e C(3, 4, 4), obtemos:

(A)45°  (B)60° (C)30° (D)90° (E)O0°

E 3 N\l
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15

16

17

18

19

20

21

22

O valor de kde modo que os vetores (1, k,—3) e (2,-5, 4)
sejam perpediculares é:

A3 B-5 ©-2 O-1 (B2
Para que os vetores (3, k, —2) e (6, —4, 3) sejam ortogo-

nais, o valor de k deve ser igual a:

A2 @B6 (CO-6 (D)3 (F)-3

(Cesgranrio-R]) O valor de a para que os vetores
i=(1, 2) ev=(0, 1), do R? sejam perpendiculares é:

M1 (D) 2
(B0 (B) -1
(C) -2

Considere as seguintes opg¢des referentes as questdes
18, 19 e 20.

(A)c=0 (D)a+b=0
(B)a=0 (E)a+b+c=0
) b=0

Para que o vetor (g, b, ¢) seja perpendicular ao vetor
(0, 1, 0), é necessario que:

Para que o vetor (g, b, ¢) seja perpendicular ao vetor
(0, 0, 1), é necessario que:

Para que o vetor (a, b, ¢) seja perpendicular ao vetor
(1, 1, 1), é necessario que:

A projecdo algébrica do vetor a=(1, 0, 1) sobre o vetor
b=(1,1,1)é:

(A) 2 (D) 1
2 1

(B)f (E)—3
2

Q) =

()\/§

Sendo 6 o angulo entre a diagonal de um cubo e a
diagonal de uma face, podemos afirmar que:

(A) cos ezﬁ (D) cos 6:@
6 3
(B) cos Ozﬁ (E) cos ezﬁ
2 6
(C) cos 6:?

N ©
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23

24

25

26

27

28

29

(UFRJ) Os pontos A, B e C estdo sobre uma reta re B
esta entre A e C. Sendo O um ponto fora de r, consi-

dere os vetores i =0A, Vv =0C e w =OB. Sabendo que
BC = 4AB, determine x e y de forma que w = xii + yv.

. C
b
Lo,

r

<!

(Unificado-R]) A area do tridngulo cujos vértices sdo os
pontos (1, 2), (3, 5) e (4, -1) vale:

(A)4,5 (B)6 ©75 (D)9 (E) 15
(Unificado-R]) A area do tridangulo cujos vértices sado
(1, 2),(3,4)e(4,-1) éigual a:

A) 6 (B) 8 9 (D)10 (E)12

(UFRJ) As coordenadas dos vértices do triangulo isdsce-
les T, sdo dadas porA=(-1,1),B=(9, 1) e C=(4, 6).
As coordenadas dos vértices do triangulo isésceles T,
sdo dadas porD = (4, 2), E=(2, 8) e F = (6, 8).
Determine a area do quadrilatero T, N T,.

(Unirio-R]) Dados dois vetores ti=(a, b) e v=(c, d), de-
fine-se o produto escalar &i-v de duas formas diferentes,
mas com igual resultado: ac + bd ou [iil-|V|- cos 6, onde 6
€ o angulo formado pelos vetores. Assim sendo, o angulo
formado pelos vetores i :(3\/5, 3)ev=(0, —2) mede:

(A) 150° (D) 60°
(B) 120° (E) 30°
(C) 90°

(Unificado-RJ) Se |ii + V| = 7 e |i — V| = 5, o valor do
produto escalar 4 - v é:

ws ®B7 (©6 D5 (B4

(Unirio-R]) O angulo formado pelos vetores i =(3, 0)
ev=(-2, 2\/5) mede:

(A) 210°

(B) 150°

(©) 120°

(D) 60°

(E) 30°
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30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

(Uerj) Dois vetores {ii, v} do R2 tais que lil=1 e
[7|=2 sdo ortogonais. Para que os vetores ii+V e

é:

A-8 (B)-6 (O)-4 (D)O (E) 4
Para que valor de k os pontos A(k, 3), B(8, 6) e

C(-1, -3) estardo alinhados?

Determine x para que os pontos A(x, -3), B(2, 4) e
C(5, 1) sejam colineares.

Calcule a area do quadrilatero ABCD, dados A(-2, 1),
B(3, 2), C(1, -4) e D(-1, -3).

Determine os valores de x para que o triangulo de vér-

tices A(x, 2), B(1, 4) e C(0, 3) tenha area igual a 6
unidades.

Calcule a altura relativa ao lado AB do triangulo cujos
vértices sao A(2, -5), B(6, -2) e C(5, -1).

(Unirio-
-,

e l—

RJ) Considere os 5

. A secante do angulo formado pelos vetores

vetores U=[\B,§J e

V=

<i —

N\—l
DN ~—

<i

u

(A) 2

+

2
<mJ_ © 22 J_
(UFF-RJ) Considere os vetores ii=(0, -2) e Vv=(-1, 0).
Determine um vetor unitario W tal que os vetores
(G+w)e (V+w) sejam perpendiculares.

1
(D) 5 (B)-2

(UFRJ) Sejam O = (0, 0), P= (5, 2) e P = (2, 5).

Girando em torno de O, no sentido trigonométrico
(anti-horario), o segmento OP de um certo dngulo 6,
o ponto P transforma-se no ponto P’. Determine cos 6.

(UENF-R]) No sistema de coordenadas cartesianas
abaixo esta representado o tridngulo ABC.

XV

141

t-U+2v (t ER) sejam também ortogonais, o valor de t

40

a4

42

43

44

Em relacdo a esse triangulo:
a) demonstre que ele é retangulo;

b) calcule a sua area.

(UFR)) V,,V,,V, eV, sdo vetores ndo nulos. Cada ele-
mento a, da matriz A, apresentada a seguir, € o produ-
to escalar de V, por V.

[3 0 -2 3]
o 1 41 1
e 2 2
2 1 4 0
3 1o s
2

Determine o angulo entre os vetores V, e V,.

Os vértices de um tetraedro séo os pontos O = (0, 0, 0);
A=(2,0,0);B=(0,3,0)eC=(0,0,4).
A maior aresta do tetraedro mede:

(A)6,5 (B)6,0 (C)55 (D)50 (E)4,5

Consideremos os seguintes pontos do R*: O = (0, 0, 0),
A=(,0,0),B=(0,1,0)e C=(0, 0, 1). A area total da
superficie OABC é um ndmero s tal que:

(A)2,5<s5<2,7 (D) 2,7<s5s<29
(B)21<s<2,3 (E)2,3<s5<2,5
(O 19<s<2]1

Sejam x=(, 1, 0), y

res do R3. Sobre a igualdade o X
mos afirmar que:

=(2,0, -Nez

=(-4, 2, 3) veto-
X+ By=z

pode-

(A) é verdadeira se afy = -1.

(B) é verdadeira para uma infinidade de valores de af.
(C) nunca é verdadeira.

(D) é verdadeira se o + B = 2.

(E) é verdadeira se o + B =-1.

Se U eV sdo vetores unitarios e ortogonais, entdo o
produto escalar de (4 + V) por (U - V) vale:

(A) 0
(B) 1

(O -1

(D) 2u
(B)2(@u - V)

Ec 3 N\l
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45 (Uerj) As contas correntes de um banco sdo codifica- i 49 (PUC-R]) Ache um vetor (x, y, z) em [R* tal que o pro-
das através de um nimero sequencial sequido de um duto vetorial (1, 1, 1) X (x, y, 2) sejaigual a (1, 0, -1).
digito controlador. Esse digito controlador é calculado
conforme o quadro abaixo: : /50 (UFF-R]) Considere o paralelepipedo retangu-

lo de dimensdes T m, 4 m e 3 m e os vetores
PROCESSO DE CODIFICACAO ii=FM, v =FG e w =Fl representados na figura.
DE CONTAS CORRENTES N ~
Ndmero sequencial: abc — vetor ii=(a, b, c) : ‘ '
Ano de abertura: xyzw — vetorv=(y, z, w) 5 G H
Produto escalar: i-v=a-y+b-z+c-w /f """""""""""""""""""""" /
: 7
Digito controlador: ~ d — € o resto da divisdo do | : M Q
produto i-v pela constante | : : T %a B i
m

11; para resto 0 ou 10, d = 0.

—

3|}

Bl
A conta 643-5, aberta na década de 1980, foi cadas- ' &

trada no ano de: E incorreto afirmar que:

(A) 1985 (A) o produto escalar entre i ev é zero.
(B) 1986 (B) o produto vetorial entre i ev tem mddulo 3.
(C) 1987 (C) o médulo do produto misto entre &, v ew vale 12.
(D) 1988 (D) o médulo de (v+w) éigual a 5.
46 (Unificado-R]) Se o angulo formado pelos vetores (E) o médulo de (i+v) éigual a norma de w.
U(2x, 4, 3) e v(-x, x, 0) é agudo, entdo: '
51 (Unificado-R]) O menor valor do parametro k para o
(A) x<-1 (D)0 <x<2 : qual os vetores @ (2,1, 0), v (1, k, 4) e Z (3, 1, —4k)
(B) x<0oux>2 (E)2<x<3 sdo coplanares é:
: 1
(©-1<x<1 (A) -1 (D) >
47 (PUC-_R]) Se Gxb=v, o produto vetorial (26+B)>< (B) 1 (E) 1
(a+3b) éigual a: 2
A4V (B)SY (C)6v (D)7v  (E)12v ©0

48 (Unificado-R]) Considerando a figura abaixo, no plano 52 Considere os vetores, do R’ u=(3, -2,0) e

XOY: v =(0, -2, 3), determine o vetor w de modo que:
A :

Woi=6
W xii=(4,0,0)

B (0,12)¢ 53 Um cubo tem 2 cm de aresta. Toma-se um ponto P

: da aresta CD tal que CP=t e constréi-se o triangulo
ABP. Calcule t de modo que a area desse triangulo seja
minima.

D (0, 4)¢

*~—e » : B

A C
(3,0) (50

a) calcule o produto vetorial AB xCD; ;,:P 5

b) obtenha as coordenadas do ponto I.

A T3 142
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54

55

56

57

58

59

(Uerj) A figura do R* abaixo representa uma piramide
de base quadrada ABCD em que as coordenadas sdo
A(0, 0, 0), B(4, 2, 4) e C(0, 6, 6), e o vértice V é equi-
distante dos demais.

A partir da andlise dos dados fornecidos, determine:

a) as coordenadas do vértice D e a medida de cada
aresta de base;

b) as coordenadas cartesianas do ponto V, conside-
rando que o volume da piramide é igual a 72.
Determine, quando possivel, o nimero k de modo que
os grupos de vetores abaixo sejam LD.
a) U—2veli—kv
b) (k=1 +V e4di+(k+T)Vv
Sendo i e v vetores do R?, verifique se os conjuntos de
vetores sdo LD, supondo que i e v sejam LI.
a)id+vel -V
b) 24 - 3vebd -7v
Determine as relagGes existentes entre os vetores:
N
a) V,(3, -2) e v, -2, —
2{ 3
b) \71(3/ 11 2)/ \72(5' _11 4) e ‘73(1/ _51 2)

Sejam d, b e C vetores tais que a e b sdo linearmente
independentes. Podemos afirmar que:

(A) os vetores G+ C e b+ € s3o LI.
(B) os vetores d + € eb+C s3o LD.
(C)se c=xa, x#-—1,entdo d+cC e b+ ¢ sdo vetores LI.

(D)sec#0,entdo a+cCe b+ ¢ sdo vetores LI.

(E) nenhuma das afirmacdes acima é verdadeira.

Dados 6:7+7—I~<,B:?—7,5:7+27—E,c0n-
sidere as afirmacoes a seguir:

143

60

61

62

) @, b e € sdo linearmente dependentes.
Il) a é ortogonal a b.

) cos (@, &)= ——

. V15
IV) b e ¢ sao linearmente independentes.
Dentre elas:
(A) apenas a Il é veradeira.
(B) duas sa@o verdadeiras e duas falsas.
(C) alll ealVsao falsas.

(D) todas sao falsas.

(E) todas sao verdadeiras.

Considere as seguintes afirmacdes, onde ad = 2i + 7 —k,

b=-2i—j+k, c=i+j+ked=2i+3j—k:

I) d e ¢ sdo linearmente dependentes.

ydeb geram um plano.

Iy (d, &, d) geram o espaco.

IV) @, b e ¢ sao coplanares.

V) G, b e d sio linearmente dependentes.

Conclui-se que:

(A) quatro sdo verdadeiras e uma é falsa.

(B) trés sdo verdadeiras e duas sao falsas.

(C) duas sao verdadeiras e trés sao falsas.

(D) apenas uma é verdadeira.

(E) todas sao verdadeiras.

Sejam a e b vetores quaisquer. Entdo podemos afir-

mar que:

(A)sede b sdo LD, entédo existe um Unico par(x, y) tal
que xd + yb=0.

(B)se de b sdo LD, entdo existe mais de um par(x, y)
tal que xa + y5=0.

(C)seae b sdo LI, entdo os vetores xd e yB sdo LI.

(D)se existem escalares x, y tais que xd e yB sao LD,
entdo d e b séo LI.

(E) nenhuma das afirmacgdes anteriores é verdadeira.

Mostre que os vetores v(a, b) e w(c, d) do R? sdo line-
armente dependentes (LD).

Ec 3 N\l
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63 Mostre que os vetores v, ={a,, b,, ¢,), v, =(a,, b,, ¢,) 67 No prisma quadrangular regular abaixo, a altura é
ev,=(a,, b,, c,) do R*sdo LD. o quadruplo da aresta da base. M e N sdo tais que

AM = lAEe BN = lBF.
4 2

64 Calcule os valores de a de modo que os vetores
(8,0, a), (a?,0,-1) e (0, @ 1) sejam coplanares. : D C

65 | e sdo pontos médios das arestas do cubo. Calcule o
angulo IK] e a area do triangulo IJK.
K

66 Dois vértices A e B de um triangulo isésceles tém como
coordenadas (3, 0) e (0, 3) respectivamente. Calcule
as coordenadas do terceiro vértice C de forma que a

drea do triangulo seja 15. Calcule o angulo DMN e a area do triangulo DMN.

\’
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CAPITULO 11l

GEOMETRIA ANALITICA NO PLANO

Rufous/Shutterstock

A Geometria Analitica € uma maneira de resolver problemas de geometria fazendo bom uso de alge-
bra. Neste capitulo, estudaremos a Geometria Analitica do plano, incluindo equagées que representam
retas, circulos e conicas.
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3 - GEOMETRIA ANALITICA NO PLANO
3.1 - Reta no R?

3.1.1 - Equacao da reta que passa por dois pontos

VA

>
@) X

Seja P um ponto variavel no plano R? de coordenadas (x, y). P descrevera a reta
suporte de P, e P, se em qualquer posi¢cao tivermos P, P, e P em linha reta; logo:
— X=X, X,—X
det PP, PP,)=0 =
Y=ri YV.=N

Utilizando a regra pratica para a area do tridngulo:

=0

= XYyt XY+ XY, XY - XY, X0, =0

que nos leva a: (Y1= V)X + (=x)y +(X,y,= %,y) =0
Ou seja: ax + by + ¢ = 0. Todas as solugdes desta equacdo sdo pontos da reta que

passa por P, e P,. Esta equacao ¢ a equacao geral da reta: ax+by+c=0

Exemplos:

i)  Dar a equagdo da reta que passa pelos pontos A = (1, 3) e B = (2, -3).

— — x—1 1
det (AP, AB)=0 = =
y-3 -6 P(, )
-6x+6-y+3=0 B
AB: 6x+y-9=0 A

A I3 146
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[1 2 x 1]
= —-3+2y+3x-y+3x-6=0

ou
S =3 7 3J 6x+y—-9=0

ii) Dar a equagdo da reta que passa pelo ponto A = (2, 1) e é paralela ao
vetor v =(3, 5).

O ponto B sera: B=A+AB=A+7
B=(2, D+(3, 5)=(5, 6)
Recaimos no problema anterior.

x-2 3
=0=5x-10-3y+3=0

5x-3y-7=0

det (AP, AB)=0=

2 5 2
ou L p x 1] = 12+5y+x-2y-6x-5=0
y S5x-3y-7=0

iii) Dar a equagdo da reta que passa no ponto A e € normal ao vetor n.
Dados: A=(1,3)en=(3, -2)

AB= ﬁi90°
Tomemos 7 ., =(-2, —3):

B=A+AB=(1, 3)+(-2, —3)

B=(-1, 0)
|
—_ x—1 -2
det (AP, AB)=0 = =0 NOTA
y-3 -3 Os coeficientes de x e y sdo

as coordenadas do vetor n.

—3x4+3+2y-6=0 = 3x-2y+3=0
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NOTA

Esta deducdo também
poderia ser obtida girando
o vetor normal 90° como
feito no exemplo anterior.

NOTA

Os coeficientes de x e y
sdo, respectivamente, as
coordenadas do vetor
normal n=(a, b). Para se
obter ¢, da-se a x e y as
coordenadas de um ponto
dareta P, = (x,, y,)-

\Qg

oull 1 X Y 5 0-y43x—y-04+43-0 = 3x-2y+3=0
3 0 y3

Se tivéssemos tomado AB = N4 = (2, 3), teriamos:
B=A+ny =(1, 3)+(2, 3)=(, 6)
— = 2 x-1
Logo, det (AB, AP)=0 = =0 = 2y-6-3x+3=0
3 y-3 3x-2y+3=0

1 3 x 1
ou —v—6x-9=
[3 5 7 3}:> 6+3y+3x—y-6x-9=0
3x-2y+3=0

que resulta na mesma equacao.

3.1.2 - Reta que passa por um ponto P, = (x,, y,) € € normal a
um vetor n = (a, b)

r

P(x, y) 7i(a, b)

Py(xy ¥o)

el 4

A reta r € o conjunto dos pontos P tais queﬁLﬁ, isto é:
PP-ii=0 <

& (X=X, ¥=V,)-(a, b)=0 &

& ax—ax,+by-by, =0 &

& ax+by—(ax,+by,)=0

Chamando de ¢ = - (ax, + by,), temos:
ax+by+c=0
que é a equacdo cartesiana da reta r.

Note que multiplicando ambos os membros da equacao por k = 0, temos outra
equacdo que representa a mesma reta:

kax + kby + kc=0
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Assim, a condig¢do para que as retas ax + by + c =0 e Ax + By + C = O represen-
tem a mesma reta €é que seus coeficientes sejam proporcionais:

Exemplos:

i)  Dar a equagdo da reta normal ao vetor 7i=(2, 3) e que passa pelo ponto
A=(-1,4).
Como 71=(2, 3) é normal a reta, sua equagao serd 2x + 3y + ¢ = 0. Por ou-
tro lado, o ponto (-1, 4) pertencendo a reta satisfara sua equacao, logo:
2-(-1)+3-4+c=0&c=-10
A equacgdo da reta sera entao:
2x+3y-10=0

ii) Determinar a equacao da mediatriz do segmento AB, onde A = (1, 4)
eB=(5,-2).

O ponto de passagem da reta € o ponto M, médio do segmento AB,
entao:
A+B
2

M=

=3, 1

O vetor normal 71 é o proprio vetor AB, logo:
ii=AB=B-A=(4, -6)

A equagdo da mediatriz serd entdo:

4x-6y+c=0

Como M = (3, 1) pertence a reta, vem:

4-3-6:-14+c=0=c=-6

A equacao ficara:

4x-6y-6=0
que, dividindo ambos os membros por 2, dara:
2x-3y-3=0
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NOTA

Convencionaremos que se
um dos denominadores for
0, o coeficiente também
sera 0.
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Outra solucdo:

O presente exercicio poderia ser resolvido tendo em vista que a mediatriz
de um segmento € o “lugar geométrico dos pontos de um plano equidis-
tante dos extremos do segmento”.

Assim, os vetores AP e BP t2m o mesmo modulo, logo:
R ={(x, y) & R[] =[BEl }
AP=P-A=(x-1,y-4) = ”74—I5||=\/(x—1)2 +(y-4)

BP=P—B=(x-5, y+2) = |BB|=\[(x=5) +(y+2)
Igualando, vem:

V=17 +(y=4)" =J(x=5)" +(y +2’

X =2x+1+y* -8y +16=x">-10x+25+y* +4y +4
8x-12y-12=0 = 2x-3y-3=0

iii) Determinar a equacdo da altura relativa ao vértice A do tridangulo ABC em
queA=(1,3),B=(-1,2)eC=(3,0).

A

=sr
@)

h

O vetor normal serd i=BC=C-B=(4, —2), logo a equagdo da altura h sera:
4x -2y +c=0

Como A € h, suas coordenadas satisfardo esta equacao, logo:
4-1-2-3+c=0=c=2

A equagdo da altura sera entdo:

4x-2y+2=0
que, simplificada, dara:
2x-y+1=0

iv) Dar a equacdo da reta r, paralela a reta r, de equacdo x + 2y — 3 = 0, que
passa pelo ponto A = (-3, 0).

A7

ol h

i T,
A
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Como r, € paralela a r, tem 0 mesmo vetor normal que r,.

Assim, 11, =1, =(1, 2) (coeficientes de x e y).

A equacdoder,sera: x+ 2y +c=0

Como o ponto de passagem é A = (-3, 0), suas coordenadas satisfazem
esta equacao, entao:

-3+2:0+¢c=0=c=3=rx+2y+3=0

Exercicios resolvidos:

1) O quadrado PQRS tem a origem no seu interior. Os vértices P e Q sdo:
P=(3,0) e Q=(0, -1). Determine os vértices R e S assim como as equa-
¢cOes das retas RS e QR.

Solugdo:

Devemos ter: R =Q +QR

Como QR se obtém de QP por uma rotacao de 90°, vem:
@:P—Q:(&. 1) = @:(—1, 3) de onde:

R=(0,-1) + (-1, 3)=(-1, 2)

Analogamente:

S=P+QR=(3, 0)+(-1, 3)=(2, 3)

Para obter a equacao do lado RS, o vetor normal sera 71 = Qﬁ =(-1, 3)eo
ponto de passagem R = (-1, 2), logo a equagdo sera:
x+3y+c=0com-(-1)+3-2+c=0=c=-7

—x+3y-7=0.

Para o lado QR, o vetor normal serd QP =(3, 1) e o ponto de passagem
Q= (0, -1), logo a equacao sera:
3x+y+c=0com3:-0-1+c=0=c=1

3x+y+1=0

Resposta: RS: —x+3y-7=0eQR:3x+y+1=0
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2) Determinar as coordenadas do ponto simétrico de A = (-1, 3) em rela-
¢do a reta de equacdo x -2y + 5 = 0.

Solucao:

Vejamos se o ponto A = (-1, 3) pertence a reta. Para isso, basta verificar
se as coordenadas do ponto A satisfazem a equagdo da reta:
-1-2-3+5=-2=0
Logo o ponto A ndo pertence a reta.
Para determinar o ponto A’, calculemos primeiramente o ponto M per-
tencente a reta . O vetor AM é normal a reta, logo:
AM=k-n=k-(1, —2)=(k, —2k)
(multiplicamos por k porque ndao sabemos o seu comprimento)
O ponto M sera entao:
M=A+AM=(-1, 3)+(k, —2k)=(-1+k, 3-2k)
Como M deve pertencer a reta, suas coordenadas satisfazem a equacdo
da reta, logo:

(3

(11K)-2-(3-2K)+5=0 = k=2 = M=|-3,
5 s

O ponto A/, simétrico a A em relacao a reta, sera:

a=M+am=[-3, B [2, -2 (-1 Z
5' 5 )\5 75 5'5

1)
S )

Posicoes particulares da reta

Conforme o valor dos coeficientes a, b e ¢, temos:

1)a=0
Ox+by+c=0

y= %C — reta paralela ao eixo Ox
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yA

S| o

[ Bav]

[ 7(0, b)

2)b=0
ax+0y+c=0

=@ .
x=— — reta paralela ao eixo Oy
a

V 4

3)c=0
ax+by+0=0
ax + by =0

Como esta equagdo tem seu termo independente nulo, o ponto O = (0, 0) a

satistard, uma vez que a-0+b-0=0.

Logo, a equagdo ax + by = O representa uma reta que passa na origem das

coordenadas.
VA

fi(a, b)

N /

153

><V

NOTA
Quandoa=c=0,
temos y=0, que é a
equacao do eixo Ox.
Analogamente, x=0¢é o
eixo Oy.
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Exercicio resolvido:
O que significam as equagdes no R??
a) 2y+3)x+2y-1)=0
b) yx*-5x+6)=0
0 x(x*-5xy-6y*)=0
Solucédo:
a) Temos2y+3=0oux+2y-1=0.
A primeira € uma reta paralela ao eixo Ox, passando por P {0, —%) A
segunda € uma reta perpendicular ao vetor ri=(1, 2). Assim, a equacao
inicial representa a unido das duas retas.

Ay
x+2y-1=0

iR _ 3
Q y=-3

= o)

b) Temosy=0oux®>-5x+6=0.

A equacdo y = 0 representa o eixo Ox.

A outra nos da x = 2 ou x = 3, que sao duas retas paralelas ao eixo Oy, pas-
sando por (2, 0) e (3, 0).

Assim, o lugar dos pontos € a uniao do eixo Ox com as retas x =2 e x = 3.

A) x=2 x=3
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|
c) Agora temos x = 0 ou x*>— 5xy + 6y* = 0.
A primeira equacao € o eixo Oy. NOTA

) O moédulo nédo é necessério,
A segunda nos da: pois ja temos ambas as

5 B opgdes de sinal a frente da
e Sy £4/25y° - 24y _ Syxy raiz.

& x=3youx=2y
2 2

que sdo duas retas que passam pela origem.

O lugar dos pontos que satisfazem a equacao inicial € a unido das trés
retas citadas.

yAL

3.1.3 - Reta paralela a um vetor

Seja P, = (x,, y,) um ponto de passagem da reta [ e V=(r, s) um vetor paralelo
aretal.

Y 4

® >
O r X

Seja P = (x, y) o ponto descrevente da reta I. Temos que, para qualquer ponto P messsssssmm

da reta, o vetor PP serd paralelo ao vetor v. Como PP=P-P =(x-x,, y—y,) e NOTA
- Se um dos denominadores
v=(r, s) desta equacio for nulo,
convencionaremos que o
X=X, V=V, nume’rador co[respondente
- = —S também o sera.

que é a equacgao simétrica da reta.
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Os nameros r, s sdo chamados parametros diretores da reta e o vetor v =(r, s)
¢é o vetor diretor.

3.1.4 - Equacdes paramétricas da reta

Consideremos as razoes que definem a reta / e a chamemos de t. Temos entdo:
X—X - . A
X=X V7o ¢ (t € o parametro)
r s

Dai, igualando cada razdo a t, vem:

X—X,

=t = x—-x,=1 = x=X,+71t
"

Y=Y
N

=t = y-yY,=St = y=y,+st

X=X, +1t
que sdo as equacOes parameétricas da reta:

y=y,+st

Exemplos:

i) Dar as equagOes simétrica e paramétricas da reta que passa por
A =(1, 2) e é paralela ao vetor V=(2, —2).
Temos:
x-1 y-2
2 =2
que € a forma simétrica.

Igualando essas razdes ao parametro t, vem:

X—_lzt = x=1+2t
2 {x:1+2t
=
r-2_; . y=2-2t y=2-2t
-2

que sdo as equagoes paramétricas.

ii) Achar um vetor paralelo a reta 2x + 3y — 6 = 0. Determinar entdo as

equagoes simétrica e paramétricas desta reta.

Tomemos dois pontos da reta. Por exemplo:
a) x=0 = 3y-6=0 = y=2
A=(0, 2)
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b) y=0 = 2x-6=0 = x=3
B=(3, 0)

O vetor AB=B—A=(3, —2) serd o vetor v paralelo a reta; v=(3, —2).
O ponto P, de passagem sera o ponto A ou o ponto B.

Tomemos A = (0, 2). A equacao simétrica sera:

x-0_y-2

3 -2
Igualando ao parametro t, vem:

X_ V_—ZZ =t, resultando em:

3

[x=3t

1 y=-2t+2
que sdo as equacgoes paramétricas.
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EXERCICIOS DE FIXACAO

Em cada item abaixo, determine a equacdo da reta que
passa pelo ponto A e é perpendicular ao vetor 1.

a) A(2,3)en= (4,3)

b) A(5,-2)en=(7,-1)

) A(5,0)en=(-5,2)

d) A2 4)en=(,0)

e) A(6,1)en=(0,3)

f) A(,0en=(5,7)

Determine a equacdo da reta que passa pelo ponto
(5, 2) e é paralela ao eixo das abscissas.

Considere os pontos A (3, 1), M (1, 3) e N (5, 2). De-
termine a equacdo da reta que contém A e é perpen-
dicular ao vetor MN.

Determine a equacdo da reta que passa pelo ponto
(=2, 7) e é paralela a bissetriz dos quadrantes pares.

Qual a equacdo da reta que passa pelo ponto (3, 4) e
é paralelaareta3x—y+2=0?

Considere o vetor v =(7, 2) e o ponto P (5, 5). Qual a
equacdo da reta que contém P e é paralela ao vetor v?

\ Qg
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10

11

12

13

Determine a equacdo da reta que passa pelo ponto
(-6, -2) e é perpendicular a reta 5x + 3y + 1 = 0.

Determine a equacdo da reta que passa pelos pontos
(10, 1) e (11, 5).

Dados os pontos A (-1, 5) e B (5, 7), pede-se a equa-
¢do da mediatriz do segmento AB.

Considere o triangulo ABC, cujos vértices sdo A (1, 7),
B (5, -2) e C (9, 4). Pede-se:

a) a equacao da altura relativa ao vértice A.

b) a equacdo da mediana relativa ao vértice A.

Dé as equacbes paramétricas da reta que passa pelo
ponto P e que é paralela ao vetor v em cada caso:
aP=(,2)ev=(76)

b)P=(-1,4)ev=(3,3)

x=2+3t

Dé a equacdo geral da reta definida por: {y 54

Seja a reta r que passa pelos pontos A (4, 0) e B (0, 2).
Encontre a equacéo da reta simétrica de r em relacdo
ao eixo dos x e ao eixo dos y.
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3.1.5 - Forma segmentar da reta

E a equacio da reta em fungido dos segmentos que a mesma determina sobre

0S eixos.

A)

\ Qo, 9

r

P(p, 0)

T\

.

Sejam P = (p, 0) e Q = (0, g) os pontos que a reta r define sobre os eixos
coordenados. A reta r € paralela ao vetor PQ =Q - P=(-p, q) e passa pelo ponto

P=(p, 0).
Temos:
X— -0 X
p = y_ = ——4+1= X
—p q P q
< XL Y . F———
Entio: —+==1 que é a forma segmentar. NOTA
P4 A forma segmentar se
presta a marcacdo da reta
no referencial xOy com
Exemplos: facilidade.
i)  Escrever a equacdo 2x — Sy + 10 = O sob a forma segmentar.

Calculemos as coordenadas na origem p e q:

=0

X -5y+10=0 = y=2=
y=0 P

=
= 2x+10=0 =

P
Logo, a forma segmentar sera: = % =1

Podemos obter esta equagdo também como segue:

2%-5p+10=0 = 2x-5y=—10 = X 4= _4
10 -10

Logo:i+X:1
SENY)

Determinar a equacdo da reta r que passa pelo ponto A = (-3, 10) e de-
fine com os eixos um triangulo de area 7,5.
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|
NOTA
Se o= grad , tga ndo

existira e a equacao
reduzida fica sem sentido.

NOTA
Se for obtuso, a
demonstracdo é anéloga.

\Qg

Devemos ter: E+Z = 1eﬂ= _E

q 2 2
Como o ponto A = (-3, 10) pertence a reta 7, vem:

__+_=1 — =
N [ 3g+10p=pq
pq==15

Substituindo o valor de p= iE:

—3qi@=i15 = ¢"+5¢+50=0
q

Temos entdo quatro equacdes: g> + 5q — 50 = 0 de raizes g = 5 ou g = -10,
q* + 5q + 50 = 0, que ndo tem raizes reais, g> - 5q + 50 = 0, que também
ndo tem raizes reais e g*> — 5q — 50 = O de raizes g = 10 ou g = -5. Podemos
entao escrever:

=

X
ara g=5 = =13 = —+<=1
p q p 3 s
3 X y
ara ¢q=-10 = =*t— = ——+———=1
P q p > +§ ~10
"2
3 X y
=10 =t= = ——+ =1
para g = p 5 +§ 10
2

parag=-5 = p=+3 = —~—4+L _q
3 -5

3.1.6 - Equacao reduzida da reta
£ a equacdo da reta em que se explicita y como funcio de x.
Para obté-la, consideremos a reta r que passa pelo ponto Q = (0, g) e forma um

A T .
angulo o # 5 com o eixo Ox.

yA

= v

Seja P = (x, y) o ponto descrevente da reta no tridngulo retangulo QRP.
Tem-se:

yY—q
tgo=4—1
go p
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Chamando tgo de m, a equacéo fica: F——
NOTA

Esta é, exatamente, a
equacao da funcao afim
cujo grafico é uma reta.

que é a equacao reduzida da reta. O nimero real m é chamado coeficiente angu-
lar e o namero g é chamado coeficiente linear da reta.

Conforme o valor do coeficiente m, temos:

1) Se m >0 = o € agudo = a funcdo representada pela reta € crescente.

2)Se m =0 = a =0 = a fungdo é constante.

3) Se m < 0 = «a é obtuso = a funcgao é descrescente.

m=Y"49 - y=mx+q
X

A y Ay
N \ﬁ
/i o o -~
/@_ \O/j o) g © \k X
10 X
m>0 m=0 m<0

O coeficiente g ¢ a ordenada do ponto da reta sobre o eixo Oy.

Ay
Ay ALy
q
o X
[e) > O =x
X q
q>0 q=0 q<0

3.1.7 - Equacao da reta que passa por um ponto com
inclinacdo a em relacao a Ox

VA .
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\Qg

Devemos ter: y = mx + q

Como a reta deve passar por um ponto P, = (x,, y,), sua equacao devera ser
satisfeita para as coordenadas do ponto, logo y, = mx, + g. Eliminando o parametro g,
subtraindo membro a membro essas duas equagdes, vem:

y-Y,=m(x-x,) ,que ¢ aequacdo da reta que passa por um ponto.

Exemplos:

i)  Calcular a equacdo da bissetriz dos quadrantes pares.
A inclinag¢do em relacdo a Ox é a = 135° e m = tg135° = 1. Como a reta
passa pela origem, g =0, o queda y = — x.

ii) Determinar a forma reduzida da reta de equagdo 3x — 2y + 6 = 0.

3
Basta tirar o valor de y. Entdo 2y = 3x + 6, o que nos da y = EX+3'

3 . 2
Como m= 5 >0, estareta forma com o eixo Ox um angulo agudo e, como

q =3 >0, ela corta o eixo Oy acima da origem.

iii) Calcular a equacdo da reta que passa pelo ponto A = (-1, 5) e forma 30°
com o eixo Ox.
y=Vo=mx-X)) =y-5=(tg30°) - (x+1)

;3

Logo:y:?3(x+1)+5

3.1.8 - Angulo entre duas retas

Consideremos as retas r, e r, de coeficientes angulares, respectivamente m, e
m,, formando um angulo 6:

VA

=V

Sabemos que tg o, =m, e tg o, =m,. Assim, se o, > o

tgocz—tgocl — m, —m,

tgo=tg(a, -0, )=
g0=18(0, 1) 1+tga, - tga, 1+mm,
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Se o, > a,, a ordem dos coeficientes se inverte. Em geral:

m, —m,

tg 6=
& 1+mm,

Casos particulares:

Retas paralelas
Duas retas y = mx + q, € y = mx + g, serdo paralelas se, e somente se,
m, =m,.

Retas perpendiculares
Duas retas y = m x + q e y = mx + q, serdo perpendiculares se, e somente se,

m, - m,= —1.

Exemplos:

i)

iii)

Calcular o angulo das retas de equagoes:

3x-y+5=0 e 4x+2y-1=0

3x-y+5=0 4x+2y-1=0

-y=-3x-35 2y=-4x+1

y=3X+5 y:—zx+%

m, =3 m,=-2
memm| | 2281 L gus

tge_\lmqlrnz|"|1+3-(—2)\

Determinar a equagdo da reta que passa por (-1, 2) e forma 45° com a
reta de equacao 6x — 2y + 5 = 0.

Temos que 6 =45°, entao tg6=1ey = ﬁ - %, entao m, =3
Logo, tgo =21 1= 3 L _3=+(143m,)
1+mm, 1+3m,

que da: m, :% oum,=-2.

As retas possiveis serdo: y -y, = m(x - x,)

a) y—2=%(x+1) = x-2y+5=0

b) y-2=-2(x+1) = 2x+y=0

Determinar a reta que passa por A = (2, -1) e que:
a) € paralelaay=3x-5.

b) é perpendicular a y = 2x + 1.
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NOTA
Neste caso, 6:% e,

portanto, Atg 6,

ou seja, o denominador
1+m -m,=0.
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\Qg

a) Como areta deve ser paralela, o seu coeficiente angular deve ser o mes-
mo (m,=m,), logo m = 3 e a equacgao fica: y + 1 = 3(x - 2).

b) Se a reta deve ser perpendicular, o seu coeficiente angular deve ser o

e . - 1
simétrico do inverso do coeficiente angular da reta dada [mz =——|,
1

logo m=—5 e a equacao fica: y+1=—%(x—2).

3.1.9 - Distancia de um ponto a uma reta
VA

Py= (X ¥y)

P=(x,»

<
(@] Xo X

Seja r a reta de equagdo ax + by + ¢ =0 e o ponto P = (x,, y,). A distancia d do
ponto P a reta r € o cateto P D do triangulo retangulo P DP.

Temos:

d=PP, cos6=(y,—y) cos®

Como o vetor normal a reta 7i=(a, b) forma com o eixo Oy o mesmo angulo 9,
b

NJa? +b?

Logo: d=(y,-y)- J

temos: cos0 =

b — by 0o by
@+ Ja* +1
Por outro lado, como o ponto P ¢é da reta r, suas coordenadas satisfazem a
equacao da reta, logo:

ax,+by+c=0 = by=-ax,-c
Substituindo em d, vem:
by, —(-ax,—c) ax,+by,+c
Ja* + b N
Como o numerador pode ser negativo, devemos ter:

d=

ax, +by, +c

Na? +b?

d:

164



GEOMETRIA ANALITICA NO PLANO CAPITULO 111

Exercicios resolvidos:

1y

2)

3)

Calcule a distancia do ponto P = (-1, 5) areta 3x + 4y + 3 =0.

Solucdo:
p 3-(-1)+4-5+3| 20

- Jo+16 S
d=4
Dé a equacao do lugar geométrico dos pontos que distam duas unida-
des da reta Sx — 12y + 1 = 0.
Solucdo:
Sx—12y+1

\V25+144

Resposta: Temos, entdo, duas retas: Sx —-12y — 25 =0 ou Sx — 12y + 27 =0,
paralelas a reta dada.

=+2 = 5x-12y+1=x26

Calcule as equagoes das bissetrizes dos angulos das retasr, = A x + By +
+C =0er,=Ax+By+C,=0.

Solugdo:

VA

IS 4

(¢}

A bissetriz do angulo de duas retas é o lugar geométrico dos pontos do
plano equidistantes das duas retas.

Sejam:

r:Ax+By+C =0e

r,:Ax+By+C,=0

_ ‘A1x+B1y+Cl‘ _ ‘A2x+B2y+C2‘

JAZ +B? JAZ +B2
CAx+By+C, +A2x+B2y+CZ
JAZ +B? - [AZ+B2
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4) Ache as equacdes das bissetrizes dos angulos formados pelas retas

3x—4y +5=0e5x+12y-26 =0.

Solucao:
De acordo com o exercicio anterior, temos:
3x—4y+35 =+5)(+12y—26

J9+16  25+144

39x — 52y + 65 = £(25x + 60y — 130)
Entao:
39x — 52y + 65 = 25x + 60y — 130
14x - 112y + 195 =0

ou
39x — 52y + 65 = -25x — 60y — 130
64x +8y-65=0
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10

Os pontos A= (k, 0), B=(1,-2) e C=(3, 2) sado vértices
de um triangulo. Calcule k.

Dé a equacdo da reta que passa pelos pontos (0, 1) e
@, 0).

Areta x + 3y — 2 = 0 intercepta os eixos Ox e Oy, res-
pectivamente nos pontos P e Q. Calcule-os.

Calcule os valores de k, para os quais a equacado
(k—3)x—(4-k?) y+ (k* - 7k + 6) = 0 representa uma

reta que passa na origem.

Areta y = ax + b é tal que:

X1V
3| 2
510

Calcule o valor de y quando x = -2.

A reta que passa pelos pontos A = (-2, 1) e B = (5, 3)
intersecta os eixos coordenados nos pontos M = (m, 0)

e N = (0, n). Calcule o valor de E:%(n—m).

Trés pontos A, B e C, pertencentes a reta r de equacgao
3x-y+1=0, tem suas abscissas em progressao arit-
mética. O ponto A é a interseccdo de r com o eixo das
abscissas, a ordenada de C é 8 e B esta entre A e C.
Calcule B.

Determine o ponto de interseccdo das retas x+ y—2=0
ex—-y+1=0.

Se o ponto (a, b) é a interseccdo das retas x + 2y =5 e
2x -y =10, entdo qual é o valor de a + b?

Para que as retas 6my + 3nx =-13 e 20my + 3nx = -34
passem pelo ponto (2, -3), quais devem ser os valores
de men?
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11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

Calcule a equacdo da reta que passa pela origem e
pela interseccdo das retas 2x + y — 6 =0 e x — 3y +
+11=0.

Calcule o perimetro do triangulo formado pelas inter-
seccoes dasretas x+y—-6=0,x=Tey=1.

Calcule a equacdo da reta paralela ao eixo Oy, que pas-
sa pela interseccdo das retas

y=2x+1e3y+2x-2=0.

Se o ponto (1, -3) pertence a reta 2x + ay— 3 =0, en-
tdo quanto vale o coeficiente a?

Sdo dados os pontos A= (1, 3) e B=(-2, 1). Calcule a
equacao da reta perpendicular a AB que passa em A.

Determine a distancia entre asretas r: x+ 2y+3=0e
s:x+2y+13=0.

Encontre os pontos da reta y = 2x que distam 3 unida-
des da reta 3x— 4y = 0.

Determine a distancia da origem do sistema cartesia-

no a reta de equagao XY
12 5

Determine a medida dos angulos formados pelas retas
2x+y+1=0e3x-y-1=0.
Determine o valor de k para que as retas y =%+k2 e

y=2k’x—1 sejam:
a) paralelas;

b) perpendiculares.
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3.2 - Circunferéncia no [R?

meeseeesssss 3-2.1 - Equacao cartesiana da circunferéncia
DEFINICAO

Circunferéncia. Definimos como circunferéncia o lugar geométrico dos pontos do plano
equidistantes de um ponto fixo do mesmo plano, chamado centro.
Seja C = (o, B) o centro e R o raio.
|
VA
NOTA
Embora circunferéncia e P(, y)
circulo sejam conceitos
distintos alguns autores Br-- B)
usam o termo circulo com
sentido de circunferéncia.
0 o X

Seja P = (x, y) o ponto descrevente do lugar geométrico.
Temos entdo:
|cP|=R. Mas CP=P-C=(x-a, y—B), logo:

Jax-0+(@-B? =R =  (x—a)’+(y—B)’ =R’

Esta equagdo é a equacdo da circunferéncia de centro C = (o, B) e raio R. De-
senvolvendo os quadrados, temos a forma polinomial da equacdo da circunferéncia.

C:x’+ y*— 20x-2By+0” + B> -R*=0

Caso particular:

Se o centro C = («, B) for coincidente com a origem O = (0, 0), temos a =B =0
e a equacao fica:
Ay

C: x> +y?=R?
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Exemplos:

i)

ii)

iii)

Encontrar a equacdo da circunferéncia que tem centro no ponto (3, 4)
eR=6.
x=-3)2+(y—-4)2=6>0ou x>+)?-6x-8y-11=0.

Dar a equacdo da circunferéncia tangente ao eixo Ox de centro (4, 2)
representada na figura.

C(4, 2)

R=2
(-4 + (y-2)2= 22

Determinar a equacdo da circunferéncia de diametro AB, sendo A = (1, 3)
eB=(5,-1).

A+B

Seja M o centro, logo M = =(3, 1).

|AB|=\4>+(-42 =42 = 2R=4y2 = R=22
(x=3)* +(y—1)* = (242)?

Exercicios resolvidos:

1y

Determine a equacdo da circunferéncia tangente a reta de equacao
2x -y + 6 =0, cujo centro € o ponto (3, 2).

Solugdo:

O raio serd a distancia do centro a reta, logo:

R=M=£=2\/§

NZES NG
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A equacdo da circunferéncia serd, entdo:
(x=3)" +(y-2)* = (25’
X —6x+9+y* -4y +4=20
X +y*—6x-4y-7=0
2) Aequacdo (x + 1) + (y — k)? = k* + 2k + 1 representa, para cada valor de
k, uma circunferéncia. Determine a circunferéncia dessa familia que:
a) passa pela origem;
b) passa pelo ponto A = (-1, 2);
¢) passa pelo ponto B = (-1, -1);
d) possui raio 3;
e) tem centronaretax +y—4=0;
f) o centro dista do ponto P = (-1, 5) 3 unidades;

g) tem raio minimo.

Solucdo:

a) Como a circunferéncia passa na origem, o ponto O = (0, 0) devera satis-
fazer a equacdo da circunferéncia, logo:
O+1)2+0-k2=k*+2k+1
1+k*=k*+2k+1 =k=0, e aequacdo fica:
(x + 1)> + > =1 de centro (-1, 0) e raio 1.

b) A equacdo agora devera ser satisfeita para o ponto A = (-1, 2):

~1+1)*+(2-k)* =k*>+2k+1 = k=%

2
e a equacdo fica: (x+1)° +(y—%] :%

p . Aot 1 o 3
que € uma circunferéncia de centro -1, 5 € ralo —.

2

¢) Substituindo as coordenadas (-1, -1) na equacao da circunferéncia:
x+ 1)+ (y-k*=k*+2k+1, vem:
-1+1)2+(-1-k?2=k*+2k+1=0=0

Esta identidade mostra que o ponto (-1, -1) satisfaz todas as circunferén-
cias da familia, logo, elas passam por um ponto fixo.

d) Basta fazer R>=9, ou seja, k> + 2k + 1 = 9, que da:
k=-4ouk=2
k=-4=x+1>2+(y+4)?*=9=C=(-1,-4)eR=3
k=2=x+1>+{y-2)*=9=C=(-1,2)eR=3
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e) Calculemos o centro C = (-1, k) e de forma que pertenca a reta x +y—4=0.
Temos:

-1+k-4=0=k=5=x+12+(y-5)?>=36
que é uma circunferéncia de centro (-1, 5) e raio 6.

f) O moédulo do vetor CP devera ser igual a 3.
CP=P-C=(-1, 5)— (-1, k)= (0, 5-k)
Icpl=J0o?+(5-k?=3 = |5-kl=3 = k=2 ou k=8
k=2 = @+1)’+(-2°=9 = C=(-1,2)eR=3
k=8 = (x+1°+(y-8)°=81 = C=(-1,8)eR=9

g) Como o raio deve ser minimo, temos:

R*=k*+2k+1 = R=+k’+2k+1 que serdi minimo quando

y = k% + 2k + 1 for minimo.

y sera minimo para k = -1, que dara y = 0, logo, o raio serd nulo, o que
reduz a circunferéncia a um ponto.

A figura a seguir representa todas as circunferéncias encontradas nos
itens anteriores.

Ay

NOTA

Vocé consegue explicar o
porqué de todos os centros
estarem alinhados?

3) Calcule as equacoes das circunferéncias:
a) tangentes aos eixos coordenados (4 circunferéncias) de raio R;

b) tangentes as circunferéncias do item anterior.
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Solucao:

=V

a) Temos: C = (R, R)
(x-R)2+ (y-R)*=R?
Entdo as quatro circunferéncias tangentes aos eixos serdo dadas pelas
equacoes:
(x£R)>+(y £R)> =R* com todas as hipoteses para os sinais.

b) Temos que OC=R\/§, logo: OM=R\/§—R e OJ:R\/§+R.

Assim:
a) Circunferéncia de raio OM: x* +y* =R*(y/2 —1)?
b) Circunferéncia de raio OJ: x* +y* =R*(y/2 +1)?

3.2.2 - Determinacao do centro e raio da circunferéncia a

sessessssssss  Partir da sua equacao geral

NOTA
Se os coeficientes de x?

Seja a equacdo Ax?+ Ay>?+ Dx+Ey+F=0,A#0.

e y? forem diferentes, a Dividindo-a por A, temos:
equacdo representa uma D E F
Ani 2, .2
c6nica, COMo veremos nas X +y’+—x+—y+—=0 D
préximas secoes. A A" A

Comparando-a com a equacdo da circunferéncia de centro C = (a, B) e raio R:

X +y* —20x-2By+o’ +B*-R*=0 (IN)

vemos que (I) representa uma circunferéncia. Temos:

r—Zoc—E = oc——R
l? iA = Centro:[—%, —%]
2B== = B=-—o
P A P 2A
F F
o’+Bp’-R’=— = R=[o’+B ~—— R>0
B . ot +B - R>0)
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Exemplo:

Dizer se as equacdes a seguir representam circunferéncias e, em caso
positivo, determinar o centro e o raio.

a)x>+y*-2x-8+1=0
b) x>+ y*-4x+6y+13=0

O x*+y*-4x+8y+25=0

Solucdo:
a) As coordenadas do centro sao:

2A 2 2A 2
e o raio é:

R= /12+42—%=4

b) As coordenadas do centro sao:
2 2
e o raio é:

RI= /22+(—3)2—%=0

Neste caso, a circunferéncia se reduz a um ponto: (2, -3).

¢) O centro é (o, B), onde:
2 2

e o raio é:
R= 22+(-4)2—2—15 =5

Como este raio ndo € real, nao existe tal circunferéncia. Assim, a equacao

representa o conjunto vazio.
I

Outra solucao: NOTA

Em vez de usar as férmulas, os resultados acima podem ser obtidos (a+ by =a*+2ab+ b*
completando quadrados:

a)x*+y?-2x-8y+1=0

x2-2x+0+y?-8y+0=-1

X2—2x+12+y2-8y+4*=-1+ 1>+ 42

(x—1)2+ (y - 4)*> = 4> = centro (1, 4) e raio 4

b) x?+y?—4x+ 6y +13=0

xX*—4x+0+py*+6y+0=-13

X2 —4x+ 22+ y2+6y+32=22+3>-13

(x=2)2+ (y+ 3)>=0 = centro (2, -3) e raio O [isto ¢, apenas o ponto (-2, 3)]
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OX*+)*-4x+8y+25=0

x> —4x +0+y?>+ 8y +0=-25

X2—4x+22+)2+8y+4*=22+42-25

x=2)2+(y+4)2=-5

Como a soma de quadrados ndo pode ser negativa, esta equacdo repre-
senta o conjunto vazio.

Exercicio resolvido:

Encontre a equagdo da circunferéncia que passa pelos 3 pontos:
A=(0,2),B=(=2,0)eC=(3,1).

Solucdo:

Consideremos a circunferéncia x> + y> + ax + by + c = 0.
Para (0, 2): 0> +2°+a-0+b-2+c=0 = 2b+c=-4
Para (-2, 0): (-2)>+0* 2a+b-0+c=0 = -2a+c=-4
Para (3, 1): 32 +1°+a-3+b-1+c=0 = 3a+b+c=-10

[obsc=—a = p=—2=C

Resolvendo o sistema: c+4

2da+c=-4 = a=

3a+b+c=-10

3-C;4+‘4'C+c=-1o = 3c+12-4-c+2c=-20
4c=-28 = c¢=-7

3

a=-—=

2

p=3

%

Circunferéncia: x> +y” - %x + %y -7=0

ou2x*+2y*-3x+3y-14=0

3.2.3 - Intersecciao de reta e circunferéncia no R?

XX _ Y=Y
p q
e uma circunferéncia C: x> + y* + ax + by + ¢ = 0.
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As interseccdes da reta r com a circunferéncia C serdo as solugdes do sistema:

X_Xo_y_)/o_t X=Xo+pt
p q = V=Yoot qt
X +y*+ax+by+c=0 X’ +y?+ax+by+c=0

Este sistema gera uma equacdo do segundo grau em t, At> + Bt + C = 0, onde
A =B?-4AC:

1) Se A > 0, teremos dois valores reais distintos para t e a reta sera secante
a circunferéncia.

2) Se A =0, teremos dois valores reais iguais para t e a reta sera tangente a cir-
cunferéncia.

3) Se A <0, nao teremos valores reais para t e a reta ndo tera ponto em comum
com a circunferéncia.

Exemplos:

i)  Determinar os pontos de interseccao da reta x + y— 1 = 0 com a circun-
feréncia x* + y* - 2x + 2y — 23 = 0.

Temos: x-1=-y = XT_1=$=t
x=t+1
y=-t
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Substituindo na equagdo da circunferéncia, vem:
(t+1)>+t2-2t-2-2t-23=0

2t2-2t-24=0 = £-t-12=0

cujas raizes sdot =4 ou t = -3.

Temos entao as interseccgoes:

X, =4+1
t,=4 = 1=

= L[ =(, -4
Y1:_4 ] ( :

x,=-3+1
t,=-3 = I,= = I,=(-2,3)
Y, =3
ii) D¢ a posicdo da reta 2x + y— 1 =0 em relacdo a circunferéncia de equacao
9
X+ —x+y+—=0.
Y Y 20
Basta resolver o sistema:
y=1-2x 9
. 9 = xX*+(1-2x)°-x+(1-2x)+—=0
X +y —x+y+—=0 20
L 20
573+ 2 _g
20
A:49—4-5-£:0
20

Logo, a reta é tangente ao circulo.
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1

12

Qual é a equacdo da circunferéncia de centro (1, 3) e
raio igual a 27

Qual é a equacao da circunferéncia de centro (-2, 1) e
raio igual a 4?

Dé a equacdo da circunferéncia de centro (0, -3) e raio 2.

Dé a equacao da circunferéncia de centro (1, -3) e tan-
gente ao eixo dos x.

Dé equacao da circunferéncia de centro (2, 5) e tan-
gente ao eixo dos y.

Determine a equacao da circunferéncia cujas extremida-
des de um didametro sdo os pontos P(-2, 1) e Q(4, 3).

Determine a equacdo da circunferéncia de centro
C(3, 2) etangente areta x + 2y -2 =0.

Qual a equacdo da circunferéncia de centro no ponto
(2, -1) eraiz J2?

Uma circunferéncia tem centro em (-3, 4) e tangencia
o eixo Ox. Calcule sua equacao.

Sejam A(-2, 1) e B(0, -3) as extremidades de um dia-
metro de uma circunferéncia. Calcule sua equacéao.

Determine o pontodacircunferéncia (x—2)?+(y+4)°=4
gue tem ordenada méaxima.

Uma circunferéncia passa pela origem, tem raio 2 e
centro sobre a reta y = 2x. Calcule a equacdo desta cir-
cunferéncia sabendo que seu centro tem coordenadas
positivas.

177

13

14

15

16

Dé o centro da circunferéncia que passa pelos pontos
2,2),3,3)e3,2).

Dé o centro e o raio das circunferéncias:

a) X2+ Yy +2x-4y+4=0

b) x>+ y?+2y=0

Calcule o comprimento da corda que areta x + y = 3
determina na circunferéncia (x + 2)2 + (y - 1)2=10.
Escreva a equacdo da circunferéncia que:

a) possui o centro sobre Ox, tangencia o eixo dos y,
tendo raio igual a 4.

b) tem o centro sobre Ox, tangencia a reta y = x, ten-
do raio igual a V2.

c) tangencia o eixo dos y, tem o centro no 2° quadrante
sobre a reta x = — y, tendo raio igual a 2.

d) tangencia as retas 3y = 4x e y = 0, tem raio igual a
5 e centro no 3¢ quadrante.

e) passa pelos pontos (2, 3) e (3, 6) e tangencia a reta
2x+y-2=0.

f) tangenciaasretasx=0,y=0e4x+3y-12=0¢e
tem o centro no 2° quadrante.

g) tangenciaasretas4x—-3y+12=0e6x+8y—-4=0
e tem o centro sobre o eixo dos x.

h) € inscrita no triangulo formado pelas retas:
Xx+2y-5=0,2x-y-15=0e2x+y+ 11 =0.
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3.3 - Elipse no R?

I o 2
N Uma elipse € uma curva plana tal que, para cada um de seus pontos, a soma
'E)I;FSLN';AO das distancias a dois pontos fixos, chamados focos, € constante.
P
VP €elipse, [PF| + |PF]|=2a (constante)
. A elipse admite dois eixos de simetria: a reta que passa pelos focos e a media-
DEFINICAO

L triz do segmento focal.
Elementos principais da . L. 5 )
elipse. Os segmentos desses eixos limitados pela curva sdo chamados, respectiva-

mente, eixo maior e eixo menor. Os extremos desses segmentos sdo os vértices,
e sua interseccdo € o centro da elipse.

F e F' — focos

O — centro

A, A, B e B’ — vértices
AA’ — eixo maior

BB’ — eixo menor

Representaremos o comprimento do eixo menor por 2b, e a distancia focal por 2c:

|BB’| = 2b |FF'| = 2¢
|
. . . ~ c
NOTA . Chama-se excentricidade (¢) da elipse a razdo: e=—
Na elipse, tem-se ¢ < g, isto a
é e<1.

A excentricidade mede quao “achatada” ¢ a elipse.

(e=0) (e=0,5)

AV F A
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Relacdes métricas

1) IAAl=2qa

A€elipse = |AF|+|AF|=2a
NP Pela simetria: |AF| = |A’F’|, logo:
|AF’| + |A'F’| = |AA| = 2a

BEelipse = [BF|+[BF|=2a

Pela simetria: |BF| = |BF’|, logo:

|BF| + |BF| = 2a = |BF| =a

Aplicando o teorema de Pitdgoras no AFOB:

al=b*+ ¢

3.3.1 - Construcao mecanica

Fixe, numa superficie, dois pregos que serdo os pontos F e F’.

Tome um barbante de comprimento maior que o dobro da distancia |FF’| = 2¢
e amarre suas pontas uma na outra.

Coloque o barbante em volta dos pregos e use a ponta do ldpis para esticar o
barbante como na figura:

A medida que o lapis se move mantendo o barbante esticado, a ponta do lapis
desenhard uma elipse na superficie. De fato, sendo L o comprimento do barbante,
teremos |PF| + |PF’| = L, que € constante.
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3.3.2 - Equacao da elipse

Seja P(x, y) um ponto da elipse de focos F(c, 0) e F'(-c, 0) e eixo maior 2a.
A y
P(x, y)

Pela definicdo:

[PF| +|PF|=2a =

= \/(x—c)2+y2 +\/(x+c)2+y2 =2a = (x-c)’+y* =2a—/(x+c)’+y" =
= (x—c)2+)/:4a2—4a\/(x+c)2+y2+(x+c)2+)/ =
= AaJx+c+y? =Ad®+Axc = [(x+c)2+y2] = (a*+ xc)* =

2.2
X c
= X+ 20+ +y = A+ 0+ — =
a
2 2,2 2,2 2 2 2
c ax’—cx 1 a” -
= X*|1-= |+ y’=a’- = - et 2)/ — ==
| a a a - c a-c a - c
NOTA N X2+ y? _ 1
2_ 2 -y -
Lembre que a2 - c?> 0. a2 a?—c?

A equacdo acima é de uma elipse de centro na origem e focos em Ox. Caso os
focos estejam em Oy, a equagdo fica:
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Exemplos:

i)

Escrever a equacao da elipse de focos F(5, 0) e F'(-5, 0) e de eixo maior
2a = 16.
Temos a=8 e c=35, entdo b?> = a> - c> = 64 — 25 = 39.
Assim, a equacao pedida é:
2 2
X_ L y_ = 1
64 39
Escrever a equacao da elipse de focos F(0, 4) e F'(0, —4) e eixo maior 12.
Agora, a=%=6 ec=4, portanto b*> = a*> — ¢ = 36 — 16 = 20. Como o0s

focos estdo no eixo Oy, a equacao €:
2 2 2 2

Xy Xy
4L =1,istoé, —+—=1
DT 20 ' 36

Exercicio resolvido:

Os pontos A {g, 1} eB (@,—g} pertencem a uma elipse de centro

na origem e focos no eixo Oy. Determine a distancia entre os focos e a

excentricidade.
Solucdo:
Como os focos estao em Oy, a elipse tera equacao:
XZ y2
Tt =1
b* a
Mas: [ N ]’
. 2 ) 1 1 1
A Eelipse = +—=1 = —+—=1 I
. ¥ a 2b*  a* M
: 2 2 3 1
BE elipse = + =1 => —+—=1 II
¢ b* a’ 4b* 2a® (n
Multiplicando a equacdo (II) por 2 e subtraindo a (I): I
3 1 1 NOTA
=~ -2 1 = —=1 = b*=1 = b=1 Lembre que g, b> 0.
4b*> 2b* b?
Entao:
1 1 1 1
E+a_2:1 = a—zzz = a2=2 = (/l=\/§
Enfim

c1\E

c?=a*-b*=2-1=1=c=1 = 2c=2e e=—

a 2 2

Resposta: A distancia entre os focos é 2 e a excentricidade é

2
-
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Observacao:

A elipse € uma curva que pertence a familia das conicas. Ela é assim chamada
porque ¢ obtida pela seccdo de um cone por um plano = que intersecta todas as
geratrizes.

Quando um planeta orbita em torno de uma estrela, o formato da 6rbita é

uma elipse, e um dos focos € a posi¢do dessa estrela. Esta ¢ uma consequéncia da lei
s da gravitacao de Newton aplicada a corpos celestes e vale sempre que a massa do
NOTA planeta € muito menor que a massa da estrela.
Se a excentricidade da
6rbita eliptica for pequena,
ela pode ser aproximada
por uma circunferéncia.

Planeta
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1 Um ponto P se desloca de tal forma que a qualquer
momento a soma de suas distancias aos pontos (-4, 0)
e (4, 0) éigual a 10. Qual a equacdo da curva descrita
por P?

2 Determine a equacao da elipse definida por:

a) focos (20, 0), excentricidade =i;

b) vértices (2, 0) e (0, =4);

¢) diretrizes 7y = 64 = 0, eixo maior = 16 e centro na
origem;

d) parametro = %, excentricidade = g, sendo simétri-

ca em relacd@o aos eixos coordenados;

e) vértices (x5, 0) e focos (x4, 0);

f) distancia focal = 8 e soma dos semieixos = 8, tendo
os focos sobre x’x, simétricos em relacado a origem.

3 Determine a equacdo da elipse que admite xx’ e yy’
como eixos de simetria e passa pelos pontos:

a) (6/ 4) e (_8/ 3)
b) (6, -6) e (9, J6)

4 Determine as coordenadas dos focos, a excentricidade
e as equacdes das diretrizes da elipse de equacéo:

a) 25x* + 16y? = 1600
b) 4x2 + 3y? =48

Q) 3x2+2y*=24
d)x*+4y’=16

5 Determine a equacdo do lugar geométrico dos pontos
que dividem as ordenadas dos pontos de x* + y? = 36

narazao —.
2

6 (UFF-RJ) Haroldo, ao construir uma piscina, amarra as
extremidades de uma corda de 6,0 m de comprimento
nas estacas E, e E,. Com o riscador R, estica a corda, de
modo a obter o triangulo E RE,. Deslizando o riscador
R de forma que a corda fique sempre esticada e rente
ao chdo, obtém o contorno da piscina desenhado na
figura abaixo:

183

10

Se M é ponto médio de E, a distancia entre as es-
tacas é:

A J5sm (©) 25 m (E) 62 m
(B) V6 m (D) 2./6 m

(PUC-R]) Escreva as coordenadas cartesianas do ponto

P em funcdo de 6, para 0 < 6 < 2x, sabendo que P
pertence a curva x? + 4y? = 4.

Ay

xV

2 2

(Cesgranrio-R]) Na elipse LA 1, seja PQ uma corda
9 p: 0% )

de comprimento igual ao semieixo maior, paralela a Ox.

Determine a distancia do centro da elipse a corda PQ.

(Unicamp-SP) Dada uma elipse de semieixos a e b, cal-
cule, em termos destes parametros, a area do quadrado
nela inscrito, com lados paralelos aos eixos da elipse.

2 2

(PUC-SP) Na elipse de equacdo %+%—1, inscreve-

-se um quadrado. Um dos vértices do quadrado tem

abscissa:

3 3 4 5 12
A 3 (B) 2 © 3 (D) 2 (B 3

Ec ) \gl
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3.4 - Hipérbole no R?

I y 2
DEFINICAO Uma hipérbole ¢ uma curva plana tal que, para cada um de seus pontos, a
Hipérbole. diferenca (em valor absoluto) das distancias a dois pontos fixos, chamados focos,

é constante.

VP €hipérbole, IPF’| - |PF|=2a (constante)

A hipérbole possui dois ramos. Na figura, para o ramo da direita,
[PFI>[PFl = [PF|-[PFl =24

e para o ramo da esquerda,

|PFl>|PF| = |PF|-|PF'|=2a

| o2 . . . 5 2

DEFINICAO A hipérbole admite dois eixos de simetria: a reta que contém os focos e a
Elementos principais da mediatriz do segmento focal.

hipérbole.

O segmento do primeiro eixo, limitado pela curva, € chamado eixo real
ou eixo focal. Os extremos desse segmento sao os vértices e o ponto médio é o
centro da hipérbole.

F e I’ — focos
O — centro

oA “oA Ae A’ — vértices

F,l hg A TF - .
c 0 ' AA’ — eixo real ou focal
: : Convencdo: [FF’| =2c¢
a a
2c
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Considere a circunferéncia de centro em O e raio de comprimento c. Chama-
mos de retangulo fundamental da hipérbole, o retangulo inscrito nessa circunfe-
réncia, que tem dois lados tangentes a hipérbole nos vértices A e A’. Esse retangulo
limita no outro eixo um segmento chamado eixo imaginario ou eixo ndo focal.

B
; 6 .‘ BB’ — eixo imaginario
e A °F Convencio: [BB’|=2b
BI

As retas suporte das diagonais do retangulo fundamental sdo as assintotas da
hipérbole.

NOTA
Na hipérbole, tem-se ¢ > a,

. o ~ c
Chama-se excentricidade (e) da hipérbole a razdo: e=— e
a istoe, e> 1.

(hipérbole equilatera)

Quando o retangulo fundamental ¢ um quadrado, as assintotas sdo perpendi-
culares entre si e a hipérbole é dita equilatera.
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Relacdes métricas

1) |AA’|=2a

A € hipérbole = |AF| - |AFl=2a
Pela simetria: |AF| = |A’F’|, logo:
IAF| - |A'F|=|AA" =24

B J
Cc
b
P of & ta7F Basta aplicar o teorema de Pitagoras no triangulo OAJ.
B

3.4.1 - Equacéo da hipérbole

Seja P(x, y) um ponto da hipérbole de focos F(c, 0) e F'(-c, 0), tal que
|PF’| - |PF| = 2a. Temos:

P ————F

\/(x+c)2+y2 —\/(x—c)2+yZ =2a =
= \/(x+c)2+y2:\/(x—c)2+y2+2a =
= (x+c)2+)/=(x—c)2+)/+4a \/m+4a2 =
= Aa m=;{xc—4a2 = aZ|:(x—c)2+y2]=(xc—az)Z =

2.2
xc x*c )
= X*-2xc+’+y’=|=-a|="—--2xC+a" =
a a
2 2 2
¢ X
= X|1-= |+y=a’-c" = S+ Y 1
2 2 2
a a a-c

Usando a? — ¢? = -b?, temos:

N

Xy
—~—7=1

b
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|
NOTA
R ~ P N b L b Na hipérbole equiltera, as
Como as inclinacdes das assintotas sio £, suas equacdes sao y =+—x. assintotas sdo y = £ x.

A equacdo da hipérbole apresentada anteriormente tem centro na origem e
focos no eixo Ox. Caso os focos estejam no eixo Oy, a equacgao sera:

Q
Q
)
iy
)

Assintotas: y=t—

Ay

Exemplos:

i)  Determinar a equacao da hipérbole de focos F’(—\/ﬁ , O) e F(\/ﬁ , O) e
eixo real medindo 4.

Temos 2u:4e25:2\/§, entao g=2 ec=\/ﬁ-
Assim, =a*+b>*=13=4+b*>=b>*=9 = b = 3, e a equacao pedida é:

2 2
LN S
4 9

ii) Encontrar a equacdo e a excentricidade da hipérbole de focos
F’(O, —\/17) e F(O, \/ﬁ) e eixo focal 6.

Agora a=3,c=17eb’=c"- a>=8 = b=242.

Como os focos estao no eixo Oy, devemos usar:
2 2 2 2

Yy X 1 5 L X

2 b 9 8

—_

. . , c
A excentricidade é e=—=
a

wﬁ‘
~
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Exercicio resolvido:

Encontre os focos e as equac¢des das assintotas da hipérbole definida por
4y - 9x% + 144 = 0.

Solucido:
I Dividindo por 144 e rearranjando:
NOTA 4y*  9x
Para a equacdo ficar na TAA a4
forma padré.o, isolamos “1” 144 1442 5 ) )
do lado direito. N X B y 1 o Xy _
(122) 14 1636
9 4

que representa uma hipérbole com a? = 16 e b* = 36.

Assim, ¢ = @ + b* = 52 = ¢ =2+/13. Portanto, os focos sao F'(-2/13, 0)

@ F(Z\/E,O), e as assintotas sao y=igx & y=i3?x.

=V

Para desenhar uma hipérbole, é conveniente iniciar o esboco pelas assintotas,
que ddo uma boa aproximacdo da curva para valores grandes de x e y.
Isto ocorre porque:

2 2 2 2 2 2 2
A R o PR .
a b b* a x* a® x
2
Quando x tende a infinito, b_2 tende a zero, portanto:
X
2
y© b* . bx
o =— |istoé, y=t—
x> a*’ P Ve
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Assim como as elipses, as hipérboles também sdo conicas. Uma hipérbole é
obtida pela sec¢do de um cone por um plano x que secciona as duas folhas do cone.
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1

Um ponto P se desloca de tal forma que a qualquer
momento a diferenca de suas distancias aos pontos
(-6, 0) e (6, 0) é igual a 10. Qual é a equagéo da curva
descrita por P?

Determine as equacdes das hipérboles que satisfazem
as seguintes condicdes:
a) Focos (+13, 0); passa pelo ponto (22, 12).

b) Focos sobre o eixo das ordenadas; passa pelos pon-
tos (4, 6) e (1, -3); centro na origem.

c) Vértices (+./6, 0); equilatera.

d) Conjugada com a do item anterior.

e) Excentricidade =\/E; diretriz x = 5; centro: (0, 0).
f) Focos (410, 0); assintota x+2y =0.

g) Assintotas 3x = 4y = 0; passa por (2, 1).

h) Conjugada com a do item f.

i) Conjugada com a do item g.

j) Focos F(0, ¢) e F'(0, —¢); assintotas x + 3y = 0; dis-
tancia do foco F a assintota igual a 3.

k) Conjugada com a do item anterior.

\ Qg
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3 Determine a equacgdo da hipérbole cujos vértices sdo

os focos da elipse 9x? + 16y? = 144, sendo os vértices
da elipse os focos da hipérbole.

Determine as coordenadas dos focos, a excentricida-
de, as equagoes das diretrizes e das assintotas da hi-
pérbole de equacao:

a) 7x*-9y* =63
b) 2x>—9y? =18
Q) X2 -4y’=16

d) 52 -4x2=20

Duas hipérboles simétricas em relacdo aos eixos co-
ordenados sdo conjugadas. A que tem focos sobre
x'x tem comprimento do eixo transverso igual a 4 e
excentricidade igual ao dobro da outra. Determine as
equacoes das hipérboles.

Uma hipérbole simétrica em relagcdo aos eixos coor-
denados admite para assintota a reta de coeficiente
angular 4 Determine as excentricidades da curva e

da hipérbole conjugada.
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3.5 - Parabola no R2

Uma parabola é uma curva plana tal que cada um de seus pontos equidista
de um ponto fixo, chamado foco, e de uma reta fixa, chamada diretriz.

VP € parédbola, |PF| = distancia de P a d

A reta perpendicular a diretriz, passando pelo foco F, é um eixo de simetria
da parabola e é chamado eixo da pardbola.

O ponto médio V do segmento do eixo entre o foco e a diretriz (que €, evi-
dentemente, um ponto da parabola) é chamado de vértice. A distancia entre o
foco e a diretriz é o parametro da parabola.

F — foco
d — diretriz
V — vértice
r— eixo

Convencgao: |[FM|=p

3.5.1 - Equacéo da parabola

2

Seja P(x, y) um ponto da parabola de foco F [2, 0] e diretriz d: x = —g. Pela

definicao:

R S : P, y)

N

Vv

I
TS

)
N ¢

191

DEFINICAO
Parébola.

DEFINICAO
Elementos principais da
parébola.
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2
IPFl=d(P, d) = (x_g) +yzzx+g N
4 2 P ¥ p P
_Lr 2 _ r 2 _ 2 _\2
- (X Z)ﬂ/ (X+2] = X PX+74Z+)/ >\+px+74z

= y*=2px

Note que, com esta escolha de eixos, a origem ¢ o vértice da parabola.
Se o foco for F[O, g] e a diretriz for d: y =—§, basta trocar as variaveis x e y

na equacao:

X2 = 2py

SRS

®)
o =V

N~

2
Em outras palavras, y :;—p, que € um caso particular de funcao quadratica,

com vértice na origem.

Exemplo:
Determinar a equagdo das parabolas:

a) Foco F[g, 0] e diretriz d: x = _% .

Temos foco no eixo Ox e p = 3. Assim, a equagio é: y° =6x

Ay

d y2=6x
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b) Foco F(-2, 0) e diretriz d: x = 2.
Ay d

A distancia do foco a diretriz é p = 4. No entanto, como o foco esta no
eixo Ox negativo, a equacao da parabola sera y? = -2px (trocamos x por
—X na equacdo padrao para refleti-la em torno do eixo Oy). Em suma, a
equacao pedida é:

y? =-8x

¢) Foco F(0, 1) e diretriz y = -1.
A
Y

Fel

\ X
-1

Agora, p = d(F, d) = 2 e a pardbola tem eixo vertical. Assim, a equacao é:

x> =4y
2
Ou seja: V= y
d) Foco F(0, -2) e diretrizy = 2.
A y
D) d
v g
Fe-2

Como p = d(F, d) = 4 e o foco esta no eixo Oy negativo, a equagdo da pa-
2

rabola é x> = -2py = —-8y. Entdo: y = _%
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Exercicio resolvido:

Considere a parabola de equacdo y = x> — 4x + 3. Determine seu foco,
diretriz e parametro.

Solucdo:
Note que a equacao dada nao esta na forma padrao x> = 2py. Por outro
I lado, completando quadrados, temos:
NOTA (P —dx+4) 443
Este raciocinio mostra Y= (—dx+4)-4+
que o gréfico da funcdo y=(x-2)*-1
quadratica y = ax* + bx + ¢
(com a#0) é uma y+1=(x-2)>2
parabola.

Fazendoy'=y+1lex’'=x-2, vem )’ = x?,

5 . A 1 . "
que € uma parabola de parametro p = 5 no sitema x’y":

ty Ay

No sistema x'y’, o vértice da parabola é (0, 0), o foco é F(O, g]: [0, —)

o1
e a diretriz é y'= T
Voltando para o sistema xy:

{x:x‘+2
y=y'-1

Entao F| 0+2, l—1 =F| 2, _3 € y:—l—lz—
4 4 4

>
4
Resposta: O foco ¢ F(Z, —%), a diretriz € y = —2 e 0 parametro ainda

. 1
CPZE.
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3.6 - Secgdes conicas

Quando um plano = intersecta uma superficie conica circular, a interseccdo ¢ I
uma seccao conica. NOTA

Se o plano ndo passa pelo vértice do cone, a seccdo serda uma elipse, parabola Se a =0, a seccdo conica é
ou hipérbole, dependendo do 4ngulo « que o plano x forma com a base do cone: ~ uma circunferéncia.

e o

elipse parabola hipérbole

O<a<P o= o>B

Se o plano passa pelo vértice, a secgdo sera uma conica degenerada, que pode
ser um ponto, uma reta ou duas retas concorrentes.

K
pOHtO reta duas retas concorrentes

O<a<P oa=0 o>p
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1

Um ponto P se desloca de tal forma que a qualquer
momento a razdo de suas distancias a reta x =-2 e ao
ponto (2, 0) é igual a 1.

Qual a equacdo da curva descrita por P?

Determine a equagdo da parabola de vértice na ori-
gem e:

a) foco (4, 0).

b) foco (0, -7).
) diretriz x = -3.
d)diretriz y = -5.

e) parametro igual a 3, simétrica em relacdo a Ox, ndo
possuindo pontos no 1° quadrante.

f) simétrica em relacdo a Oy, passando pelo ponto
(_31 2)

g) simétrica em relacdo a Ox, passando pelo ponto
(_2/ 4)

h) passando pelos pontos P, (-3, -2) e P, (3, -2).
i) passando pelos pontos A(3, 2) e B(3, -2).

j) passando por um ponto P(8, y), cujo raio mede 10.

\ Qg

196

3 Duas parabolas, de vértices na origem e cujos eixos

coincidem com os eixos coordenados, interceptam-se no
ponto (2, -3). Determine as equacdes das duas curvas.

Determine as coordenadas do foco, o parametro e a
equacao da diretriz das seguintes parabolas:

a) y> = 20x

b) y? = -24x
6

C 2==

) x 4

d) x> = -36y

e)2x>-3y=0

f)4y?+ 21x=0

Calcule o parametro da parabola cujo eixo é Ox e que
passa pela origem e pelo ponto (6, 6).

O que representa a equacao (y — x)(y? — 4x) = 0?7
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3.7 - Desigualdades no R?

Uma desigualdade com as variaveis x e y pode ser usada para representar uma
regido do plano. Para identifica-la, comece identificando o conjunto representado
pela igualdade correspondente.

Se for possivel isolar uma das variaveis, ha quatro casos a serem considerados:

1) y> f(x) = regido acima de y = f(x)

2) y < f(x) = regido abaixo de y = f(x)

r7 y > f(x)

/\\/\ =00

=V

y<f)

3) x> f(y) = regido a direita de x = f()
4) x < f(y) = regido a esquerda de x = f(y)

A)

x> fy)
x<f(y)

v

x=f(y)
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Exemplos:

i) ii)

VA x=2 ya x=1
X272
: x=1
0 Q2 e of 1 %
iii) iv)
VA
Va
1
............... @ 5-mrereponsreros s omsnener s nener
4
------------ L T (SN s %
2<y <4 0 X
............... G LA

2 _1

> lyl<1
0 2 -1<y<1

v)
ylk
2
3 »
0 X
2x+3y-6<0 2x+3y-6=0
< 2 2
y=-gx+
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Vi)
yA
3
/X
V757777 y=x*-4x+3
0 u X
vii)
y 4
=1 0
<1
v
viii)
Zy
0<y<cosx
1
0<y<cosx x
2 >
7 p3 0 N\,
T b2 _x b2 T o\y
,52 —35 2 35 SE
=il
y:cosx ) y=cosx
199
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No caso de desigualdades provenientes da equacdo da circunferéncia, é mais
tacil analisar as seguintes situacdes:

Ay Ay

r<R r>R
(x-a)+(y-B)P <R (x-—a)+(y-p)P>R

(x= 0+ (=B = R

1) Ser <R, temos os pontos internos ao circulo (x—a)* +(y —B)* =R
(disco aberto)

2) Ser> R, temos os pontos externos ao circulo (x —a)’ +(y—B)* =R’
(todos os pontos do plano R? exceto o disco fechado)

L Em geral, a equacdo f(x, y) = O usualmente define uma curva que separa o
NOTA plano em regides. Para identificar quais regides satistazem f(x, y) > 0 e quais regides

Este método funciona para  ¢aticfazem f(x, ¥) < 0, basta testar um ponto de cada regido.
funcdes ditas continuas,

que incluem todas as que
vimos neste capitulo.
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Exemplo:

Identificar a regido S descrita pela equagdo y* —x* > 1.

Sabemos que y? - x? = 1 é uma hipérbole equiléatera, que divide o plano
em trés regioes:

Z y=x
A (=2, 0) B (2, 0)
° 1 5 1 7
y=-x

Escolhendo os pontos A(-2, 0), O(0, 0) e B(2, 0), um em cada regido, e
testando-os, temos:

A: y°—x*=4-0=4=1 = AE€ES
O0:9? - x*=0-0=0<1 = O€S
B yz—x2=4—0=421 = BeS

Assim, S € a regido esbocada abaixo.

yA

e

*y
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Exercicios resolvidos:

y=z=x+4 (1)
1) Calcule a area da regido definida pelo sistema § y< x (2)
x<4 3)
A=1)N(2)=(2, 2)
B=(1)Nn@)=(4, 0)
C=2)nB)=(4, 4)
Solugao:
Ay
y=Xx
PG @
S N C
A
2F----
0 2 B ;x
@
x=4 y=-x+4

A 2 4 4 2
2 0 4 2
= 1|A|
2
S:%|0+16+8—8—0—8|
S=4
2) O que representa a inequacao x> + y>* - 2x + 4y — 4 < 0?
Solucdo:
A fronteira € a circunferéncia (x — 1) + (y + 2)> = 9.

Como (x — 1)2 + (¥ + 2)? < 9, temos um disco aberto de centro (1, -2) e
raio 3.
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X’ +y*-16<0

3) Calcule a area da regido representada pelas inequacoes:
XZ _ y2 > O

Solugdo:

=Y

y=-x

x*+ y* <16 é um disco fechado de centro na origem e raio 4.
x*>— y*> =0 representa dois angulos retos opostos pelo vértice e de lados

sobre as diagonais do plano y = x e y = — x. Temos y°< x* = \/)7 < \/;,
y =—|x|

ou seja,
y =

<kl = d<y<p ;»{

A interseccdo sera a unido de dois setores circulares de 90° congruentes,
ou seja, um semicirculo de raio 4. A area sera:

s=1rre-lri6-8r
2 2

y=0
4) Calcule a area da regido definida pelo sistema: | x* +y* -6y > 0

X’ +y*-12x-6y+36=0
Solucédo:

=V
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Solucdo:

y=0 representa os pontos acima do eixo Ox.

x> +y? -6y > 0 representa os pontos fora do circulo de centro (0, 3) e
raio 3.

x*+y*—12x-6y+36=0 representa os pontos fora do circulo de centro
(6, 3) e raio 3.

A 4rea pedida serd a de um retangulo de base 6 e altura 3, menos meio
circulo de raio 3. Logo:

.22
5=6-3-%3 =9[2_E)
2

2

5) Esboce o grafico da regido representada por:
x*—4y*=20

Solucdo:

Fatorando o 12 membro, temos:
(x=-2y) - (x+2y)=0

Casol: x-2y=0 e x+2y=> Oéysgeyz—g

Casoll: x-2y<0ex+2y<0 = yz% eys—%

ylk

=
I
| =

11 I
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6)

a) Quantidade de cédlcio: 10x+4y =20 & py=5- 5 X

b)

(FGV-SP) Para manter a saude de seus filhos, uma mulher da a eles
diariamente dois tipos de biscoitos, I e II. Esses biscoitos apresentam
na sua composicao trés tipos de nutrientes: calcio, proteinas e calorias.
A tabela abaixo indica as quantidades desses nutrientes por unidade, o
minimo didrio necessario e o custo unitario desses biscoitos.

Calcio
Proteinas

Calorias

Preco

Tipo | Tipo Il

S mg S mg
2 kcal 6 kcal
R$ 0,60 R$ 1,00

Minimo diario necessario

20 mg
20 mg
12 kcal

Considere x o nimero de biscoitos do tipo I e y o nimero de biscoitos do
tipo II consumidos por uma crianca.

a) Usando x e y, escreva as desigualdades que garantam a quantidade
minima necessaria de cada nutriente.

b) Esboce, no plano cartesiano, a regiao R representada pelas desigual-
dades do item anterior.

¢) Determine os valores de x e y que cumprem os minimos diarios neces-

sarios de nutrientes, com o menor custo possivel. Que custo é esse?

Solucdo:

S6 faz sentido considerar: x =0 e y=0 (primeiro quadrante).

Quantidade de proteinas: 5x+5y>20 & y=>4-x

Quantidade de calorias: 2x+6y =12 & y =2 - 5

Proteinas

Calorias

5

X
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¢) O custo é C = 0,6x + y. Para C fixo, isto representa a reta y = C — 0,6x, de
coeficiente angular -0,6. A medida que C varia, a reta desliza:

| 0 2 4 6 x

NOTA Thy=-0,6x(C=0) y=2-0,6x(C=2) y=5-06x(C=53)
Escolhemos o ponto A, pois

o coeficiente angular -0,6

Note que, para custos pequenos, ndo ha pontos da regido R na reta. O menor

) 1
estaentre -~ e —1. custo possivel € aquele para o qual a reta passa pelo ponto A, intersec¢do das

retas:
Sx+5y =20 N x+y=4 N x=3
2x+6y=12 x+3y=6 y=1

Resposta: Assim, a opcao de menor custo € 3 biscoitos do tipo I e 1 biscoito
do tipo II, com custo C=0,6x+y=1,8 + 1 =R$ 2,80 (por crianca).
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1 Represente geometricamente as desigualdades. i 13 (Cesgranrio-R]) A regido hachurada da figura é descri-
' ta analiticamente por:
a)x<3
b) x = 2 A {(x, ER |y=x>ey <|x|}
B {xnerR|lyl=xely|l=x
03=y<5 ]
O{x, ER |y =2x e y+x =20}
d) |yl <2 y

D) {(x, ER’ |y < x* ey < x}

e)4x+6y-12=<0 , ,
B {(x, NER |y =x7}

Dly-x|=1
Aky
{ys 2X+2
9) 3x
>-——+3
4 2

X+2y =1

2 Represente graficamente o sistema: P
X +y =1
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EXERCICIOS DE REVISAO

1

\ Qg

(PUC-SP) Areta x + y =1 no plano xy passa pelos pontos:
(A) (5, -4) e (l, i ]
22)
®) 0,0 (1 1)
2" 2 J
©(©0,0e(,1)
(D) (1,0)e(, 1)
(B) (5, -4) e (4,-5)
(PUC-SP) O valor de x para que os pontos (1, 3),
(-2, 4) e (x, 0) do plano sejam colineares é:
(A) 8 B)9 omn (D) 10 ()5
(PUC-SP) Os pontos (0, 8), (3, 1) e (1, y) do plano sdo
colineares. O valor de y é igual a:
ws  ®s ©Y ol  (©®s3
3 2
(IBMEC-R]) Com a finalidade de estudar as proprieda-
des da reflexdao da luz, um estudante representa seus
elementos em um par de eixos coordenados.
Assim, um espelho E é representado pela reta de equa-
¢do y = 6; a fonte luminosa € um ponto L, de coorde-
nadas (0, 2); a luz, emitida a partir de L, deve iluminar
um ponto A, de coordenadas (12, 4). '
VA
6 3
(0] 12 X=
Para que isso aconteca, a luz deve ser direcionada para :
um ponto M, simétrico de A, em relacdo ao espelho, de :
modo a atingir o espelho no ponto P. :
Determinar:
a) as coordenadas do ponto M;
b) as coordenadas do ponto P.

208

5

(PUC-SP) A distancia do ponto P = (1, 1) a reta de
x=2-t
y=T+t’

2

equacdo paramétrica {

wg ®) V2 ©§ @@ @%

(FCC-SP) Qual é o simétrico do ponto (-3, 1) em rela-
cdoaretax—2y=07?

(A) (-1,-3) (@) (=3,-1)
(B) (-1, 3) B G -1
©a,3)

(Mack-SP) Os pontos pertencentes a reta y—5=0e
que distam 2 unidades da reta 4x — 3y + 1 = 0 sdo:

(A)(6,5)e(3,5)
(B)(1,5) e (6, 5)
@G NHe, s
(D) (6, 5) e (-3, 5)
(E) n.d.a.

(FCC-SP) O coeficiente angular da reta de equagdes
x=2t-ley=t+2,teER,é:

Aw-2  (B)-1 -1 ol (B) 2
2 2

(Unificado-R]) A equacdo da reta mostrada na figura
abaixo é:
yA

L
]

/‘4

(A)3x+4y-12=0
(B)3x-4y+12=0
(©)4x+3y+12=0
(D)4x-3y-12=0
(E)4x-3y+12=0

xV
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10 (UFF-R]) Nafigura a seguir estdo representadas as retas

1

12

13

res. ya
' PO
o
P 0 %
r
R A equacdo de r é dada por:
0 e 1
(A) y = (cotga)x + —
: m
Sabendo que a equacédo da reta s é x = 3 e que OP (B) y=—(cotgo)x + m
mede 5 cm, a equagdo de r é: (C) y=(tgo)x+m
(A) y=%x (D) y = 3x (D) y = (cotga)x + m
: 1
4 E) y=(tga)x + —
Q) y= éx 14 Se o trapézio da figura abaixo tem area 9, determine o
3 : coeficiente angular da reta r.
(Unirio-R))
Y a : / r
2l
12%/ R
> 5 "
-2 |0 X
15 (UFF-RJ) Na figura abaixo, o triangulo ABC é equilate-
: ro, o lado BC é paralelo ao eixo x e a circunferéncia,
A equacdo geral da reta representada é: tangente aos eixos coordenados, tem raio 1.
yA b
(A) 3x-3y+6=0 A

(B) 3x+\/§y+6=0
© \/gx—y—Z:O
(D) y=3x+2\3

5 :

(E) y=?3(x+2) 0 \ %

C

(UFF-RJ) A reta r contém o ponto P(-5, 0), tem coefi-
ciente angular negativo e forma, com os eixos coorde-
nados, um triangulo de area igual a 20.

Determine a equacdo de r.

Determine a equacdo da reta r que contém o lado AC.

16 (UFF-R]) Considere o triangulo equilatero MPQ, de
lado L, inscrito na circunferéncia centrada na origem
do sistema de eixos coordenados, conforme a figura

(UFF-R]) A figura representa a reta r que intercepta o CIXTEER

eixo y no ponto P(0, m), formando com esse eixo o
angulo a.
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17

18

19

20

A equacdo da reta que contém o lado MP é:
A y+x=L3 (D) VBy-3x=L
(B) y—\/gx:L (E) 2\/§y+6x=L
(©) By+3x=L

(PUC-R]) As retas dadas pelas equagbes x + 3y = 3 e
2x + y =1 se interceptam:

(A) em nenhum ponto.

(B) num ponto da reta x = 0.

(C) num ponto da reta y = 0.

(D) no ponto (3, 0).

1
(E) no ponto [E' 0).

(UFF-RJ) Uma reta r é paralela ao eixo x e contém a
interseccdo das parabolas y = (x-1)2e y = (x - 5)2
A equacdo de ré:

(A)x=3 (D) x =4y
(B)y=4 (Dyzg
(©y=3x

(PUC-SP) O ponto de interseccdo entre a reta que passa
por (4, 4) e (2, 5) e a reta que passa por (2, 7) e (4, 3) é:

WG  ©G ﬁ)[]9,l§]
33

g

(PUC-SP) Seja r, a reta que passa pelos pontos cujas

(B) (4, 4)

coordenadas sdo (1, %] e (0, 1) e seja r, a reta que

1

3 ) As coordenadas

passa pelos pontos (1, g) e (O,

do ponto de interseccao de r, e r, sdo:

\ Qg

210

21

22

23

24

25

26

- (
(i3] ofii] ol

(D) [_—1 / ] (E) nenhuma das respostas anteriores.

o\ N

3’6

(Unirio-R]) Considere um retangulo cujas equacdes das
retas-suporte de dois de seus lados e de uma de suas
diagonais sdo, respectivamente, x—2y=0, x-2y+15=0
e/x+y-15=0.

Determine:

a) as coordenadas dos vértices do retangulo que estdo
sobre esta diagonal;

b) a equacdo da reta-suporte da outra diagonal.

(PUC-SP) Num sistema de eixos perpendiculares, seja
D a regido limitada pelas retas y:x\/a, y=x\/5+a,

x=0ex= \/E, sendo a positivo.
Calcule a area de D.

(UFMT) Num determinado instante t (em minutos),
as posicoes de duas particulas P e Q sdo dadas, res-
pectivamente, pelas equacGes paramétricas das re-

J)<=1+2te x=4+t
tas Ly=1+t y=-3+6t
dadas, julgue os itens.

A partir das informagdes

a) As trajetérias se interceptam no ponto (5, 3).
b) As particulas se chocam no ponto (5, 3).

) A particula Q passa, em (5, 3), um minuto depois
que a particula P.

(UFF-R]) Duas retas perpendiculares interceptam-se no
ponto (2, 3). Se o triangulo formado por essas retas e
o eixo Ox é is6sceles, quais sdo as equacgdes das retas?

(IBMEC-R]) As retas x + y = 2 e x + y = 4 determinam
com os eixos um trapézio de area igual a:

A12 B0 Q)9 (D) 8 (E) 6

(UEL-PR) A trajetéria de um mével no plano cartesiano
pode ser descrita, em funcdo do tempo ¢, pelas equa-
x=2+t

coes o

. Essa trajetéria determina uma reta:
(A) que contém os pontos (3, 9) e (-2, 6).

(B) paralela a reta de equagédo 6x-2y—1=0.

(C) perpendicular a reta de equacado 3x—y+ 1 =0.
(D) que contém os pontos (1, 3) e (7, 3).

(E) perpendicular a reta de equagado 5x— y = 0.
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27 (FGV-SP) No plano cartesiano, o triangulo de vértices

28

A=(1,-2),B=(m, 4)e C=(0, 6) é retaingulo em A. O
valor de m é igual a:

(A)47  (B)48  (C)49 (D) 50 (E) 51

A equacdo da reta t, tangente a circunferéncia de raio
rno ponto P, conforme figura abaixo, é dada por:

(A) xsenO+ycos O=r

(B) xsen9—ycos =—r

(C) xcos@—ysenO=—r

(D) xcos@+ysenO=r

(E) x cos@+y senO=—r

N
t

\J

o 4

29 (Uerj) Um raio de luz incide em um espelho plano,

como indica a figura abaixo:
4

T

v X

30

10

O espelho perpendicular ao eixo y contém o eixo x. A
x N 1
equacdo da reta suporte desse raio é y:—§x+k. A

equacdo da reta suporte do raio refletido é y = ax + b.
Portanto a + b é igual a:

®) —% (B)-2 © -1 ® _1
2

(UFF-R]) Com relacdo ao triangulo ABC, sabe-se que:
e 0 ponto A pertence ao eixo das abscissas;
e o ponto B pertence ao eixo das ordenadas;

® a equacao da reta que contém os pontos A e C é
X+y+5=0;

* a equacdo da reta que contém os pontos B e C é
2x-y-2=0.
Determine as coordenadas dos pontos A, B e C.

211

31

32

33

34

35

(UFR)) Existe um Gnico b € R para o qual a reta de equa-
cdo y=2x+ b divide o triangulo de vértices A = (0, 0),
B=(1, 0)e C=(0, 1) em dois poligonos de areas
iguais. Determine b.

(FEI-SP) A area a do triangulo cujos vértices sd@o os
pontos A = (0, 0), B=(0, 2) e C=(x, 2) é representada
pela expressao:

x|

® a=121 (D) a=2x
(B) a:% (E) a=x
(©)a=|x|

(UFRJ) Considere uma peca metalica cuja forma é re-
presentada pela figura a seguir, com vértices nos pon-
tosA=(0,0),B=(0,3),C=(3,3),D=G3,1),E=(5,1)
eF=(5,0).

yA
B C
D E
A F
a) A reta AD divide a peca numa razao
_ Area (ADEF)
Area (ABCD)

Determine o valor de k.

b) Uma reta r, passando pelo ponto A, divide a peca
metalica em duas partes de mesma area.
Determine a equacao da reta r.

(PUC-SP) As retas r, e r, tém coeficientes angulares res-
pectivamente iguais a 2 e 3. Uma das bissetrizes de r,
e r, tem coeficiente angular igual a:

A Ve (D) 3+1

(B) V2 +1 (E) V10-1
(©) 2,5

(UnB-DF) Pretende-se construir uma estacdo em uma
via férrea que passa entre um vilarejo e uma praia. Para
evitar animosidades entre os habitantes das duas lo-
calidades, a estacdo deve ser localizada de modo que
esteja equidistante de ambas, conforme ilustra a figu-
ra. Equacionando o problema, introduz-se um sistema

Ec ) \gl
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36

37

38

de coordenadas cartesianas xOy, em que o vilarejo
corresponde ao ponto V = (0, 7), a praia € aproxima-
da pela reta de equacdo x + y + 9 = 0 — tracejada na
figura —, a linha férrea corresponde ao eixo das abscis-
sas e a localizacdo da estacdo, a determinar, ao ponto
E=(x, 0).

v
vilarejo 7. V=(0,7)
:.._-——— . 0 X
.. viafférrea E=(x 0)

X VEHS= 0

|'. praia

Com base nessas suposicdes e sabendo que a distancia

do ponto E a praia é dada por g-|x0+9

, julgue os
itens seguintes:

a) A reta que passa pelo ponto E e é perpendicular a
praia tem declividade igual a 1.

b) Ha duas localizagdes possiveis para a construcdo da
estacao.

¢) Uma estrada em linha reta ligando a estacao ao vi-
larejo seria paralela a praia.

Calculando-se a distancia do ponto (-2, 7) a reta
8x + 6y — 6 = 0, encontraremos:
(A) 1 (B)2 3

4 ®S

O circulo que tem centro no ponto (3, 4) e é tangente
areta x + 2y = 6 tem raio igual a:

A Vs (D) 445
(B) 25 (E) 5V5
(©) 345

A érea do circulo com centro em (3, 4) e que tangen-

cia areta y—5 é:
=3 &

M 5m (D) 5w
(B) 4n (E) 2%
(C) 6x

\ Qg
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39

40

M

42

43

44

45

(Cesgranrio-R]) O lugar geométrico dos pontos de co-
ordenadas (x, y) do R? tais que (x—2)?+ (y+ 3)*=1, é
uma:

(A) circunferéncia situada no 4© quadrante.
(B) circunferéncia situada no 1° quadrante.
(C) circunferéncia que contém a origem.
(D) parabola.

(E) elipse centrada na origem.

No [R?, qual é a equagéo do circulo de centro (3, -2) e
tangente a reta x + 2y = 4?

Qual dos itens abaixo corresponde a equacado da
circunferéncia de centro (3, 2) e tangente a reta
3x-4y+9=07?

A x=3)+(y-2*=2

(B)x*+y?—6x—4y+9=0

O x®+y*-6x-4y-9=0

(D) x2+y*=13

(B) x-2)?+(y-3)"=4

(Cesgranrio-R]) O raio da circunferéncia de equacao
X+y?+6x=0E6:

(A) 0 (B) 1 ©3 (D)5 (E) 6

(Mack-SP) O centro da circunferéncia x*+ y*—6x—-16=0
é o ponto:

(A) (3,0 D)3, 0)
(B) (0, 3) (E) (0, 0)
(© (6, 0)

Um circulo tem centro na reta x + y = 0 e é tangente a
reta x + y—4 = 0. Seu raio mede:

(A) 2 (D) 342
(B) 2 (E) 42
(©) 242

Calcule o raio do circulo simultaneamente tangente as
retasx+y—-1=0ex+y-5=0.

A) V2 (D) 42
(B) 242 (E) 52
(©) 3\2
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46

47

48

149

50

51

Determine a equacgao de um circulo cujo didmetro é um
segmento de extremidades P = (2, 0) e Q = (-2, 2).

As retas tangentes ao circulo (x - 1)2 + (y-2)?=9 e
que sdo paralelas ao eixo dos x tém equacdes:
(A)y=3ouy=1

(B)y=5o0uy=1

(©y=50uy=-1

(D)y=3ouy=-1

(B)y=-50uy=1

(Cesgranrio-RJ) Seja C o circulo de centro (-1, -1) e raio 1.
O ponto C que esta a maior distancia da origem é:

i
A) 2’ 2

P2 N D]
® (-1.-7, -1.-7)
(©) (2, -2)
(D) (-2,-2)
(E) (-2, -1)

(Cesgranrio-R]) O circulo C tem centro na reta y = x

e somente o ponto (0, 2\/5) em comum com a reta
y = x+2+/2. Entdo, o raio de C é:

@) 1+g D)1
(B) 242 (E) 2
©) 2

(Cesgranrio-R]) O ponto (-1, =2) é um vértice do tri-
angulo equilatero que tem um lado sobre a reta
X+ 2y—-5=0.0 comprimento do lado do triangulo é:

) 4 ) 9§
(B) 5 (E) 4@
(© 243

Calculando-se a medida da altura AH do triangulo ABC,
ondeA=(1,1),B=(-1,-3)e C=(2, 7), encontramos:

(A) 2 (D)5
(B)7 (E) 3
(© 4

213

52

53

54

55

56

57

Calculando-se a area do triangulo ABC, da questao an-
terior, encontramos:

(A) 20 (B)10  (C)15 (D)5 (E) 25
O valor de k tal que o circulo x2 + y2 - 2x-4y + k=0
tenha raio igual a 3 é:

(A) 4 (B) 2 -3 (D) -4 (B)5
(FOC-SP) Determine b de modo que areta y—2x—b=0
seja tangente a circunferéncia x> + y2—1=0.

(Unirio-RJ) A equacdo x? + y2—4x + 6y — 3 =0 é de
uma circunferéncia cuja soma do raio e das coordena-
das do centro é igual a:

(A) -2 (B)3 (ON)

(D) 8 (E) 15

(Unificado-R))
A y

[\ 4

A equacdo da circunferéncia cuja representacdo carte-
siana esta indicada pela figura acima é:

(A) x>+ y?-3x-4y=0
B)x*+y?+6x+8y=0
O x*+y?>’+6x-8y=0
D) x*+y?+8x-6y=0
(B) x>+ y?-8x+6y=0

(Unificado-R]) A equacdo da circunferéncia de raio 5,
cujo centro é o ponto comum asretas x—y+1=2e
x+y-1=26¢:

(A) x*+y?>—-4x-2y-20=0
B)x*+y?-4x-2y+20=0
O x>+y?—4x+2y+20=0
(D) x*+y?—4x+2y—-20=0
(B) x>+ y?+4x-2y-20=0

Ec ) \gl
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58

59

60

61

62

63

(Unirio-R]) O menor valor inteiro de m para que a
equacdo x% + y? + 8x — 2y — m = 0 represente uma
circunferéncia é:

(A-17  (B)-16 (C)0 (D) 16 (E) 17

(AFA-SP) A circunferéncia de equacdo x2 + y2— 8x + 8y +
+ 16 = 0 e centro C é tangente ao eixo das abscissas no
ponto A e é tangente ao eixo das ordenadas no ponto
B. A area do triangulo ABC vale:

(A) 4 (B) 8 (C) 12 (D) 16

(Cefet-R]) A equacdo da reta que passa pelo centro da
circunferéncia x? + y2 - 12x -8y + 16 = 0 e pelo ponto
P(0, 7) é:

A) 2x+y=7 (D) y=3x-21
B)y=2x+7 (B)3x+2y=14
©O)x+2y=14

(UFF-R)) Na figura abaixo, a circunferéncia de centro
(0, a) é tangente as retas r e s e ao €ixo x.

Ay

v

Determine a equacdo da circunferéncia.

Os pontos de interseccdo do circulo x? + y2 +
+2x—-6y+6=0comaretay=x+2sdo:

A A, 3)e-1,1 O A, NeB -N
®a,-He@ 1 B)G -De1, 1
OG NHe-1, 1

A reta tangente ao circulo x2 + y? — 4x = 1, pelo ponto
P = (1, -2), tem por equagdo:

A)y=-3x+1
(B)2x+y=0
(©)3x-3y+2=0

@ y=-x-1
(BE)x+2y+3=0

\ Qg
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64

65

66

67

Qual das circunferéncias abaixo tangencia ambos os
eixos coordenados?

A) x+ay+(y+ay?=a*
(B) 2+ (y-ay = a2

(©) (x—a)? + y* = 4a?

(D) x -y =a

(B) (x=0a)’+ (y+ a)’=4a°

Os pontos da circunferéncia x? + y2 - 2x -6y + 2 =0
que sdo equidistantes de Ox e Oy sdo em nimero de:

(A) trés, sendo dois no primeiro quadrante.

(B) quatro, sendo um em cada quadrante.

(C) dois.

(D) quatro, sendo dois no 1¢ quadrante e dois no 2°.

(E) trés, sendo dois no 2° quadrante.

(Cesgranrio-R]) Se (x, y) satisfaz a equagao 3x + 4y =
=12, entdo o valor minimo de x2 + y?2 é:
(A) 12 <3 (D) 4

4 12
() = B =

(Unirio-R]) Dentre os gréficos abaixo, o que melhor re-
presenta a circunferéncia de equacdo x2 + y? = 4x é:

() 4y (D) Ay
N
NV
(B) s (B) 4y
y
i >
X
© N
y
N
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68 (Uerj) O MELHOR DE CALVIN / Bill Watterson

69

70

O ponto "A” & duas vezes mais
longe do ponto “C” do gue a
distancia entre "Ae B". Se a
distancia de "B e C' é de 5

centimet%os, gual a
disténcia enthe "A e C'?

Calvin & Hobbes, Bill Watterson 1987
Watterson/Dist. by Universal Uclick

0$ MORTOS-VIVOS NAO
PRECISAM RESOLVER
PROBLEMAS DE

T\UMATEMATICA. )
e e

-

WEBN 427
O Estado de Sdo Paulo, 16/08/97

©1967 Univarsal Press Syndicate

Considere os pontos A, B e C nas condi¢cdes mencio-
nadas na tirinha.

a) Se A, B e C pertencem a uma mesma reta, calcule a
distancia entre A e C quando:

e A esta situado entre B e C;
e A estd situado fora do segmento BC.

b) Se A, B e C estiverem no plano cartesiano, sendo A
um ponto mével, B um ponto do semieixo positivo
das abscissas (x) e C a origem (0, 0), determine a
equacdo da linha descrita pelo ponto A e identifi-
que a curva correspondente.

(FGV-SP) Os nGmeros reais x e y satisfazem a equacdo
X2+ y2=6x+ 8y + 11. O maior valor que x pode assumir é:

A) 6 (B)8 9 (D) 10 EN

(PUC-RJ) Sejam R e S as regides do plano delimitadas
pelos circulos de equacdes x2 + y?=T1e (x—-1)2+ y? =1,
respectivamente. A dreade RN S é:

x 3 o
(A)Z[E_T} <D)2[Z‘?J

(E n_ N3

(B)g 8 3

-]
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71

72

73

74

(Fuvest-SP) Considere o triangulo ABC, onde A= (0, 4),
B = (2, 3) e C é um ponto qualquer da circunferéncia
x* + y?=5. A abscissa do ponto C que torna a area do
triangulo ABC a menor possivel é:

3 3
A-1 (B) - 1 D) = (E) 2

4 4
(Unirio-R]) A melhor representacdo de x2 + y2 -6 |x| =7,
no plano xOy, é:

w (D) .

D . YN
® (E) .
. D
Y, '
©
YN
O

(UFF-R]) Cada ponto P(x, y) de uma curva C no plano
xy tem suas coordenadas descritas por:

x =1+ cos t
,0<st<m
ly:2+sent

a) Escreva uma equacao de C relacionando, somente,
as variaveis x e y.

b) Calcule o comprimento de C.

(Uerj) Um dado triangulo é formado pelasretasr, se t,
abaixo descritas.

r:2x-3y+21=0

t:2x+3y+9=0
Calcule, em relacdo a esse triangulo:

s:3x-2y-6=0

a) sua area;

b) a equacdo da circunferéncia circunscrita a ele.

Ec ) \gl
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75

76

77

78

79

80

EXERCICIOS DE REVISAO

(Unicamp-SP) Em um sistema de coordenadas orto-
gonais no plano sdo dados o ponto (5, —6) e o circulo
x*+ y?=25. A partir do ponto (5, -6), tracam-se duas
tangentes ao circulo. Faga uma figura representativa
desta situacao e calcule o comprimento da corda que
une os pontos de tangéncia.

(Uerj) O ponto de coordenadas (0, 0) pertence as retas
res, que sdo tangentes a circunferéncia de equacao
X2+ y?=12x-16y+75=0.

a) Determine as coordenadas do centro e a medida do
raio da circunferéncia.

b) Calcule a medida do menor angulo formado entre
res.

(UFRJ) Considere as retas paralelas de equacdes
y=x+3ey=x-1.

Determine a equacdo da circunferéncia tangente a es-
sas retas e com centro no eixo y.

(Fuvest-SP) Para cada ndmero real msejaP_=(x_,y. )
o ponto de interseccdo das retas mx + y = 1 e
x — my = 1. Sabendo-se que todos os pontos P_ per-
tencem a uma mesma circunferéncia, qual é o centro
dessa circunferéncia?

1 1 1 1
‘A>[5' z) © (7 z)

(B) (0, 0)

®&amn

(Unicamp-SP) Os ciclistas A e B partem do ponto
P(-1, 1) no mesmo instante e com velocidade de mé-
dulos constantes. O ciclista A segue a trajetéria des-
crita pela equagdo 4y — 3x — 7 = 0 e o ciclista B, a
trajetéria descrita pela equacdo x? + y? — 6x — 8y = 0.
As trajetérias estdo no mesmo plano e a unidade de
medida de comprimento é o km. Pergunta-se:

a) Quais as coordenadas do ponto Q, distinto de P,
onde haveré cruzamento das duas trajetorias?

b) Se a velocidade do ciclista A for de 20 km/h, qual
devera ser a velocidade do ciclista B para que che-
guem no mesmo instante ao ponto Q?

(ESPM-SP) Duas circunferéncias sao tangentes aos ei-
xos coordenados, sendo que o centro da menor per-
tence a circunferéncia maior, como mostra a figura a
seguir. Se o raio da maior é 2 cm, a medida, em centi-
metros, do raio da menor é:

\ Qg
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81

82

83

) Y2 ©) 3

2 5
(B) 22 (E) §
(C) J2-1

Para delimitar um gramado, um jardineiro tracou uma
elipse inscrita num terreno irregular de 20 m por 16 m.
Para isso, usou um fio esticado preso por suas extre-
midades M e N, como na figura. A distancia entre os
pontos M e N é:

(A) 10 m
(B)12m

(C)12,5m
(D) 15 m

(E) 18 m

2 2
Um ponto P da elipse %+y7:1 dista 2 unidades de

um dos focos. Qual a distancia de P ao outro foco da
elipse?

(A) 2 (B)3 (©) 4 D)5 (B)7

(Ufam) As coordenadas dos focos F, e F, da elipse de
2 2
equacao x_+y_ =1, sdo respectivamente:
144 169

(A) (0, 4) e (0, -4)
(B) (0, 5) e (0, -5)
(©)(0,12) e (0,-12)
(D) (0, 13) e (0, -13)
(E) (5, 0) e (-5, 0)



84 (Mack-SP) A reta de menor coeficiente angular, que

85

86

passa por um dos focos da elipse 5x? + 4y? = 20 e pelo

centro da circunferéncia x> + y?> — 4x — 6y = 3, tem

equacao:

(A)3x-y-3=0

(B)2x-y-1=0

) x-3y-7=0

(D)x-2y-4=0

E)yx-y+1=0

(UFMT) A 12 Lei de Kepler estabelece que qualquer

planeta gira em torno do Sol, descrevendo uma érbita

eliptica, da qual o Sol ocupa um dos focos.

Admitindo que O se encontra na origem do plano car-

tesiano e que o eixo focal esta sobre o eixo x, julgue

os itens.

a) A soma da distancia do centro do planeta ao centro
do Sol com a distancia do centro do planeta a F, é
igual a distancia de A, e A,.

b) A distancia de A, a O é igual a distancia do centro
do Sol a B,.

¢) Sendo a e b os semieixos maior e menor da elip-
se, respectivamente, sua equacdo € dada por

2 2
L,
a’> b
A elipse de equacgdo x? + 4y? = 16 estd inscrita em um
retangulo de lados paralelos aos eixos coordenados,
como mostra a figura abaixo:
A
Y
0 %
A érea desse retangulo é igual a:
(A)256 (B)128 (C)64 (D) 32 (E)16
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87

88

89

CAPITULO Il

2 2
(UFPI) Considere a elipse de equagdo f—6+y3=1. Se
o ponto (x, ¥) € um dos vértices do quadrado inscrito
nessa elipse, entdo | x | + | y| é igual a:

2 20 10 4 24
&) 3 (B) S &) = ®) 3 (E) =
(UnB-DF) Kepler, astronomo alemdo que viveu antes
de Newton, foi o primeiro a enunciar leis que regem o
movimento dos planetas em torno do Sol. A Primeira
Lei de Kepler afirma que os planetas se movem em
orbitas elipticas, com o Sol em um dos focos. Em con-
sequéncia, em alguns pontos, os planetas estdo mais

préximos do Sol do que em outros. Por exemplo, a
Terra chega a 147 -10° km do Sol, em seu periélio
(o ponto mais préximo, P), e atinge 152 -10° km do
Sol, em seu afélio (o ponto mais afastado, A), confor-

me a figura abaixo.
A

T

N

A 0 TP
Sol

Ja a Terceira Lei de Kepler afirma que o periodo orbital
de um planeta (o tempo necessério para ele dar uma
volta em torno do Sol) depende da distancia média des-
se planeta em relacdo ao Sol. De acordo com essa lei,
a razao entre o quadrado do periodo orbital e o cubo
da distancia média é a mesma para todos os planetas.
Com base nessas informacdes, julgue os itens a seguir.

a) Quando a Terra esta na posicdo T, identificada na figu-
ra acima, sua distancia do Sol é de 149,5 - 10° km.

b) Sabe-se que a excentricidade da elipse é a razéo en-
tre a distancia do foco ao centro da elipse e a medi-
da do semieixo maior. Entdo, no caso da érbita da
Terra, a excentricidade é menor que % .

¢) Um planeta cuja distancia média do Sol seja quatro
vezes maior que a distancia média entre a Terra e o
Sol tem o periodo orbital de 16 anos.

(Cesgranrio-R]) A equacdo 9x> + 4y? — 18x — 27 = 0
representa, no plano cartesiano, uma curva fechada. A
area do retangulo circunscrito a essa curva, em unida-
de apropriada, vale:

(A)36 (B)24 (O)18 (D)16 () 12

Ec ) \gl



CAPITULO IlI EXERCiCIOS DE REVISAO

90 (UFF-R]) Na figura abaixo estdo representadas a cir-

91

92

93

\ Qg

cunferéncia C, de centro na origem e raio 5, earetar,

de equagdo y = il
3 Ay
r
M
F1 FZ >
(6] X
N

Sabendo que M e N sdo pontos de interseccao de rcom
C, e F, e F, sdo os pontos onde C intercepta o eixo x,
determine a equacdo da elipse que passa por M e N e
tem focos F, e F,.

(Cefet-R]) O conjunto de pontos no R? com abscissa
5 cos6 e ordenada 4 sen 6 onde 0 < 0 < 2x representa
graficamente uma:

(A) circunferéncia.
(B) senoide.
(C) hipérbole.

(D) parabola.
(E) elipse.

2)

. 2. |y 9

(Fuvest-SP) A elipse X~ + ?J =7 ea retay=2x+1,
do plano cartesiano, se interceptam nos pontos A e B.
Pode-se, pois, afirmar que o ponto médio do segmen-
to AB é:

201 11)
® (—5, —5) (@ (—5, 3
2 7) 11
373 @ (‘z' z)

(UFRJ) Um satélite é colocado em érbita elitica em tor-
no da Terra (suposta esférica), tendo seus polos como
focos. Em um certo sistema de medidas, o raio da Ter-
ra mede trés unidades. Ao passar pelo plano do Equa-
dor, o satélite esta, no mesmo sistema de medidas, a
uma unidade acima da superficie terrestre.

218

94

95

926

97

Ay

h

(N
NA

S

Determine a que altura h o satélite estara quando pas-
sar diretamente sobre o polo Norte.

(Unicamp-SP) Uma elipse que passa pelo ponto (0, 3)

tem seus focos nos pontos (-4, 0) e (4, 0). O ponto

(0, -3) é interior, exterior ou pertence a elipse? Mesma
5 13 -

pergunta para o ponto LE, < | Justifique suas respostas.

(PUC-SP) Quial o valor de b, dentre as op¢des abaixo,

para o qual areta y = x + b e a elipse X2 + 4y = 5 tém
somente um ponto de interseccdo?

w8 ® -3 © =
2 2 V2
(D) % (E) Nenhuma das op¢des.
(AFA-SP) Sobre o triangulo PFF,, onde P=(2, 2) e F, eF,

2 2

sao focos da elipse %+ }2/—5 =1, é correto afirmar que:

(A) é isosceles.
(B) é obtusangulo.
(C) tem area igual a 16.

(D) tem perimetro igual a 242 +8.

2
(FGV-SP) Na figura, a equacdo da elipse é X?+y2 =1
e o quadrado tem vértices sobre a elipse e lados para-

lelos aos seus eixos.
Ay

XV

d
N2
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A érea do quadrado é:

(A) 3,0 (B) 3,2 (©) 3,6 (D) 4,0 (E) 4,4

98 (UFRJ) Sejam F, e F, os pontos do plano cartesiano de
coordenadas F, = (—\/g, 0)eF, = (\/g, 0). Determine as
coordenadas dos pontos da reta r de equagdo x—y =1
cujas somas das distancias a F, e F, sejam iguais a 4
(isto é: determine as coordenadas dos pontos P sobre

a reta r que satisfazem P_F1 + P_FZ=4).

99 (Uerj) Uma porta colonial é formada por um retangulo
de 100 cm x 200 cm e uma semielipse.
Observe as figuras:

B WL
224 cm 200 cm
100 cm

AY

30 cm

>
»
X

Na semielipse o eixo maior mede 100 cm e o semieixo
menor, 30 cm.

Calcule a medida da corda E, paralela ao eixo maior,
que representa a largura da porta a 224 cm de altura.

100 (FGV-SP) Num sistema cartesiano ortogonal, a equa-
cdo do lugar geométrico dos pontos que equidistam
do eixo Oy e do ponto (4, 0) é:

(A) y>=8(x-1) (D) y?=8(x-2)
(B) y? = 4(x-2) (F) y2=2x-1
O y?=4x-2

101 (FGV-SP) No plano cartesiano, a curva de equacdes

paramétricas x=2 costey=5sentcomt E R é:
(A) uma senoide. (D) uma circunferéncia.
(B) uma cossenoide. (E) uma elipse.

(C) uma hipérbole.

219

102 (Cesgranrio-R]) O gréfico que melhor representa a
curva de equacao x? + 16y? = 16 é:

) Y (D) 4y
o QJ4 ¢ 7 0 {i
4
(B) 4y (E) 4y
8loeeeannns
B | B
Q) AY
1
T
-4 0 4 x
-1

103 (Unirio-R]) As equagdes x> — 9y? — 6x — 18y — 9 = Q,
X +y?-2x+4y+1=0e x’-4x—-4y + 8 =0 represen-
tam, respectivamente:

(A) uma hipérbole, uma elipse e uma parabola.

(B) uma hipérbole, uma circunferéncia e uma reta.
(C) uma hipérbole, uma circunferéncia e uma parabola.
(D) uma elipse, uma circunferéncia e uma parabola.

(E) uma elipse, uma circunferéncia e uma reta.

104 (UFF-R]) Considere a equacdo (m+n—-1)x>+ (m—-n+
+ 1) v+ 2x + 2y — 2 = 0. Pode-se afirmar que:

(A) se m=0e n=2, entdo a equacao representa uma
elipse.

(B) se m=n =0, entdo a equacdo representa uma reta.

(C)sem=0en=1, entdo a equagdo representa uma
parébola.

(D)se m=1 e n=2, entdo a equacdo representa uma
hipérbole.

(E) se m=n=1, entdo a equacdo representa uma cir-
cunferéncia.

Ec ) \gl
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105 (UFF-R)) Asequagdesy—2x=0,y+x?=0ey?-x2+1=0 i 108 (PUC-RS) A representacdo que segue é das funcdes f, g

representam no plano, respectivamente:
(A) uma reta, uma hipérbole e uma paréabola.
(B) uma paréabola, uma hipérbole e uma reta.
(C) uma reta, uma parabola e uma elipse.
(D) uma elipse, uma parabola e uma hipérbole.
(E) uma reta, uma parabola e uma hipérbole.
106 (UFF-R)) Na parede retangular de um palacio renas-
centista, ha um vitral circular e, acima dele, na mes-

ma parede, uma estreita faixa reta, conforme a figura
abaixo.

faixa

vitral

Essa parede foi ornamentada com um elemento de-
corativo em forma de uma curva que tem a seguinte
caracteristica: cada ponto da curva esta situado a igual
distancia do centro do vitral e da faixa. Pode-se afirmar
que o elemento decorativo tem a forma de um arco:
(A) de elipse.

(B) de hipérbole.

(C) de parabola.

(D) de circunferéncia.

(E) de senoide.

110

107 (Cesgranrio-R]) Uma montagem comum em labo- 111
ratérios escolares de Ciéncias é constituida por um
plano inclinado, de altura aproximadamente igual a
40 cm, com 4 canaletas paralelas e apoiado em uma
mesa, forrada de feltro, cuja borda é curvilinea. Sobre
a mesa ha um ponto marcado no qual se coloca uma
bola de gude. A experiéncia consiste em largar, do
alto do plano inclinado, outra bola de gude, a qual,
depois de rolar por uma das canaletas, cai na mesa e
colide sucessivamente com a borda da mesa e com a
primeira bola. A borda da mesa tem a forma de um
arco de:

(A) elipse, e o ponto marcado é um dos seus focos. 1z
(B) paréabola, e o ponto marcado é seu foco.

(C) hipérbole, e o ponto marcado é um de seus focos.

(D) hipérbole, e o ponto marcado é seu centro.

(E) circunferéncia, e o ponto marcado é seu centro.

" 3% 220

definidas por f(x) = x> e g(x) = x + 2.
Ay

10+
8__
6+

-104

A area do triangulo cujos vértices sdo os pontos de
interseccdo das duas curvas e o ponto (0, 0) é:

A1 (B)3 (©) 4 (D)6 (E) 8

109 (Ufam) As coordenadas do centro da hipérbole de

equacgdo 9x? — 18x — 4y? — 16y = 43 sdo:

A Q0,2 ®Q0,-2)
(B) (-1, 2) D) -1,-2)

(Uerj) Observe o sistema:
1
y —
X
X2+ y2:r2

O menor valor inteiro de r para que o sistema acima
apresente quatro solucdes reais é:

A1 (B) 2 3 (D) 4

(Unirio-R]) Considere a funcdo real definida por
f{x)=1++18-2x> e um ponto A = (2, 1). Sabe-se

que a distancia de um ponto P do gréfico de fao pon-
to A é+/10. 0 ponto P encontra-se no:

(A) 12 quadrante.
(B) 2° quadrante.
(C) 3¢ quadrante.
(D) 42 quadrante.
(E) ponto de origem do sistema xOy.

(Unirio-RJ) A funcdo linear f(x) = ax + b é representada
por uma reta que contém o ponto (2, -1) e que passa
pelo vértice da parabola y = 4x — 2x2. A funcéo é:

A) f(x)=-3x+5 (D) f(x)=x-3
(B) f(x)=3x-7 (E) f(x):%x—%
O f(x)=2x-5
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113 (PUC-RJ) As parabolas dadas pelas equacdes y = x* e x = y2:
(A) nunca se encontram.
(B) se encontram apenas na origem.
(C) se encontram em exatamente dois pontos.
(D) se encontram em trés pontos.
(E) se encontram em quatro pontos.

114 (UFR]) Considere os pontos P, = (0, 0), P,=(1, 1) e
P,=(2, 6).
a) Determine a equagdo da parabola que passa por P,

P, e P, e tem eixo de simetria paralelo ao eixo y das
ordenadas.

b) Determine outra parabola que passe pelos pontos
Py % @ 1P

115 (UFF-R]) Considere o triangulo com vértices A = (0, 0),
B=(3,0)eCx=(x ).

2
Se C esté sobre a parébola y = %—Zx +4, determine:

a) as suas coordenadas, de modo que a area do trian-
gulo ABC seja minima;

b) a area minima.

116 (UFR]) Considere um ponto P pertencente ao quadra-
do OABC, de lado 24, conforme a figura abaixo:

A e B
1 x LP t
y
al
Ol { C
24

As distancias x, y, ze t de P aos lados OA, OC, AB e BC,
respectivamente, formam, nessa ordem, uma progres-
sao aritmética.

Encontre a equacdo da figura (lugar geométrico) de-
terminada pelos pontos P = (x, y) que possuem essa
propriedade.

117 (UFR]) Seja y = ax* + bx + ce P = (x,, ¥,) um ponto da
parébola.
Podemos tracar a reta tangente a parabola que passa
por P da seguinte forma:
Considere os pontos P, e P, da parabola que tém abs-
cissas (x,— 1) e (x, + 1), respectivamente. A tangente ¢
procurada é a reta paralela a reta r que passa por P, e
P,, como se vé na figura a seguir.

221

Usando a propriedade, determine a reta tangente a
y = x*que passa pelo ponto (1, 1).

118 (Uerj) A superficie de uma antena parabdlica pode ser
gerada pela rotacdo completa de uma parabola ao re-
dor do seu eixo. A interseccdo dessa superficie com
qualquer plano perpendicular ao eixo é um circulo.
Observe a figura abaixo:

onda B

Considere um circulo de centro (E) e diametro (CD)
de 4 metros de comprimento, cuja medida da dis-
tancia do centro (E) ao vértice (A) do paraboloide é
0,5 metro.

a) Escreva a equacdo cartesiana da parabola de foco
(B) contida no plano CAD, sendo o vértice (A) a ori-
gem do sistema cartesiano e o eixo das abscissas pa-
ralelo ao diametro CD, como mostra a figura abaixo:

Ay

>
>
X

A
b) Calcule a distancia do vértice (A) ao foco (B).
119 (UFV-MG) Na figura a seguir, a reta r: y = ax + b tem

coeficiente angular positivo, e a reta s: y = cx + d tem
coeficiente angular negativo.

Ec ) \gl
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y pares (x; y) em um sistema de eixos cartesianos, a re-
s gido OPQR abaixo indicada corresponde ao conjunto
: de todas as possibilidades para o par (x; y):

4 Chegada de Antonio
| x
A alternativa que melhor representa o grafico do trind- 1 4P Q
mio y = (ax + b)(cx + d) é: : (13h)
A D
(A) y (D) y
¢} R Chegada de José
(®) (®) 0 1
y y (12h) (13h)
121 Na regido indicada, o conjunto de pontos que repre-
> I — senta o evento “José e Antdnio chegam ao marco ini-
‘ : cial exatamente no mesmo horario” corresponde:
© (A) a diagonal OQ. (D) ao lado QR
/ (B) a diagonal PR. (E) ao lado OR.
(C) ao lado PQ.
i %

122 Segundo o combinado, para que José e Antonio via-
jem juntos, é necessario que:

120 (UFC-CE) Um segmento de reta desloca-se no plano 5 1 1
cartesiano de tal forma que uma de suas extremida- y-—x= 2 ouquex — y = 2
des permanece sempre no eixo y e o seu ponto médio :

permanece sempre no eixo x. Entdo, a sua outra extre- De acordo com o grafico e nas condi¢cGes combinadas,
midade desloca-se ao longo de uma: as chances de José e Antonio viajarem juntos sao de:

(A) circunferéncia. (D) elipse. (A) 0% (C) 50% (E) 100%
(B) parabola. (E) hipérbole. (B) 24% (D) 75%
(C) reta. .

: A Anténio
(Enem) Leia com atenc@o e responda as duas questdes y =x +% S
que seguem.

José e Antonio viajardo em seus carros com as respecti- :
vas familias para a cidade de Serra Branca. Com inten- I
cdo de seguir viagem juntos, combinam um encontro
no marco inicial da rodovia, onde chegarédo, de modo I y
independente, entre meio-dia e 1 hora da tarde. Entre-
tanto, como néo querem ficar muito tempo esperando 1l
um pelo outro, combinam que o primeiro que chegar
ao marco inicial esperara pelo outro, no maximo, meia v
hora; apds esse tempo, seguira viagem sozinho. > José
Chamando de x o horario de chegada de José e de y
o horario de chegada de Antonio, e representando os

I

>

|
N —

N| —

N[ —
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123 O semiplano hachurado é o conjunto dos pontos (x, y) A) y < & y<—x+1
W) ¥ <5

tais que:
Y4 (B)y<%ouy>—x+1
5 1/ (C)%<yey>—x+1
¢ (D) —x+1<y< %
() Loy<—x+1
2
A)x=2y-2 D)y=x+2
i 126 (Ufes) O lugar geométrico dos pontos P(x, y) do plano
(B) x=-2y-2 B)y= §+1 cartesiano, cujas coordenadas sdo solu¢des do sistema
(©x=2y+2 2y -8=0

(y)-y’<0 '

124 (UFF-R]) Considere o gréfico: )
(A) dois segmentos de reta.

yA
(B) o plano todo.
(C) um par de semirretas.
2 . (D) um par de retas.
162 : (E) o retangulo ABCD, onde A = (-1, 2), B= (1, 2),
5 C=(1,-2)eD = (-1, -2).
o 1 2 %
127 (UFF-R]) O elenco de um filme publicitario é compos-

to por pessoas com cabelos louros ou olhos verdes.

S representa o conjunto-solucdo do sistema: Rt .
Sabe-se que esse elenco tem, no méaximo, vinte pesso-

A) (x>0 < [x=1 B) [y=0 as, dentre as quais pelo menos doze possuem cabelos
x>y X<y = louros ,e,. no mammp, cinco possuem olhos verdes.
: No gréfico a seguir, pretende-se marcar um ponto
X< 2-y X=2-y x=2-y

P (L, V), em que L representa o nimero de pessoas do
elenco que tém cabelos louros e V o nimero de pessoas

(®) [y=1 ®) [x=0 do elenco que tém olhos verdes.

S5 X=y :
x=2-y X<2-y YA
: 20
125 (Fuvest-SP) Na figura abaixo, A é um ponto do plano
cartesiano, com coordenadas (x, y). Sabendo que A esta
localizado abaixo da reta r e acima da reta s, tem-se: :
yvA
\ 5 >
Ae 1 // R, Rs
2 -1 0 12 20 %

1
| ©
4
-
/‘
Y

O ponto P devera ser marcado na regido indicada por:

(AR, B)R, (OR,  (D)R,  (B)R,

223 Ee ) gl



CAPITULO IlI EXERCiCIOS DE REVISAO

128 (PUC-R]) Considere as retas desenhadas na figura. Cal-
cule a area da regiao hachurada.

Ay

™

>V

o

1\ 4

. . y>1xl
129 (UFF-RJ) Considere o sistema .

y<2

A regido do plano que melhor representa a solucdo do

sistema é:
(A) 4 (D) Y
........ 2 V. e
0 % 0f >
(B) 4 (E) Y4
__2 ]2
0 > A >
© Y4
N2/
0 N

130 (UFR]) Determine a area da regidao R definida por
R =R, NR,NR,, sendo:

e R ={(x,y) ER* 4x+5y-16<0)
* R,={(x, y) €ER?; 4x-3y =0}
* R,={(x,y) ER* y=0}
131 Jodo e José tém, respectivamente, x e y moedas de
R$ 1,00. Juntando essas quantias, ndo conseguiram os

R$ 8,00 necessarios para comprar dois lanches com o
mesmo preco. Vanessa chegou e contribuiu com (2x)

W J% 224

moedas de R$ 1,00. Assim, os trés puderam comprar
3 daqueles lanches e ainda sobrou dinheiro. A figura
abaixo é uma representacdo grafica, em [R?, do siste-
ma de inequacdes que soluciona esse problema.

Ay

XV

\

O menor nimero de moedas de R$ 1,00 com que Vanes-
sa poderia contribuir para a solucado deste problema é:

(A) 2 (B) 4 e (D)8

132 (FGV-R]) Os pontos do plano que satisfazem simulta-

neamente as inequagdes: x —3y<0e 3x+ y =0, po-
dem ser representados pela figura:

(A) A (D)

(B) (B) Ay

© A
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133 (Fuvest-SP) Das regides sombreadas na sequéncia, a
que melhor representa o conjunto dos pontos (x, y),
do plano cartesiano, satisfazendo ao conjunto de desi-
gualdades x=0; y=0; x-y+1=0; x2+y?=<9, é:

® ., ®) ,
/_< O X
ol X
® . ® ,
77/ BN
O X (@) X
© ,

134 (Vunesp-SP) Seja S={(x, y) E R x* + y* <16 e X* +
+ (y—-1)? =9} uma regido do plano. A area de S é:

(A)5 B®)7 (©) 5n (D) 7= (E) 7n?
135 (Mack-SP) Supondo mt =3, os pontos (x, y) do plano tais
[x+y’ < 2x

que T , definem uma regido de area:
Xty < 2y

A) 2,5 (B) 2,0 1,5 (D) 1,0 (B)0,5

136 (PUC-RS) Se a € [0, 2n] e sen a.< cos o, entdo o pon-
to extremo do arco de comprimento o pertence ao
conjunto:

(A) {(x, Y ER? | x*+y*=1ex>0ey <0}
(B) {(x, Y)ER*|x’+y’ =lex<0ey<0}
(©) {(x, ER | X*+y*=lex>0ey>0}
(D) {(x, ) ER? | X*+y* =Tey>x)
(E) {(x, )ER? | x*+y’=Tey<x}
137 (PUC-SP) Num modelo aplicado a Economia, em virtu-

de de x e y representarem os precos, foram colocadas
as seguintes restricoes:

8-2x+y=0,x=0ey=0

225

Qual dos gréficos seguintes melhor representa essas

restricdes?

(A) y A

®) v

0 /‘4
_8 -

©

4

4

y
- 0
(D)
VA
4/
Y 0 %
(E) y A

>
>
X
>
X
»
X

o 4
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138 (UFU-MG) A éarea da regido do primeiro quadrante : 140 (Unifesp) A regido do plano cartesiano, determinada si-
delimitada pelas retas, que sdao solucdes da equacado

L x> +y?< 16
cos(x+y) =0, com 0 < x+ y<2m, éigual a: N s
: multaneamente pelas trés condicdes y > x?
(A) ™ unidades de area. x>0
(B) 47 unidades de area. é aquela, na figura, indicada com a letra:
(C) 372 unidades de 4rea. 4 y=x
(D) 8 unidades de area.
(E) 272 unidades de area. AlB
. c D
139 (Unirio-R]) Considerando uma circunferéncia de cen- R
tro (2, 1), que passa pelo ponto (2, -2), assinale a op- : © =
cédo correta. : E
(A) A equacdo da circunferéncia é (x— 2)? + (y—1)? = 3.
(B) O interior da circunferéncia é representado pela
inequacado x> + 4x + y*> + 2y < 4. (A) A (B)B (©)C (D) D (E)E

(C) O interior da circunferéncia é representado pela
inequacdo x*> —4x + y> - 2y < 4. :

(D) O exterior da circunferéncia é representado pela
inequacao x? — 4x + y? — 2y > -2.

(E) O ponto (5, -1) pertence a circunferéncia.
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CAPITULO 1V

GEOMETRIA ANALITICA
NO ESPACO

B (95, 45, 13)

(.

Palé Zuppani / Pulsar Imagens

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1l

Neste capitulo, continuamos o estudo da Geometria Analitica, desta vez no espaco tridimensional.
Trabalharemos as equag6es do plano, da reta e da esfera, e apresentamos interpretacées geométricas
para todas as situacées em que um sistema de 3 equacdes a 3 incognitas pode resultar.
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CAPITULO IV GEOMETRIA ANALITICA NO ESPACO

4 — GEOMETRIA ANALITICA NO ESPACO
4.1 - Plano no 3

Consideremos um plano © que passa num ponto P, = (x,, y,, Z,) € € normal a
um vetor 7i={a, b, c¢), tal que 7 # 0, no R3.

O plano = sera o lugar geométrico dos pontos P do espaco tais que o vetor
ﬁ seja ortogonal a 71, qualquer que seja P. Desta condicao resulta que o produto
escalar P,P - ii=0, VP.

Temos entao:

m= {(x, v, Z)E R*| P,P ~ﬁ:0}

7

P=(X,}’r Z)

De P,P -7i=0, vem:
PP=P-P, =(x-X,, y—y,, 2-2,) e ii=(a, b, c) =

=a(x-x,)+b(y-y,)+c(z-2,)=0=

— = ax+by+cz+(-ax,—by,—cz,)=0
NOTA
Quando se multiplica a Chamando -ax, - by, - cz, = d, temos ax + by + cz + d = 0, logo, a equagado do

equacao do plano por uma plano é:

constante diferente de

zero, ela ainda representa o

mesmo plano. ax+by+cz+d=0

onde (a, b, ¢) = r1 € um vetor normal ao plano.

\’
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Exemplos:

i)  Calcular a equacdo do plano perpendicular ao vetor 71 = (1, 2, 3) e que
passa pelo ponto A = (-1, 2, 3).
Como 1 = (1, 2, 3), a equagao do plano sera:
Ix+2y+3z+d=0

Para calcular d, basta lembrar que as coordenadas de A satisfazem a
equacao do plano, pois A é do plano, logo:

1--)+2-2+3-3+4d=0=d=-12
donde a equacdo pedida é:
X+2y+3z-12=0
ii) Encontrar um vetor normal ao plano de equacao 2x — y + 3z = 9. Onde
ele intersecta o eixo Oz?

Diretamente da equacgdo, vé-se que 7 = (2, -1, 3) é normal ao plano. Para
encontrar o ponto P = (0, O, ¢) onde o plano corta o eixo Oz, substituem-se
suas coordenadas na equacao:

2:0-0+3:¢c=9=c=3
Assim, (0, 0, 3) é o ponto do plano no eixo Oz.

iii) Determinar a equagdo do plano paralelo aos vetores v, = (1, 0, -1) e
v, =(2, 1, 1) que passa pelo ponto A = (-1, 2, 2).

=

Um vetor normal ao plano sera o produto vetorial dos dois vetores,

logo:
i j ok
n=v,xv,=|1 0 -1=(@1,-3,1)
2 1 1
229 Ec ) N
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A equacdo do plano sera 1x -3y + 1z+d = 0.
Como A pertence ao plano:

1-(-1)-3-2+1-2+d=0=d=5

Logo, a equacdo pedidaé x -3y +z+5=0.

iv) Determinar a equacdo do plano do tridngulo ABC em que A = (1, 3, 1),
B=(-1,2,0)eC=(0,-2,-2).

Um vetor normal ao plano serd o produto vetorial de dois vetores quais-
quer, que se obtenham com o0s pontos A, B e C. Vamos escolher:

i j Kk
i=ABxAC=|-2 -1 -1|=(=2, -5, 9)
-1 -5 -3

A equacdo do plano sera -2x — Sy + 9z + d = 0.

Escolhendo um dos pontos A, B ou C como ponto de passagem (esco-
lhemos A), vem:

-2:1-5:-3+9:-1+d=0=d=8

Logo, a equagdo do plano é:
—2x-5y+92+8=0=2x+5y-92-8=0

Outra solucdo:

O ponto P = (¥, y, z) esta no plano do tridngulo ABC se, e somente se, 0
volume do tetraedro PABC for zero, isto &, se:

x-1 y-3 z-1
[A‘E,A‘G,A‘ﬁ]zo@ 2 1 -1|=0©2x+5/-92-8=0

\'
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v)  Dar a equag¢do do plano paralelo ao plano r;: 2x -y + 3z - 5 = 0, que
passa pelo ponto A = (1, 2, 3).

Seja m, 0 plano em questao.

Como os dois planos sao paralelos, ttm o mesmo vetor normal, logo:

m,2x-y+3z2+d=0

O valor de d fica determinado pelo ponto A:

2-1-2+3-3+4+d=0=d=-9, donde a equacao pedida é:
2x-y+3z2-9=0

Exercicios resolvidos:

1) Determine a equacdo do plano mediador do segmento AB em que
A=(1,-1,3)eB=(3,1,-1).

Solucao:

A.éff_f_fg;%

O plano mediador do segmento AB é o plano perpendicular ao segmen-
to e que passa pelo seu ponto médio. Assim, um vetor normal ao plano
sera:

ii=AB =B-A=(2,2,-4)
e a equacdo do plano sera:
2x+2y-4z+d=0

\’
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NOTA

A auséncia do termo
independente garante que
a origem O = (0, 0, 0)
pertenca ao plano, pois
0+0-2-0=0. O plano
neste caso passa pela
origem.

\'

2)

O ponto médio de AB sera:

_A+B
2

M

=(2,0,1)

que, pertencendo ao plano, dara o valor de d:
2:242-0-4-1+d=0=4d=0
Temos entao:
2x+2y-4z=0=>x+y-2z=0
donden={(x,y,2) €ER*|x+y-2z=0}

Outra solucdo:

Como o plano mediador € o lugar geométrico (LG) dos pontos do espa-
¢o equidistantes dos dois pontos A e B, o problema poderia ser resolvido
da seguinte maneira:

Seja P = (x, y, z) um ponto pertencente ao LG, devemos ter:

[e[ = e
E:P—A:(x—l,y+ 1,z-3) =
= Hﬁ)‘ = Jx=1 +(y+1) +(z-3)
BP=P-B=(x-3,y-1,z+1) =

= [BF| =yx-37 +(y-17+(+17

Igualando e elevando ao quadrado:
X-2X+14+y*+2y+1+22-62+9=x>-6x+9+)* -2+ 1+22+2z+1
4x+4y-8z=0=>x+y-22z=0

Determine o ponto simétrico de A = (-1, 0, 2) em relagdao ao plano
n:2x-y+z-6=0.

Solucao:

>

0——o
=

oe—-
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Um vetor normal ao plano sera: 71 = (2, -1, 1)
Tomemos um vetor paralelo a 7: AM =kii = (2k, =k, k)
Apliquemos em A e forcemos que o transladado de A seja M pertencente

ao plano:

M=A+kn=(-1,0,2)+ (2k -k, k) = (2k - 1, =k, k + 2)

Como este ponto pertence ao plano satisfaz a sua equacgao, logo:
22k-1)-(-k+(k+2)-6=0=k=1

O ponto M sera: M = (1, -1, 3) e o vetor AM sera AM = (2, -1, 1). Apli-
cando este vetor em M, transladaremos M para A’ simétrico de A em
relacao a .

AN=M+AM =(1,-1,3)+(2,-1, 1) = (3, -2, 4)

3) Determine a equacao do plano perpendicular aos planos n: 2x + y —z +
+1=0em,:x-y-2z+2=0, que passa pela origem.

Solugdo:

O vetor normal ao plano pedido é o produto vetorial dos vetores not-
mais aos planos dados.
Temos:

n=2,1 -Yen,=(1, -1, -1)

i j ok
=i, xi, =2 1 -1]=(-2,1,-3)
1 -1 -1

A equacdo do plano pedida é:
2x+y-3z+d=0

Como o plano passa pela origem, d = 0. Logo:
2x+y-3z2=0=2x-y+3z=0
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4.1.1 - Posicao relativa entre o plano e os eixos

Considere o plano n de equacado ax + by + cz +d = 0.

1) a=b=0ec#0

[ Um vetor normal sera 71 = (0, 0, ¢) e & sera paralelo ao plano xOy.
NOTA
Se d=0, entdo o plano n 74
sera xOy.
-d
zZ=—
c
® = (0: 0: C)
T A
0 y

2) a=c=0eb=0
Um vetor normal sera 7 = (0, b, 0) e « sera paralelo ao plano xOz.

3) b=c=0ea=0
Um vetor normal serd 7i = (a, 0, 0) e & sera paralelo ao plano yOz.

=S4
I
—
=
A
S
&
<V

\’
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4) a=0,b20ec=0

Um vetor normal 71 = (0, b, ¢) é perpendicular ao eixo Ox, isto ¢, = ¢  FET—————
paralelo ao eixo Ox. NOTA

Se d=0, o plano n contém
ZA o eixo Ox.

1= (0,b,0)

<V

= by+cz+d=0

5) b=0,a-0ec=0
Um vetor normal 71 = (g, 0, ¢) € perpendicular ao eixo Oy, isto ¢, & é
paralelo ao eixo Oy.

ZA

7

(a, 0, ¢

ax+cz+d=0

6) c=0,b#x0ea=0

Um vetor normal 7 = (a, b, 0) é perpendicular ao eixo Oz, isto €, © é
paralelo ao eixo Oz.

ZA

ax+by+d=0

¥

in=(a,b,0)
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7) a#0,bx0ec=0
Um vetor normal sera 7i = (a, b, ¢) e o plano ndo sera paralelo a ne-
nhum eixo.

S
Il

(a, b, 0

ax+by+cz+d=0

Seja P = (x,, vy, z) en:ax+by+cz+d=0.
Entdo n = (a, b, ¢) € normal a =.

AZ

ax+by+cz+d=0

<

Seja P (x, y, z) no plano tal que PP, é normal.
Entdo P\P=kn= (x,-x,y,-, 2,—2) =k(a, b, c) =

x=x,—ka
= \V=Vo~ kb
z=2z,-kc
[ Substituindo na equagéo do plano:

NOTA
Como >+ b*+c*>0,0
mddulo do denominador
pode ser eliminado.

a(x,—ka) +b(y,—kb) +c(z,—kc) +d=0= k= ax, +by, +cz, +d

a’+b” +c?
Enfim, a distancia pedida é:

W RN AL TN e

| @b+t |

lax, + by, +cz, +d|

Ja? + b2 + 2

d(P,, m) =

A" 236
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Exemplos:

i) Determinar a distancia do ponto P = (3, 3, -3) ao plano de equacdo
2x+2y-z+3=0.

2.3+2.3-(-3)+3|_18 _
| J2e2recr | 3

Temos: D = 6

ii) Determinar sobre o eixo Ox um ponto que diste 5 unidades do plano
2x+y+2z-1=0.

Seja P = (x, 0, 0). Temos que d(P, ©) = 5, logo:

}2322()*122"(;;1}:5 = |2x-1=15 = 2x-1=415
+1% +

1+15
X =

=x=8oux=-7

Os pontos serdo (8, 0, 0) ou (-7, 0, 0).

iif) Determinar o LG dos pontos que distam 2 unidades do plano
2x+3y+6z+7=0.
Temos que d(P, n) = 2.

2x+3y+6z+7

22 +3%+6°

=2 =>2x+3y+6z+7==%14

n:2x+3y+6z-7=00um,:2x+3y+6z+21=0

iv) Calcular a distancia entre os planos:
n:2x+y-22-6=0en,;:2x+y-2z+12=0

P T
d nz
O
Q
237
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Basta tomar um ponto sobre um deles e determinar sua distancia ao ou-
tro. Tomemos P sobre n . Facamos, por exemplo:

x=y=0=2-0+0-22z-6=0
z=-3=P=(0,0,-3)

A distancia do ponto P = (0, 0, -3) ao plano 2x + y— 2z + 12 =0 é:

2.0+0-2.(-3)+12|_18_
| 2+ | 3

d(P, ) = 6

Exercicios resolvidos:

1) Calcule a distancia do ponto A = (2, 3, -2) a reta que passa pelos pontos
B=(1,1,1)eC=(3,3, 2).

Solucao:

Calculemos a distancia
de um dos pontos B ou C

4,—’5”4 _____________ : ao plano que passa pelo

ponto A e é perpendicu-

lar ao vetor BC.

Escolhamos C, por exemplo. O vetor normal ao plano serd o vetor
i=BC=C-B=(2,2,1).

A equacgdo do plano & sera: 2x + 2y + z + p = 0. Como A pertence ao plano
m,temos:2-2+2-3-2+p=0=p=-8

n:2x+2y+z-8=0.

Calculemos a distancia D do ponto C ao plano n:

4(C, ) = |2-3+2.3+2—8|_§=2=||§I”

| 22422412 | 3

Temos: @:A—C:(—l, 0, —4)= ||ﬁ||:\/1+0+16 :\/ﬁ
A distancia pedida sera obtida do triangulo retangulo CHA:
AH?=CA?-CH?= #?=17-4 = d=413

\'
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2) Determine o angulo entre os planos:
n:x+2y-3z+1=0emn,:3x-y-2z+1=0.
Solucdo:

O angulo @ entre os planos serda o angulo entre seus vetores normais
n, en,:

Como 71, =(1, 2, -3) e 1, =(3, =1, —2), fazendo o produto escalar:

i, - i, =|ii,| [7i,| cos 6 =

= 1:342-(=1)+(=3)-(=2) = /1> + 22 +(=3)* - /3% +(=1)* +(~2)* cos 6 =

= cos 0 7 1:>9 T d=60°, pois0<0<
=== =— rad =60°, < .
141z 2 3 s

\’
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1 Determine a equacdo do plano que é ortogonal ao ve- i 14 Encontre os valores de p e g para que os planos
tor n e contém o ponto P nos seguintes casos: n:pX+qy+4z=3en’t 3x -2y + 2z = 5 sejam
paralelos.

ayn=2,4"1eP=>1,-1,1)

b)yn=(,2-1)eP=(0,0,1) 5 Determine a equagdo do plano que passa pelos pontos

A=(1,2,3);B=(2,3,1eC=(3,1,2).

2 Déaequacaodo plano que passapelopontoP=(1,2,0)
e é paralelo aos vetores ti=(1,1, Nev=(2,1, 3).

3 Calcule o angulo do plano n: x + y+ z+ 1 =0 com o
plano xOy.

\'
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GEOMETRIA ANALITICA NO ESPACO CAPITULO IV

4.2 - Reta no R3

4.2.1 - Equacdes paramétricas da reta

Sejam P = (x,, y,, z,) um ponto e v =(a, b, ¢) um vetor ndo nulo. Considere a
reta r passando por P, e paralelaa v:

Z A

9/'

P(x, y, 2)

/

\<V

X

O ponto P(x, y, z) estd na reta r se, e somente se, PO—P € multiplo de Vv, isto é:

N |
P)P=tV (ondetE R) & X-x,, ¥y -V, 2-2,) =t(a, b, ¢) & NOTA
t é chamado parametro
X-Xx,=ta x=x0+at daretae v éum vetor

diretor da reta no R.

A y_}/o:lb = y:yo"'bt

z-7,=1Ic z=2z,+ct
que sdo as equacdes paramétricas da reta.

Exemplos:
i) Encontrar as equacOes paramétricas da reta que passa pelo ponto
(5,-1, 4) e € paralela ao vetor ¥ = (2, 3, 4). Onde a reta corta o plano xOy?
O ponto P(x, y, z) da reta satisfaz:
x=5+2t
y=-1+3t
z=4+4t

onde t ¢ um namero real qualquer. Para que P € xOy, devemos ter z = 0,
istoé, 4 +4t=0= t=-1. Assim:

x=5+2(-1)=3

y=-1+3(-1)=-4} = o ponto pedido é (3, -4, 0)
z=4+4(-1)=0

\’
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NOTA

Observe que os parametros
das duas retas ndo tém de
ser iguais. Por isso, usamos
notacodes diferentes.

\'

Dar as equacOes paramétricas da reta no R* que passa pelos pontos
A(2,7,-1)eB(3, 0, 4).
Um vetor paralelo a esta reta é:
v=AB=B-A=(1, -7, 95)
Assim, as equagdes paramétricas da reta AB sao:
x=2+1t
y=7-7t
z=-1+5t

Exercicios resolvidos:

D

Considere a reta r,, que passa pelos pontos A(1, 2, 1) e B(2, 3, 3), e areta
r,, que passa pelos pontos C(S, 6, 10) e D(6, 7, 13). Determine o ponto
de interseccdo delas, se houver.

Solugdo:

Um vetor paraleloaretar, € v, =B—-A=(1, 1, 2). Assim, a reta r, € repre-
sentada por:

x=1+1-¢,
y=2+1-t
z=1+2-t

Um vetor paralelo aretar, ¢ v,=D-C=(1, 1, 3). Assim a reta r, ¢ dada por:

x=5+1-t,
y=6+1-1,
z=10+3 "1,

Para que haja um ponto de interseccdo, todas as equacdes devem ser
satisfeitas para os mesmos valores de x, y e z:

x=1+t =5+t,
y=2+t =6+t, =
z=1+2t, =10+3t,

t,—t,=4
>t -t,=4 =t =4+t
2t, -3t, =9

2(4+1t)-3t,=9=>8+2t,-3t,=9=>-t,=1=t,=—1=t=3

Verifica-se que as trés equagoes sao satisfeitas.
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Entio: | X=1+t, =4
y=2+t =S5
z=1+2t,=7

Resposta: (4, 5, 7) é o ponto de intersec¢do das duas retas.
x=2t+1

2) Encontre a intersec¢ao do plano 2x -y +3z+4=0comareta {y=3t+2.

z=4t+3

Solugdo:

Substituindo x, y e z na equagdo do plano, vem:
22t+1)-3t+2)+3(4t+3)+4=0
13t+13=0=1t=-1

Substituindo t nas equagdes paramétricas da reta:
x=2-)+1=-1

y=3(-1)+2=-1

z=4(-1)+3=-1

Resposta: O ponto de intersecgdo é (-1, -1, -1).

4.2.2 - Equagoes simétricas da reta

A partir das equacdes paramétricas da reta:
X=Xx,+at
y=y,+bt
z=27,+ct

no caso em que a #0, b # 0 e ¢ # 0, podemos eliminar o parametro t, obtendo:

X=X _Y=Vo _27%

a b c

que sdo as equacdes simétricas da reta.
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NOTA

Esta representacdo de
uma reta em R? usa duas
equagdes, enquanto para
o plano bastava uma
equagao.
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Exemplos:

i)  Determinar as equacoes simétricas da reta que passa por A= (1, 2,-3) e
¢ paralela ao vetor v=(2, -2, 1).

Temos:

x-1 y-2 z+3
2 -2 1

ii) Determinar as equagdes da reta que passa por A = (1, -3, 0) e que € per-
pendicular ao plano de equacao 2x + y + 3z-5=0.

Temos a equagdo do plano 2x + y + 3z - 5 = O cujo vetor normal é
n=(2, 1, 3), que serd o vetor paralelo a reta pedida, logo:

x-1 y+3 z-0

2 1 3
~ ~ P x—-1 z
serdo as equacoOes simétricas da reta e fazendo — = y+3= 3= t,
temos:
x=1+2t
y=-3+t
z=3t

que serdo as equacgdes paramétricas da reta em questao.

\’
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EXERCICIOS DE FIXACAO

Determine a equacdo da reta que passa pelo ponto
P(2, 0, 3) e é paralela ao vetor v =(5, 1, 4).

Dé a equacdo da reta que passa pelos pontos A(1, 0, 2)
eB(3, 1,-1).

Encontre a equacdo da reta r que passa pelo ponto
A(1, 2, -1) e é perpendicular ao plano : 3x -2y + z=1.

245

4

X—=2 y+3 z+2
7 3

Dé o ponto de interseccdo da reta
com o plano xOy.

Determine o angulo formado pelas retas:

x+1_y z-1

\/z -— e

X-2 y+2 z

11 2 21

A Ngl
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4.3 - Esfera

| .. L. N
DEFINIGAO Definimos como esfera o lugar geométrico dos pontos do espaco que sao

Esfera. equidistantes de um ponto fixo, chamado centro. A distancia entre o centro da
esfera e um de seus pontos ¢ denominada raio da esfera.

Seja C = (a, B, y) o centro e R o raio. Chamemos P = (x, y, z) o ponto descrevente
da esfera.

Z A

v

Temos entdo: VP, ||@||=R

lcpll=J(x=0y? + (=) +(z—v7 =R

que nos leva a equacdo da esfera no R*:
(x—a)’ +(y—B)’ +(z—y)’ =R* (equacio reduzida)

No caso particular em que o centro € a origem (0, 0, 0), vem:

X2+ 2+ 72=R?

\’
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Exemplos:
i)  Determinar a equagdo da esfera de centro (1, -2, 3) e raio 2.
Basta fazer:
x=12+ (@ +2)2+((z-3)*=2%
ii) Determinar a equacao da esfera de centro na origem que passa pelo ponto
(2,-2,-1).
O 1aio é R=1/(2-0)? +(-2-0)? +(-1-0)* = 3.
Assim, a equacao da esfera € x* + y*> + z2 = 9.
iii) Determinar a equacdo da esfera tangente ao plano de equacao
x -2y + 2z -6 =0 cujo centro € o ponto (3, 2, -1).
N “
O raio da esfera sera a distancia do centro ao plano, logo:
R:\3—z 242 (=1) - 6\:3
| Jl+4+4 |
A equacao da esfera sera:
x-32+(y-2)2+(@z+1)?*=9ou
E:x>+y?+22-6x-4y+2z+5=0
iv) Determinar a equacao da esfera cujo didmetro tem extremos A=(4,1,1)e

B =(5,3,-1).

»

%

O centro sera o ponto médio de AB:
C— A+B _ 2 2,0
2 2
e o raio, a metade do médulo do vetor AB=B-A=(1, 2, —2).

R:%||@||:1\/1+4+ :%

2

A equacao da esfera sera:

2
E: (x—%) +(y—2)2+(z—0)2=%
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NOTA

Temos uma esfera
tangente a um plano
quando ambos possuem
um Unico ponto em
comum, ou quando a
distancia do plano ao
centro da esfera é igual
ao raio.
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Exercicios resolvidos:

\'

D

2)

Calcule o centro e o raio das esferas dadas pelas equacdes:

A X+ + 22 -x+2y—4z+ % =0

b) x* +y*+ 722+ 4x -6y +82+29=0
OX*+y>+722-6x+2y-27z+18=0

Solucéo:
a) Completando quadrados, temos:

xz—x+y2+2y+zz—42=—E

xz—x+1+y2+2y+1+zz—4z+4=—£+1+1+4
4 4 4

(x—%] +(y+1)*+(x=-2)>=2

que € uma esfera de centro (%, -1, 2) e raio /2.

b) Novamente, completamos os quadrados:

X2+ 4x+y? -6y + 7>+ 8z=-29

X2 +4x+4+y?-6y+9+22+82+16=-29+4+9+ 16
x+2)2+(-3)2+(z+4)=0

que representa apenas o ponto (-2, 3, —4) (esfera degenerada de raio 0).

¢) Mais uma vez:

X2—6x+y*+2y+27>-2z=-18
X2-6x+9+y2+2y+1+22-2z+1=-18+9+1+1
x=-3)2+(+1)>+(@z-1)2*=-7

Como a soma de quadrados ndo pode ser negativa, ndo ha ponto satis-
fazendo esta equacdo.

Determine os pontos de interseccdo da esfera de centro (2, 1, 3) e raio 5
com a reta dada por:

x=8+3t
y=13+8t
z=6+3t
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Solugdo:

A equacdo da esfera sera:
x-2)+@y-1*+(z-3)>=25

Substituindo as coordenadas do ponto P(x, y, z) da reta:
8+3t-2)2+ (13 +8t-1)2+ (6 +3t-3)>=25
Bt+6)%>+ (8t+12)2+ (3t + 3)2=25

9t + 36t + 36 + 641> + 192t + 144 + 92 + 18t + 9 = 25
821> + 246t + 164 =0

£?2+3t+2=0

t=-lout=-2

Assim, os pontos de intersec¢do sdo:
[x, =8+3-(-1)=5
y,=13+8-(-1)=5="P, (5, 5, 3)

2, =6+3-(-1)=3

e
[x, =8+3-(-2)=2
y,=13+8-(-2)=-3="P, (2,-3,0)
2,=6+3-(=2)=0

\’
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1 Dé a equacdo reduzida da esfera de centro C(-2, 0, 1) 4 Caso existam, encontre os pontos de interseccao da
e raio igual a 4. =t
. . . esferax’+ y>+(z-1)>=6 e areta =2t .
2 Determine o centro e o raio da esfera definida por : v ) y

X+ + 22— 4x—6y+12z-15=0. z=1-t

. - 5 Dé o centro e o raio das esferas de equagdes:
3 Determine o valor de k para que a esfera definida pela quag

equacdo x* + y* + 22 + 2x + 10z + k = 0 tenha o raio a)xX+yr+72=4

igual a 5. b) x> +y2+ 22 -2x+2y-7=0

\'
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4.4 - Apéndice

4.4.1 - Interpretacio geométrica de sistemas lineares de
3 equagdes a 3 incognitas

~ . . |
Uma solucao (x, y, z) do sistema linear: NOTA
ax+by+cz+d =0 Supde-se nesta discusséo

que cada equagao tem pelo
menos um coeficiente ndo

a,x+b,y+c,z+d,=0 nulo.

a,x+b,y+c,z+d,=0

pode ser interpretada como um ponto de interseccao dos planos:
n:ax+by+cz+d =0
n:a,x+by+cz+d,=0
niax+by+cz+d,=0
Dependendo dos coeficientes, temos as seguintes possibilidades:

Sistema possivel determinado

Os trés planos se encontram num Gnico ponto:
O produto misto dos vetores normais (a,, b, c,), (a, b, c,) e (a,, b, c,) € dife-
rente de zero.

a b, ¢ T,
a, b, ¢,|#0

b s
aj 3 3

Sistema possivel indeterminado

Os trés planos tém por interseccdo uma reta ou sdo coincidentes. Mais especi-
ticamente, podemos ter:

a) Trés planos coincidentes

Neste caso, a segunda e a terceira equagoes sdo multiplas da primeira:
ax+by+cz+d =0
M(ax+by+cz)+hd =0 a_1:_1:_1:_1 e L1 _ 1 _"1
A (ax+by+cz)+\,d =0
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\’

b) Dois planos coincidentes e um transversal

3

E Ty =Ty
Por exemplo, isto ocorre no caso:
ax+by+cz+d =0 a b ¢ d
Ma,x+b,y+c,z)+Ad, =0 @, 2 d,
ax+by+c,z+d, =0 ea,b,c)#k(a,b,c) k#0

Neste caso, uma das equagoes é multipla da primeira e a terceira ndo é.

A intersecc¢do serd uma reta.

¢) Planos distintos com uma reta comum

Isto ocorre quando uma equagdo é combinacdo linear de outras duas sem que

cada duas delas sejam equivalentes:
ax+by+cz+d =0
a,x+b,y+c,z+d, =0
(a, +Aa,)x+(b, +Ab,)y +(c, +Ac,)z+d, +Ad, =0

A interseccado sera uma reta.

Sistema impossivel

(all b]l C]) ;é k (azl bzl Cz)
k#0

a,=a,+ \,, b3=b1+7\,b2,
cg=cl+M2/d3=d1+M2

Ocorre quando nao ha intersec¢do comum aos planos. Pode ser:
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a) Trés planos paralelos

o
T2
T3
Por exemplo, isto ocorre para:
ax+by+cz+d =0 az_bz_ 2 d, az_bz_cz d,
1 T Ral R N o
ax+by+cz+d, =0 2 2 2 2 3 3 3 3
ax+by+cz+d, =0 izﬁzi#i
a, b, & d,
b) Dois planos coincidentes e um paralelo
T o= T
T3
Por exemplo, isto ocorre para:
ax+by+cz+d =0 a b, ¢ d
Max+by+cz+d)=0 4 b, % d,
ax+by+cz+d, =0 i:ﬁ:i;éi
a,~ b, ¢ d,
¢) Dois planos paralelos e um transversal
3
T
T
\
Por exemplo, isto ocorre para:
ax+by+cz+d =0 a b, ¢ d
—_— ==t —
4 b, & d,

ax+by+cz+d,=0

a,x+b,y+c,z+d, =0 (a,b,c)#k(a,b,c) k#0

Es i \dl
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d) Trés planos que se intersectam dois a dois em retas paralelas

e

1

Por exemplo, isto ocorre para: (a, b, c)#k(a, b, c,)
ax+by+cz+d =0 (@, b, c) #k'(a, by, c;)
(a, b, c,) #k'" (a, b, c,)
ax+by+c,z+d, =0
(a, +7a,)x+(b, +\b,)y +(c, +hcy)z+d, =0 ea,=a,+i,; b,=b +A\b,;
c,=¢,+i, A#O0
onded,#d +2d,e(a, b, c,)#k(a,b,c) VK ed#d +2d,

\’
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CAPITULO IV

EXERCICIOS DE FIXACAO

1 Considere um sistema de trés equagdes do primeiro 2 A respeito de duas retas, L, e L, de [R?, dadas pelas
grau, nas variaveis x, y e z. Se S é seu conjunto solugéo, equacoes:
quantas das configuracdes indicadas correspondem a 2x-y=1 X=y
-7
S=07 "3x-z=2 ly=z

14 pode-se afirmar que:
(A) interceptam-se no ponto (2, 3, 4).
— (B) ndo se interceptam.
(C) sdo coincidentes.
/ £ (D) interceptam-se no ponto (4, 4, 4).
y (E) interceptam-se no ponto (1, 1, 1).
< Z
B
[ y
a
N
v :

<[ R

(A)O (D)3
B)1 (E) 4
©) 2
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CAPITULO VI EXERCICIOS DE REVISAO CAPITULO IV

EXERCICIOS DE REVISAO

1

\'

Para que o plano ax + by + cz + d = 0 seja paralelo ao
eixo Ox, é necessario que:

(A)b=c=0 (D)a=0
(B) bc=0 (E)a+b+c=0
(©d=0

O grafico que melhor representa a intersec¢do do pla-
no [R* de equagédo x — y + z= 2, com o plano xOy, é:

( A) VA

X
(B) y4

X
(©) y A

>x
(D) yA

=x
(E) VA

X

256

3 Adistancia do ponto A=(1, 2, -1) ao plano n: x=0 é:

(A)% ©o
(B) 3 D)1

(Unificado-R]) O vetor unitario, normal ao plano de
equacdo x—y+ 2 z+1=0é:

= = = 1- 1= \/E-
A i- D) —j——j+2%
(A) i-j+v2k ()21 2/+2k

- = 1- \/E*
(B) i—j (E) E/+7k
(C)V2i-j+k

Para que o vetor (4, 8, v) seja normal ao plano de
equacdo 2x + 4y — 2z =3, vdeve ser:

(A) —20 (C) -4 (E) 6
(B) 20 (D)9

Um vetor perpendicular ao plano 4z + 3x-5=0 é:
(A) (4, 3,-5) (D) (6, 0, 8)

(B) (4, 3,0) (B) 3, 4,0)

(© 4 0,3)

Em [R3, um vetor paralelo ao plano 4x — 6z = 3 é:

(A) (2, 0,-3) (D) (-2, 0,3)

(B) (4, -6, 3) (E) (-6, 1, 4)

0672

O Unico ponto (x, y, z) do R? pertencente aos trés pla-
nos2x+3y—-z=24,x-y+z=1e3x-2y+2z=0¢:
(A)(1,0,3) (D) (7,2,4)

®) (7, 7,1) (B) (7 2,-4)

O 42

O plano que passa pela origem do sistema Oxyz e é

paralelo aos vetores V=i +j eli=i—j é:
A)x=0 ©z=0
(B)x-y+2z=0 (D) z=1



10

1

12

13

14

(Uerj) Sdo dadas as coordenadas de trés pontos no
R3: A(1, 0, 0); B(-1, 2, 0) e C(2, 0, —1). Baseado nessas
informacdes:

a) prove que esses trés pontos ndo pertencem a
mesma linha reta;

b) escreva a equacgdo cartesiana do plano que con-
tém esses pontos.

(UFF-RJ) Determine a equagédo do plano que contém,
simultaneamente:

a) o eixo Z;
x=t

b) a reta y=\/§l‘ .
z=0

A equacdo do plano que passa pela origem e é per-
pendicular ao vetor (1, -2, 1) é:

(A)2x+y-z=0

(B)x-2y+z=0

(C)—=x+2y+2z=0

D)x+y+z=0

B)x+2y+2z=0

A equacdo do plano perpendicular a reta determinada

pelos pontos (2, 2, -4) e (7, -1, 3) e que passa pelo
ponto (-5, 1, 2) é:

(A)5x-3y+7z2-12=0

(B)3x+5y-7z+24=0

(©)5x-3y+7z+14=0

(D)3x-5y+7z-6=0

(E)5x+3y-7z+36=0

Uma reta que passa pela origem de [R* intercepta a es-

fera de equacdo x* + y? + z2 = R? nos pontos P(u, v, w) e
Q(r, s, t). Podemos afirmar que:

Au=-rv=-s, w=-t
B)u=rv=s,w=t
Qu=-rv=s,w=t
(D)u=rv=-s,w=t

(B)u=r,v=s, w=-t
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16

17

19

20

(UFF-RJ) A figura abaixo representa um cubo de aresta 2.
A7

v

M

X

A equagéo do plano que contém os pontos M, O e o
ponto de encontro das diagonais internas do cubo é:

A)x+y+z=0 (D)x-y-z=0
(B)x-y=0 (B)y-z=0
©)x+z=0

(Uerj) Considere os pontos A(0, 0, 0), B(1, 2, 3) e
C(3, 2, 1) do R3. Utilizando esses pontos, determine:

a) as coordenadas de um vetor ndo nulo, do R3, perpen-
dicular ao plano que contém os pontos A, B e C;

b) a equacéo cartesiana do plano que contém os pon-
tosA,BeC.

Determine a equacao do plano ortogonal ao segmen-
to de extremos A(1, 2, -3) e B(3, 4, 9) passando pelo
seu ponto médio.

Escreva a equacdo do plano determinado pelas retas
concorrentes:

x=2 4-7

2

(r =y+3=

X=t+6
(s)jy=3t-2
z=2-t

x=3t+2

A reta do R® de equacdo {y=bt+3, tER ¢é paralela
z=t

ao plano x + 4y + z+ 9 = 0. Qual o valor de b?

X=2+t
A reta de equacgdo {y =1-t, tER intercepta o plano
z=t
X+ y+ z=0 no ponto:
(W) 2, 1,0) (©)(0,0,0)

®(a,1,1) (D) (-1, 4,-3)

(E) (2/ 1/ _3)

A Ngl
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21

22

23

24

25

26

\'

O conjunto solucdo do sistema de trés variaveis

{x+y+z=3

~ é uma reta em R3. Determine a qual
X+2y+z=1

dos trés planos coordenados XY, XZ ou YZ, a reta so-
lucdo é paralela.

Dé a equacdo da reta que passa pelo ponto P(2, 8, -3)
e é ortogonal ao plano x + 2y — 3z = 2.

Calcule as coordenadas do ponto em que a reta
x=2 y-1_

: 3 Z fura o plano x—2y—7 = 0.

O conjunto dos pontos do R? tais que x> + y? + 22 +
+4y=216é:

(A) uma superficie esférica de raio J21.

(B) vazio.

(C) uma superficie esférica passando pela origem.

(D) uma superficie esférica de raio 5.

(E) constituido de um sé ponto.

A superficie esférica de equacdo x? + y* + 22— 2x=0:
(A) é tangente ao plano xOy.

(B) passa pelo ponto (1, 1, 1).

(C) é tangente ao eixo Ox.

(D) ndo possui pontos de cota negativa.

(E) é tangente ao plano yOz.

Uma esfera é tangente ao plano z=0.Se (1, 1, 2) é o

ponto da esfera diametralmente oposto ao ponto de
tangéncia, o raio da esfera é:

(A) 4 (D) \2
(B) 242 (B)1
(C) 2
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27

28

29

30

Para que a esfera de equacdo (x — 2)% + (y — 3)? +
+ (z- m)? = 9 seja tangente ao plano z = 0, é neces-
sario que:

(A |m| =9 (D) |m| =3
(B)|m| = 33 (E)Im =3
(©) |m| = 243

Determine a area da regiao de interseccdo da esfera:
X+ y?+72-4x+ 10y + 27— 20 <0 com o plano xOz.

(Uerj) Considere a reta do R3, representada pelas
equacgoes paramétricas abaixo.

x=t
y=1-t
z=2\/§, te R
Essa reta intercepta a superficie esférica de equacdo

x>+ y? + 22 =9, nos pontos P e Q. A distancia entre
esses pontos € igual a:

(A 2 (D) 4
(B) 22 ()5
©3

(Unirio-R]) Sdo dados os pontos O(0, 0, 0) e A(1, O,
2). O produto vetorial OAxOC, onde C é centro da
esfera (x—2)2+ (y-1)2+ z2=10, é o vetor:

(A) (=2, 4, 1)
(B)(-2,-4, 1)
(©) (2, 0,0)
D)1, 1,-2)
£ Q,-1,2)



CAPITULO V

NUMEROS COMPLEXOS

D. H. Teuffen Interfoto/Imageplus

Leonhard Euler (1707-1783) de
Emanuel Handmann. Suica, 1756.

Os numeros complexos foram criados para resolver equacdes que sdo impossiveis no universo dos
reais. Apesar de seu carater abstrato, os nimeros complexos sdo surpreendentemente Gteis em analise
de sinais e eletromagnetismo, geometria, analise de sistemas e outras inimeras areas. Na imagem,
o matematico suico Leonhard Euler e a identidade de Euler, considerada por muitos a mais bela da
Matematica, pois inclui as cinco principais constantes matematicas e as trés principais operacées numa
igualdade surpreendente.




DEFINICAO
Unidade imaginaria, ou
seja, i. Nimero complexo z.

\ Qg

NUMEROS COMPLEXOS

5 — Nimeros complexos
5.1 - O namero i

A insuficiéncia do conjunto dos ntmeros naturais (N) para resolver as equa-
¢coes do tipo x + a =b, sendoa € N, b € N e a > b, levou a criacdo dos nameros
negativos e a ampliacdo do conjunto dos naturais para o conjunto dos inteiros (Z).

O conjunto Z mostrou-se também insuficiente para resolver as equagdes do
tipo gx =p, com g € Z* e p € Z, quando g nao divide p. Este fato levou a criacdo dos
nameros racionais, do tipo g em que q#0, p e g inteiros, com a ampliacdo do
conjunto dos inteiros para o conjunto dos racionais (@).

A descoberta dos irracionais (ndmeros que ndo se escrevem sob a forma g
acima) completa o conjunto dos reais (RR).

Mas o conjunto dos reais ainda se mostrou insuficiente para a resolucdo de
equacdes que recaem no tipo x* = —g, com a > 0. Tornou-se, entdo, necessaria a
criagdo de novos nameros. Sdo os nameros complexos. Tais nimeros devem ser
tais que os reais sejam um caso particular, de modo que suas propriedades formais
sejam as mesmas dos reais.

Cria-se entdo uma unidade chamada unidade imaginaria, com a seguinte
propriedade caracteristica:

Define-se, entdo, como niimero complexo um namero constituido de duas
unidades diferentes, a unidade real 1 e a unidade imagindria i. Representando
pela letra z este nGmero complexo, temos:

z=a-1+b-iousimplesmente z=a + bi,

onde a é chamada parte real de z e b, parte imaginaria do complexo z. Represen-
ta-se por:

Re(z) =aelm(z) =b

O conjunto de todos os nimeros complexos é denotado por C.

Exemplos:

i)  z=3+4i é um numero complexo cuja parte real € 3 e a parte imagindaria
é4.
ii) z:—1+i\/§ = Re(z):—lelm(z):\/g
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Quando a=0eb =0, o nimero complexo z = 0 + bi = bi é chamado imagi-
nario puro.
Exemplos:
. . 1. ; . ek
i) z,=-2i, 2z, :El' z, =iy/3 sdo imaginarios puros.

ii) Calcular x real de modo que o nimero complexo z = (x + 2) + 2xi seja
um imaginario puro.
Basta fazer x + 2 =0 = x =-2. O nimero complexo fica entdo z=0-4i =

= —4i.

Quando b = 0, o nimero complexo z = a + 0i reduz-se ao namero real z = a.
Os reais sdo entao um subconjunto do conjunto dos complexos C.

5.1.1 - Nimeros complexos conjugados

Sdo ntimeros complexos com a mesma parte real e partes imaginarias simé-
tricas.
Sendo z = a + bi, seu conjugado serd Z = a - bi.
Exemplos:
i) z=3+5iZz=3-5i

ii) Calcular x e y reais de modo que (x + y — 1) + xi e S — 2yi sejam comple-
x0s conjugados.

x+y-1=5 [x+y=6
Devemos ter: / = 3 /
x=2y |x=2y
Logo, y=2ex=4.
E facil perceber que a conjugacio é uma funcéo involutiva, isto é, Z = z. I
Assim, z=3+4i = 7=3-4i = Z=3+4i=2z. NOTA

Uma func@o finvolutiva é
tal que f(f(x)) = x.

5.1.2 - Igualdade de nimeros complexos

Dois numeros complexos z, =a, + bji e z, = a, + b,i sdo iguais se, e somente
se,a,=a,eb =b,.

Dois nimeros complexos sdo iguais quando tém partes reais iguais assim como
partes imaginéarias iguais.
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Exemplo:

Calcular x e y reais sabendo que os complexos z= (x + 1) + (2y — 2)i e
w=(y-4)+ (x + 3)i sdo iguais.

x+1=y-4 N {x—y:—s

Devemos ter:
2y—-2=x+3 x—2y=-5

O sistema acima resolvido resulta em y = 0 e x = -5 e 0os nimeros com-

plexos ficam:
z=-4-2iew=-4-2i.

5.1.3 - Nimero complexo nulo

E o complexo cujos componentes real e imaginario sao nulos.

0=0+0i

Temosz=a+bi=0<a=0eb=0.
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EXERCICIOS DE FIXACAO

Dé o valor do niimero real p para que o nimero com-
plexo naforma z=(p - 2) + 3i seja o de um imaginario
puro.

Encontre os reais p e g para que o nimero complexo
na forma z = (p - 3) + (¢*> — 16)i seja:

a) um namero real;

b) um nimero imaginario puro.

R p 2
Dé o valor do nimero real p para que z==+(p-4)
seja um nimero real. 3

Encontre o real m para que o ndmero complexo na
forma z=1 + (m? - 64)i seja um namero real.

Encontre os reais x e y tal que (x + 1) + (y — 3)i = 4i.
Encontre o real p tal que (p>-4) + (p + 2)i=0.

Quais os valores reais de x e y tais que (2x — 6) +
+(y+7)i=0?

263

8

10

Determine os reais x e y de modo que 5 + (x + 4y)i =
=(2x+y)+ 6i

Dé o conjugado de cada um dos ndmeros complexos
abaixo:

a)z=4+5i
b)yz=1-2i
Qz=-5-3i
d) z=-5i
e)z=i+3
fz=-2

Se z=a+ bi é um niimero complexo, prove que:

a)
b

N NI

=z
=z

£:3 Qg



5.2 - Operacoes com numeros complexos

5.2.1 - Adicéao

|
DEFINICAO Chama-se soma de dois niimeros complexos z, =a, + bjie z,=a, + b,i
Soma de dois ndmeros o complexo
lexos.
compreres z,+2,=(a, +a)+ (b +Db,)i
em que a parte real é a soma das partes reais e a parte imaginaria € a soma das
partes imaginarias dos dois complexos.
Exemplos:
i) A+2))+B+3)=1+5+2+3)i=6+5i
i) 2+3)+(5-3)=2+5+B-3)i=7+0i=7
ili) B3+4i)+(-3+6i)=3-3)+4+6)i=0+10i=10i
iv) (3 +5i) + (0 + 0i) =3 + 5i
A soma de dois complexos conjugados ¢ um nimero real.
z=a+bi=z=a-bi= z+z=(a+bi)+(a-bi)=(a+a)+(b-b)i=2a+0i=2a
Propriedades da adicdao
1) Comutatividade
Z,+2,=2,+2
2) Associatividade
(z,+2z)+2z,=2+(2,+7,)
Neste caso escreve-se apenas z, + z, + Z,.
5.2.2 - Subtracao
Simétrico de um niimero complexo
|
DEFINICAO Chama-se simétrico de um namero complexo z = a + bi o complexo —z
Simétrico de um ndmero tal que z + (-z) = 0 + Oi.
complexo.

Sez=a+ bie-z=x+yi temos:
(a+bi)+ (x+yi)=0+0i

a+x=0 x=-a 1 -
= ,logo: —z=—g+-
bty=0 y=—b g Z =—a + —bi
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O simétrico de um complexo é outro complexo cujos componentes sdao 0s si-

métricos dos correspondentes real e imaginario do complexo dado.

Exemplos:
i) z=2+3i=>-z=-2-3i
ii) z=3-2i=-z=-3+2i

Subtracao

Chama-se diferenca de dois niimeros complexos z, — z, a soma de z, com o
simétrico de z,.
z,-2,=2 +(-z,)

Assim, se z, =a, + bjie z, = a, + b,i, temos:
z,—z,=a, +bi+(-a,-Db,i)

z,-z,=(a,—a,) + (b -b,i

Exemplos:
) 2+3)-Q+)=2-1)+@B-Di=1+2i
i) (8+4i)—(3-2i)=8+4i-3+2i=5+6i

5.2.3 - Multiplicacao

Denomina-se produto de dois naimeros complexos z, =a, + bjie z,=a, +
+ b,i o complexo que se obtém multiplicando-se como bindmios algébricos e
levando em conta que i = 1.

. 3 . L . . .
Assim, z,z, = (a, + b,i)(a, + b,i) =a,a, + ab,i+ a,b i + b b,i*.
Como ? = -1, vem:

z,z,=(a,a,-bb,) + (ab,+a,b)i

Exemplos:

i) (A+i)d-i)=4-i+4i-?=4+3i—-(-1)=5+3i
i) (3+4i)(3-4i)=32-(4i)?*=9-16i*=9 - 16(-1) = 25
i) A+)A-i)=1>-P=1+1=2

Norma de um nimero complexo

Chama-se norma de um namero complexo o produto desse complexo
por seu conjugado.

Se z=a + bi = N(z) = (a + bi)(a - bi) = a®> + b?, entédo:

N@=a?>+b*=0

265

DEFINICAO
Diferenca de dois nimeros
complexos.

DEFINICAO
Produto de dois nimeros
complexos.

DEFINICAO
Norma de um nimero
complexo.
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Exemplos:
i) z=2+3i=N(@2)=22+3*2=13
ii) z=1-i=N(@2)=12+(-1)2=2

Propriedades da multiplicacdao

1) Associatividade
(2,2,)2,=2/(2,2,), V 2,, 2, €2, €EC

2) Comutatividade
z,2,=2,2,V2,z,€C
3) Distributividade

z(z,+2,)=22,+22,V2,2,¢ez, €C

Inverso de um nimero complexo
|
DEFINICAO Chama-se inverso de um niimero complexo z=a+bi#0 o complexo

Inverso de um ndmero
-1 I B .
complexo. z'talque z.z" =7z - z=1+0i.

Para determina-lo, suponhamos z! = x + yi.

Devemos ter:

(@a+bi)(x+yi)=1+0i

ax + ayi + bxi + byi> =1 + 0i

Como i* =-1, vem (ax — by) + (ay + bx)i = 1 + 0i, donde:

ax—by=1:$X_ a . b _ ._ a b . a-bi
ay+bx=0 e T T a>+b* a*+b® @+ b’
Entao:
L
N(z)

O inverso de um complexo é o quociente do seu conjugado por sua norma.

Exemplos:
1-i 1 1

i z=1+i = 27 =50—=———i
) 1>+1° 2 2
. 3+4i 3 4
i) (3-4i)'= =—+—i
) ) 3+4”> 25 25
iy 1= 270 _2 1

2+i 2°+1> 5 5
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5.2.4 - Divisao
Sejam z, = a, + bji e z, = a, + b,i dois nimeros complexos. Para efetuar a divisdo

- M , basta multiplicar ambos os termos da fracao pelo conjugado do de-
z, (a,+Db,i)

nominador z,:

z, _a,+bi _a, —b,i (a,+bji)(a, - Db,i) — (@ +bi) z,
- i P —\ T
z, a,+byi a,-b,i a; +b} N(z,)
Como WZ) =z,' é o inverso de z,, isto é equivalente a multiplicar z, pelo
z
2

inverso de z,.

Exemplos:

3+5i _(3+5i)(1-i) _3-3i+5i-5" 3+2i+5

i
) 1+i  (1+i) (1-i) 1% +1° 2
3+5i 8+2i ,
— = =4 +i
1+i 2
i) Z_10+2)0i_(1O+20i)(3+i)_30+10i+60i+2,0i2
3—i (3-){3+1i) 32417
30+70i—20 10+ 70i .
7= = =1+7i
10 10

o 1-i (- -i) 1-2i+i* -2i
iii) —= : S e =l
1+i (A+)(1-i) 1°+1 2

267
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EXERCICIOS DE FIXACAO

Efetue.

a) (2+3i)+ (4 +5i)
b) 3+4i)-( + 2i)
Q6+5)+(1-1)

d)(;+i)—(§—i)+(6—2i)

e) (V3+)—-(/5+i)
)7 +30)-(5-30)+@&-70)

Calcule p e g reais, tais que (4 + 5))— (-1 +3) =p + qi.

Encontre x e y reais, tais que (3 + xi) + (y—4i) =7 + 3i.

Efetue.

a) (4 + 3i) - (2-5i)

by (1 + 3i) - (2 +4i)

A B-6i) - (1-2i)
d)[%—ZiJ-(%+i]

e) (4 +3i)?
Encontre z € C, tal que 22 = 2i.

Seja z=3 + 4i um ndmero complexo, encontre:

a) z d) (2)?
b) 22 e) Compare os itens c e d.
P

\ Qg
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7

8

10

. . z
Sendo z, =3 +iez,=2+i obtenha 1.

z
2

Efetue.

a) 3+2 d) 3*/
T+i i
b) & e) 2-5i
5i i
C) 2+i
5-3i

Seja o nimero complexo z = 3 — 4i. Encontre:
a) z;

b) o inverso de z;

) o conjugado do inverso de z%

d) o inverso do produto z - i.

Dado o nimero complexo 7z =1++/2i, escreva o com-
plexo z-.
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5.3 - Poténcias sucessivas de i

Convencionamos =1, i'=i e #=-1.
Assim, temos:

i’=i*i=(-1)i=—i = #=-i
it=i* . i*=(-1(-D=1= i*t=1

=it i=i
=it i*=-1
etc.

Qualquer poténcia de expoente natural n de i € igual a que tem como ex-
poente o resto da divisdo de n por 4.

Com efeito, quando se divide um namero natural por 4, obtém-se um quo-
ciente g e um resto r € {0, 1, 2, 3}. Entao:

"=t =t =) =1 =1 =

Por outro lado, o resto da divisdo de um ntmero natural por 4 é o mesmo resto
que o do numero formado pelos algarismos das dezenas e das unidades.

Basta ver que, se n =kl ... cdu =kl ... cO0 + du

Como kI ...c00 =kl ... c- 100, sendo multiplo de 100 sera multiplo de 4, logo o
responsavel pelo resto da divisao serd o nimero du = 10d + u.

Assim:
l'45720 - 1'20 - 1'0 =1
i32283 - l'83 — l% =i
i123458 - 1'58 — l'Z =-1
l‘181 - 1'81 - l'l - l
Em suma:
1'411 :1’ i4n+1 :i, i4n+2 :_1' l'4n+3 :—i, Vn eEN

Se as poténcias tiverem expoentes negativos:

it=1-i"=i*-i"=i"=i
etc.

Exemplos:
i it i i i

i Z=- ; ; ; ; ;
) i+ 47 4B 40 0%

14

Como i + i + i + i =0 e ?° + i?! + i?* + i>3 = 0, temos:

_ 0+ 2 1 1-Q-i) _ -1+i
0+i%+i® i"+i 1+i (1+i(1-i) 2

Z=-=+=i
272
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NOTA

A soma de 4 poténcias
consecutivas de i é nula.
Por exemplo,

jAn 4 jan+1 g jAn+2 4 jan+3 = 1 4
+i-1-i=0.
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ii) Calcularasoma z=1+i+ 2+ i+ ... + i’.

Agrupando de 4 em 4, temos 100 parcelas, ou seja, 25 grupos de 4 potén-

cias consecutivas.

Logo:z=(Q+i+P+83)+ @+ +i®+7)+ ...+ (% +i7 +i+ i)
z=0+0+..+40=25-0=0

Outra solucgdo:

Observando que temos uma PG de razdo i, aplicaremos a formula da soma

dos termos § = 21~ %
n q_l
Logo:
i1 -1 1-1
i—-1 i—-1 i—-1

Exercicio resolvido:
Calcule asoma z=1 + 2i + 3i% + 4i% + ... + 99i°8.

Solucao:
Multiplicando z por i, vem:
Z-i=i+2i>+ 38+ ...+ 98i°® + 991
z=1+2i+ 3%+ 43+ ... + 99i°8
Subtraindo z - zi, vem:
z—zi = 1+i+i* +...+i”® -99i%
z(1-i)=i"® +i” +i® -99.i*
z(1-i)=1+i-1+99i =100i

100i 1+i
=

-=100i —— =-50+50i
1-i 17 +1
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1 Calcule: i ' 4 Seja onimero complexo:
a) i23 d) (_i)zs : 7= i101 + I'102 + I‘103 + I'104 + I'105 + I'106.
Calcule Z2.
b) I’46 e) I‘229 :
Q) o8 5 Calculeasomal+i+i2+i3+..+i%.

2 Qualéovalorde i+ "+ 2+ ... +i°+i9?

3 Calcule:
a) j.j"® d) j180 4 j123
i”? . .
b) I e)3i +i7?
:32
i
Q) i°+ i?
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5.4 - Raiz quadrada

0 (1 . . oy
DEFINICAO Chama-se modulo de um namero complexo z = a + bi 0 nimero positivo

Médulo de um ndmero ounulo |z|=a*+p =ou|z|= |N(2).

complexo.

Exemplos:

i) z=3-4i = |z|=49+16=5
i) |5-12i|=+/25+144 =13
i) |1+iV3|=y1+3=2

Para calcular a raiz quadrada de um complexo z = a + bi, esperamos que seja
um complexox+yicomx E Rey €R.

Queremos:

a+ bi=(x+yi)?

a + bi = x* + 2xyi + y*i®
a+bi=x*-y*) + 2xyi

x*-y*=a (I)

Devemos ter:
2xy=>b 1D

Se b # 0, de (II) tiramos y = 2£ , com x =0 ey = 0. Substituindo em (I), vemn:
X

2
X2_4x2 =a = 4x"-b’ =4ax’ ou ainda 4x* —4ax*-b* =0

Vo 4at+16a’> +16b°> 4at4\a’+b* a+|z|
8 8 2
Como z #0, entdo a < |z|, ou seja, a — |z| < 0, 0 que mostra que o sinal negativo

leva a x € R, que ndo serve como solucao. Temos entdo:

., a+|z] a+|z|
=—121 o x=%
2 2

X

Com isto, de (I), temos:

+ j—
y2=x2—a=a |Z|—a _lz|

a . .
e a raiz quadrada fica:

2 2
NOTA /a+bi=i\/|z|+ai\/lzl_a-i
2 2
b

Se b =0, entao
z=a+ bi= aé real. Neste

caso: , . .
a>0= J7 =1a. De (II), vem que xy = 7" Assim, se b € positivo, x e y devem ter o mesmo sinal.

=+ i P . . . 2 .
a<0=z=%(a)i. Se b é negativo, x e y devem ter sinais contrarios.
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Em suma:

NUMEROS COMPLEXOS CAPITULO V
|

casoemque ze Re
z> 0, nao faz sentido
i:| se <0 discutir raiz positiva de z.
Todo complexo tem duas
raizes quadradas (exceto 0).

Ja+bi=+ ‘/w+ =4 il se b>0 NOTA
2 2 Observe que, exceto pelo
)

Exemplos:

J3—4i =+(2-1)
i) J-15-8i

Temos |-15-8i|=+/225+64 =17

Jo15-8i = i(\/” +é_15) - J17 ‘;‘15)1' ]: +(1-4i)
1\ J

iii) /5+12i. Temos |5+12i| =y/25+144 =13

\/5+12i=i( /13;5 + /132‘51'J=i(3+2i)

iv) -4 =+2i
v) J16=4

Exercicios resolvidos:

1) Calcule o complexo z tal que iz+2Z =i-1.

Solucédo:

Suponhamos z = x + yi com x, y reais. Substituindo na equacao, vem:

i(xX+yi)+2(x—yi)=—1+i

iX+yi* +2x-2yi=-1+i

Como i* =-1, vem:

IX—y+2x—2yi——1+i

Qx—y)+(x=2p)i=—1+i = {2x—y=—l
x-2y=1

Resolvendo o sistema: y=-1e x =-1
Resposta: O complexo serd z = -1 —i.
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2) Calcule x real de modo que 12 _ZXi' seja um imaginario puro.
+2xi
Solucdo:
Temos 2—Xi _ (2—xi)(1-2xi) _2—4xi—xi+2x%’
1+2xi  (1+2xi)(1-2xi) 1+4x?

2-xi _2-2% L o

1+2xi  1+4x* 1+4x°

Para este complexo ser um imagindrio puro devemos ter:
2-2x"
1+4x°

entao

=0 = x*=1 = x=+1

Resposta: O complexo fica 0+ _?51 ==i.

3) Sendou=1+iev=1-i calcule u®* . v-s.

Solucdo:
U2 v =y 2y Y2y

. )
W = (i) (1—iy? = (i) L 12D

2 2
()2 =i% =i =1 entdo U2 vSI=12.y=y=1—i

Resposta: 52 - y351 =1 -1

4) Resolvaaequagdo|z|+z=2+i.

Solucao:
Suponhamos z=Xx+yi = |z|=x"+y?, entdo:

VX +y? +x+yi=2+i, logo:
2 2 _
{“X tyAx=2 = JxX*+1=2-x (x<2)

y=1
Elevando ambos os membros ao quadrado:
X +1=4—-4x+x*> = 4x=3 = x:% = z:%ﬂ'

Testando-o na equacdo original, vemos que ele a satisfaz:

2
3 +12+§+i=2+i:>1/§+§+i=2+i$§+§+i=
4 4 16 4 4 4

=241 =2%01=241

Resposta: O complexo sera z = % + i,
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EXERCICIOS DE FIXACAO

3 Encontre o nlmero complexo z tal que |z]| = 2 e

1 Dé o moédulo de z=\/§—i. lz—i|=1

2 Calcule o médulo de cada um dos nimeros com- . .
4 Determine as raizes quadradas de:

plexos:
a)z=4+i d) z=—6i a)i d) 2i
b) -5 e)5-12i
byz=2-i e) z=+3+i ) )
11 C) 4i
Qz=—+—i f)z=-3
32

275 Eel \gl



5.5 - Forma geométrica de um niimero complexo

Como o complexo z é constituido de dois nameros distintos, podemos repre-
senta-lo por um par ordenado de ntimeros reais (a, b). Assim:

z = a + bi corresponde ao par ordenado (a, b)

Im A
R .P=a+bz
1
1
1
1
1
1
|
} P
© a Re
|
NOTA

O sistema de coordenadas

em questdo é chamado de . .
plano de Argand-Gauss e Se considerarmos um sistema de coordenadas e marcarmos no mesmo O pon-

0s eixos sdo o eixo real (Re)  to P = (a, b), ele sera chamado de imagem do complexo z. Por outro lado, a cada
e o eixoimagindrio (Im).  honto P = (g, b) correspondera um complexo z = a + bi que serd chamado de afixo
do ponto P = (a, b). A expressao a + bi é chamada forma algébrica do complexo z.

Exemplos:
ImA
398
S Ssooes -2
I
X 1+---------- OIA
D =1 H |
Py 1 ] 1 ® Il ] »
23 _5 1 |0 2 3 4 Re
-1 9F :
I I
R -6
, G
g T3

i) O ponto A = (4, 1) é imagem do complexo z = 4 + i.
ii) O ponto B = (0, 3) € imagem do complexo z =0 + 3i = 3i.
iii) O complexo z = -2 + 2i é o afixo do ponto C = (-2, 2).

iv) O complexo z =-3 + 0i é o afixo do ponto D = (-3, 0).
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v) O ponto E = (-1, -3) é a imagem do complexo z = -1 - 3i.
vi) O ponto F = (0, -1) € a imagem do complexo z = —i.
vii) O complexo z = 3 - 2i é o afixo do ponto G = (3, -2).

viii) O complexo z = 2 € o afixo do ponto H = (2, 0).

As imagens de dois complexos conjugados sdao simétricas em relacdo ao
eixo dos reais.

Im 4
a+bi=(a,b)
D @ »
-a R
H O a ﬁe
07 e @ e rme e ®
—a - bi=(-a, -b) -b a—Dbi=(a,-b)

As imagens de dois complexos simétricos sdo simétricas em relacdo a origem.

Exemplos:
i)  Qual o lugar geométrico das imagens dos complexos z =2 + yi, Vy ER.

Ima x=2

Yy4----

Basta notar que as imagens dos complexos sao pontos do tipo (2, y),
isto €, x = 2 para todo y. A equacdo x = 2 é uma reta paralela ao eixo Im.

ii) Qual o lugar geométrico das imagens dos complexos z =t + 3i, Vt € R.

Im 4
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\ Qg

iii)

iv)

Neste caso os pontos do tipo (t, 3) sao de uma reta de equacdo y = 3 que
¢é paralela ao eixo Re.

Qual o lugar geométrico das imagens dos complexos z = (f + 1) + 2ti
variaveis com o parametro real t?

x=t+1
y =2t
equacdo se obtém eliminando-se o parametro t.

Basta notar que { sdo as equacdes paramétricas da reta cuja

t=x-1=y=2x-1)=y=2x-2

Im A

y=2x-2

2i

v

Re

/]
Temos tga =2 e o corte no eixo Im no ponto (0, -2) = -2i.

Qual o lugar geométrico das imagens dos complexos z = (t, t-4), VtER,

x=t

Basta fazer t>0.

y=t-4
Eliminando o parametro t, vem x> =t e y = x> — 4, que € uma semipara-
bola, pois /t >0, logo x> 0.

Im A

— 4
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1 No plano de Argand-Gauss, estdo representadas as : 2 Determine, no plano de Argand-Gauss, a imagem de
imagens de alguns ndmeros complexos. Dé a forma : cada um dos seguintes nimeros complexos.

algébrica de cada um desses complexos. .
a)z, =1+2i

Im 4
b)z,=-2-i
..oz : ;
| ! (@) z, = -4 +3j
Z0l d)z,=5-2i
3 [ ie, e) z, = —4i

: : HEZ) :

; Zs : ; R :

RN O o] ; S i 13 Encontre a area do triangulo ABC, sendo os pontos A,
L € B e C as imagens de -2 + i; 1 + 5i; e 4 + i, respectiva-
79 mente.
T SO 1 :
Pz, L i 14 Qual é o lugar geométrico das imagens dos complexos?
L 4 s

Zy ....:Z7 a)z=-2+Vyi,yER

b)z=t-3j,teR
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5.6 - Forma trigonométrica de um nimero complexo

5.6.1 - Modulo de um nimero complexo

|
DEFINICAO Consideremos um complexo z = a + bi e sua imagem P = (a, b) no plano.
Médulo de um nimero
complexo.
Im A
P P=(a, D)
I
I
I
r |
I
I
0 |
! »
(@] a Re
|
NOTA Chama-se m6édulo do complexo z e representa-se por | z| =r a distancia
Esta definicdo de médulo . AT
de um m]riero complexo da origem O = (0, 0) até a imagem P = (a, b) do complexo.

coincide com a apresentada

anteriormente. |z|=r= Jaz + b = |z | =N(z)

O moédulo de um complexo ¢ a raiz quadrada de sua norma. E o médulo
do vetor OP = (a, b).

Exemplos:
i)y z=3+4i = |z|=v9+16=5

i) z=-5+12i = |z|=(-5)>+12*> =13

iii) z=3i=0+3i = |z|=4J0*+3* =3
O moédulo de um complexo é sempre positivo ou nulo.

5.6.2 - Argumento de um nimero complexo

NOTA

Para z=0 (ou P = (0, 0))
nao esta definida a nocao
de argumento de z. Temos:

Chama-se argumento de um complexo o angulo trigonométrico do segmen-
to OP com o eixo real (Re).

0=k 2n+6, emque 0<6 <2x
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O angulo 6,, menor determina¢ao do angulo, € chamado argumento prin- DEFINICAO

cipal do namero complexo. Argumento principal de um
. . ndmero complexo.
Para o argumento, usamos a notagao 0= arg z, enquanto (6] argumento prin-

cipal 6, € denotado por Arg z. EEEE——

NOTA

Alguns autores consideram
- 1 < 0,< m. O argumen-
to principal se escreve com

COSG=E=L e senG:B:L A maiisculo.
r ) r

Para calcular o argumento do complexo z = a + bi (z # 0), basta ver que

Este argumento pode ser também calculado utilizando a tangente do angulo 6
associada ao quadrante onde se situa a imagem do complexo P = (a, b). Assim,

tg b= b juntamente com o quadrante de (a, b).
a

Exemplos:
i) z=1+1i

cos0=

r:\/1+1:\/5,

Im
z=1+1i
T
= 0=k-2m+— 6
4 > Re

- tol-

lsenez ‘
i) z=-1+iy3
. Im
\/g =il 4= i3
tgo=Y3-_3
-1 = 6=k-21t+23—7t 0
l(_l' \/5)629 quadrante ‘ > Re
iii) z=-3i=0-3i Im
cose=%=0 3 ie
r=y0+9=3, = 0=k 2n+2F > Re
-3 2
senez?:—l \T

iv)z=2=2+0i
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5.6.3 - Forma trigonométrica ou polar de um niimero complexo

Consiste em expressar o complexo z = a + bi em fungdo do médulo r = «/g® + b?
e do argumento 6. Assim:

a+bi = r(g+éij= r(cosO + i sen 0)
ror

| A soma cos® + isen® € comumente representada por cis 8. Com isto, o com-

NOTA plexo fica:
A expressao cis € uma

A ) z=r(cosO +isen 0) ou z=rcisO
simplificacdo de cos + isen.

que € a forma trigonométrica do complexo.

Exemplos:

Escrever na forma trigonomeétrica os complexos.
) oz =1+i

r=\1+1=+2

[COSGZL:_Z
2

\/5 = o=k -2m+= = z=\/5(:is(k~21t+E

1 2 + 74
senf=—=——
N

i) z,=-1+iy3
r=+1+3=2

cos0 =

= 6=k~27t+2—7E = z=2Cis (k-2n+2—n\
3 \ 3)
sen 6 =

L

N’ﬁ‘ ST

i) z,=-1-i

Utilizando a tangente do angulo para calcular, temos:

T3 l=\2

-1
tgo=—=1
5 -1 = 0=k- 2n+SZ:>z fas{k 2n+ n)
(-1, —1) € 3° quadrante
iv) z=2-2i
J4— VB=242
t 6— =
& = 6=k~2n—% = z:Z\/Ecis(an—g)
—2) € 4° quadrante
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Dois complexos conjugados ttm o mesmo modulo e argumentos de
extremidades simétricas em relacdo ao eixo Ox.

zZ=rcis® = Z=r cis (-0)

Im A
z=(a, b)
I
r 1
I
o
0 o Re
r h X
I
I
-z = (-a, -b) z=(a, -b)

Dois complexos simétricos tém o mesmo modulo e argumentos de extre-
midades simétricas em relacdo a origem.

zZ=rCis® = —z=r cis (n+0)

Exemplos:

i) z:ZcisE = z=2cis I e —z=2cis 1t+E
6 6 6

i) z=5c¢is120° = z=5cis (-120°) =5 cis 240° e —z =5 cis 300°

Dois complexos, z, e z,, serdo entdo iguais se tiverem a mesma imagem, isto
é P =P, oqueacarretar, =7,e 6, -6, =k-2m.
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1

Determine o argumento dos seguintes nimeros com-
plexos:

a) z:l+ﬁi
2 2

b) z=2+23i

d) z:\/g_i
e) z=-1+i
Q) z=-2+23i f) z=3i

Represente cada nimero complexo a seguir na forma
trigonométrica.

a) z=1+3i d) z=-2-2i

b) z=3+i azﬁL
—1

¢ z=-3i

\ Qg

284

5 Dé aforma trigonométrica de z=i*- ji*- i

3  Escrevaaforma algébrica dos seguintes nimeros com-

plexos:
a) z=4(cos 120°+i sen 120°)

_ 3m . 3n
b) Z—Z(COS = tisen 7]

C) z=2(cos 300°+i sen 300°)

d) z=cos g+iseng

!, obtenha a forma trigonométrica de z

Se Z=1+
i i+l
e de z2.
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5.7 - Operag¢des com numeros complexos
na forma trigonométrica

5.7.1 - Multiplicacao -
NOTA
Sejam dois complexos z, =r, cis 0, e z, =1, Cis 0,. Como a adicéo e a
subtracao nao trazem
Efetuando o produto, temos: nenhum resultado
. . vantajoso, nao as
z,z,=(r,cis 0) - (r, cis 0,) =rr, (cos 0, +isen 6,) (cos 0, +isen 6,) estudaremos na forma

trigonométrica em especial.
Ou ainda:
z,z,=r11,[(cOs B, cos B, —sen 6, sen 0,) + i (sen 6, cos 6, + sen 6, cos 6,)]

Logo:

z,z, =r1,[cos (6, +6,)+i sen (6, +6,)]
z,z,=r17,Cis(0, +0,)

Para multiplicar dois complexos na forma trigonométrica, multiplicam-se os
modulos e somam-se os argumentos.

Exemplos:
D Y
z, =2cis—
4 . [Sm 3m
= 2,Z,=2-3CS| —+—
z,=3cis S ¢4
2= 4 J
7,7, =6is 84—n= 6¢is 21
z,z, =6(cos 2m+i sen 2m) = 6(1+0i) =6
i) z, =cis 30° ) .
) = z,z, = cis (30°+120°) = cis 150°
z, = cis 120°

NE

z,z, =c0s150°+ isenlSO°=——+li
2 2

iii) z, =2cis 10°
z, =4cis 30° r = 7,7,7, =2-4-8cis (10°+30° +50°)
z, =8cis 50°|
2,2,7, = 64cis 90° = 64(cos 90°+ isen 90°)
z,2,7, =64(0+1i) = 64i
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5.7.2 - Divisao
Sendo z, =r,cis0, e z, =r,cis6,, devemos ter:

z 1 z Z

1 2 2

L=z .—=z —%2—=7-—2- logo:
1 1 1 ’

Z, z, N(z,) |z,

z . r, Cis(—6 no.

_lzr'lClSel.gzz):_lCls(el_ez)

Z, 2 b

z, T
—+ ="1cis(8,-6,)
ZZ rZ

Para dividir dois complexos na forma trigonométrica, dividem-se os médulos
e subtraem-se os argumentos.

Exemplos:
j BCsI20°_8 i 120°-30%) =4 cis 90°=4i
2 cis30° 2

i) (2 cis 10°)(3 cis 20°)(4 cis 30°)
(6 cis 60°)(2 cis 120°) cis 180°
_2-3-4cs(10°+20°+30°) _

6-2-1 cis (60°+120°+180°)

=2 cis (60°—360°) =2 cis (-300°) =2 cis 60° =

=1+i\/§

2+2i

iii) Calcular o modulo e o argumento de T
—1+i

Temos que o modulo do quociente € o quociente dos moédulos, logo

|2+2i| Ja+ra 242

— = = = 2
|-1+i] Ji+1 V2
Como (2 + 2i) tem sua imagem (2, 2) na bissetriz do 1° quadrante, seu
argumento serd k - 360° + 45°.
Por outro lado, a imagem de (-1 + i) estd na bissetriz do 2° quadrante
(-1, 1) e seu argumento sera entdo k' - 360° + 135°. O argumento do quo-
ciente é (k-360°+45°)—(k"360°+135°) =k"-360°-90°= k" - 360°+270°.
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1 Considere os nimeros complexos a seguir:
LT LT
Z, =2cnsE e z,=3dis 3
. P Zz
Escreva na forma trigonométrica z,-z, e .
ZZ
2 Sejam os nimeros complexos z, =6 cis 240°; z, = cis 30°
e z, =2 cis 150°. Obtenha na forma trigonométrica:
a) z,-z, d) z,-z,-z,
b) 4 e) 4%
Zz, z,
9 224,

3 Dados os complexos z, =6 cis 85° e z, =3 cis 25°,
calcule:

a) 2172,

b) %1

Z;

9 z,z

d) 22

Z

£:3 Qg
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5.8 - Potenciacao - Formula de De Moivre

Convencionaremos que z° = (rcis8)’ =1ez' = (rcis)' =rcis6.
Temos que:

(rcis®)® = (rcis0)- (rcis0) = cis 20
(rcis8)® = (rcis0)” - (rcis 0) = (r* cis 20)(r cis 0) = r* cis 30

etc.

Suponhamos que (rcis0)" =r" cisn6. Completemos a indugao:
(rcis®)" "' =(rcis®)" - (rcis0) = (r" cisn0)(rcis ), logo:

(rcis®)" ' =r"""'cis(n+1)0, o que completa a inducao.

Para elevar um complexo na forma trigonométrica a um expoente inteiro e
positivo, eleva-se o modulo a esse expoente e multiplica-se o argumento por esse

expoente:

z=rcis® = z" =r"cis(n0)

No caso do expoente negativo, temos:
(rcis@)™" = [(r cis0)™ ] "= [&5_9)} = |} cis (—9)}
r
logo:

(rcis®) " =[r ' cis(—=0)]" =r " cis(-n0)
0 que mostra que a féormula de De Moivre se mantém para expoentes negativos.

Exemplos:

) (2cis10°)° =2 cis60°=64[%+i§]= 32+3243 i

ii) Calcular (1—1'\/5 )30.
|
NOTA Passando 1—i./3 paraaformatrigonométrica, temos 1— i3 = 2cis (-60°),

Observe que o
desenvolvimento do _\/§

2
bindmio de Newton seria pois /12 + (\E ) =2 etgh=—"=—3 com (1, B ) no 4¢ quadrante.

excessivamente trabalhoso.

Assim:

30
(1—iJ§ ) — [2 cis (—60°)]° = 2% cis (~1800°) = 2% cis 0° = 2
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iii) Calcular os complexos ndao nulos cuja 52 poténcia reproduza o seu con-
jugado.
Devemos ter z° =Z. Escrevendo na forma trigonométrica, vem:
(rcis®)® =rcis(-0) = r’°cis50 =rcis(-0)

Esta igualdade nos daréa:
r=r=r=1=r=1 (poisr > 0)

50-(-6)=k-2n = 60=k-2n = 0= k:2m _ kn
6 3
Com k inteiro, logo:
z=1cis k_n’ kez
3
g I
Para k=0 = z,=1cis0=1
A Im NOTA
T 1 . \/§ As seis solu¢des somam um
k=1 = z =1dis 3 = 5 +17 hexagono regular no plano
.{2_ _____________ o7 de Argand-Gauss.
k=2 = z,=1cis @:—lﬂ'é
3 2 4 ;
k=3 = z,=1cisnt=-1 % ¢ “-;1 >
“."Z6E ZO Re
k=4 = z,=1dis 4—":—1—1'ﬁ
2 2
Zo /A
k:5¢z§:1ciss—n:l—i£ '
: 3 2 2
k=6 = z,=1cis 6?nzlcisO:l
Observe que a partir de k = 6 os valores de z comecam a se repetir,
havendo portanto exatamente 6 complexos ndo nulos e distintos que
satisfazem a propriedade.
5.9 - Radiciacao
I

Chama-se raiz n-ésima de um complexo z=rcsf® um outro complexo NOTA
A letra grega p se |é “ro”.

w=p dsa tal que:
w'=z, nez = w=<’/2

Temos:

Yrcisb=pcisa = (pcisa)’ =rcis6

p" cisno=r cis 0
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NOTA
Lembre que 6 = k.2n+eo.

ANl =

A igualdade de complexos permite escrever:

p"=r = p=Ar
k-2m+0
cisno=cis® = no=0 = a=9=#
n n

em que 6, € a menor determinacao positiva do angulo 0. Entao temos:

\r cisezQﬁ cis k~2n—+90, kez
n

Como k pertence aos inteiros, atribuimos a k valores a partir de k = 0 e calcu-

k-2
lamos os valores do argumento o = K-2nt8, =k E+e—° .
n n
0
k=0 = o,=—">
n
k=1 = oclzl-@+9—°
n n
k=2 = (x2=2-2+9—°
n n
k=3 = oc3:3-g+e—0
n n
k=n-1= o, ,=(n- 1)~E+e—0
n
2t 6, 0 LA
Quando dermos a k o valor n, teremos o, =n-=—+-2=2n+-—2, que € cOngruo
n n
de (xoze—o.
n

Como os valores dos o, formam uma progressdo aritmética de razao E, a
n
partir de k = n os angulos a, serdo congruos respectivamente de o, o, o,,..., .

n-1
para os valores de kiguaisan, n+ 1, n+ 2, ... etc. Existirdo portanto n valores distin-
tos para os o, , que serdo obtidos atribuindo-se a k os valores O, 1, 2, ..., n -1, logo
as raizes n-ésimas de um complexo sdo n valores distintos.

Chamando essas raizes der,, r,, 1,, ..., 1, _,, temos:

. 0
r, =4r cis —*
n

. 2n 9
r=4rcis|1. 25420
n o n

. 2n O
r,=rcs|2. 25+
n o n

T, =4r cis [(n—l)@+e—°:|
n o n

290



NUMEROS COMPLEXOS

5.9.1 - Interpretacao geométrica das {'/;

Observando as raizes da pagina anterior, nota-se que seus modulos sao todos
iguais a 4/r, fato que as coloca sobre uma mesma circunferéncia de centro na ori-
gem e raio {/7

Ima
1, T
SN
2n \
2 \
n E Iy=T,
n 8
2n n . .
0 n !
n
\r 2n | Re
n T, 4
,
rn—Z

Por outro lado, como os argumentos estdo em progressao aritmética de razao

E, as imagens dessas raizes estardo igualmente afastadas sobre a circunferéncia.
n

Como araiz r, tem imagem coincidente com r,, todas as raizesr, r,, r,, ..., r,_, terdo

0’ "1 "2t Tp-1
como imagens os pontos que dividem uma circunferéncia de raio #/y em n partes
congruentes. Tais raizes serdo vértices de um poligono regular de n lados inscrito

nessa circunferéncia. A primeira raiz r, estara com uma defasagem de % em relacao
ao eixo Re dos reais. n

Exemplo:

Calcular {/-8+ 8\/§ .

Passemos —8+8+/3-i para a forma trigonométrica.

r=+64+192 =256 =16

-8 -1
CcoSs 6=E=?
= 0,=120°
o8B B
16 2

Devemos ter: -8+ 8/3 i = /16 cis(k-360° + 120°)
entio {-8+83.i=2 dsm+12() = 2 cis(k-90° + 30°)

para k € {0, 1, 2, 3}.
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k=0 = 7,=2 cis30° = 2 (cos30°+i sen 30°) = /3 +i
k=1 = r, =2 cis(1-90°+30°) = 2 (cos120° +i sen120°)=—1+i\/§
k=2 = r,=2cis(2-90°+30°) = 2 (cos210°+i sen210°)=—\/§—i
k=3 = r,=2cis(3-90°+30°) = 2 (cos 300°+i sen300°):1—i\/§
Im 4
ro=-1+i3

r0=\/§+i

5 300/

=—J3-1i

h

s I =1- i3

Observe que as quatro raizes do complexo sao vértices de um quadrado ins-
crito numa circunferéncia de raio 2.
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EXERCICIOS DE FIXACAO

.V
1 Dado ; =l+ ‘/gi, obtenha z e z8. i 16 Calcule 3+,
2 2 : 1+ 2i
2 Dado z=4 cis 30°, obtenha z8. 7 Encontre o menor nimero natural n, maior do que 10,

tal que (B +i) seja um ndimero imagindrio puro.
3 Dado z=2(cos 30°+i sen 30°), obtenha a forma algé-

brica de: i '8 O nimero z é o conjugado do complexo z. Qual é o
a) 2 Q) 7 nimero de solu¢des da equacdo z° =77
b) z¢ d) z4

9 Determine o menor inteiro positivo n, para o qual

1.3

4 Calcule (\/§+,-)4. z-7°-7°-...- 7" seja real positivo, onde z=§+7i.

7 10 Encontre todas as raizes complexas do nimero 1.
5 Sez=2ds X calcule z° e z°.
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5.9.2 - Aplicacoes da radiciacao e logaritmos

Equagdes binomiais

Sdo equacdes que se reduzem a forma ax” + b = 0, sendo a e b complexos quais-
quer, com a # 0.

Para resolvé-la, temos:
b b
ax"+b=0 = xX"=—= = x=p-=
a a

. o . / b
Passa-se _ 2 para a forma trigonométrica e calculam-se as raizes y—— .
a a

Exemplo:

Resolver a equacdo x° + 27x* = 0.
Temos:

X+ 27x2=0= x*>(x*+27)=0= x*=0 ou x> = -27

A equacao x* = 0 da duas raizes nulas x, = x, = 0.
Vamos entdo resolver a equacao x3 = -27.

Passando —27 para a forma trigonométrica, temos:
—27 =27-(-1)=27 cis(k -360° +180°) , entao:

x* =27 cis (k-360°+180°) = x =327 cis X360 +180°

x =3 cis(k-120°+60°), k € {0, 1, 2}

k=0 = x'=3 cis60°:3(l+i£1=§+ﬁi
0 2 2) 2 2

k=1 = x'=3cis180°=3(-1+0i)=-3

k=2 = x,=3cdis 300°:3(%—§J:%—¥i

Equacdes trinomiais

Sdo equacoes que se reduzem a forma ax>" + bx"+ c=0, sendo a#0, b= 0 ec
complexos quaisquer.

Sua solucdo se obtém fazendo x" = y recaindo na equacdo ay® + by + c = 0.

Resolvendo esta equacdo obtemos duas raizes, y, e y,, que nos levam a duas
equagdes binomiais x" = y, e x" = y,. Conforme vimos no caso anterior, cada uma
dessas equagdes nos da n raizes que dardo as 2n raizes da equacao ax** + bx" + ¢ = 0.

n _ _
x"=y, = x=yly, com n valores

x"=y, = x=4/y, com n valores
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Exemplo:

Resolver a equacao x8 — 7x° — 8x2 = 0.

Colocando x*> em evidéncia, temos x*(x° — 7x3 — 8) = 0, que nos da x> =0 ou
x0—7x3-8=0.

A equacgao x* = 0 tem duas raizes nulas.

Na equagdo x® — 7x3 — 8 = 0, facamos x* = y. A equacdo fica y> -7y - 8 = 0,
que tem as raizes 8 e —1.

Temos agora duas equacdes binomiais.

a) x’=8 é)(:%/5:\3/8cisk~21t:2cisk'327t (k€f0, 1, 2)

k=0 = x,=2; k=1 = x, =2 cis%=2-[—%+i§]=—l+i\/§

e k=2 = x,=2 Cis%:z-[—l—ig]:—l—i\/g

2

b) x*=-1 = x=3%-1=23cis (k-2n+m) =cis(k'32“+§} (k€ {0, 1, 2)
1.3

k=0 = x, =—+i—,
2 2

k=1 = x|\ =-1 e

k=2 = x| :1—1'@

A
Im

v

Re

A interpretacdo geométrica das raizes é que duas delas estdo na origem e
as outras seis nos vértices de dois triangulos equilateros, um deles inscri-
to numa circunferéncia de raio 1 e o outro inscrito numa circunferéncia
de raio 2.
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Logaritmacao

A logaritmacdo de um namero complexo se faz utilizando a forma exponen-
cial de um namero complexo. Demonstra-se no célculo diferencial que:

I cis@=¢® ou cos@+isen®=e",0em rad.
NOTA
O ndmero P , 1 _ is 0 I ial
e=27182818... 6 a ara passairemos urp numero complexo z’_ rcis® para a forma exponen'cm',
constante de Euler, ja taremos z=r-e". Com isto, basta calcular o médulo r e o argumento 0 e substituir
utilizada anteriormente. na nova forma.
I Exemplos:
. . T i k2m+ T
NOTA i) 1+1:x/5c1s—=x/§«e'( W]
A identidade de Euler 4
é uma das mais belas ii) 1=cis k21t = ¢' k2"

férmulas da Matematica;
ela envolve suas principais
constantes (e, «, i, 1, 0)

iii) Mostrar que ¢"+1=0 (Identidade de Euler).

e sinais de operacdes Basta ver que e ™ =cist=-1,10g0 ¢"+1=-1+1=0.
(+ 4 A =) . 0 ems ol .
Por este motivo, o fisico iv) Mostrar que os valores de i’ sdo niameros reais.
norte-americano Richard Passando a base i para a forma exponencial e mantendo o expoente i,
Feynman a chamou de “a .
) gl vem:
férmula mais notavel da .
Matematica”. FAY D n
. = =5 =% 2
— SEles) =e s=e 2 que s el
1
NOTA [k2n+ £, _k(zHE]
; Os out 1 ém de \e ?)) =e 2

Quando o expoente é S Outros valores vem o

complexo, a expressao

v) Calcular In(1-iy/3).

ZZ
21" assume varios valores
distintos. Passando 1-i/3 para a forma exponencial, vem:
I [5? * kz"]

1—1\/5 =2e . Aplicando In a ambos 0s membros, vem:

NOTA
O logaritmo de um ndmero O i3 s kan BT 4 k2n [ 571
Complexo nao é unico. ln(l—l\/g)ZIIl 26 3 =ln2+ln€ g =1n2+l ?‘szn

Existem infinitos valores
distintos para ele. { 5n

1n(1 -i\E) =ln2+kk2n+?]i,v kez.
NOTA i ) B
Para calcular o logaritmo vi) Calcular x e y reais na equacao:
numa base qualquer basta
mudar para a base e.

1n(x+y1'):£(1—i)2

. In
Assim: log,z :ﬁ
InT_ Inet™ Devemos ter:

Ine In(x+yi)==(1-2i+i*)=—=i
__(k2mine 4 2
ilk2n+"|ine . =% ) T ,

2 x+yi=e 2 = x+yi=cis 5 =0—i
log 1= % v ez i
A+ Entiox=0ey=-1.
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1

Resolva as equac¢des no conjunto dos nimeros com-
plexos.

a) xX*+8=0

b) x*+1=0

Q) x-7x3-8=0

Considere o nimero complexo W:@ .

a) Represente graficamente w e w? indicando os seus
modulos e argumentos.

b) Ache todas as solu¢cdes complexas da equacdo
Z+1=0.

c¢) Calculeasomal+w+w?+...+w'

297

3 Resolva as equac¢des no campo dos nimeros complexos.

a) 2x2+8=0
b) x*+16=0
o) 5x2-5i=0
d) Z2+2z=0
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5.10 - Forma vetorial de um nimero complexo

Todo nimero complexo z = a + bi é determinado por um par ordenado de
nameros reais (a, b) € R?, sobre os quais foram definidos operacdes ja descritas.
Por outro lado, todo vetor do R? é também representado por um par ordenado de
numeros reais cujas operacdes de adicdo e multiplicacdo por um niimero sdo ana-
logas. Por esta razdo, identifica-se o complexo z = a + bi com o par ordenado (a, b),
representacio do vetor OP em que P = (a, b) é a imagem do complexo z = a + bi.

Im4A

Assim, |z|]= ||@|| e podemos representar o complexo z = a + bi pelo par orde-
nado (a, b), isto €, pelo vetor (a, b).
Exemplos:
i)  Qual € o lugar geométrico das imagens dos complexos z tais que:
a) |z|=3

Como ‘z| =3, o vetor OP tem modulo constante igual a 3, logo suas
imagens descrevem um circulo de centro na origem e raio 3.

Este resultado poderia também ser obtido supondo z = x + yi = (x, y) e
igualando 0 médulo a 3. Temos |z|= x> +y* =3 = x*+)* =9, queé a
equacao de um circulo de centro na origem e raio 3.
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b) ‘z|s3

Quando ‘z‘ <3, temos /x* +y” <3, que indica que todos os pontos (x, y)
distam da origem de um valor menor ou igual a 3. Temos entado os pon-
tos do circulo abaixo e também todos os pontos interiores ao mesmo.

4"
NP

O |z-@+i|=2 Im 4

Se |z -1+ i)‘ =2, consideremos as imagens
de ziguaisaP=(x, y)edez, =1+i=(,1).
Temos entdo que z — (1 + i) é a diferenca
P — A = AP. Isto significa que o médulo do ve-
tor AP é igual a 2, sendo o ponto A = (1, 1) fixo
e o ponto P = (x, y) variavel. O lugar de P sera
entdo um circulo de centro A = (1, 1) e raio 2.

Este resultado pode ser também obtido supondo z = x + yi. Entao:
Z-1+i)=x+yi)-Q+i))=x-1)+ (-1

que € o vetor (x — 1, y — 1). O modulo deste vetor deve ser igual a 2, logo:
Jo-12+(y-12 =2 > (x-12+(y-12=4

que € a equacao de um circulo de centro (1, 1) e raio 2.

Qual € o lugar geométrico das imagens do complexo 2z + (1 — i) quando
|z| = 1?7

Como |z| = 1, z descreve um circulo de centro na origem e raio 1, logo 2z
descrevera, entao, um circulo de centro na origem e raio 2. 2z + (1 - i)
corresponde a efetuar nas imagens de 2z uma translagao segundo o vetor
(1, -1). Com isto, o circulo 2z se desloca e seu centro sai da origem para o
ponto (1, -1), logo o lugar geométrico de z’ = 2z + (1 — i) € um circulo de
centro em (1, -1) e raio 2.

Este resultado poderia ser obtido supondo z = x + yi. Deseja-se o lugar de
Z’=2(x+yi)+ (1 -i)=(2x+1) + (Zy— 1)i. Facamos z’ = x’ + y'i. Temos entao:

o x'-1

X! =2 x i JX_ 2
'=2y-1 - L+
y=ay P:y

1

2

como Izt [P o1 o (2=1) (re1Y
omo |z|=1, (yx +y =1 = LTJ +L > J_l,

("= 1)+ (' + 1)> =4, que representa um circulo de centro em (1, -1) e raio 2.
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Im*4

Re

v

5.10.1 - Operador cis 0 = e?®

No caso da multiplicacdo de complexos, tem particular importancia o comple-
X0 cis a.. Este nimero complexo, quando multiplicado por z =r cis 8, nos da:

rcisf-ciso=r cis (0+ o)

yA
z cis o
;
o r ‘
0
0 X
|
NOTA Observe que o moédulo r ndo se altera, mas o argumento 6 sofre uma rotacdo
A multiplicago por = cisJ igual a o
) Entdo o complexo cis o opera sobre o complexo z=r cis® efetuando na sua
efetua uma rotacao de +90° | y n
em torno da origem do imagem uma rotacdo de um angulo a.

vetor z.
Generalizando, quando se multiplica um complexo z=r cis® por outro
z'=p cis o obtém-se zz'=rp cis (6 + o). Isto significa que o0 m6édulo multiplicou-se
por p e o argumento aumentou de o.
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zp Cis o

ya Uy

zZ Cis a
r |
o I z NOTA
0 Em outras palavras, a

0 > multiplicacdo de um

X

ndmero complexo
por outro resulta em

Este resultado equivale a uma rota¢cdo de um angulo o acompanhada de uma uma roto-homotetia.
homotetia de razdo p (dilatagdo ou contragdo).

Exemplo:

Um tridangulo equilatero tem centro no ponto C = (1, 1). Sabendo que
um dos seus vértices é a origem, calcular os outros vértices.

4 o5 Temos:
A=C+CA C=(, )=1+i
—— ——
CA =CO cis120° NOTA

12097\ C CA =(0-C) (cos120°+i sen120°) Lembrar que cis 6=e®
Por esta razao e'® é
coO 120° CA = (-1-1) 1 + iﬁ também chamado de
------------------ A 2 2 operador de rotacdo de
ia e T ~ um angulo 6.
9 X

A=C+a=(1+i)+%(—1—i}(—l+i\/§)=%(3+\/§)+l(3—\/5)1'

2
A:(3+\/§;ﬂ1
Lz )
B=C+CB
CB =CO cis(-120°) = (-1 — i)[cos (=120 +i sen (=120°)]

@:(-1-;’)(—%—1'@]

%

B:(1+i)+%(—1—i)(—1—i\/§):%(3—\/§)+%(3+\/§)i

Bz[z;JE 3+J§]
S

2
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\ Qg

Exercicio resolvido:

(Problema cléassico do naufrago) Um naufrago chegou a uma ilha com
um tesouro. Para enterra-lo, visualizou duas pedras, P, e P,, e construiu
o seguinte “mapa do tesouro”:

A

A

O O

P P

1 2

a) Tomou como ponto de partida uma grande arvore A.

b) Colocou-se na pedra P, e de frente para a arvore A deslocou-se para a
esquerda em linha reta de uma distancia igual a P|A e marcando o pon-
to A’ tal que P/A’ =P A.

¢) Colocando-se na pedra P, de frente para a arvore A e deslocou-se para
a direita em linha reta de uma distancia igual a P,A e marcando o ponto
A” tal que P,A” =P A.

d) Caminhou de A’ até A” e enterrou o tesouro no meio do caminho
A’A”, no ponto T.

Ao voltar a ilha para resgatar o tesouro, o ndufrago ndo encontrou a ar-
vore A e pensou té-lo perdido.

Ao consultar um matematico, este lhe disse que era possivel encontrar o
tesouro sem precisar da posicao da arvore. Encontre-o.

Solucéo:
Coloquemos um sistema de eixos coordenados com a origem P, e 0 eixo
Ox coincidente com P P,. O ponto A passara a ter coordenadas A= (x, ) =
=X+ yi.

Im 4
............... _+90°
o v"~._
A ==y + xi
U g

; 3 AH
a
2

0=[P,=(0,0) g P,=(a,0) “Re
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O vetor PI—A sera 0o complexo x + yi e o vetor P A, o vetor
P A-i=(x+yi)i=xi+yi’ =—y+xi, pois se obtém de uma rotagao de 90°

no vetor P,A (note quei= cisg).

O vetor P,A serd P,A=A—-P, =(x—a)+yi. Como P,A" se obtém fazen-
do uma rotacdo de —90° no vetor PZ—A , temos P,A" = PZ—A (—i) =

=P A"=[(x—a)+yil(-i)=— (x—a)i—yi® =y — (x — a)i.

O ponto A’ terd coordenadas A’ = (=), X).

O ponto A” tera coordenadas A” = (a, 0) + (y, x+a) = (y + a, —x + a).
O ponto T serd médio de A’A”, logo:

T:A'+A":(—y, x)+(y+a, —x+a):(a aJ

7 % 2’ %

Resposta: Para encontrar o tesouro T, basta caminhar de P, até o meio da
distancia P P, e dobrar a esquerda caminhando a mesma distancia.
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1 Represente no plano de Argand-Gauss os conjuntos: 2 Dada a expressdo 2z+z=2zi-7, sendo zum ndmero
a){zeC| |z]=3) : complexo, determine |z|2.

b){ze C| |z-5|<4}
Q{zeC| |z+2]|<5}
d){zeC| |z-1|=1}
e){zeC| |z+i|=3}
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5.11 - Apéndice
5.11.1 - Forma matricial

. |1 0 . .
Se representarmos o namero 1 pela matriz o 1l o numero real a serd repre-

. 1 0 a O
sentado pela matriz a=a-1=a = .
0 1| |0 a

0 -1
Neste caso, o nimero i pode ser representado pela matriz [1 0].

Basta ver que: j2 =j.j = 0 -1110 -1 = -1 0 =-1
1 0|1 0 0o -1

Com isto, o complexo z = a + bi fica:

o la O 0 -1 a 0 0 -b
z=a+bi= +b = +
R O O P

. |la -b
Logo (1+bl=|: }
b a

Todas as operacdes com matrizes se aplicam aos niimeros complexos.
O caso particular de cis § = ¢ fica entdo:
cos 6 —sen®

cis@=cos 6+isen 0=
sen 6 cos 0

} que ¢ a matriz de rotagao de um angulo 6.

Exemplos:

i)  Efetuar no vetor representado pelo complexo z = 1 + i uma rotacdo de + 60°.
Devemos escrever o vetor representativo do complexo como uma matriz
coluna e multiplica-lo por cis 60°.

1
Temos que: z=1+i=(1, 1) :L}

cis 60°=cos 60°+i sen 60°=
| sen 60° cos 60°

[cos 60° —sen 60°} |{
2

N | = [\J‘a‘

1 J3 1 B [1-3

Lasoo|2 2 ,[125 TZT:(ﬂ 1+ﬂ
\/5 1 1 \/g 1 1+\/§ L 2 ’ 2 )
2 2 2 2 2

ii) Calcular o inverso do complexo z =1 + i.

. 1 -1
Escrevendo-o como uma matriz, temos: z = [1

1|1 1| 1 1 (-1 1 .
Calculando sua inversa, vem: z ' =— =— 1) =—(1-1)
21-1 1 (- 2
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EXERCICIOS DE REVISAO

£2003 9
P25 —j
=-1, o complexo z=

- é:
i—1

(Mack-SP) Se 2
(A) um nGmero de médulo 1.

(B) um imaginario puro.

(C) um ndmero real.

(D) um ndimero de médulo /2 .
(E) da forma a + bi, coma+ b= 1.

(FEI-SP) Se a=1+2i, b=2-i¢ 2+Q:0’ entdo o nd-
mero complexo c é: b c

(A) 2i (D) 1+ 2i

(B)1-2i (E) 3i

Q) 2-i

(Puccamp-SP) Seja o ndmero  complexo

_' . )2
z=w. O conjugado de z é igual a:

3+i
(A) 4,8 - 6,4i (D) -6,4 — 4,8i
(B) 6,4 — 4,8i (E)-4,8 - 6,4i
(C)-4,8 + 6,4i

(Puccamp-SP) Considere a sequéncia cujo termo geral
é dado por a,=2"""+i-2""", neN®. Se i é a unidade
imaginaria, o médulo da soma dos infinitos termos
dessa sequéncia é:

A 5
(B) 25
(©) 45

(D) 645
(E) 8J5

(PUC-PR) Sabendo-se que o complexo z = a + bi satis-
faz a expressao iz + 2z = 2i- 11, entdo 22 é igual a:

(A) 16 - 9i (D) 25 + 24i
(B) 17 — 24i (E) 7 - 24i
(C) 25 - 24i

Prove que (1 + i)? = 2i. Aproveitando o resultado, cal-
cule (1 + ).

(PUC-R)) (g(HI)JZ éigual a:

A1 (D) —i
(B) -1 (E) O
© i

\ Qg
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10

11

12

13

(Unirio-R]) Se %:owbi, onde i:\/—_1, entdo o va-
+i

lorde a+ b é:

M1 (D) -1

1 3
(B) B (E) >
©) 2

Dados os numeros complexos z,=1+i, z,=1-i

2 2,5 (ZZ‘)Z , pode-se afirmar que a parte real de z,
vale:
1 1
A — Q) —
) = O
1 1
B) — D) ——
) Z () =

(UFRN) Considere os nimeros complexos z, =1 + i e
z,=2-2i.Se w=(z - z,)>? entdo:

A)w=10-6i COw=-8+6i
B)w=-8-6i (D)w=10 + 6i
(UFRR]) Para que a equacdo 2x?> + px+q=0,compeq

reais, admita o nimero complexo z = 3 — 2j como raiz,
o valor de g devera ser:

(A) 10 (D) 26
(B)12 (E) 28
()13

(UFSM-RS) Se (1 +ai)(b-i)=5+5i,comaeb ER,
entdo a e b sdo raizes da equacao:

A)x*-x-6=0
(B) ¥*-5x-6=0
O x2+x-6=0
(D) x> +5x+6=0
(E) x*-5x+6=0

(Vunesp-SP) Considere o nimero complexo z = i, onde i

é a unidade imaginaria. O valor de z* + 2> +2° + z+— é:
z

(A) -1 (D) i
(B) 0 (E) —i
1



14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

(Ufam) Os nimeros x e y sdo reais. Os complexos

3x—2+yi-5iedy+1 - xi+ 3isdo iguais. Entdo x— 3y

éigual a:

(A5 (D)-5
(B) -4 (E) 4
(OF

Calcule o nimero real m de modo que 2+/ seja
real. T+mi

(Fuvest-SP) Sendo i a unidade imaginaria (? = -1)
pergunta-se: quantos nimeros reais a existem para os
quais (a + i)* € um namero real?

M1 (D) 4
(B)2 (E) infinitos
<3

(UFF-RJ) Sendo i a unidade imaginéria, para que

z:ii;:, XER seja um numero real, é necessario
que x seja igual a:

A 1 (D) +4

(B) 114 (E) 342

(©) /2

Calcule o complexo z sabendo que 2z-3iz =2-4i.

(Cefet-R]) Seja a o termo geral de uma progressao
aritmética, cuja razdo é -2 e a soma dos 4 primeiros
termos vale 8. Considere a sequéncia complexa de ter-
mo geral z,=n+ia,, onde i é a unidade imaginaria.
Calcule o inverso de z..

Determine os ndmeros complexos z tais que
z-Z+(z—-2)=13+6i -

L ~ "
Quantos valores distintos tem a expressao ', onde

r—n

ne N? i

. \30
Calcule (E\ :

\1-7)

Calcule.
51 . 120 . 100 .
a) 2 i b) 2, i Q) 2pi
p=0 p=10 p=1
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24

25

26

27

28

i 00
(Cefet-PR) Considere a matriz A=|0 i 0], naquali
0 0 i
é a unidade imaginaria. E correto afirmar que A® é
igual a:
(I, = identidade de ordem 3)

A)A (D) 1,
(B) -A (E) -1,
©i-A

(Ufam) Seja z = x + iy um complexo, onde x > 0 e
y >0, eseja z o seu conjugado. A area do quadrilate-
ro de vértices z,zZ, —ze -7 é:

(A) 2x%2 (D) 4xy
(B) X2 + y2 B) 4xy
©) (x+y)

(FEI-SP) Os nimeros complexos z,, z, e z, sdo tais que
—i (i é a unidade imaginaria). E correto afir-
mar qtje:

(A) z, é oposto de z..

(B) z, é o conjugado de z,.
(C) z, é o quadrado de z,.
(D) z, éigual a z,.

(E) z, éigual a z, + z,.

(FEI-SP) Se o nGmero complexo z satisfaz a relagdo
V4

£ _j, entdo:
z+1
(A)2z=1+8i
B)2z=-1+i
(C©)2z=2-i
(D)z=2-8i
(B) z=-8-4i

(UFU-MG) Se S =i+ 2+ ? + ... + {23, em que 2 = -1,
entdo S é igual a:

(A) 0
(B) -1

Q)i
(D) i-1

£:3 Qg



29

30

31

32

33

(UCDB-MS) O valor do nimero real x para que o con-
jugado do nimero complexo (x + 3i)(1 + xi) seja igual
a2-4ié:

(A) -2 (D) 2
(B) -1 (E) 3
1
o) -~
© >
(UFPI) Se x=—1 ,onde j=+/-1, é solucdo da equa-

i—1
¢do x>+ x+ b =0 e b é um nimero real, entdo o valor

de b éigual a:

1

(A)2 er

1

(B) 1 (E) i
2
©3

(Cefet-MG) O nadmero complexo dado por

M éigual a:
3
(A) 21 (D) N+i
2 10
(B) S+i (E) 23+5i
2 10
(c) 2+i
10

a

(UFRRJ) Sendo a=2 +4ie b =1 - 3i, o valor de
é.

ORE
(B) V2
© s

(D) 242
(B) 1+2

(UEPG-PR) Sobre o complexo z =1;i , calcule a soma

I'54

dos ndmeros associados as proposi¢des verdadeiras.
(01) 22 = -2i

(02) z é uma das raizes da equagdo x? + 2x— 2 = 0.
(04) |z|=+2

(08) Seu conjugado é -1 + i.

a6 (1) (1)

2 2)12)

\ Qg
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34

35

36

37

38

39

40

(UFV-MG) Se z é um nlmero complexo tal que
|z-3|=|z-7|=|z-3i|, entdo é correto afirmar que:

(A)Re(2) > 5 (D) |z|=2V5
(B)Im(2) <5 (E) |z|=5V2
(©Zz=5-5i

(UFC-CE) Seja z, o nimero complexo que € raiz da
iz+(1-3i) _

i

tdo, |z,| € igual a:

(A) 2411

equacgao 4i (lembre-se que i2=-1). En-

(D) V74

(B) 3V6 (E) 2¢21
(©) 8

Calcule -15-8i.

Calcule:

b) \1-2i\/2

(UFF-R]) Considere os nimeros complexos m, n, p e q,
vértices de um quadrado com lados paralelos aos eixos
e centro na origem, conforme a figura abaixo.

a) V-2

Im A

Re

Pode-se afirmar que o nlmero m+n+p + q:
(A) é um real ndo nulo.

(B) é igual a zero.

(C) possui médulo unitario.

(D) é um imaginario puro.

(E)éiguala 1 +i.
Sabendo que z-z =100, calcule |z|.

Escreva na forma algébrica os nimeros:
a) z= 8 cis 45°
b) z=10 cis 330°



M

42

43

44

45

(UFRJ) As raizes da equacdo x* — 4x + 8 = 0 sdo nu-
meros complexos que, representados no plano, tém
afixos A e B.

a) Mostre que 2 + 2i é uma das raizes dessa equagao.
b) Determine a medida do menor angulo AOB, onde

O representa origem.

Represente no plano complexo os afixos (x, y) dos ni-
meros complexos z = x + yi que tornam verdadeiras as
sentencas:

a)|z|=2
b)|z|<2

Ql<|z|<2

d) Re(2) =3
e) arg(z) = 45°

(Unirio-Ence-R))

A

y

1 o 4 X

Sejam z, e z, nimeros complexos representados pelos
seus afixos na figura acima. Entdo, o produto de z,
pelo conjugado de z, é:

(A) 19 + 10 (D) =19 + 17i
(B) 11 + 17 (E)-19 + 7i
(C) 10

(Unicamp-SP) Seja z = x + yi um ndmero complexo
(x, y € R). Representamos por Re(z) a componente
real do nimero z. Desse modo, resolva a equacao

Re(l):%, representando-a graficamente no plano
\ 2

complexo.

(PUC-RJ) Seja A o conjunto dos nimeros complexos
definido abaixo:

A=Jp+iq|l+l=L,p eq reaisl
( p q p+q I

Represente graficamente A.

309

46

47

48

149

50

(Unirio-R]) Considere um nimero complexo z, tal que
o seu médulo é 10, e a soma dele com o seu con-
jugado é 16. Sabendo que o afixo de z pertence ao
4° quadrante, pode-se afirmar que z é igual a:

(A) 6 + 8i (D) 8 - 6i
(B) 8 + 6i (E) 6 — 8i
(C) 10

(Cesgranrio-R]) Um complexo z possui médulo igual a
2 e argumento Z. Sendo Z conjugado de z a forma

algébrica do complexo 7 é:

A)1-i3 (D) 1++/3i
(B)3—i (E) 23 - )
OB +i

(Cesgranrio-R]) O lugar geométrico das imagens dos
complexos z, tais que z2 é real, é:

(A) um par de retas paralelas.

(B) um par de retas concorrentes.
(C) uma reta.

(D) uma circunferéncia.

(E) uma parabola.

As imagens dos complexos z que tém o inverso igual
ao conjugado formam uma:

(A) reta.

(B) circunferéncia.

(C) elipse.

(D) hipérbole.

(E) parabola.

. . 1 .
(Fatec-SP) Sejam os nimeros complexos z, =E+I e

2 :1—%i.

O argumento principal de z, - Z, é:

(A) 3T (D) T
4 4
(B) o () T
4 8
(C) ’n
4

£:3 Qg



51 (UFRGS) Se u é um nGimero complexo, as representa-
¢des graficas de u e iu podem ser:

*
>X

®) 4

© /A

@) /A |
=)(

) y4

\ Qg

o 4
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52

53

54

55

(Ufam) Dado o nimero complexo z=a(cosp+i sen B)
com a = 4, B:g. Entdo, o conjugado do nimero
complexo 22 é:
A 4(V2-iV2)
(8) 8(v2-iv2)
© 2(v2-iV2)
(D) V2-i\2
(E) Q_,'Q
2 2

(UnB-DF) No plano complexo, considere a curva f3
descrita pelos pontos z={1+cos0)-(cos6+i sen 0),

para 8 € [-r, ], em que j=./—1, e julgue os seguintes
itens.

a) |z|<2 paratodoz€E B.

b) Se zé um ndmero real e z € B, entdo z=0.

c) Se z € B, entdo o conjugado de z pertence a f.
(UFU-MG) Seja o nimero complexo z=cos 15°+
+isen 15°, onde i? = 1. Se w é um outro nlimero

complexo tal que |w| = |z| = |z = w|, entdo pode-se
afirmar que um valor possivel para w nessas condicoes é:

(A) w=cos 315°+ i sen 315°

(B) w =cos 60°+i sen 60°

(C) w=cos 165°+i sen 165°

(D) w=cos 225°+ i sen 225°

(UFSC) Assinale V (verdadeiro) ou F (falso) em cada
uma das proposicOes adiante:

a) O valor numérico do polindmio p(x) = x> - 4x+ 5

para x=1ié p(i) =4 —4i.

b) O conjugado do nidmero complexo z=2—J’r’
1+2i !

c¢) A forma trigonométrica do nimero complexo

z=1-iJ3 é z:2~|(c055—n+isen 5—“}
3 3)
1 1 1
d) O determinante |1 1 1| define um ndme-
1+i 1-i 0

ro complexo. O médulo desse nimero complexo
é1 (um).



e) Dadas as funcgdes f(x) = x> - 2x+ 1 e g(x) = x* + x, 0

valor do quociente |:fg((21 t :;] é (—%} + (é}

56 (UFRGS) Se w = cos 30° + isen 30° e z=cos 120° +
+ i sen 120°, entao:
AYw?+22=0 (D)w-2z=0
B)yw+z=0 (B)yw*+2z4=0
QOOw-22=0

57 (Cefet-PR) Os nimeros complexos z = a + bi podem
ser representados graficamente no plano de Argand-
-Gauss. Sendo |z| o médulo de z, o gréfico que repre-

senta todos os nimeros complexos com |z| < 5 é:

()

Re

(8) Im 4
6 Re

5

© Im 4
Re

(D) Im 4
Re

311
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58 (Unirio-RJ) Seja z = x + yi um ndmero complexo, ndo
nulo, com argumento 6 e médulo indicado por | z|, isto
é, z=|z|(cos 6+i sen 6). Para que se tenha z? = g + bj,
com b#0, é necessario que:

(A) cos 26=0
(B) sen 26=0

(D) sen 90
(E) cos 6=0

(C) sen O+cos 60
59 (Unicamp-SP) Dado um nimero complexo z= x + iy, 0
seu conjugado é o nimero complexo zZ = x—iy.

a) Resolva as equacbes z-Z=4 e (Z)" = 2"

b) Ache os pontos de intersecdo dos lugares geométri-
cos que representam as solucdes dessas equacoes.
60 (PUC-R)) Se i for um dos vértices de um hexagono re-
gular centrado na origem, entdo quais sdo os outros
vértices?
61 (UFRGS) A regido sombreada da figura é parte do pla-
no complexo e simétrica em relacdo a origem O.
Im(2) 4

2

2 Re(2)

Se o nimero complexo z, de argumento 0, estd na
regido, entdo:

T 3n 5r 77
Z|<2e|—<0<— ou —<0<
A) |z| (4 " ou 4]
®) |z]=2¢[Eco3 ou Mg )

|4 4 4 4 )

T

(©) |z|<2e0=

£:3 Qg
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63

64

65

66

67

(D) |z|=2e —ggeg

Nla e

(D|As2e—§ses—

(Puccamp-SP) Sejam x e y os nimeros reais que satis-
fazem aigualdade i(x — 2/) + (1 — yi) = (x + y) — i, onde
i é a unidade imaginaria. O médulo do nimero com-
plexo z = (x + yi)? é igual a:

A s (D) 5v5
(B) 245 (E) 25
©)5

(Mack-SP) Considere o complexo z=a+ bi,a>0e b>0,
e o poligono dado pelos afixos de z, -z e —bi. Se a érea
desse poligono é 5, entdo z pode ser:

1 1
A) ~+8i D) ~+15i
(A) St 8 ( )3+ i
(B) L +4i ) Li14i
2 2
© 1o
3

(Mack-SP) Dentre os complexos z = (x, y) tais que
{lxz—_y”zT 1, aquele de maior médulo tem:

(A)x>0ey=0
(B)x<0ey=0
(C)x>0ey<0

(D)x>0ey>0
(E)x=0ey>0

(Mack-SP) Sabe-se que dentre os complexos z tais que
|z— (1 + i)?| = k, o de maior médulo é z = 5i. Entdo o
de menor médulo é:

A)z=-i (D) z=-2i

B)z=i E) ;=L
(B) z=i (B) z >
(©) z=2i

(Uerj) Os afixos de trés nimeros complexos sdo equi-
distantes de (0, 0) e vértices de um tridangulo equila-

tero. Um desses niimeros é 1+ /3. Calcule os outros
ndmeros na forma a + bi.

(Unirio-R]) No plano de Argand-Gauss (a seguir),
o ponto P = (a, b) representa o nimero complexo

z=a+ bi, onde i=+-1. Um relégio com visor circular

\ Qg
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68

69

70

que marca 11 horas e 15 minutos, e cujo ponteiro das
horas tem comprimento igual a 2, é colocado sobre
o plano de Argand-Gauss, de forma que o centro do
relégio coincida com a origem 0 = (0, 0) e que o pon-
teiro dos minutos permaneca sobre a parte positiva
do eixo real Re(z). Se o ponto P coincide com a ex-
tremidade do ponteiro das horas, determine a forma
trigonométrica do nimero complexo z.

Im(z)4

I b

(Cesgranrio-R]) Seja o complexo z=p-(cos 6+i sen 0)
escrito na forma trigonométrica. Entdo z-z é:

(A) 2p

(B) 2p(cos 26—i sen 26)
© p?

(D) p?(cos 62 +i sen 6?)
(E) cos® 0+isen’ 0

Escreva na forma a + bi o quociente de 12 - cist por

4 . cis 5—”
4

(Cesgranrio-R]) A figura mostra, no plano complexo,
o circulo de centro na origem e raio 1, e as imagens de

cinco nimeros complexos.
1

O complexo — éigual a:
z A
r w
7 .

N7
A) z (D) s
B)w (E) t
©r
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72

73

71

75

76

77

(UFRJ) Dados os nimeros complexos a = 2 (cos 30° +
+isen 30°) e b=3(cos x+i sen x), determine o menor
valor positivo de x, de modo que o produto a-b seja
um ndmero real.

(Cesgranrio-R]) Sendo z = x + iy um nGmero complexo,
a) represente graficamente a regido correspondente
alz-4-3i|<5

b) apresente z=5-5/3 i naforma trigonométrica.

(Uerj) Osangulos agudos de um tridngulo retangulo sao
A e B.Seiéaunidadeimaginéria dos nimeros comple-

x0s, entdo o produto (cos A+isen A)~(cos B+i sen é)
éigual a:

(A) —i (D)0
B)i (E) 1
(C) -1

(UFRJ) Um jantar secreto é marcado para a hora em que
as extremidades dos ponteiros do rel6gio forem repre-
sentadas pelos nimeros complexos z e w a seguir:

sendo o um namero real fixo, 0 <o < 1.

eixo imaginario A
< 7
~ -
>
eixo real
- ~
/ \

Determine a hora do jantar.

Calcule o menor valor natural de n para o qual
(—\/§+i)” € um nGmero imaginario puro.

(UFR]) Determine o menor inteiro n>1 para o qual
(+/3+i)" é um nmero real positivo.

(Fuvest-SP) Dado o niimero complexo z=+/3+i qual
€ o menor valor do inteiro n>1 para o qual z” é um
ndmero real?

(A) 2 (D) 8
(B)4 (E) 10
©)6
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79

80

81

82

83

(UFRJ) z € um nGmero complexo tal que z” =1, z#1.
Calcule: 1+ z+ 22+ 22+ 2+ 25 + 2.

(UFF-R]) Considere o polindmio p(x) = x> - 1.
a) Encontre, em C, todas as raizes do polindmio p(x).

b) Calcule a area do poligono cujos vértices sdo os
pontos que representam as raizes do polindmio
p(x), no plano complexo.

) Sejam z, e z, as raizes complexas, ndo reais, do poli-

3000

némio p(x). Determine o valor de (z;°" +Z*™).

(UFR)) A representacdo trigonométrica de um nimero
complexo z é dada por z=p (cos 6+isen0). Se z é
um ndmero complexo e Z seu conjugado, resolva a
equacao:

=7

(Unirio-R]) Uma das raizes clbicas de um ndmero
complexo é 2(cis 300°). Determine o conjugado da
soma das outras raizes.

(ITA-SP) Seja z, o ndmero complexo 1 + i. Sendo S
o conjunto solu¢do no plano complexo de |z - z)| =
= |z + z,| = 2, entdo o produto dos elementos de S é
igual a:

(A) 401 - )
(B) 2Q2 + i)
(©2G-1)
(D) -2i

(E) 2i

(ITA-SP) Seja S o conjunto de nimeros complexos que
satisfazem, simultaneamente, as equacdes |z — 3i| = 3
elz+il=|z-2-1.

O produto de todos os elementos de S é igual a:

(A) —2+iV3
(B) 242 +3i\3
(©) 33-2i\3
(D) -3 +3i

(E) -2 +2i

£:3 Qg



84 (UFRGS) Considere a figura abaixo, onde u e v sdo nu-
meros complexos.

Im(z) 4

u

any
\ y1 Re(2)

1 -
Se v=u+— , entdo u vale:
u

W1 +i ©) V2,12
2 2
® 1,1 ® 1,13
2 2 2

© 3,13
2 2

85 (UFRJ) Em um sistema de eixos cartesianos fixo, o pon-
to A (3, 2) foi girado de 30° no sentido anti-horario em
torno da origem, obtendo-se, assim, o ponto A". Quais
as coordenadas de A’ nesse mesmo sistema?

86 (UFF-RJ) Afigura representa uma bicicleta ergométrica
com as seguintes caracteristicas:

as rodas dentadas R, e R, de centros, respectivamente,
O, e O, possuem, ambas, 8 cm de raio e estao ligadas
por uma corrente; a roda R, tem 24 cm de raio, centro
O, e esta fixada em R,.

Considere o plano da figura representando o plano
complexo onde O, € identificado a z, =0 + 0i, O, a
z,=-40+ 0ie P, a z=43+4i.

Seja P, um ponto de R, tal que P, P, O, O, é um para-
lelogramo.

Determine o nimero complexo w que identifica o
ponto P,, sobre R,, obtido pelo prolongamento do
raio O, P,.

\ Qg
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87

88

89

20

(UnB-DF) Considerado os numeros complexos

(V3 (i

w =L > J + —J e u=w?*, julgue os itens seguintes.

2
a) w'= cos(%} —i sen(%)
\ J

2
(T-w)

b) T+w+w? +w’ +w' +w’ =

2
o1+ L (u_) pertence ao conjunto {z EC:|z| < 1}.
2) (1)
d) Os ndmeros complexos x + yi para os quais o pro-
duto (x + yi)w é imaginario puro estdo localizados
sobre um circulo de centro na origem.

(ITA-SP) Sejam a_e b_nameros reaiscomn=1, 2, ..., 6.
Os nlmeros complexos z = a, + ib_sdo taisque | z | =2
eb >0, paratodon=1,2,..6.Se(a,a, ..a,)é
uma progressao aritmética de razao —% e soma 9, en-

tdo z, é igual a:

(A) 2i D) _33 V73i
5 5
@) 8,06 (| W2, 2417
5 5 5 5
(©) V3+i
(ITA-SP) O ndmero complexo

T-cos a .1-2 cos a+2sena T
= +1 ’ a € 0/ =
sen a cos a sen 2a

I Z .
tem argumento 7 Nesse caso, a é igual a:

Gy (D)
6 5
® I () F
3 9
or
4
(Ufam) O valor da poténcia (1 - i)'° é:
(A) =32i d)i
(B) 32i e)—i
(C) 16i



96 (UnB-DF) Considere P, o pentagono regular cujos vér-

91

92

93

94

95

(UFV-MQ) Seja i a unidade imaginaria, j=+/—1. O va-

lor da expressdo (G ’)z é:
(-1

(A1 (D) -2i

(B) -2 (E) 2i

(©)2

“\25
(UFRN) O ndmero complexo (1;’} éigual a:
+i

(A i (B) 1 (©) -1 (D) —i

(Cesgranrio-R]) Dados os nimeros complexos z, =1 +
3

z
L _Z .

z,=1-ie z,= gy pode-se afirmar que a parte real de

z, vale: 1

1 1

6 o= ©) -
1

(B) +7 (E) -1
1

© -5

(ITA-SP) Considere, no plano complexo, um poligono
regular cujo vértices sao as solucdes da equacdo z6=1.
A area desse poligono, em unidades de area, é igual
a:

33

(RE] ©) ==
B)S5 (E) 2n
O

(UFRGS) O poligono ABCDE da figura é um pentagono
regular inscrito no circulo unitéario de centro na origem.
N

oy
\ |

As coordenadas polares p e 6 do vértice A sao, respec-
tivamente:

A)1el (D) 1e ~
5 10
B)1e X () 1e X
6 12
(©1eX

315

97

tices sdo determinados pelas raizes complexas z, do
polinémio z° -1, com k=0, 1, 2, 3, 4 e P, 0 pentago-
no regular cujos vértices sdo determinados pelas raizes
complexas w, do polinébmio w*® - 35, comk=0,1, 2, 3
e 4, nos quais se supde que as raizes estejam ordena-
das por ordem crescente de seus argumentos. Julgue
os seguintes itens.

3
a) O ndmero complexo W_3 tem parte imaginaria nao
nula. ‘

b) Parak=0,1, 2 e 3, tem-se W, ,=w,-Z,.

c) Se D é o decagono determinado pelas raizes com-
plexas do polindmio z'° — 3'°, entdo todos os cinco
vértices de P, coincidem com vértices de D.

d) P, e P, sdo poligonos regulares semelhantes.

Uma das mais belas curvas matematicas que se conhe-
ce é a espiral logaritmica, descoberta por René Des-
cartes (1596 — 1650).

Ya

xVv

/o1

L

Matematicos e naturalistas assinalaram a presenca des-
sa curva, denominada “curva harmoniosa”, em muitos
organismos Vivos.

Identificando o plano xOy com o plano complexo, os
pontos de uma espiral logaritmica podem ser descritos
pelas imagens dos nimeros pertencentes ao conjunto

8
A={ZEC|Z=23(COS 0-+isen @), GEP}

Com base nessas informacoes:
a) Calcule |z| para 6 = n.

b) Se {z, z,} € A, arg(z,) = 3 e arg(z,) = 3 + 27,
calcule |z, - z)|.
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98 (UFC-CE)

Z=(1+i)~(\/§—i). Assinale a opg¢do na qual consta o
menor inteiro positivo n, tal que z” seja um ndmero

Considere o nlimero  complexo

real positivo.

(A) 6 (D) 24
(B) 12 (E) 30
(©)18

99 (Mack-SP) As representacdes graficas dos complexos z

tais que z* = -8 sdo os vértices de um triangulo:
(A) inscrito numa circunferéncia de raio 1.

(B) que tem somente dois lados iguais.

(C) equilatero de lado 2.

(D) equilatero de altura 243.

(E) de area 3./3.

100 (Mack-SP) Se 3 + 4j é raiz cibica de um complexo z,
entdo o produto das outras raizes clbicas de z é:

(A) -7 + 24i (D) —24 — 7i
(B) 7 - 24i (E) =7 — 24i
(C) 24 +7i

101 (Mack-SP) A solucdo da equacédo |z] + z—18 + 6i=0 ¢é
um complexo z de médulo:

(A) 6 (D) 12
(B)8 (E) 10
(C) 18

102 (Fatec-SP) Seja a equacdo x*> + 4 = 0 no conjunto Uni-
verso U = C, onde C é o conjunto dos nimeros com-
plexos. Sobre as sentencas:

1) A soma das raizes dessa equagéo é zero.

II) O produto das raizes dessa equacao € 4.

Ill) O conjunto solucdo dessa equacao é {-2, 2}.
é verdade que:

(A) somente a | é falsa.

(B) somente a Il é falsa.

(C) somente a lll é falsa.
(D) todas sao verdadeiras.

(E) todas sao falsas.

\ Qg

103 (ITA-SP) Seja a equacdo em C: z* — 22 + 1 = 0. Qual
dentre as alternativas a seguir é igual a soma de duas
das raizes dessa equacao?

A 243
®) _V3
2
© B
2

(D) i

() L
2

104 (Esam-RN) Uma das raizes sextas do nimero comple-
xo0 z=-1é:

&

(A) W=_7—ll‘

(B) w=-1

N

Qw=1
(D) w:%+§i

1B,
(E) W__E_TI

105 (UFBA) Determine a soma das solu¢des da equacgédo
X' =-8 + 83i.

106 (UFPE) As solucdes complexas da equacdo z6 = 1 sao
vértices de um poligono regular no plano complexo.

Calcule o perimetro deste poligono.

107 Resolva a equacdo em C: x2-10 x + 29 = 0.
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CAPITULO VI

POLINOMIOS

Fatorar polindmios e encontrar suas raizes é uma tarefa extremamente comum na resolugdo de proble-
mas - e que pode ser surpreendentemente dificil, ja que ndo ha formula com radicais que determine as
raizes de um polindmio qualquer de grau maior ou igual a 5. Neste capitulo, aprenderemos a identifi-
car alguns casos em que a fatoracao é possivel, e encontraremos novas relacdes entre as raizes de um
polinémio e seus coeficientes.
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6 - POLINOMIOS
6.1 - Introducao

| S 0.2 ~
» Chamamos polinomio de uma variavel toda expressdo da forma:
DEFINICAO .
Polindmio de uma variavel. pX)=ax'+a, x""'+.. +ax>+ax+ad,paran €N, em que os coeficien-
tesa,a, ,..a, d,sdo nameros quaisquer, reais ou complexos.

Exemplos:

i) p)=2x3-5x*-3x-1

i) px)=12x°-x3+2x-1=12x>+ Ox* - x>+ Ox* + 2x — 1
| Em geral, estudaremos os polindmios ordenados segundo as poténcias decres-
NOTA centes de x (que devem ser de expoentes inteiros e positivos).
Nal‘? se O!ef'”elo grau no O maior expoente de x, com coeficiente ndo nulo, é o grau do polinémio.
polinomio nulo. .

Assim:

px) =3x* - 5x* + x2 - 7x + 1 € um polinémio do 4° grau

q(x) = x> -1 € um polinémio do 5¢ grau

r(x) = 3x> - 5x + 1 € um polindémio do 2¢ grau

Quando o polinébmio tem mais de uma variavel, escolhe-se uma delas como

principal e tratam-se as outras como constantes. Neste caso, ordena-se o polindmio
em relacdo a esta variavel principal, que serd chamada variavel ordenatriz.

Exemplos:

i)  4x%®-Sxy®+4xty -3
Neste exemplo, o polindmio, que é do 3° grau em y, esta ordenado se-
gundo as poténcias decrescentes de y.

ii) O polinémio (y*> + 1)x3 + 3y*x> + 7x — (2y + 3) € do 3° grau em x. Seus
coeficientes serdo entdo y? + 1, 3y* 7 e —(2y + 3).

6.1.1 - Valor numérico de um polinémio

O valor numérico de um polindémio é o nimero que resulta ao substi-
tuirmos a variavel x pelo nimero a. Usaremos a notac¢ao p(a).

Assim, para o polindmio p(x) = 2x3 - 5x> + 7x — 10:
p)=2-1*-5-12+7-1-10=-6
p2)=2-23-5.22+47-2-10=0

- Se p(a) = 0 dizemos que x = a € uma raiz do polindmio.
DEFINICAO

Raiz de um polinémio.
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POLINOMIOS CAPITULO VI

Exemplos:

i) O polindbmio p(x) = 2x* — 5x* + 5x — 2 tem a raiz x
p1)=2-1"-5-1*+5-1-2=0.

1, pois

ii) O polinémio g(x) = 2x> — 5x> + 7x — 10 tem a raiz x = 2, pois
q(2)=2-2*-5.2>+7.2-10=0.

iii) Calcular o valor de a de modo que o polindmio 2x3® + 4x% — Sx + a tenha
uma raiz igual a 3.

Basta fazer p(3) = 0, logo:

2-334+44-33-5-3+a=0=a=-75

iv) Calcular os valores de a e b de modo que o polindmio x* + ax + b tenha a raiz
x =1 e assuma o valor 30 no ponto x = 2.

Devemos ter: p(1) =0 e p(2) = 30, logo:
1*+a+b=0
16 +2a+b =30

= a=15eb=-16

6.1.2 - Identidades

Uma identidade é uma igualdade que se verifica para quaisquer valores
de suas variaveis.

As igualdades sen® x + cos> x = 1 e (x + 1) = x> + 2x + 1 sdo identidades, mas
1 R, . . s
sen x = > (x + 1)2= 16 ndo sao identidades, pois so se verificam para certos valores

de x. Para as identidades usaremos a notacdo =.

6.1.3 - Polinomio identicamente nulo

Um polinémio p(x) ¢ identicamente nulo quando seus coeficientes sdo
todos nulos.
Escrevemos p(x)=0. Neste caso, p(x) se anula para todos os valores de x.

O teorema a seguir mostra que, se um polindmio p(x) se anula para todos os
valores de x, ele deve ser identicamente nulo.

Teorema

Todo polindbmio do grau n que se anula para n + 1 valores de sua variavel
¢ identicamente nulo.
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Demonstracdo:
Seja o polindmio p(x) =a x"+a, X"~'+ ..+ ax + a, Atribuimos a x, n + 1

valores distintos x,, x,, ... X, x, _, e calculamos a condi¢ao para ele se anular para

n’ Tn+l

todos esses valores. Devemos ter:

n —
ax'+..+ax +a,=0

n —
ax, +..+ax,+d,=0

ax’ +.+ax . +a =0

nn+1 17 n+1 0
|
NOTA Temos entdo um sistema homogéneo cujo determinante é:
Este é um determinante de
Vandermon m valor _
'andermonde com valo ¥yl x 1
A=(x, —x,) (X, —X,)... 1 7n 1
-1
(X =x ), como X, Xy .. X, 1
n n+1 A ! A — 7& O . 1
veremos no apéndice sobre . pois os valores x,, x,, ..., X,
Indugéo Finita. : sao todos diferentes.
n n-1
Xn+1 Xn+1"‘ Xn+1 1
Assim, o sistema tera uma tnica solucdo, que éa =a_ . =..=a,=a,=0eo0
n n-1 1 0

polinémio se reduz a p(x) = Ox" + Ox"~' + ... + Ox + O.

Exemplos:

i)  Calcular os valores de a, b e c de modo que o polindmio (a + b + 2)x* +
+ (a+c+4)x + (b + c-10) seja nulo para todo valor de x.

O polinémio deve ser identicamente nulo, entdo:

a+b+2=0 a=-8
a+c+4=0 = <{b=6
b+c-10=0 c=4

ii)  Seja fuma funcdo real tal que f(x) = ax® + bx*> + cx + d para todo x real
em que a, b, ¢ e d sdo reais.
Se f(x) = 0 para todo x do conjunto {1, 2, 3, 4, 5}, calcular f(6).
Como f(x) é um polindbmio do 3¢ grau e se anula para mais do que 3
valores reais de x (5 valores), isto significa que f(x) € um polindmio
identicamente nulo. Assim sendo, se anulara para qualquer valor de x,
donde f{6) = 0.

6.1.4 - Polinomios idénticos
Dois polindémios, p,(x) e p,(x), sdo ditos idénticos quando tém o mesmo

grau e mesmos coeficientes de termos semelhantes.
Usamos a notagao p (x)=p_ (x).
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Teorema

A condigdo necessaria e suficiente para que dois polindbmios sejam idénti-
cos é que assumam valores iguais para qualquer x € R.

Demonstracao:

¢ A condigdo é necessaria
E evidente, os polindmios coincidirdo (g, = b;, Vi), pois tém coeficientes dos
termos semelhantes iguais.

|
e A condigdo é suficiente NOTA

Se os polinémios
p(x)=p,(x) = p(x)-p,(x)=0 tiverem graus diferentes,

completam-se com
Sejam: coeficientes nulos até
Pl(") =ax"+..+ax+d, e ficarem do mesmo grau.

p,x)=bx"+..+bx+Db,

Devemos ter:
p(X)=p,(x)=(a,-b)x" +..+(a,—b)x+(a,-b,) =0

Como p,(x) - p,(x) = 0 para qualquer valor de x, entdo o polinébmio p, (x) - p,(x)
¢ identicamente nulo, isto é:

al’l_bﬂ=0 :> a!’l=bﬂ

a,-b =0 = a =b

a,-b,=0 = a,=b,

Exemplos:

i)  Calcular os valores de m e n de modo que os polindmios p(x) = (m + n)x> +
+ (m+ 2n)x*> + (m?> + 2n)x + 1 e g(x) = —x*> — x + 1 tenham os mesmos va-
lores numéricos qualquer que seja o valor de x.

Os polinémios devem ser idénticos, logo:

m+n=0
m+2n=-1 n=-1
. &
m +2n=-1 m=1
ll =1l
ii) Calcular os valores de m, n e p de modo que a fracdo
(m=1)x* +(n+3)x* +(p—2)x+6 seja igual a 2, qualquer que seja o valor
2x*+x+3

de x onde esteja definida.
m-)x° +n+3)x* +(p-2)x+6

=2
2x* +x+3

Devemos ter
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(m-1)x° +(n+3)x* +(p-2)x+6 =4x> +2x +6, logo:
m-1=0

n+3=4 = m=1,n=1ep=4

p-2=2

Exercicios resolvidos:

1) Escreva o bindmio 6x> — 3 como diferenca de dois quadrados do tipo
x? + a)?> — (x> + b)>.

Solucdo:
Devemos ter:
6x>*-3=(x*+a)* - (x* +b)*

6x*> -3=x*+2ax* +a* —x* -2bx* - b’
6x* -3=(2a-2b)x* +a* -b*
Igualando os coeficientes dos termos semelhantes:
2a-2b=6 a-b=3 a-b=3
= =
a-b*=-3 (a+b)a-b)=-3 a+b=-1

queresultaema=1eb=-2.
Temos entdo 6x* —3 = (x> +1)* — (x* —2).

2) Determine uma progressdo aritmética em que a soma dos n primeiros
termos seja 3n” + n, qualquer que seja n.

Solucgdo:

A soma dos termos de uma progressao aritmética, em funcao de n, é
dada por:
S_ (a,+a,)n [a +a +(n-Drin 1

1
=—rn*+=2a, -1)n
2 2 2 2( 1=7)

|
Identificando as duas expressdes, pois devem ser iguais para qualquer
NOTA i
Aqui, a variavel n do 1, VeI:
polindmio é interpretada [1
—r=3
porn € N. 1 2q —1 r=6
3 tn=—r+ 20"y o 12 =
2 2 2a,— 1 a =4
= 1l
| 2

A progressdo sera (4, 10, 16, ...).

3) Mostre que todas as retas da familia (@ + 1)x + Ba - 1)y - (Sa + 1) =0,
variaveis com o parametro g, passam por um ponto fixo.
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4)

5)

I
Solucdo: NOTA
Como a deve ser qualquer, esta igualdade deve ser uma identidade em Neste problema, a € a

variavel do polinémio,
enquanto (x, y) sdo as
coordenadas fixas do
ponto.

a, para este ponto fixo P = (x, ), logo:

(a+1)x+Ba-1)y—-(5a+1)=0
x+3y-Sa+(x-y-1)=0 &

{x+3y—5:0 {x+3y:5 x=2
& &
x-y-1=0 x-y=1 " y=1

O ponto fixo sera entdo (2, 1).

Determine os polindmios do 4¢ grau que ndo se alteram com a substi-
tuicdo de x por 1 — x, qualquer que seja x.

Solucao:

Devemos ter p(x)= p(1-x).

pX)=ax*+bx3+cx*+dx+e

pAl-x)=al -x)*+bQ-x°*+c(1-x)?*+d(1-x)+e

Desenvolvendo os bindmios, vem:

pl-x)=ax*+ (-4a-b)x*+ (6a+3b+0)x*+ (-4a-3b-2c-d)x+ (a+b +
+c+d+e)

Identificando p(x) e p(1 — x), temos:

—4a-b=>b = b=-2a

6a+3b+c=c = 0=0
—4a-3b-2c-d=d = 2a-2c=2d = c=a-d
at+b+c+d+e=e = 0=0

O polinomio fica:
px)=ax*-2ax*+ (a-d)x*+dx+e=ax>(x-1)>+dx(x-1) +e

Chama-se polindmio moénico aquele em que o coeficiente do termo de
maior grau € igual a 1. Sabendo que o polindmio acima € monico e que
p(0) =0 e p(2) = 4, determine o polinémio.

Solucdo:

Como € monico, a = 1 e o polinémio fica:

pX) =x>(x—-1)>+dx(x-1) +e

Como p(0) = 0 entdo e = 0 e o polinoémio se reduz a p(x) = x*(x — 1)? +
+dx(x —1).

Como p(2) =4, vem: 2?-1°+d-2-1=4
que da 2d=0= d =0, logo:

px) =x*(x —1)% = x* - 2x3 + x2
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Quais das seguintes funcdes sdo func¢des polino-
miais? A seguir, determine o grau de cada um dos :

polindmios.
a)p(x) =—-4x>+7x* - 5x+ 3
b) f(x):%+3x2—4x+7

X

QgX)=x2+7x + 1

d) h(x) =3x*-5x-8
e) i(x)=5x7—i+6

Jx

f)j(x)=x6+2x* + 3x + 1

Determine p € R, para que o polindmio f(x) = (p-4)x* +

+(p? = 16)x*> + (p + 4)x + 4 seja de grau 2.

Determine p € R, para que o polinébmio f(x) = (p- 2)x* +

+ 6x° — 4x + 2 seja do 4° grau.

Determine o valor numérico do polinémio
p(x) = x> — 5x + 6 para:

a) p(0)
b) p(2)

)

d) p(1 +1)
e) p(v2)

Sabendo-se que p(x) = x> + x> + mx + n é do 32 grau e

que p(-1) =0 e p(1) = 0, determine p(2).

Encontre m e p de tal modo que os dois polinémios

p(X)=(m-52)x>—(m-4)x+4 e

q(x) = (2p + 1)x*> - 5px + 20 admitam as mesmas raizes.

Seja f(x) um polindbmio de grau menor ou igual a 3.

Sabendo-se que o gréfico da funcdo y = f(x) passa pe-

los pontos (0, 1); (-1, 0); (1, 0); (2, 0), calcule f(6).

Seja p(x) um polinémio tal que p(2) = p(-1) = 0. Se

p(x) possui grau igual a 2, determine sua forma geral.

N 3
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10

1

12

13

14

15

Calcule os valores de a e b de modo que:
a) x> +1=(x+10)-(x>* +ax +b)

b) (mx+n)’ =8x*+ax* +bx+27
Considere os seguintes polindmios:

p,(x) = 3x* — 4bx* + 7b?

p,(x) = —6x* + 15bx? + 5b?

p,(x) = mx* + nbx* + pb?

Sendo b#0e p (x)+p,(x)+p,(x)=0,
calcule |[m + n+ p|.

A soma de dois polindmios p(x) + g(x) é um polindmio
de grau 6 e a diferenca p(x) — g(x) € um polinémio de
grau 4. Quais afirmacdes a seguir sdo verdadeiras?

I) A diferenca g(x) e p(x) tem grau 6.
I1) p(x) e g(x) ttm o mesmo grau.
) p(x) tem grau 5.

IV) g(x) tem grau 4.

V) p(x) tem grau 4.

Calcule os valores de a e b de modo que:
2-a)x*-(b+Mx=0.

Sendo x € R, x # 1, encontre os valores de g, b e ¢ para os
a  bx+c

X
(x=D(x2+T) x=1 x*+1

quais vale a decomposicdo

Para que valores reais de g, b e ¢ as fun¢des polino-
miais f e g, definidas por:

fX)=x+x2+x e

gx)=x*+(a+ b)x*+ (b+ )x+ a-b-c, sao iguais?
O polinémio p é tal que: p(x)+x-p(2—x)=x>+3
para todo x real.

a) Determine p(0); p(1) e p(2).

b) Demonstre que o grau de p(x) é 1.



6.2 - Divisao de polinomios

A identidade de polindmios se presta ao estudo da divisdao de polindmios.
Suponhamos que se deseje dividir um polinémio de grau m por outro de grau n,
n < m. O quociente deverd ser do grau m — n e o resto ou € nulo ou, no maximo,
do grau n — 1 (uma unidade a menos que o divisor).

Exemplo:

Dividir o polinomio p(x) = 2x* — 5x* + 8x> + 5x — 6 pelo polindmio
d(x)=2x>-3x + 1.
Como o dividendo é do 4° grau e o divisor do 2° grau, o quociente devera ser
do 2¢ grau, logo sera do tipo ax? + bx + c. Por outro lado, com o divisor sendo
do 2¢ grau, o resto sera no maximo do 1° grau, logo, serd do tipo mx + n.
Tendo em vista que d (x) = D(x) - Q(x) + R(x), em que Q(x) = ax* + bx + c e
R(x) = mx + n, vem:
2x*—5x3 +8x2+5x-6=2x*-3x+ 1)(ax>+bx +c) + mx + n
2x* —5x3 + 8x%2 + 5x — 6 =2ax* + 2b - 3a)x® + (a - 3b + 20)x* +

+ (b-3c+m)x+ (c+n)

Igualando os coeficientes, temos o sistema:

[2a =2 a:l]
2b-3a=-5 b:—lr = Qx)=x*—x+2
a-3b+2c=8 < c =2J
b-3c +m=5 m=12

= R(x)=12x-8
c +n=-6 n=—8

6.2.1 - Divisao por x-a

Consideremos o polinémio p(x) =a x"+a, X"~'+..+ax+a,e o divisor x —a.

Devemos ter: p(x) = (x —a) Q(x) + R

O quociente Q(x) sera um polindmio do grau n — 1 e o resto R uma cons-
tante (R = 0 ou R tem grau 0).

Fazendo na identidade acima x = a, temos:
p(a) = (a-a)Q(a)+R ou ainda pa)=R
Temos entao:

O resto da divisdo de um polinémio p(x) pelo binémio x — a € o valor nu-
mérico deste polindmio para x = a, a saber, p(a) = R.
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NOTA

O dividendo é o produto
do divisor pelo quociente
somado ao resto da divisdo:
d=DQ+R

NOTA
x=a é o valor que anula o
binémio x — a.
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I— Se p(a) =0, isto é, se a é raiz do polindmio p(x), o resto da divisdo € nulo, o que
NOTA indica que o polindmio p(x) é divisivel por x — a.

Para a divisao por x + g,
basta fazer x + a = x — (-a).
O resto é sempre o valor
numérico para o nimero
que anula o divisor x*a.

Exemplos:

i)  Calcular o resto da divisdo de p(x) = 2x3 —x + 5 por x — 2.
Basta calcular R =p(2)=2- 2*-2+5=19.

ii)  Verificar se o polindmio p(x) = x* + 5x* + 5x + 1 é divisivel por x + 1.
Basta verificar se o resto é nulo.

R=p(-1)=(-1)3+S5-(-1)>+5-(-1) + 1 =0, logo p(x) € divisivel por x + 1.
iii) Calcular o valor de a de modo que o polinémio p(x) = 2x* — 4x + a seja

divisivel por x + 2.
Devemos ter p(-2) = 0, logo:

2.(-22*-4-(2)+a=0 = a=8

iv) Calcular os valores de a e b de modo que o polinémio p(x) = 2x3 + x> +
+ ax + b tenha raizes 1 e -2.

1: =
p(1)=0 _ {a+b+3 0

Devemos ter:
{p(—Z):O —2a+b-12=0

a+b=-3 a=-5
=
—2a+b=12 b=2

6.2.2 - Divisao por ax - b (a # 0)
Analogamente ao caso anterior, devemos ter:
P =(ax-b) - QW) +R

O resto serad ainda constante pois o divisor ax — b € do primeiro grau.

b .
Fazendo x=—, valor que anula o divisor, temos:
a

p (gjz(a.g_bj Q (é] FR=0+R
o

| s oA c A . . . ’
NOTA O resto da divisao de um polinémio por um bindmio do primeiro grau é

Para a divisio por ax+ b, © Valor numerico deste polindmio para o nimero que anula esse binomio do
o raciocinio € o mesmo: o~ primeiro grau.

: (_b)
resto sera P| — |
a
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Exemplos:

i)  Calcular o resto da divisao do polinémio p(x) = 8x3 + 4x> + 6x — 1 por
2x-1.
Temos que:

3 2
Rzp(%] = 8-(%) +4(%) +6%—1=4

ii) Calcular m para que o polinémio p(x) = x* + mx + 4 seja divisivel por

2x + 1.

Devemos ter p (—% ]z 0, logo:

3
IV, - ) ac0 = L om0
7 7 8 2

donde m = 2
4
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EXERCICIOS DE FIXACAO

Qual é o resto da divisdo de p(x) = x* + 4x2 + x — 6 por
X+ 27

Dé o resto da divisdo de p(x) = x2 + 4x + 5 por x - 1.

Determine o resto e o quociente da divisdao de
px)=x"+x>—7x2+ 9x -1 por d(x) = x> + 3x - 2.

Calcule o valor de a de modo que o polinébmio
p(x) = =3x% + 4x + a seja divisivel por x — 2.

Um polinémio p(x), quando dividido por (x* — x), tem
como quociente (x> + 5x + 3) e resto (3x). Qual é o
resto da divisdo de p(x) por (x + 1)?

Se o polinémio p(x) = x> + px + g é divisivel por
d(x) = x* + 2x + 5; encontre os valores de p e g.

Seja p(x) um polindbmio tal que p(2) =-1. Suponhamos
que o quociente Q(x) da divisdo p(x) por x — 2 seja tal
que Q(3) = 3. Determine o resto R(x) da divisdo de
p() por (x—2)-(x-3).

(UFBA) Determine os polindmios da forma p(x) = x> +
+ bx? + cx + d que sdo divisiveis por x— 1 e x + 1, saben-
doqueb, cedeERebd=-1.

O quociente da divisdao de um polinbmio p(x) por
x>+ x+1é&igual a 2x* + 3x*— 1, e o resto dessa divisdo
é 11x - 7. Qual é o polinémio p(x)?

N 3
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Qual é o resto da divisdo de (x"?+1)-(=2x" —x" +3)
por x — 1?7

(Unicamp-SP) Efetuando a divisdo do polindbmio
p(x) =4x3 + 2x2 — mx + 5 pelo bindmio Q(x) = x + 2, foi
obtido um resto, R(x) = 1. Qual é o valor de m?

A divisdo de p(x) por x? + 2x + 3 tem quociente 2x — 3
e resto mx + n. O resto da divisdo de p(x) por x + 3 é
zero. Sabendo-se que p(0) = 3, calcule p(3).

(ITA-SP) A divisdo de um polindmio p(x) por x* — x re-
sulta no quociente 6x> + 5x + 3 e resto —7x. Qual o
resto da divisdo de p(x) por 2x + 1?

(Ufop-MG)

a) Determine o quociente e o resto da divisdao do po-
linébmio p(x) = x* — 3x* + 3x* — 9x2 — 4x + 12 por
(x-3).

b) Determine a, b € Rem p(x) = x> + 2x* + ax + b, de

modo que p(x) + 1 seja divisivel por (x+ 1) e p(x) — 1
seja divisivel por (x - 1).

Determine p de modo que o polindmio A(x) = x* — x? +

+ px -1 dividido por x+% dé resto 0.



6.2.3 - Algoritmo de Ruffini

Na divisao de p(x) por x — a, devemos ter p(x)=(x—-a)Q(x)+R em que o quo-
ciente Q(x) devera ser um polinémio de graun -1 (dado p(x) =a x"+a, x""'+.. +
+ax+a,coma, #0).

Suponhamos entdo que Q(x) =b, x""'+...+bx+b,.

Temos a identidade:

ax"+a, _x"'+.+ax+a,=(x—a)b, X"

n-1

x"'+..+bx+b))+R

1

Efetuando as opera¢des no 2° membro, vem:

ax"+..+ax+a,=b, xX"+(b, ,—ab, )x"'+..+(b,—ab)x+R-ab,)

Igualando os coeficientes, temos:

a, =0b,, o1 = 4y

w1 = b, — ab, P
a = b - ab b, = ab, a,
a =R - ab, = ab, o

n an—l s 1 |

610
n-1 n-2 0 ‘ R
O primeiro termo obtido (b, ) € igual ao 1° termo do polinémio (a,). A partir

dai, para obter b
abaixo de a,.

,_,» soma-se ao produto ab, . Ao final do processo, o resto fica

n n n-1
v
I € + I
a n-1 a —L» bn—l n-2
Exemplos:

i)  Calcular o quociente e o resto da divisdao do polindémio p(x) = 2x* — x3 +
+ 3x2 -5 por x — 1.
Primeiramente devemos completar o polindbmio com todos os graus,
isto , p(x) = 2x* — x3 + 3x% + Ox — 5. Temos entdo o algoritmo de Ruffini:
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NOTA

Substituir x = -2 diretamente
em p(x) também da a
resposta correta. No entanto,
para polindmios de grau alto
ou coeficientes grandes, o
algoritmo de Ruffini pode
facilitar os calculos.

NOTA
Se a divisao for por ax + b,

. b
use araiz x =——.
a

\ Qg

ii)

iii)

| 2 -1 3 o | -5 | .+
1 ‘ 2 1 4 4 ‘ -1=R ’JF o &
valor que
anula
x—1 Qx)=2x*+1x*+4x+4eR=-1

Calcular o valor numérico do polinémio p(x) = 2x* — 5x + 3 para x = -2.
Como p(-2) € o resto da divisao de p(x) por x + 2, basta usar o algoritmo
de Ruffini para a = -2.

2 0 5|3
2 2 4 3 [=3=p-2)

O quociente da divisdo de p(x) por x + 2 sera:
Qx)=2x>-4x+3

Calcular o valor numérico do polindmio Q(x) = x2°° — 6x'%° + 9x198 — x + 1
para x = 3.

|1
3‘1

-6 9 0 0 0 0
-3 0 0 0 0 0

Entao Q(3) = -2.

6.2.4 - Quociente da divisao por ax - b (a#0)

Devemos ter: p(x)= (ax—b) Q(x)+R onde Q(x) é do grau n — 1. Por outro lado,
a identidade acima pode ser escrita:

p(x)s[x—g] [a-Q]+R

~ o RN b
Esta expressdo mostra que se dividirmos o polindmio p(x) por x—— obtere-
mos o quociente Q(x) multiplicado por a. a

R b o s .
Basta entao dividir p(x) por | x—— | e dividir todos os coeficientes do quocien-
a

te encontrado (que é aQ(x)) por a.

Exemplo:
Dividir o polinémio 8x3* — 4x? + 6x — 3 por 2x — 3.
Facamos o algoritmo de Ruffini para a raiz do divisor 5

| 8 -4 6 | -3
318 8 18 24
2
O resto serda 24. Como o quociente fica multiplicado por 2, temos:

2Q(x) = 8x% + 8x + 18, logo Q(x) = 4x> + 4x + 9.
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6.2.5 - Divisaode x"+ g"por x+ a

1° caso: x" - a" por Xx-a

Temos p(x) = x*—a” e d(x) = x — a. O resto serda R = p(a) = a" - a" =0, o que sig-
nifica que a divisdo é sempre exata.
O quociente serd, por Ruffini:

| 1 0 0 0 | -a"
a ‘ 1 a az a"-! ‘ 0
Logo:
Q) =x"""+ax" 2+ a’x" 3+ ... +a" 2x+a"!
Ou seja:

x—ay)=x-a)x"t+ax"2+a’x" 3+ .. +a"}

Exemplos:
i)  Dividir x* — 81 por x — 3.
Temos o caso x* — 3 por x — 3.

| 1 0 0 0 | -3¢
3‘1 3 9 27‘0

A divisdo é exata e o quociente é x* + 3x? + 9x + 27.

ii) Resolver a equacdo x°* + x* + x> + x> + x + 1 = 0.
Como x = 1 ndo é raiz desta equacado (pois 1° + 1* +...+ 1 =6 # 0), podemos
multiplicar ambos os membros por x — 1 obtendo o produto:

F+x+x3+x2+x+H)x-1)=x0-1=0
Resolvendo a equacao x*—1 =0 = x°= 1 vem:

. k2w
X =dis

emquek=1,2, 3,4 eS5. Nao usamos k = 0 porque x =1 .

2° caso: x" - a” por x + ax"
Teremos R = p(-a) = (-a)" — a". Se n for impar, R = -2a" e a divisdo sO ¢é exata
no caso trivial a = 0.
Se n for par, podemos trocar a por —a na férmula do caso anterior:
1°ecaso: x"—a'"=(x—a) X" '+ax" 2+ a*x" 3+ ... +a" " 2x+a""?)
Trocandoapor—-a: x"—a"= (x + a)(x"~ ! —ax"~2 + @®>x"~3 — ... + a"~?x —a"~!), para n par.

Assim, a divisdo € exata e o quociente é o dado acima.
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3° caso: X" + a"por X + a

Teremos R = p(-a) = (-a)" + a". Se n for par, R = 2a" e a divisdo s6 € exata no
caso trivial a = 0.
Se n for impar, podemos novamente trocar a por —a na férmula do 1¢ caso:

1°ecaso: x"—a"=(x—a) X" '+ax" " +a’x" 3+ ... +a"2x+a )

Trocandoapor-a: x"+a"=x+a)(x"~'—ax"?+a*x" 3 —...—a">x+a"""),
para n impar.
Exemplos:
) xXB-1=x+D-x+x>-x*+x>-x>+x-1)

i) X+1=x+1D)*-xX+x-x3+x2-x+1)

Exercicios resolvidos:

1) Calcule o valor de a para que o polindmio p(x) = 2x* — 4x> + 6x + a seja
divisivel por x + 1.

Solucao:
Devemos ter o resto igual a zero, logo:
| 2 -4 6 a
-1 2 -6 12 [ a-12=0=a=12

2) Calcule os valores de a e b de modo que o polinémio x* + ax*> + bx — 8
seja divisivel pelo produto (x — 2)(x + 2).
Solucao:
{p(Z):O {8+4a+2b—8=0
Devemos ter =
lp(-2)=0 |-8+4a-2b-8=0

quenosdda=2eb=-4

| ~
Outra solucdo:
NOTA

Observe que quando a Usando Ruffini:
divisdo for exata, podemos

utilizar os coeficientes do
primeiro quociente para 1 a b -8
realizar a sequnda divisao, 2 1 2+a 4+2a+b 8 +4a+2b-8

para simplificar.

-2 1 a 4+b=0

quedab=-4ea=2.

3) Calculeosvaloresdea, b e cde modo que o polindmio p(x) =x* + 3x3 + ax>+
+ bx + ¢ seja divisivel por (x — 1)? e que o valor numérico do quociente
Q(x) para x = 1 seja 2.
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4)

5)

Solucdo: .
Devemos ter, usando Ruffini: NOTA
No algoritmo, dividimos
1 3 a b ¢ p(x) por (x — 1) duas
1 1 4 4+a 4+a+b | 4+a+b+c=0 vezes para encontrar
1 |1 5 9+a 13+2a+b=0 Q(x)=-PY)_, depois
1 1 6 15+a=2 G- ,
usamos Ruffini uma terceira

\‘Q(l) Quociente de p(x)
por (x - 1)? = QW)

vez para encontrar Q(1).
[15+a=2 [a=-13

2a+b+13=0 = Jb 13
©

a+b+c+4=0 l =—4

O resto da divisao de um polinémio p(x) por x + 1 é -1 e por x — 2 é 2.
Qual € o resto da divisdo desse polinémio pelo produto (x + 1)(x — 2)?

Solucdo:
Como o divisor (x + 1)(x — 2) € do 2¢ grau, o resto da divisao pelo pro-
duto devera ser de 1° grau, logo, do tipo R(x) = Ax + B.

Devemos entao ter: {p 1)=-1
p2)=2

Por outro lado, p(x) = (x + 1)(x — 2) Q(x) + Ax+ B

Fazendo, agora:
x=-1=p-)=(-1+1)(-1-2)Q-1)-A+B=-A+B=-1
x=2 =p2)=2+1)2-2)Q2)+2A+B=2A+B=2
queda:A=1eB=0.

O resto sera entdao R(x) = 1x + 0 ou R(x) = x.

Determine o valor de a de modo que (x> — 2a + m + 1)x* + (a®> — am +
+ 10a — 3m)x — 3a(a — m) seja divisivel por x — 1, qualquer que seja m.
Solucdo:

Devemos ter inicialmente p(1) = 0, logo:

1-2a+m+1)-1* +(a®* —am+10a—-3m)-1-3a* +3am=0

Esta funcdo polinomial deve estar associada ao polinémio identica-
mente nulo para a variavel m, ja que m € qualquer.
2-2a+m+a*-—am+10a-3m-3a* +3am=0
(2a-2)m+(-2a*+8a+2)=0

2a=2

-2a’>+8a+2=0

que é um sistema impossivel, logo nao existe a que satisfaca a condicao
acima.

Devemos ter: {
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6) Na divisao de certo polinémio por um binémio do 1° grau, encontrou-se
o seguinte algoritmo de Ruffini:

| 3 0 -147 ¢ d e f |80
a| 3 21 b 0o -1 -4 -12 |R

Calcule o divisor, o quociente e o resto.
Solucdo:
Devemos ter:
3a+0=21=a=7
O algoritmo fica entdo:

| 3 0 -147 ¢ d e f |80
7| 3 21 b 0 -1 -4 12 |R

7-21-147=b = b=0
7-0+c=0 = ¢c=0
d=-1

—7+e=—4 = e=3
-28+f=-12 = f=16
—-84+80=R = R=—4

O divisor sera x — 7.
O quociente serd 3x° + 21x°> + Ox* + Ox® — x? — 4x — 12.
O resto sera —4.

7) Fatore o polindmio 2x3 + 5x> + bx — 2 sabendo que ele ¢é divisivel por

2x - 1.
Solucdo:
Usando Ruffini, o resto sera zero, logo:
| 2 5 b | -2
1 2 6 3+b 3+b—2:0:>b:1
2 2

Devemos ter entao:
2Q(x) =2x2+6x+4=Q(x)=x>+3x+ 2

Comop(x)=(2x-1) Qx)=2x-1)(x*+ 3x + 2)

Fatorando x>+ 3x + 2 = (x + 1)(x + 2) vem:
px)=Cx-1Dx+ x +2)
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6.2.6 - Decomposicao de uma fracao (fracdes parciais)

Consideremos a fracao % Se o grau de D(x) for maior ou igual ao grau de
d(x), efetuamos a divisdo obtendo: D(x) = d(x) Q(x) +R(x).

A fracgdo fica entdo:

D) _ dx)QU+R() _ ¢y, RO
d(x) d(x) d(x)
Exemplos:
3 2
i) 2X° +5x +7X_452X2+3X+4——8
x+1 x+1
3 L B2 _ —
i) 2x -1-23)( +7x 452)(_!_3+ ZZX 7
X +x+1 X +x+1

R(x

d(x)’
nador. Em alguns casos, é possivel simplificar ainda mais a decomposicdo:

Agora, na fracdo

Caso 1: O denominador € um produto de fatores do 1° grau distintos.

Exemplo:
2x+8 __a . b
x+DH(x-2) x+1 x-2
2x+8=a(x-2)+b(x+1)

a+b=2 a=-2
=
—2a+b=8

2x+8=(a+b)x+(-2a+Db) = {

2x+8 _ -2 4
(x+1)(x-2) x+1 x-2

Caso 2: O denominador é uma poténcia de um binémio do 1° grau.

Exemplo:
3x—-1 A B
2 = s +
(x-1)* (x-1?% x-1
3x—1=A+B(x-1)

B=3 A=2
3x-1=A+Bx-B = =
A-B=-1 B=3
3x-1 2 3
= 4
(x-1* (x-1)* x-1
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o grau do numerador é menor que o grau do denomi-

NOTA

Se o grau de D(x) ja for
menor que o grau de d(x),
tome Q(x) = 0 e R(x) = D(x).
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CAPITULO VI

NOTA

Quando o denominador
for de grau 2 e raizes
complexas, o numerador
correspondente devera
ser do 1° grau para que
a identidade possa ser
realizada.

\ Qg

Caso 3: O denominador é um produto de trindmios distintos do 2¢ grau de
raizes complexas.
Exemplo:
38 +2x* +6x+1 _ Ax+B  Cx+D
(C+x+1)(2x7 +4) X +x+1 2x°+4
Efetuando e igualando, temos A=1,B=0,C=1eD = 1.

3x* +2x% +6x+1 _ X x+1
(X +x+1D2x*+4) xX>+x+1 2x>+4

Caso 4: O denominador € uma poténcia de um trindmio do 2¢ grau de raizes
complexas.

Exemplo:
xX*-x*+3x-1_ Ax+B Cx+D
= +
(x* +1)? x*+1)>  x*+1

Efetuando e igualando, temos: A=2,B=0,C=1eD =-1.
A decomposicao fica:
DOl [ 2 . x-1

x*+1)? (X +1)? x*+1

Pode acontecer que o denominador tenha varios fatores. A decomposicado se
fara obedecendo aos casos anteriores.

Exemplos:
i) X +x+1 _A B C D
x+D(x+2)(x+3)x x+1 x+2 x+3 x
x+1 _Ax+B C D

ii) = + +
X +D(x-1* x¥*+1 (x-1> x-1

Exercicio resolvido:

Py | Ax+B Cx+D

Decomponha a fracao =
*+x+1)* XP+x+1)°* x*+x+1

Solucdo:

¥-1=Ax+B+(Cx+D)(x*+x+1)
¥-1=Cx*+(C+D)x*+(C+D+A)x+ (D +B)
Identificando:

C=1

C+D=0=D=-1

C+D+A=0=A=0

D+B=1=B=2

e a decomposicao fica:
-1 _ 2 x-1
+x+1)7? P+x+17 x2+x+1

336



EXERCICIOS DE FIXACAO

10

11

Usando o algoritmo de Ruffini, obtenha o quociente
e o resto da divisdao de A(x) por B(x) em cada caso
a seguir:

a) AX)=3x3-5x2+x-2eBXx)=x-2

b) A)=-2x"+x*-5x>—x+1eBX)=x+2

Q) AN =X +x-2x"+x-1eBXx)=x+1

d) A(x) =2x*-4x>2-5x-3eB(Xx)=x-3

No polindmio p(x) = x> - x> + mx + n, encontre os va-
lores de m e n para que p(x) seja divisivel por (x — 2)2.
Calcule o valor de a para que o polindmio

p(x) = x* — 3x2 — ax + 6 seja divisivel por (x — 2).

Determine os valores de a e b de modo que o polin6-
mio 3x> — 4ax? + x + b seja divisivel por (x — 1)(x — 2).

(UFRN) Encontre o valor numérico de k que torna o
polindmio x* — 3x> — 2x? — 5x + k divisivel por x + 2.

(EEM-SP) Quais sdo os valores de p e g de modo que
p(x) =x3=2px?>+ (p + 3)x + 2p + q seja divisivel por x e
por x — 2.

(PUC-SP) Qual é o nimero real que se deve adicionar a
p(x) = x> = 2x% + x, para se obter um polinémio divisivel
por x —3?

Seja p(x) = x> + 4x*> + kx + (k — 51). Determine o valor
de k, sabendo que p(x) é divisivel por x - 1.

O polinémio p(2) = 22 + mz + n + p é divisivel por z + i

e deixa resto p na divisdo por z - jonde i é a unidade
imaginaria.
Para m, n e p reais, determine o valor de m+ n + p.

O polindmio p(x) = x* — ax? + bx é divisivel por x + 3 e
o resto de sua divisdo por x — 1 é a abscissa do ponto
médio do segmento MN, onde M (-9, 3) e N (<15, -4).
Encontre os valores de a e b.

(Ufop-MG)

a) Determine o valor de ¢ para que o polinémio
p(x) = x* — x> + cx + 2 seja divisivel por x + 1.

b) Sendo p(x) = Q(x) + x* + x — 1 e sabendo que 2 é
a raiz de p(x) e que 1 é raiz de Q(x), entdo quanto
vale p(1) - Q(2)?
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Sabe-se que o polindmio p(x) = x> — 6x* + mx + n é
divisivel por (x+1)(x —2). Determine o produto mn.

Encontre a e b para que o polinémio p(x) = 2x* — x> +
+ ax + b seja divisivel por (x — 1)2.

Os esquemas representam aplicacdes de Ruffini; cal-
cule os valores dos elementos desconhecidos em cada
um deles.

a) | a b c d
3 | 2 3 1 0
b) | a b c d
2 | 3 1 3 4

(Fuvest-SP) Determinar um polindmio p(x) de grau
4, divisivel por (x — T)(x + 1)(x — 2), sabendo-se que
p(0) = 0 e que o resto da divisao de p(x) por x + 2 é 48.

Dado o polinémio p(x) = 4x* - 5x2 — 3bx + q, calcule a
e b, de modo que p(x) seja divisivel por (x2 - 1).

Calcule os valores de A, B e C.

x+5 A B C
(x+2)(x=1 x+2 x=1 (x=T1)

Encontre A, B e C na decomposicdo:

1 A Bx+C
=1 x=1 x*+x+1

Calcule A + B, na igualdade £:é+i, para que
x*—x x x-1
a mesma seja verdadeira para todo nimero real x.

(FGV-R]) O polinémio p(x) = x> + x + a é divisivel por

X+ b e por x+c em que g, b e csdao nimeros reais
distintos e ndo nulos. Nestas condicdes, calcule b + c.
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6.3 - Decomposiciao de um polindmio

Aceitaremos que:

I Teorema
NOTA
Este teorema € chamado Todo polinémio ndo constante p(x) admite alguma raiz real ou complexa.

teorema fundamental da
algebra e sua demonstracao L . . . )
nao é elementar. A proposicdo acima nos diz que existe x, € C tal que p(x,) =0. Como p(x,) € o resto

da divisao de p(x) por x — x,, 0 polindmio p(x) sera divisivel por x - x,. Temos entdo:

P =(x-x)Q(x)

Como Q,(x) € um polindmio do grau n - 1 ele admitird uma raiz x, € C. Temos
entdo que Q,(x) = (x — x,) Q,(x). Assim, sucessivamente, temos:

n an—l an—z al aO
Xl n | O
XZ n | 0
x |a 0
n n

Agrupando todas as identidades obtidas, vem:
px) = -x)Q(x)

Q) = (x-x,)Q,)

Q) = (x - x,) Q,(x)

Qn - I(X) = (X - Xn) an
Multiplicando membro a membro todas estas igualdades, temos

px)=a,(x-x)x-x,) ... (x-x)

| Na hipétese de haver raizes iguais, o polindmio podera ser escrito sob a forma:
NOTA o “ o
Quando ha 2 raizes iguais p(x)= a”(x_xl) (Xx=x,)". (x—x)

dizemos que o polindmio . ) ) ) ) . ) )
tem uma raiz dupla, se tem €11 que ha o raizes iguais a x,, ha o, raizes iguais a x, etc., com o, +0, +..+0, =1.

3 iguais, tripla etc. O namero o, € chamado multiplicidade da raiz x,.
Exemplo:
Determinar o polindmio de menor grau que tem uma raiz tripla igual a 3 e
EEEEEEE— raizes simples 1 e 2, sabendo que o polindmio assume o valor 12 para x = 4.
NOTA Devemos ter: p(x) =a (x — 3)*(x — 1)(x - 2). Como p(4) = 12, vem:
Note que a, deve ser "
uma c_qnstante, pois 12=a (4 _ 3)3(4 _ 1)(4 _ 2) =qaq =2
especificamos que p(x) deve " "
ter o menor grau possivel. O polindémio fica entao: p(x) = 2(x — 3)3(x — 1)(x — 2) na forma fatorada.
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~ _ . Y ~ p
Aequacaop(x) =ax"+a, X""'+..+ax+a,=0¢échamada equacao algeé-

brica de grau n, se a_ # 0.

Teorema

Toda equacao algébrica de grau n tem n raizes, reais ou complexas, conside-

radas com suas multiplicidades.

Demonstracao:

Como p(x) =a,(x —x)x -x,) ... x-x,), p(x) = 0 nos dara: a (x — x,)(x — x,) ...

o (x=x)=0com g =0 .

Assim, os valores que anulam a equagao (x — x)(x — x,) ... (x — x ) = 0 sdo as
raizes x,, x,, ... X,.

n

Exemplos:

i)

Qual € o grau da equagdo (x — 1)’(x - 2)(x — 3) = 0?

Basta ver quantas raizes tem a equagdo. Uma raiz dupla igual a 1, ou
seja, duas raizes iguais a 1, uma raiz igual a 2 e uma raiz igual a 3, logo
a equacao tem 4 raizes, sendo, portanto, do 4° grau.

Bastaria, também, contar quantos fatores do 1° grau a equacao fatora-
da tem. No caso em questao, 4.

Qual € o grau da equagdo (x> - 7x + 3)(x* - 1)(x> + 4) = 0?
Como temos 3 fatores do 2° grau, a equacdo € do 6° grau.

(, 1)

Quiais as raizes da equacao (x+1)(x—2)| x __J =0?

2

. 1
Basta ver os valores que anulam os fatores, que sdo -1, 2 e —.

Compor uma equacgao cujas raizes sao 3, -4 e iy
2

Basta multiplicar os fatores relativos a estas raizes (x—3)(x+ 4)(}(— l]
e igualar a 0. 2
Temos entdo 2x® + x> - 25x + 12 = 0, por exemplo.

Exercicio resolvido:

D

Sabendo que 2 + i € uma das raizes do polindmio p(x) = x> — 7x> + 17x — 15,
encontre as outras duas raizes.

Solucao:
Usando Ruffini:

| 1 -7 17 | -15
2+i| 1 5+i 6-3i | 0

Portanto, as outras raizes sao raizes de:

X+ (=5+D)x+(6-3i)=0 =

_(_ 7 g
A=(-5+ip —4(6-31)=2i = x=\5+>ﬂ27
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DEFINICAO
Equacdo algébrica de grau n.

NOTA

Veremos a seguir que se

a + bi é raiz de um
polindmio de coeficientes
reais, entdo g — bi também é.
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NOTA
Lembre que cos(-6) = cos6
e sen(-0)=-sen0.

NOTA

Também vale que: “Se uma
equacdo de coeficientes
inteiros admitir uma raiz

irracional do tipo a++b
com a, b € Q entdo
admitira também a raiz

a-+b.

\ Qg

Mas 2i =2 cis(g) = \/2_1 =i\/§cis(

3
N——

+5—i+(1+i)
2
As raizes de p(x) sdo 3,2 —-ie 2 +i.

Entao: x= = x=3oux=2-i

Propriedade

Se num polindmio de coeficientes reais atribuirmos a x valores complexos
conjugados, os valores encontrados serdo complexos conjugados, isto €:
p(a+bi)=A+Bi< p(a-bi)=A-Bi

Demonstracdo:

Seja p(x) =a x"+ ...+ ax + a,. Facamos x = a+ bi =rcis 6. Temos entao:
pla+bi)=p(rcis®)=a,r'cisnd+...+arcisb+a, =

=(a,r"cosn®+...+a,rcos0+a,)+i(a,r"sen®+...+ar sen 6) = A +Bi
pla—bi)= p[rcis(—0)]=a,r"cis(-n6)+...+a,rcis(-0)+a, =

=(a,r"cosn®+...+arcos+a,)—i(a,r"senn6+...+a,rsend) = A —Bi

Exemplo:
px)=x3+2x>-3x+4

Facamos:
pA+i)=AQ+i)P+2Q+i)*-3A+i)+4=-1-1i
pA-i)=1-i)P+2(1-0)?-30-i)+4=-1+i

Teorema

Se uma equacdo de coeficientes reais admitir uma raiz complexa, admitira
também a complexa conjugada.

Demonstracao:

Basta ver que:
pla+bi)=0=A+Bi=0=A=B=0, entdo:
pla-bi)=A-Bi=0-0i=0
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EXERCICIOS DE FIXACAO

Escreva o polinémio p(x) = x> — 2x* — x + 2 em um pro-
duto de fatores do 1° grau, sabendo que uma de suas
raizes € 2.

O polindmio p(x) = x* — 3x? + 7x — 5 admite a raiz com-
plexa 1 + 2i. Encontre a outra raiz complexa.

O polindmio p(x) = x> — 6x + 13 possui a raiz 3 — 2i.
Quais serdo as demais raizes?

Sabendo que o polindmio p(x) = x* - 6x* + 11x> — 10x + 2

admite as raizes 2—\/5 e 1 + i, encontre as outras
raizes.

Sabendo que 1 + i é uma das raizes do polindmio
p(x) = x* = 2x + a, sendo a real, calcule o valor de a.

Construa (escreva) o polindmio do 3° grau que possui
as raizes i, —i, 1.
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7

10

Encontre p e g de modo que 3i seja raiz do polinémio
p(x) = X+ px* + gx + 3.

Fatore o polindmio p(x) = x* — 2x*> — x + 2, sabendo que
-1 é uma de suas raizes.

Decomponha num produto de fatores do 1° grau cada
um dos polindmios.

a) X} — 7x? + 36, sabendo que admite a raiz -2.

b) x* + 14x3 + 71x2 + 154x + 120, sabendo que admite
as raizes -2 e 3.

Escreva o polindmio 1 — 14x + 71x* — 154x* + 120x*

na forma fatorada, sabendo que admite as raizes
1 1

2 3
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CAPITULO VI

NOTA

Em particular quando
k=n,s, =S, éo produto
das n raizes.

ANl =

6.4 - Relacoes entre coeficientes e raizes

Consideremos o polindmio p(x) =a x"+a,_ x"~'+ .. +ax +a, de grau n, e sua
forma fatorada p(x) =a (x — x)(x - x,) ... (x —x ). Efetuando as multiplica¢cdes temos:

_ -1 _2
PX) =a, X' — (X, + X, + o+ X)X+ (XX, + X X+ X X)X
+ (DMxx, x|

Identificando os dois polindmios, temos:

n-— n-2

1 — n n-1
+a, X" T+ tax+a,=a[x" —(x X, Hx )X+

2

n
anx + a, 71X

+ (XX, FX X+ X, X)X T+ L+ (D) X, X ]

Dividindo ambos os membros por a , vem:

a a a a
-1 - -2 - -
XX X T L =X (X bt )X+
an an an an
n-2 n
+ (XX, +X X+ X, x )X T+ L+ (1) XX, X,
Temos entdo:
( an—l
X X, F X, =——
a
n
_ an—Z
XX, +X Xy 4+ X, X, =——
a?l
_ an—3
X X, Xy X X, X, + X, XX =
an
a
— n =0
XX, . X, =(-1) -
n

que podem ser escritas da seguinte maneira:

a
S, =(-1)* 2=l
a

n

onde cada somatdrio S, é composto por C! parcelas, cada uma delas sendo o pro-

duto de k raizes.
Para a equacdo do 3° grau, ax’® + bx* + cx + d = 0, com raizes x,, x, € x,, temos:

b
S, =x,+x,+x,=——
a

S — _C
5 =X X, X Xy + XX, _E
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Para a equacdo do 4° grau, ax* + bx* + cx* + dx + ¢ = 0, com raizes x,, x,, X, € x,,
temos:

S - _ b
V=X X, X X, = ——
a
S = _c
, =X X, X X H XX, F XX XX, XX, = -
S, =X X%,X, +X,X,X, + X X, X, + X, X, X, =——

S — _ e
s TXXXX, = —

e assim sucessivamente.

Os somatérios S, facilitam a escrita de um polinémio p(x) quando sao conhe-
cidas suas raizes x, x,, ... x,. De fato:

px)=a x-x)x-x,) .. (x-x)=
=a,(x"=Sx""'+8,x""2-8.x"3 ..+ (-1)"S,)

Exemplos:

i) Compor uma equacao de raizes -1, 2 e 3.
Temos que:
S, =-1+2+3=4
S,=(-1)-2+(-1)-3+2-3=1
S,=(-1)-2-3=-6
Uma equacdo serda x* - S x>+ S x - S, = 0, logo:
x3—4x*+x+6=0

ii) Encontrar uma equacdo polinomial de grau 4 com raizes -1, 1, 2 (esta tlti-
ma sendo dupla).

Basta fazer S, =-1+1+2+2=4
S,=-1-1+(-1)-2+(-1)-2+1-2+1-2+2-2=3
S;=-11.2+(-1):1-2+(-1)-2.2+1.2.2=—4
S,=-1.1.2.2=-4

Assim, uma possivel equagao é:
X¥-Sx*+8x*-Sx+5,=0x -4 +3x*+4x-4=0
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NOTA

Nao é comum encontrar
as raizes de um polinémio
usando somente estas
relacdes. De fato, ao
tentar resolver o sistema
somos levados, ap6s varias
substituicdes, ao polindmio
original!

NOTA

Se tomassemos a, #1 e
a, # 0, terlamos outra
equacao satisfazendo as
condicdes dadas.
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Exercicios resolvidos:

1) Resolver a equacdo x* — 4x*> + x + 6 = 0 sabendo que uma das raizes € a
soma das outras duas.

Solucdo:
Devemos ter:
xl+x2+x3:—? @

XX, + X, Xy + X, X, =% (II)

XX, X, = —% (I1I)
|

A informacdo adicional € que x, = x, + x,. Substituindo na equacdo (I), temos:
X, +x =4=x =2
Pondo x, = 2 nas equacgdes (I) e (III) temos:

{x2+x3 =2

que da como solugoes -1 e 3.
2x,x, =—6
As raizes serdo, entao, -1, 2 e 3.

2) Resolva a equagao 8x® — 42x*> + 63x — 27 = 0 sabendo que suas raizes
estdo em progressdo geométrica.

Solucdo:
Temos:
X, +X, +X, =—_% @

X, X, + X, X, + X, X, = % (II)

X, X, X, = —% (1)

A condigdo adicional dada é x; = x,x,, pois (x,, x,, X,) € uma progressao

geomeétrica.
Substituindo na equagao (III) vem:
2 27 3 27 3
XZ .XZ :g = X2 :; = XZZE
Temos entao:
2
a0, = =
1773 2
42 3
Xl +X3 = ? = E
. 3 3
queda x, =3 ex, =7 ou x, =7 ex,=3.
- ~ 3 3
As raizes serdo, portanto, 3, > e *

" 1% 344



3)

4)

Sabendo que 2 + i é uma das raizes do polinémio p(x) = x3 — 7x> + 17x — 15,
encontre as outras duas raizes.

Solucdo:

Como o polinémio tem coeficientes reais, sendo 2 + i uma raiz, obriga-
toriamente 2 — i também o sera.

Como a soma das raizes € 7, a terceira raiz x, sera:

X, +2+i)+2-i)=7=x,=3

As raizes sdo, portanto, 3,2 -ie 2 +i.

Determine m de modo que a equacao x* + mx? + 8x — 3 = 0 tenha uma
raiz real tripla e resolva a equacao.

Solucédo:

Temos:
X +x,+x,+x,=0 (I)
XX, + XX, XX, + XX+ XX, +x,x, =m (1]
XXX, + X, X, X, + X, XX, + X, XX, ==8 (III)
XX, XX, =—3 Iv)

A condi¢do adicional é que x, = x, = x, pois a raiz € tripla.
Substituindo em (I) e (IV) temos:

{3){1 +x,=0 N {x4 =-3x, X!

1
, ) =
xx, =-3 x) - (-3x,)=-3 x, =*1 (pois x € R)

j)parax, =x,=x,=1=x,=-3

ii)parax, =x,=x,=-1=x,=3
Como as equacoes (II) e (III) ndo foram utilizadas, devemos testar esses
resultados nas equacdes (II) e (III).
a) Na equacgdo (II): x, =x,=x,=1ex, =-3
1+1-3+1-3-3=m=m=-6
Na equacgao (III) esses valores dao: [’9 =2
1-3-3-3=-8, logo, servem. Temos Tn =6

=
o
Il
|
w

b) Na equacao (II): x, =x,=x,=-1ex, =3
1+1-3+1-3-3=m=>m=-6

Na equacgao (III) esses valores dao:

-1+3+3+3=-8= 8=-8, logo, ndo servem.
Portanto, as raizes sdao 1, 1, 1 e -3.
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NOTA

Esta solucdo é bem mais
rapida que aquela oferecida
na secdo anterior.
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5) Determine a relacdo que deve existir entre p e g reais, na equagdo x> + px+ q=0,
de modo que ela admita uma raiz complexa (ndo real) de médulo igual a 2.

Solucdo:
Devemos ter:

[x,+x,+x,=0

XX, XXy + X, X, = P

X XX = =4
A condicdo adicional € que x, = a + bi com +/a* +b* = 2.
Como a equagdo deve ter a raiz complexa conjugada x, = a - bi, ficamos
entao com:

a+bi+a-bi+x,=0
(a+bi)(a-bi)+(a+bi)x, +(a-bi)x, = p
(a+bi)a-Dbi)x, =—q

[(12 +b? =4
O sistema fica:
2a+x,=0

2a+x,=0 (I
= J4+2ax,=p (II)
4x, =—q (I1I)

a’+b* +2ax, = p
(@®+Db*)x, =—q
a’+b*=4

De (I): x, = -2a em (II) e (III) vem:

2 _ —

{4+2a-(—2a)=p —Hr == a
4.(-2a)= = —g

(-2a)=4q a 3
Substituindo a vem:
4. i:p_4 = i:p—él = ¢°=16p-64

64 16 ,
Por outro lado, se g2 + 16 p = 64, a equacao fica: x* +(4—f—6)x+q:0

que tem a raiz x, = —% como era de se esperar. Fatorando, vem:

(x +l](x2 —ix+4):0
4 4

ii q _ 1 2
L 4 \16 _q N9 —256
€ vemos que as outras raizes sao: X, , = 2 —gi 3 .

Para que elas sejam complexas, precisamos ter | g | < 16. Neste caso, x, e
X, seriam complexos conjugados, com norma x,x, = 4, como pedido.
Assim, a condi¢do necessaria e suficiente em p e g para que a equacao
q> +16p =64

apresente uma raiz complexa de modulo 2 é:
|q | <16

A" 3% 346



EXERCICIOS DE FIXACAO

(UFMG) Se a equacgdo x* + ax? + bx + 1 = 0, de
coeficientes a e b reais, tem /3 +j como uma de suas
raizes, determine:

a) as outras raizes;
b) os valores de a e b.
(Vunesp-SP) Sabe-se que a unidade imaginaria i é raiz

do polinédmio real p(x) = x* = 3x® + 3x? + ax + 2. Nessas
condicdes:

a) determine o valor de g;

b) encontre o conjunto solu¢do da equacdo p(x) = 0.
Seja a equacdo 2x* — 4x2 + x + 3 = 0, cujas raizes sao q,
b e c. Determine:

a)a+b+c

b) ab + ac + bc

c) abc

@ 1,11
a b ¢

e)a’+ b+ ¢

Ache as raizes da equacdo 72x* - 18x2 - 11x + 1 =0,
sabendo que uma das raizes € a média aritmética das
outras.

Resolva a equacdo x* — 15x? + 66x — 80 = 0, sabendo
que suas raizes estdo em progressao aritmética.

Resolva a equacdo x* + 9x% + 54x — 216 = 0, sabendo
gue suas raizes estdo em progressdo geométrica.
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1

12

13

14

15

Resolva a equacdo x* — 9x? + 26x— 24 = 0, sabendo que
a soma de duas de suas raizes vale 5.

Resolva a equacdo x* — 5x? + 7x — 3 = 0, sabendo que
admite duas raizes iguais.

Encontre as raizes da equacao

Xt —11x3 + 28x? + 36x— 144 =0,

sabendo que o produto de duas de suas raizes é o si-
métrico do produto das outras duas.

Encontre o valor de m de modo que a equagao
x>+ mx? + 12x + 8 = 0 tenha as trés raizes iguais.

Encontre as raizes da equacdo x* — 7x + 6 = 0 sabendo
que a soma de duas de suas raizes é 3.

(FGV-R]) Considere a equacdo polinomial
X =-3x2-kx+12=0

a) Encontre k de modo que haja duas raizes opostas.

b) Encontre k de modo que 1 seja raiz da equacdo;
neste caso determine também as outras raizes.

As raizes da equagdo x*> — 7x* — 21x + d = 0 estdo em
progressdao geométrica. Encontre nesta equacao:

a) o valor do termo independente de x;

b) as raizes.

Sendo q, b, c e d as raizes da equacgdo

x> —=3x*—5x3-15x2+ 14x—-12 = 0, determine o valor de:
1 1 1 1 1

bcde acde abde abce abed

(Unicamp-SP) Sabendo queaequacdo x>~ 2x2+7x—4=0
tem raizes a, b e ¢, escreva, com seus coeficientes nu-
méricos, uma equacgdo clbica que tem como raizes
a+1,b+Tec+1.
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CAPITULO VI

6.5 - Raizes inteiras e fracionarias

|
NOTA Teorema
Em particular, se a, =+1,
a equagdo ndo podera ter Dada uma equacao de coeficientes inteiros desprovida de raizes nulas, toda
i i i + o e . s . e .
raizes inteiras, exceto 1 raiz inteira é divisor do termo independente.
Demonstracdo:
Suponhamos que x, seja uma raiz inteira.
Temos entao:
n _ n-1 _
ax'+..+ax +a,=0 = x, ax’ +..+a =-q,
a _
donde: 2 =- ax '+ ..+q,
Xl
Como a,, ..., a, sdo coeficientes inteiros e x, também, o 2° membro desta igual-
dade é uma soma de inteiros, sendo, portanto, inteiro. Assim, x, € divisor de a,, pois
o quociente % é inteiro.
Xl
Exemplos:
i)  Considerar a equacdo 2x* — 7x> + Sx — 36 = 0. Se houver alguma raiz
inteira, ela deve ser divisor do termo independente.
Calculemos tais divisores:
NOTA 1
Poderiamos testar as 18
possibilidades e descobrir 36 2 2
que 4 € a Unica raiz inteira 18 2 4
da equacao.
auas 9 3 3,6,12
3 3 9, 18, 36
1
As raizes inteiras, se existirem, estao entre 0os nimeros:
+1, +2, +3, +4, +6, +9, £12, +18 e +36.
ii) Resolver a equacdo x* — 6x* + 11x - 6 = 0.
As raizes inteiras provaveis sao os divisores de 6, isto é, +1, +2, £3, +6.
NOTA Testando esses valores pelo algoritmo de Ruffini:
Como -1 n&o é raiz, 1 -6 11 -6
observe que os coeficientes -~ .
utilizados para testar o -1 1 ~7 18 -24#0 = -1 ndo ¢ raiz
valor 1 s&o os do polinémio 1 1 ) 6 0 = 1 éraiz

original.
Quando for encontrada uma raiz, deverdo, para maior simplicidade, ser
usados os coeficientes dos quocientes das divisdes exatas.
As outras raizes serao entdo as raizes da equacao x* — Sx + 6 = 0, logo
x=2o0ux=3.
Portanto, as raizes sao 1, 2 e 3.
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iii) Resolver a equagdo x* — 4x>= 0.

Pondo x? em evidéncia, temos x*(x> — 4) = 0.

Dai tiramos x> =0 ou x> -4 = 0.

A equacdo x* = 0 nos da duas raizes nulas.

A equacgdo x*> — 4 = 0 nos da as raizes x = 2 ou x = -2.
Portanto, as raizes sao 0, 2 e —2.

NOTA

~ . . . . . , Em particular, se o
Dada uma equacdo de coeficientes inteiros desprovida de raizes nulas, toda coef?ciente do termo de

raiz fracionaria irredutivel racional tem como numerador um divisor do ter-  maior grau for *1, todas

mo independente e como denominador, um divisor do coeficiente do termo de ?Str{"zes racionais serao
) Inteiras.

maior grau.

Teorema

Demonstracao:

Suponhamos agora que a equacdo admita uma raiz fracionaria do tipo g
irredutivel, isto €, p e g primos entre si.

Temos entao:

U n-1

P p P

+a, | =] +..+a]|*= |[+a,=0 edai
q q q

a

n

ap'+a,  plg+..+apq'+a,q" =0

1) Isolando a p" no 1° membro e transpondo os demais termos, vem:

n

anp :_(an—lpn_]q +..t alpqn_l + aoq")

Dividindo ambos os membros desta igualdade por g, temos:

L =—(a”71p”’1 +otapg i+ aoq"’l)
q

n

sera inteiro. Por outro lado

, o a
Como o 2¢ membro é uma soma de inteiros, nP
q

p" e q sdo primos entre si, logo g dividira a,. Entdo o denominador € divisor do
coeficiente do termo de maior grau.

2) Isolando agora a,q" no 1° membro vem:

n-1

a,q" =—(a"p” +a, p"lq+ ... +a1pq”’1)

Dividindo por p ambos os membros desta igualdade vem:

n

49
P

n-2

=—(anp”’1+an_1p q+...+alq"’1)
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CAPITULO VI

NOTA

Em todas as hipéteses
sobre as raizes, deverao ser
tomados valores positivos e
também negativos.

NOTA

Os valores *1, +3e £9
também néo satisfazem a
equacao dada.

Assim, concluimos que
todas as suas raizes sao
irracionais.

|
NOTA

Também poderiamos
resolver a equagao
12x2 - 2x-2 =0 para
terminar o problema.

\ Qg

Como p ndo divide q", p dividira a, pois o 2° membro ¢ um ntmero inteiro.

Logo, o numerador da raiz fraciondria ¢ um divisor do termo independente

da equacao.

Exemplo:

Procuremos as fracdes que podem ser raizes da equacdo 4x3 — 5x2 +
+7x-9=0.

Os numeradores das possiveis fracoes deverdo ser os divisores do termo
independente 9, logo estardo entre os valores £1, £3 e +9.

Os denominadores deverdo ser os divisores do coeficiente do termo de
maior grau, nesse caso 4, logo estardo entre os nimeros +1, +2 e +4.
Montando todas as fracdes irredutiveis possiveis, temos as provaveis
raizes fracionarias:
l, ii’ ig, il
2" 27 2 4
Para verificar quais sdo as raizes, testam-se estas fracoes pelo algoritmo
de Ruffini.

Neste exemplo em particular, nenhuma destas fra¢cdes serve como raiz.

+

!

iieig
4 4

Exercicios resolvidos:

D

Calcule as raizes da equacao 12x3 - 8x>*—x+ 1 =0.

Solucgdo:

Como o termo independente é -1, as Gnicas raizes inteiras possiveis
serao 1 e 1.

Verifiquemos se sdo raizes:

| 12 -8 -1 | 1
1 12 4 3 40 = 1 nao é raiz inteira
-1 12 -20 19 -18#0 = -1 nao é raiz inteira

Entao nao ha raizes inteiras.

Verifiquemos agora as possiveis raizes fracionarias.

Os divisores do coeficiente do termo de maior grau, nesse caso 12, sao:
+1, +2, +3, +4, +6, +12.

Formamos todas as possiveis fracoes:

fl nl ol ol

2" 3 4 6 12

Testamos agora esses valores:
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POLINOMIOS

Vejamos se x :% é raiz dupla.

| 12 2 | -2

12 4 0 = x== édupla.

N
N[ =

A terceira raiz serd a solucdo da equacdo 12x+4=0= x= —%

. - ~ 1 1 1
As raizes sdo, entao, —, — e ——.
2" 2 3
Sejam a,, a,, a,, ..., a, inteiros pares e a, um inteiro impar. Mostre que a
equacdo a x"+a, X"~'+..+ax+a,=0ndo admite raizes inteiras.

Solucéo:
Suponha, por absurdo, que esta equacdao admite uma raiz inteira o.

Teriamos:

n-1

n 2 _

ao'+a, o' +.. +a,0 +a0=—da,

Mas, como o € inteiro e todos os coeficientes do lado esquerdo sao pa-
res, o lado esquerdo € par. Como a, € impar, somos levados a um absurdo
(impar = par).

Conclusdo: a equagdo ndo tem raizes inteiras.
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1 Calcule as raizes das seguintes equagdes: i 3" Ache todas as raizes de x* - x* —x - 2= 0.
a)x-6x2+11x-6=0 Xt -1
i |4  Determine as raizes da equacéo +4x=(x+2)"+7.
b) x> - 15x2 + 74x-120=0 x=1
Ox-6x2-x+30=0 5 Encontre as raizes da equagdo 3x* — 13x> + 13x- 3 =0.

d)x*+3x¥%-3x-7x+6=0

)X +6x+11x+6=0

2 Encontre as raizes das seguintes equagoes:
a)24x*-26x2+9x-1=0
b) 125x> - 150x% + 55x -6 =0
Q) 10x* —13x2-18x2-5x+2=0
d) 20x3-32x>-x+6=0
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6.6 — Equacoes reciprocas

6.6.1 — Equacoes reciprocas de 12 classe

Uma equagdo polinomial da formaa x"+a, x""'+..+ax+a;,=0 (a, #0)
é chamada equacao reciproca de 12 classe quando os coeficientes dos termos
equidistantes dos extremos sao iguais, isto é:

a=a,a, ,=d,d, ,=d, etc.

1 17 n

Exemplo:
As equacoes x* — 3x3 + 4x>-3x+ 1 =0 e x> + 2x% + 2x + 1 = 0 sdo recipro-

cas de 12 classe.

Propriedade
Toda equagao reciproca de 12 classe e grau impar admite a raiz 1.

Com efeito, seja p(x) =ax"+a, x"~'+..+ax+a, Calculando p(-1) e lem-

brando que a, =a,, a,  =a, .., etc., vem:

p(-D=a,(-1)"+a, (-1)""'+..+a,(-1)+a, =

=—a,ta, ,—a, ,+a, ,..—d,;+d,—a, +d,=

N A
=0

o que comprova que -1 é raiz.

Exemplo:

x3 + 2x>+ 2x + 1 = 0 é reciproca de 12 classe e grau impar:

| 1 2 2 | 1
1 | 1 1 1 | o

= -1 é raiz
Teorema

P ~ p ~ 1 p 2
Se x é raiz de uma equacdo reciproca de 12 classe, entdo — também o sera,
X

com a mesma multiplicidade.

Demonstracao:
Consideremos a equacao reciproca de 1* classe:

n n-1 n-2 2 —
CZOX + alx + (ZZX + ...+ (ZZX + alx + [10 =0

Substituindo x por 1 , vem:
b4
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DEFINICAO
Equacdo reciproca de
12 classe.

NOTA
(-1)"=-1, pois n é impar.

NOTA
Como a, = a,#0, ndo ha
raiz nula.
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CAPITULO VI

! +a 1 + +a1+a1+a—0
X x0Ty x

Eliminando os denominadores se obtém:
a,+ax+ax’+..+ax"?+ax""'+ax"=0

que € idéntica a equacao original. Logo, se x é raiz, entao 1 também o sera.

X
Exemplo:
|
NOTA Encontremos as raizes da equacao reciproca x* — 3x3 + 4x>2-3x + 1 =0.
Vé-se que, quando a soma
dos coeficientes de um . . < . .
polindmio & 0, entdo 1 é Como os coeficientes dos termos extremos sdo ambos iguais a 1 e todos
raiz deste polinémio. os coeficientes sdo inteiros, as tnicas possiveis raizes racionais sao +1.
Testando:
1 -3 4 -3 1
1 1 -2 2 -1 0 =1éraiz
1 1 -1 1 | o = 1 é raiz dupla!

Resta resolver a equacdo x> —x + 1 = 0. Ja se vé que o produto destas rai-
zes € 1 (veja o termo independente desta quadratica). Explicitamente:

L lEVI-4 123

2 2

1+J§ie1—J§i 1 1-3i
%

Entao as raizes sdo 1, 1, e =
2 1++/3 i 2
2

Resolucido das equacgdes reciprocas de 12 classe

Se o grau da equacdo for impar, use o algoritmo de Ruffini para eliminar a raiz -1.
Assim, basta analisar o caso em que o grau € par:

2n 2n-1 n —
a,x"+a, X" '+..+ax'+..+a, x+a,=0

Dividindo ambos os membros por x”, vem:

a,, a
XU ta o+ L 2o
1 n n-1 n

X X

n
a, X" + a,,

2n

Agrupando os termos inversos em x, vem:
1 1 1
a, | x"+= |+a,, | xX""+—= |+ .. +a, | x+=|+a,=0
XH Xﬂf X
< . I -, 1 5.1
Nesta equagdo surgem as somas do tipo X+;, X +x_2' X +F etc.

Para reduzi-la ao grau n, utiliza-se o seguinte artificio:

1
X+—=x
X
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POLINOMIOS CAPITULO VI

Com isto, elevando ao quadrado membro a membro:

x2+2xé+xl—z=y2 = x2+xi2=y2—2

1 1
Multiplicando y = (X +;] por (XZ +X—2)= y> =2, vem:

SN VIR I [T S N S Y S 1
y(y 2)—[x+xj[x +X2]—x +X+x+x3—(x +X3)+(X+XJ

ou seja: x3+Xl3:y(y2—2)—y = x* +Xi3:y3—3}/

e assim sucessivamente. Temos entao:

x+%:y x4+xl—4:y4—4y2+2
2. 1 _ 5 s, 1 s o3
X+ 7=y -2 X +X—5=y -5y° +5y
x3+i3—y*—3y

X

. . 1 .
que se obtém multiplicando-se cada valor encontrado por x+— e subtraindo-se o
P

valor anterior conveniente. Assim:

n+1 1 n 1 1 n-1 1
X +x"+1 =| X +F X+; —| X +F

Exemplo:

Voltemos a equacao x* — 3x* + 4x> — 3x + 1 = 0, desta vez usando este
método geral.

Dividindo ambos os membros por x? (x elevado a metade do grau da
equacao), vem:

x2—3x+4—§+i2:0

X X

Agrupando os termos em x? e em x, vem:
(xz +i2)— 3(x+l)+ 4=0
2l B
1
Chamando x +% =y tem-se x +x_2 =y?-2, que substituidos dardo:
(’-2)-3y+4=0=p>"-3y+2=0=y=1ouy=2

Temos entao:

+ - +./3i
X411 o Pox41=0 = x:1_2 3 :1_231
X

x+L=2 & x2_2x41=0 — x=1 (dupla)
X
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DEFINICAO
Equacéo reciproca de
22 classe.

NOTA

Para a equacao ser
reciproca de 22 classe e ter
grau par, o coeficiente do
termo central tem de ser
zero.

\ Qg

Exercicio resolvido:

Resolva a equacdo x* — 4x3 + 5x2—4x+1=0.

Solucdo:
Dividindo a equacao por x* e rearrumando, vem:

(xz +i2)—4(x+1J+5=0
X X

Fazendo y =x +l (e lembrando que y* -2 = x* +i2}
X P

(*-2)-4y+5=0
P-4y +3=0

Esta equacao tem raizes y =1 e y = 3. Assim:

1++/3 i

1
x+;:1 = x*—x+1=0 = x=—"-—

2
ou
+
x+l=3 = x*-3x+1=0 = x=3_\/g
X 2
+ i +
Entao as raizes sao 1_23 ! e 3_2\/5.

6.6.2 — Equacoes reciprocas de 22 classe

Uma equacdo polinomial da forma a x"+a, x""'+..+ax+a,=0 (a,#0)
¢ chamada equacdo reciproca de 22 classe quando os coeficientes dos termos
equidistantes dos extremos sao simétricos, isto é:

a =-a,a, ,=-a,da, ,=-d, etc.

Exemplo:
As equagoes 2x° —3x* +4x3 —4x>+3x-2=0e 3x° -2xS + x* - x>+ 2x -3 =0
sdo reciprocas de 22 classe.

Propriedade

Toda equacao reciproca de 22 classe admite a raiz 1.
Se o grau for par, ela também admite a raiz 1.

. . _ -1 —
Com efeito, seja p(x) =a x"+a, x""'+..+ax+a, Temosp(l)=a, +a,  +..

+a +a,=a,+a, +..—a, -a =0e,sen for par:

-a =0

p-)=a,-a, +..-a +a,=a,-a,  +..+ad, —a,

-1
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Exemplo:

Voltando a 2x° — 3x* + 4x3 — 4x* + 3x - 2 =0, vé-se que 1 é raiz:

3| -2
1|2 -1 3 -1 2|0

= 1 éraiz

Por outro lado, 3x6 — 2x° + x* — x> + 2x — 3 = 0 tem grau par:

3 =2 1 0 -1 2 =3
1 3 1 2 2 1 3 0 =1 éraiz
-1 3 -2 4 -2 3 0 = -1 é raiz

Exercicios resolvidos:

1y

2)

Calcule os valores de m e n de modo que a equacao 3x* + (m + 2n— 6)x3 +
+ (m - 1)x*> — x = 3 = 0 seja reciproca e resolva-la para os valores de m e n
encontrados.

Solugdo:

A equacdo deve ser reciproca de 22 classe, pois os coeficientes dos ter-
mos equidistantes dos extremos sdo simétricos. Entdo:

[m+2n-6=1
1m -1=0

A equacao fica: 3x* + x3-x-3=0.

Esta equacao deve ter as raizes +1 e -1, logo retirando-as, vem:

= m=1len=3

3 1 0 1 -3
1 3 4 4 3] o — 1 é raiz
-1 3 1 3 |o = -1 é raiz

- ~ - ~ 1++435i
As outras raizes sdo as raizes da equacdo 3x*+x+3=0 = x=—"""—"—

-1£+v35i
Em suma, as raizessdo 1, —1e %

Resolva a equagdo 12x6 — 4x° — 53x* + 53x* + 4x - 12 = 0.

Solucdo:
Temos uma equagdo de 22 classe e grau par, logo, temos as raizes +1
e —1. Retirando-as, temos:

12 -4 -53 0 53 4 12
1 |12 8 45 45 8 12 | o = 1 é raiz
-1 |12 4 41 -4 12 | 0 = 1 é raiz
357

NOTA

Quando retiramos as raizes
especiais 1 e -1, sempre
se obtém uma equacdo
reciproca de 12 classe e
grau par.
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Temos agora uma equacao reciproca de 12 classe e grau par (que nao tem
raizes especiais).
12x* - 4x3 - 41x*-4x + 12=0

Dividindo por x?, vem:

12x2—4x—41—é+%:0
X X

Agrupando os termos de mesmo coeficiente, vem:
12| x* +LZ —4.(x+l -41=0
P L X

Fazendo x+l=y = x2+i2=y2—2, logo:
x p

12(2-2)-4y-41=0=12y*-4y-65=0

. . . 5 13

Cujas raizes sdo: y, =— ey, ———

Substituindo em x +% , vem:

X+l=é = 2x*-5x4+2=0 = xlzzouxzzl
x 2

X+1=—E = 6x*+13x+6=0 = x“:_% oux4:—§
X 6 ° 2

O conjunto das raizes sera entdo: {1, -1, 2, %, - %, - %}
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6.7 — Apéndice

6.7.1 - Condicao de reciprocidade
Teorema
Seja p(x) um polindmio. Suponha que zero nao é raiz do polindbmio e, para

. e Bt 2 1 2 2 o o418
cada raiz x deste polindbmio, o namero — também ¢é raiz, com a mesma multipli-
X

cidade. Entdo a equacdo p(x) = 0 é reciproca (de 12 ou 22 classe).

Demonstracao:

Ja vimos que, se a equacdo € reciproca, entao as raizes vém em pares de reci-
procos. Agora vamos demonstrar “a volta”.

Sendo p(x) =a x"+a, x'"'+..+ax+a,=0, facamos a substituicao de x por 1

Temos:

a a a
L4y +—L+a,=0 =

n n-1

X" x x
= ax"+ax"'+a,x"*+..+a

n-1

x+a, =0

Q(x)

Mas ambas as equagdes p(x) = 0 e Q(x) = O tém exatamente as mesmas
raizes com as mesmas multiplicidades. Entdo p(x) ¢ um maultiplo de Q(x), isto §,
p(x)=2Q(x), L=0.

Assim:

a,=\ka, eda,=\a,
a, ,=\ka, ea, =\ka, ,

a, ,=\a, ea,=\a, ,

NOTA
Como a, # 0, temos 4, = Aa, =MAa,) = 7»2(10 = Por hipétese sobre p(x), 0
= 1=A2 = A=+1 ndo pode ser uma de suas

raizes. Entéo a, # 0.
_ _ _ x4 p a
Se =1, a,=a,, a, ,=a, etc. € a equagdo € reciproca de 1? classe.

- — — 30 é { a
SeA=-1,a,=-a,, a, ,=—a, etc. e a equagao € reciproca de 22 classe.
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EXERCICIOS DE FIXACAO

1 Resolva a equagdo 6x* — 35x% + 62x% — 35x+ 6 = 0. i 14 Encontre os valores de p e g, de modo que a equacdo
: x*—2x* + px + g = 0 tenha raizes reciprocas.

2 Resolva a equacdo x°— 5x* + 9x> - 9x2 + 5x -1 =0.

3 Resolva as equagoes:
a)2x*-3x2-3x+2=0
b)3x*-7x2-7x+3=0
Q) 3x¥-13x2+13x-3=0
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EXERCICIOS DE REVISAO

1 (UFR)) A figura abaixo representa o grafico de uma

certa fungdo polinomial f: R = R, que é decrescente
em [-2, 2] e crescente em |-oco, 2] e em [2, +co].
Determine todos os nimeros reais ¢ para os quais a
equacao f(x) = c admite uma Unica solucdo.

yA

-2

-6

(ITA-SP) Dividindo-se o polindbmio p(x) = x* + ax* +
+ bx? + cx + 1 por (x — 1), obtém-se resto igual a 2.
Dividindo-se p(x) por (x + 1), obtém-se resto igual a 3.
Sabendo que p(x) é divisivel por (x — 2), tem-se que o

ab .
valor de - ¢ igual a:

(A)-6 (D)7
(B) -4 (E)9
(©4

(Cefet-MG) Se f(x) =2x+ 1, g(x) =x*e h(x) =x- 2, a
igualdade g-foh(x)=h-g(x) é verdadeira para:

(A) nenhum valor real de x.
(B) valores de x irracionais com soma igual a 12.

(C) valores de x irracionais com soma igual a 4.

(D) valores de x racionais com produto igual a g .

(E) valores de x racionais com produto igual a g .

(UCDB-MS) Se o polinbmio g(x) = (ax + b)(x + 3) +
+ (x — 3)? — c é idéntico a p(x) = 3x> + x + 4, entdo
a+b+céigual a:

A7 (D) 10
(B) 8 E® N
©)9

361

10

A figura a seguir mostra uma funcéo que da a quanti-
dade total de pecas que um operario monta em fun-
¢do do nimero de horas trabalhadas em um dia:
y=-x>+5x*+ 180x

Ay

of 2 4 6 8 X
Quantas pecas o operario monta nas duas primeiras

horas de trabalho? E dessas pecas, quantas monta na
primeira hora e quantas monta na segunda hora?

(Unirio-RJ) O grau do polindmio (x + 2)*(x — 4)*(x +
+6)5(x—8)% ... (x+ 18)'8 é:

(A) 29! (D) 180
(B) 90 (E) 18!
(©) 2°.91

(Vunesp-SP) Para que valores reais de a, b e cas funcdes
polinomiais f e g, definidas por:

f(X)=x+ x> +x

gx)=x*+(a+ b)x*+ (b + )x+ a-b-c, sao iguais?

(EEM-SP) Determine os valores de p e g na identida-
de:
2x+13=p(x+2)—q(1-x).

(UFRGS) Se p(2) € um polindmio de coeficientes reais
e p(i) = 2 — i, entdo p(-i) vale:

A -2+i (D)1 +2i
B)2+i (E) 1-2i
(©)-2-i

(PUC-RS) Dado o polindmio p(x) = x" + x"" + ... + x + 1,
onde n é impar, o valor de p(-1) é:

(A) -2 (D)1
(B)-1 (E) 2
©)0
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11

12

13

14

15

16

17

(UFU-MQG) Considere o polindmio p(x) = ax*—3(a+5) x +
+ a%, com a € R. Assim, o conjunto S dos valores positi-
vos de a para os quais p(1) < 0 é igual a:
A)S={aeER:0<a<5}

(B)S={a € R:a>5}

(O)S={aE R:a<0}

(D)S={aE R:3<a<5}

Sendo p(x) = q(x) + x> + x + 1, e sabendo que 2 é raiz
de p(x) e que 1 é raiz de q(x), calcule p(1) - q(2).

(Cefet-PR) Sejam os polinémios A(x) = a,x" + a,x"~' +
+..+ax+a, eBX)=bx"+bx"'+..+b x+b

m+1

de mesmo grau. Se (01, a,, ., anH) nesta ordem for-
mamumaP.A.ondea,=5er=nnE€Zcom 3<n<4

e (b, b,, ..., b_ ) formam nesta ordem uma P.G. onde
b,=a, e b,=-1, entdo o termo independente da soma

A(x) + B(x) é:

A) -1 (B)% (Q% (D)% (E)%

(UEL-PR) O valorde kpara que o polindmio p(x) = kx> +
+ kx + 1 satisfaca a sentenca p(x) - x=p(x-1) é:

1 1 3
() -3 (B)O © > D)1 (E) >

(UFMG) Considere os polindmios p(x) = ax® + (2a - 3b)x* +
+(a+b+4c)x—4bcd e g(x) = 6x*+ 18x + 5, em que
a, b, c e d sdo nlimeros reais. Sabe-se que p(x) =
= g(x) para todo x € R. Assim sendo, o nimero d é
igual a:

1 2 4
A) — B) = C — D)3
A) 3 (B) 3 © 5 (D)
(Uece) Considere o polindmio p(x) = x* — x* + x2 - 1.
O valor do produto 5 - [p(1) - p(4) - p(5)]€ igual a:

A0 (B)1 ©4 (D)5
(UFRN) Para qualquer nimero inteiron, sep(n)=1-n+
+ n%-n3, entdo p(-1) é igual a:

(A) 2 (B) 0 (C) -2 (D) 4

\ Qg
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18

19

20

21

22

23

24

(UEL-PR) O polinébmio p tem grau 4n + 2 e o polindbmio
g tem grau 3n - 1, sendo n inteiro e positivo. O grau
do polinémio pq é sempre:

(A) igual ao maximo divisor comum entre 4n + 2 e
3n-1.

(B) igual a 7n + 1.

(C) inferiora 7n + 1.

(D) igual a 12n? + 2n + 2.

(E) inferior a 12n% + 2n + 2.

(UFMG) Considere o polindmio p(x) = (x — 1)(x° + x® +
+ X7 + x%+ x> + x*). O polinébmio p(x) é igual a:

A) x*(x3-1Dx3+ 1)

(B) x#(x° = 2x*+ 1)

(C) x*(x3—1)?

(D) x4(x¢—=2x2+ 1)

(UEL-PR) Se o polinémio f=2x* + x? — 8x — 4 é divisivel
por g = 2x? - 3x — 2, entdo ele também é divisivel por:

(A) x-4 (D) 2x+ 1
(B)x+4 (E) 2x -1
C)x+3

(UEL-PR) O polindmio f= x* — 2x? + kx — 3 é divisivel
por g = x> — x + 3 se, e somente se, o nimero real k é
igual a:

(A) 4 (B)3 O1 (D)3 (E) -4
(Unicamp-SP) Determine o quociente e o resto da di-

visdo de x'° + x + 1 por x2 - 1.

(UFV-MQ) Dividindo-se o polindmio p(x) por x? + 4x + 7,
obtém-se x2 + 1 como quociente e x — 8 como resto.
E correto afirmar que o coeficiente do termo de grau
2é:

(A) -1 (B) 4 (OF: (D)5 (B)1

(UFBA) Na questao a seguir calcule a soma dos nime-
ros associados aos itens corretos.
Sobre polindmios, pode-se afirmar:

(01) O resto da divisdo do polindmio p(x) = x%* + 2x32 +
+ 3x"0 + x®+ x*+ x2 + x por x— 1 éigual a 6.

(02) Dividindo-se o polindmio p(x) pelo polindmio
g(x), obtém-se quociente g(x) e resto r(x); entdo,
o grau de r(x) é menor que o grau de g(x).
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25

26

27

28

29

30

31

32

(04) Sendo p(x) = 4x> + ax* + 2x> — x?, q(x) = bx> + 2x* +
+ cx® + x% e, para todo x, p(x) + q(x) = 0, tem-se
que a-b-|c|=2".

(08) Sendo m o grau dos polindmios p(x) e g(x), entdo
o grau do polindmio p(x) + q(x) é igual a m.

(16) A soma de todos os zeros do polinémio
p(x) = x* — 4x* + 5x2 pertence ao intervalo ]0, 5].

B2)Sep()=x—-ax®+bx+2eq(x)=a-bx*—3x-1
sao tais que p(1) = 5 e g(-1) = 4, entdo
(a+ b)?>=2.

(Fatec-SP) Dividindo-se o polindmio M(x) = 2x-1) -
- (2 + 9) pelo polinémio N(x) = x> — 3x + 1, obtém-se
quociente Q(x) e resto R(x). E verdade que:

(A)Q-1=3 (D)R(-2)=-70
®QMm=8 (E) R(2) = 40
(©)Q(0)=4

Calcule o resto da divisdo do polindmio p(x) = x* - 1
pelo polinémio x* — 1.

(Cesgranrio-R]) O resto da divisao do polindmio
p(x) = (x2 + 1)? pelo polinémio d(x) = (x — 1) é igual
a:

(A) 2 (D) 4x -2
(B) 4 (E) 8x— 4
(C) 2x-1

O polindmio x3 + 2x2 + mx + n é divisivel por x> + x + 1.
Calcule o valor de m + n.

(Faap-SP) Calcule a, b, c e d para que o polindmio
p,(x) = a(x + 0)* + b(x + d) seja idéntico a p,(x) = x> +
+ 6x2 + 15x + 14.

(UFAL) Se f, g e h sdo polindbmios de graus 2, 3 e 4,
respectivamente, o grau do polinémio f-g+h é:

(A) 10 (B)9 (©) 8 (D)6 (E)5
(Fuvest-SP) Considere o polindmio ndo nulo p(x) tal
que [p(x]® = X*[p(x)] = xp(x?), para todo x real.

a) Qual é o grau de p(x)?

b) Determine p(x).

(Cesgranrio-R]) Se o polindbmio p(x) = 2x> — 4x + a é
divisivel por d(x) = x — 2, o valor de g é:

(A)-8 (B)-6 © -4 (D) -2
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(FGV-SP) Se o polindbmio p(x) = x* — kx> + 6x — 1 for
divisivel por (x - 1), ele também seré divisivel por:

(A) x*-5x+1 (D) x>+ 5x+3

(B) x2-5x+3 (B) x¥*-=5x+5

O x2+5x+1

(ITA-SP) Seja p(x) um polinémio divisivel por x — 1.
Dividindo-o por x> + x, obtém-se o quociente
Q(x) = x2— 3 e o resto R(x). Se R(4) = 10, entdo o coe-
ficiente do termo de grau 1 de p(x) é igual a:

(A)-5 (B)-3 -1 D)1 (B)3

(ITA-SP) Seja p(x) um polinébmio de grau 4 com coefi-
cientes reais. Na divisdo de p(x) por x — 2 obtém-se um
quociente g(x) e resto igual a 26. Na divisao de p(x) por
X2 + x — 1 obtém-se um quociente h(x) e resto 8x — 5.
Sabe-se que q(0) =13 e g(1) = 26.
Entdo, h(2) + h(3) é igual a:

(A) 16 (B)zero (C)-47 (D)-28 (E)1
(ITA-SP) Sejam p,(x), p,(x) e p,(x) polinébmios na va-
riavel real x de graus n,, n,e n,, respectivamente, com
n, > n, > n,. Sabe-se que p,(x) e p,(x) sdo divisiveis por
p;(x). Seja r(x) o resto da divisdo de p,(x) por p,(x).
Considere as afirmacdes:

1) r(x) & divisivel por p,(x).
I p,(x)- % p,(x) é divisivel por p,(x).

) p,(x)-r(x) é divisivel por [p,(x)]%
Entao:

(A) apenas | e Il sdo verdadeiras.

(B) apenas Il é verdadeira.

(C) apenas | e lll sdo verdadeiras.

(D) todas as afirmacoes sdao verdadeiras.
(E) todas as afirmacdes sao falsas.

(Fuvest-SP) Seja p(x) um polindmio divisivel por x - 3.
Dividindo p(x) por x — 1 obtemos quociente g(x) e res-
to r=10. O resto da divisao de g(x) por x -3 é:

(A) -5 (B)-3 o (D)3 (B)5
(Fuvest-SP) Dividindo-se o polindmio p(x) por 2x*—3x +

+ 1, obtém-se quociente 3x*> + 1 e resto —x + 2. Nessas
condigoes, o resto da divisdo de p(x) por x — 1 é:

(A)2 (B) 1 o (D) -1 (E) -2

£:3 Qg
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(Mack-SP) Se R(x) é o resto da divisao
(xX*+3x° —x2—x=T) : (x*+2x-3) , entdo R(0) vale:

(A) -2 (B) -1 o (D)1 (E) 2
(Mack-SP) O polindmio p(x) = 3x* + ax? + bx + c é divi-
sivel por x? - 3x + 2 e por x> - 2x + 1. Entdo a soma dos
ndmeros reais a, b e c é:

(A) 2 (D)-3
(B) -2 (E) zero
<3

(Mack-SP) O resto da divisdo de um polinémio de

p(x) por x — k é R. Se o resto da divisao de p(x)+§ por

Xx—k é 24, entdo R vale:

(A) 14 (B) 16 (©) 18 (D) 20 (E) 22
(Unirio-RJ) Dividindo-se um polindmio p(x) por outro
D(x) obtém-se quociente e resto Q(x) = x* - 2x -1 e
R(x) = 5x + 8, respectivamente.

O valor de p(-1) é:

(A) -1 B)0o ©)2 (D)3 (E) 13
(Mack-SP) Considerando as seguintes divises de poli-

nomios:

p(x)| x=2 Q(x)| x-6
4 |Qx) 1 1Q,(%)

podemos afirmar que o resto da divisdo de p(x) por

X2 —-8x+12é:

(A) 3x-2 (D) 2x+1

(B) x+1 (E) x+ 2

(C)2x+2

(Mack-SP)

p(x)|3x-2 (< =1)-p(x)3x-2
T 1g() k q,(0)

Nas divisdes acima, de polinémios, podemos afirmar

que o resto k vale:

w 4 o _5
9 9
®) ! € _2
9 9
©) _4
9
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(FEI-SP) Dadas as fungbes f e g, definidas no conjunto
dos nlimeros reais por:

a b ¢
f(x)=|-1 x 0 eg(x):%(x—3)(x+5),
0 -1 «x

determine as constantes a, b e c para que f{x)= g(x).

(Unirio-R]) Seja fum polinémio de grau 4, cujo grafico
é dado pela seguinte figura:

yA

27
16

Sabendo que zero € raiz tripla de f, determine:
a) a lei que define f.

b) os valores de x < 1,5 tais que —1< 7 (x)<0.

(ITA-SP) A divisdo de um polindmio p(x) por x* — x re-
sulta no quociente 6x? + 5x + 3 e resto — 7x. O resto da
divisdo de p(x) por 2x + 1 é igual a:

A1 (B) 2 3 (D)4 ()5

(UFF-R]) Considere o polindmio p(x) = x*-3x+ 2 e a
1

Jp(x)

Sabe-se que uma das raizes de p(x) é 1. Escreva o do-

funcao real de variavel real f definida por f(x) =

minio de fsob a forma de intervalo.

(Ufop-MG) Sejam os polindmios p(x) = x — 3 e q(x) =
=4A+B)x*+2(B+C-A)x+ (A + C).

a) Determine A, B, C € R, de modo que p(x — 3) =
X
)
b) Determine o quociente e o resto da divisdo de g(x)
por p(x).
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(PUC-R)) O resto da divisdao do polindmio x* + px + q

por x+ 1 é 4 e o resto da divisdo deste mesmo polin6-
mio por x— 1 & 8. O valor de p é:

(A5 ®-4 (OO0 D)1 (B)8

(Puccamp-SP) Dividindo-se um polindmio f por

g = x> — 1, obtém-se quociente p = 2x + 1 e resto
r=kx-9, sendo k € R.
Se f é divisivel por x — 2, entdo k é igual a:

(A 6 ()3 () -1 (D) -3 (E) -6

(PUC-PR) Na divisdo do polindmio F(x) pelo binémio
f(x), do 1° grau, usando o dispositivo de Ruffini, en-
controu-se o seguinte:

Qual o dividendo dessa divisao?

(A) x*+3x3+ 6x2—12x+ 8

(B) x*—2x*+4x>-4x+ 8

C)x-2

(D) x*-2x3—4x* + 4x -8

(E) x*-2x>-4x>+4x+ 8

(Unifesp) A divisdo de um polinémio p(x) por um po-

lindmio k(x) tem g(x) = x* + 3x2 + 5 como quociente e
r(x) = x> + x+ 7 como resto. Sabendo-se que o resto da

divisdo de k(x) por x é 2, o resto da divisao de p(x) por

X é:

A10  B)12  (©)17  (D)25 (E) 70

(Unirio-R]) Dividindo-se um polindmio p(x) por outro

D(x) obtém-se quociente e resto Q(x) = x> - 2x -1 e
R(x) = 5x + 8, respectivamente. O valor de p(-1) é:

A) -1 (B)o (©2 (D)3 (E) 13

(UFSE) Dividindo-se o polindmio A(x) = x> = 2x? — x + 2
pelo polinémio B(x) obtém-se o quociente Q(x) = x-3
e o resto R(x) = 3x - 1. E verdade que:

(A)B(2) = 2 (D) B(=1) = 1
(B)B(1) =0 (E)B(=2) =1
(C) B(0) = 2
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(Unifor-CE) Dividindo-se um polinémio f por x? obtém-se
quociente —x e resto x. A forma fatorada de f é:

(A) (x=1)2-(x+1)

(B) x- (1 +x)?

@ x-(1-x7?

D) x-x=1)-(x+1)

BEx-0-x-0+x

(Ufam) Se o polindmio p(x) = x* + 2x2 + mx + n é divi-
sivel por h(x) = x2 + x + 1, entdo o valor de m + n é:

(A5 (B) 2 1 (D)8 (B)3

(Ufam) Dividindo-se o polinémio p,(x) = x* pelo poli-
némio p, = x* — 1, obtém-se quociente e resto, respec-
tivamente, iguais a:

A)x-Tex D) x+xel

(B) x>+ xex (E) x* + xe -1

O x+x+1ex

(Cefet-MG) Se na divisdo do polinémio p(x) por x> -3
o quociente é x + 1 e o resto é x — 1, entdo o valor de
P(3) é:

(A)25 (B)26 (C)27  (D)28 (E) 29

(Vunesp-SP) Se m é raiz do polinédmio real
p(x) = x6 —(m+ 1)x° + 32, determine o resto da divisao
de p(x) por x—1.

Resolva a equacdo p(x) = 9x* — 36x? + 26x + 3 = 0, sa-
bendo que o polinémio p(x) é divisivel por x — 3.

(Uerj) Considere o polindmio p(n) = (n+ 1) - (n? +

+3n+ 2), n € N e calcule:

a) a quantidade de paralelepipedos retangulos de ba-
ses quadradas e volumes numericamente iguais a

p(11), cujas medidas das arestas sdo expressas por
ndmeros naturais.

9 6 3
b) o valor da expressdo: (/" + 47"+ 57"+ 2)

3447
1 x x?
Qual o resto da divisdo do polinémio p(x)=1 a ad°
por x — b? 1 b b’

(Faap-SP) Calcule a e b para que os polindbmios
p(x) = x> + ax — 3b e g(x) = —-x* + 2ax — b sejam
divisiveis por x — 1.

£:3 Qg
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(UnB-DF) Seja p(x) = x> + 4x? + kx + (k— 51). Determine
o valor de k, sabendo que p(x) é divisivel por x — 1.

(Esam-RN) Utilizando-se o dispositivo de Briot-Ruffini na
divisao de um polindmio p(x) por d(x), encontrou-se:

|3 a b |c
—1| 3 -5 5 |2

Com base nessa informacao e nos conhecimentos so-
bre polindbmios, pode-se concluir:

(A) p(x) =3x2-5x+5edXx)=x-1
(B)p(x)=3x2-2x+7ed(x)=x+1
Q) pX)=3x-5x-2ed(x)=x-1
(D) p(x) =33 -5+ 5x+2 e d(x) =x+1
(E)p(x)=3x-2x*+7ed(x)=x+1

(ITA-SP) A divisdo de um polindmio f(x) por (x — 1)(x — 2)

tem resto x + 1. Se os restos das divisées de f(x) por

x—1 e x— 2 sao, respectivamente, os nimeros d e b,
entao a? + b? vale:

A13 (B)5 (C) 2 (D) 1 (E)0

(UFRGS) Se p(x) = 3% — cx? + 4x + 2¢ & divisivel por

x+ 1, entdo:

(A)c=—% (D) c=39
(B)c:% (E) c=-7
Q) c=7

(Unaerp-SP) Se p(x) = 3x* — 5x? + 6x + a é divisivel por

X — 2, entdo os valores de a e de p(2) sao, respectiva-
mente:

(A)-16e-2 (D)16e2
(B)-16e 2 (E) 16 e zero
©)16e-2

(Mack-SP) Se p(x — 1) = x> - 2x + 3, entdo o resto da
divisdo de p(x) por x— 3 é:

(A) 3 (D)9
(B)5 (B) 1
(C) 7
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(Puccamp-SP) Sabe-se que o polindmio f=x* - x2 + kx + 1,
no qual k e t sdo constantes reais, é divisivel por x e por
x + 2. Nessas condicdes, a forma fatorada de f é:

(A) x(x + 2)(x— 1)
(B) x(x + 2)(x - 2)
(C) x(x + 2)(x - 3)
(D) x(x + 2)(x + 3)
(E) x(x + 2)(x + 1)

(Unicap-PE) Sdo dados dois polindmios:

P =5 -2x+4ep(x)=(@+b)x*+(@-b+x+

+ b-c onde g, b, c € R. Julgue os itens.

a) p,(x) e p,(x) sdo polindbmios do mesmo grau.

b) O polinémio p,(x) pode ser decomposto em um
produto de dois polindmios do primeiro grau com
coeficientes em R.

)Sea=2ec=-1,entdo b =3 e p,(x)=p,(x)- q(x)
onde g(x) tem grau zero.

d) p,(9) = DX(x - 3) + p,3).
e) Se —a = b, p,(x) € um polinémio do primeiro grau.
(Uerj) A figura abaixo representa o grafico de um po-

linbmio p e uma reta r que lhe é secante nos pontos
A(2, -3) e B(4, 15).

y4 r
1] S—

a) Determine o resto da divisdo de p(x) por x — 4.

b) Mostre que a reta r representa graficamente o resto
da divisdo de p(x) por (x — 2)(x — 4).
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74 (PUC-R)) Calcule as raizes da equacado (x + 1)(x2 - 2x+ i ‘79 (UFC-CE) O polindmio p(x) = 2x* — x> + ax + b, em que

+1)=1 a e b sdo nimeros reais, possui o nimero complexo i
: como uma de suas raizes. Entdo o produto a - b é igual
75 (UFF-R)) Uma fabrica utiliza dois tanques para armaze- : a:

nar combustivel. Os niveis de combustivel, H, e H,, em

cada tanque, sao dados pelas expressoes: ) -2 (B) -1 (©0 1 (B2
H,(t) = 1508 - 190t + 30 e H,(t) = 50¢% + 35t + 30, sen-
do t o tempo em hora. i /80 (PUC-MG) No polindmio p(x) = x> — x> + 4x - 4 uma
O nivel de combustivel de um tanque é igual ao do ou- das raizes € 2i. Entdo, a raiz real de p(x) é:
tro no instante inicial (t = 0) e, também, no instante: (A) -2 (B) -1 ()0 (D)1 (E) 2
(A)t=0,5h (D)t=2,0h :

- - - rés raizes de um polindmio p(x) do 4© grau
() t= LD (B)t=2,5h | 181 (UFF-R)) T de um pol p(x) do 4° g
©t=15h estdo escritas sob a forma i%7¢, i*2 e 2. O polinémio

(x) pode ser representado por:
76 (Uerj) Lembrando que: PP P P

cos (a+ b) =cos acos b-senasenbesen (a+b)= (A) x* +1 (O) x* = x* +1

=sena- cosb +senb - cosa: (B) x* -1 (E) x*— x> -1

a) Demonstre as identidades:
1) cos(20) = 2cos?0 - 1

II) cos(30) = 4cos0 — 3 coso .
i /82 (PUC-MG) Na funcao f(x) = 2x* - 3x* - 3x + 2, f(a) =
b) Usando a identidade cos(36)=4cos’8—3cos8, mos- : = f(b) = f(=1). O valor de a + b é:
tre que cos 40° é raiz da equacdo 8x* - 6x+ 1 =0. :

O x*+x2+1

Aos5s @®10 @©115 ((D)25 (B)3,0
77 (Fuvest-SP) Seja p(x) = x> — 12x + 16.

inAdmi — w4 _ By3 — x4 _ 5.
) Veriee ape e 2 A etz e ) 83 (UFRGS) Os polindbmios de p(x) = x* - 5x3 e q(x) = x* - 5:

N (A) tém exatamente as mesmas raizes.
b) Use fatoracdo para mostrar que se x > 0 e x#2,

entdo p(x) > 0. (B) tém trés raizes em comum.

c) Mostre que, entre todos os prismas retos de bases (C) tém duas raizes em comum.
quadradas que tém volume igual a 8 cm?, o cubo é :

, (D) tém uma raiz em comum.
0 que tem menor area total.

(E) ndo tém raizes em comum.
78 (FGV-R)) A figura abaixo mostra o grafico do polino-

mio p(x) = x> — 5x* + 6x - 2. 84 (UFRGS) O polindmio p(x) = ax* + 3x> — 4x% + dx - 2,
Ya com a#0, admite 1 e =1 como raizes. Entdo:
30 (Aa=6ed=-3 (D)a=9ed=-3
204+ (B)Ya=3ed=-3 (E)a=-3ed=6
: CQa=-3ed=3
1,0+ ©)a ¢

- i |85 (FGV-SP)Dada a equagdo polinomial x* - 5x* + 8x—m =
_10 70\ 20 30/ 40 50% =0, onde m é um parametro real, obtenha m de modo
' ' ' ' ' ' : que 3 seja raiz, e encontre as outras raizes.

-1,0 +

20 4 86 (Fuvest-SP) O polindmio p(x) = x* — x> + x + a é divisivel
! por x — 1. Ache todas as raizes complexas de p(x).
-3,0 [+
87 (UFRJ)) O polindmio p(x) = x> - 2x*-5x+d, d E R, é
divisivel por (x - 2).
a) Quantas sdo as raizes reais de p(x)? a) Determine d.
b) Quais sao estas raizes? b) Calcule as raizes da equacao p(x) = 0.
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88 O grafico do polindmio definido por p(x) = x* - 2x + a
(a € R) esta representado abaixo.
yA

»
»

A

Determine as trés raizes desse polinémio.

89 Sabe-se que x* - 2x?> + 5x — 4 = 0 tem uma raiz igual
a 1. As outras duas raizes dessa equagao sao:

(A) racionais (D) complexas néo reais

(B) irracionais (E) positivas

(C) simétricas

90 (PUC-SP) Sabe-se que -2 é raiz do polindmio
x =1 1
f(x)=1 x O, noqualx€ECex€ER.
0 k «x

Nestas condicdes, determine:

a) o valor de k;

b) as demais raizes do polinémio.

91 (Cefet-RJ) O nimero complexo 1 + i é uma das raizes
da equacdo z* + k= 0, onde k é uma constante real e
positiva. A soma das OUTRAS trés raizes da equacdo

vale:

(A)O (D)-3+i
B)-1-i (E) 4
©)2+2i

92 (UFF-RJ) Considere trés nimeros reais, m, n e p, tais
que:

m+n+p:—%/ mn+np+mp:§, mnp:—%

Pode-se afirmar que m, n e p sdo raizes do polindmio:
(A) Q(x) =10x> + 8x2+ 3x+ 15
(B) Q(x) = 8x* + 10x%> + 15x + 3
O QX =3x+15x2+10x + 8
(D) Q(x) =8x*+ 15x2 + 3x + 10
(B)Q(x) =15x*+3x>+ 10x+ 9
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93 (Unificado-R]) Se a, b e ¢ sdo as raizes da equacdo
x> = 10x%2 — 2x + 20 = 0, entdo o valor da expressdo
a’bc + ab?c + abc? é igual a:

(A) 400 (D) -200
(B) 200 (E) -400
(C) =100

94 (Unificado-R]) Resolvendo-se a equacdo x> — x? + 14x +
+ m = 0 encontramos as raizes x,, x, e x,, distintas e

N 1T 1 1 7 25
ndo nulas. Se —+—+—=-—, méigual a:
XX, X, 12
(A) -1 (D) -14
(B)-7 (E)-24
(©)-12

95 (Fuvest-SP) O polindmio x* + x> — 2x + 6 admite 1 + |
como raiz, onde i?=-1. O nimero de raizes reais desse
polinémio é:

(A) 0 (B)1 ©2 (D)3 (E) 4

96 (ITA-SP) Seja m € R, m > 0. Considere o sistema
2x—(og,m)y+5z=0
(log,mx+y-2z=0
x+y—(log,m’)z=0

O produto dos valores de m para os quais o sistema
admite solucdo ndo trivial é:

(A) 1 (B) 2 ()4 (D)8  (E)2log,5

97 (ITA-SP) Considere o polindmio p(x) = 2x + a,x* + ... +

+ a x", cujos coeficientes 2, a,, ..., a, formam, nesta
ordem, uma progressdao geométrica de razdo g > 0.
Sabendo que 1 éuma raiz}de p e que p(2) = 5460,

n’-gq
tem-se que o valor de <

éigual a:

A 5 © 7 ® 12
4 4 8

®) 3 o) !
2 6

98 (UFPR) Sobre o polindmio p(x) = x*—5x>+ 10x*-5x+d,
onde d é namero real, é correto afirmar:

a) Se d = 16, entdo p(x) é o desenvolvimento de
(x-2)~

b) Se d =0, entdo zero é uma raiz de p(x).
c) Se 1 for raiz de p(x), entdo d = 15.
d) Se d =-21, entdo p(x) é divisivel por x + 1.
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99 (Fuvest-SP)
y A

f(x)

xVv

O gréfico acima pode representar a funcao f(x) igual a:

(A) x(x=1) (D) x(x* - 1)
(B) x3(x>=1) (E) x*(x=1)
Q) x3(x-1)

100 (Fuvest-SP) Seja p(x) = x* + bx® + cx> + dx + e e um
polindmio com coeficientes inteiros. Sabe-se que as
quatro raizes de p(x) sdo inteiras e que trés delas séao
pares e uma impar. Quantos coeficientes pares tem o
polindmio p(x)?

(A0 (B)1 ©2 (D)3 (E)4

101 (Uerj) As figuras abaixo representam as formas e as
dimensdes, em decimetros, de duas embalagens: um
cubo com aresta x e um paralelepipedo retangulo com

aresta x, x e 5.

X X

A diferenca entre as capacidades de armazena-
mento dessas embalagens, em dm?3, é expressa por
x3 — 5x? = 36. Considerando essa equacao:

a) demonstre que 6 é uma de suas raizes;

b) calcule as suas raizes complexas.

102 (Fuvest-SP) P(x) € um polinémio cujas raizes formam
uma progressao geométrica de razdo 2 e primeiro ter-
mo 2. O coeficiente do termo de mais alto grau de P(x)
é 1 e o termo independente € igual a 2?'. O grau do
polinémio é:
(A) 4 (B)5 6 )7 (E)8

103 (Fuvest-SP) As raizes do polindmio p(x) = x* — 3x + m,
onde m é um nimero real, estdo em progressdo arit-
mética. Determine:

a) o valor de m;

b) as raizes desse polindmio.
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104 (ITA-SP) Sendo 1 e 1 + 2i raizes da equacdo x> + ax? +
+ bx + ¢ =0, em que a, b e ¢ sdo nimeros reais,

entao:

(A)b+c=4 D)b+c=1
(B)b+c=3 (E)b+c=0
QO b+c=2

105 (Fuvest-SP) O produto de duas raizes do polinémio
p(x) = 2x* — mx? + 4x + 3 é igual a —1. Determinar:

a) o valor de m;
b) as raizes de p(x).
106 (Unirio-R]) Sabendo-se que o nimero 3 é raiz dupla

da equacgdo ax® + bx + 18 = 0, os valores de a e b sdo
respectivamente:

1 1
(A)ge—9 (D) —§e9
(B)%e9 (E)1e-3
©) —%e—9

107 (Fuvest-SP) Dado o polindmio p(x) = x2(x — 1)(x> — 4),
o grafico da funcdo y = p(x — 2) é melhor representado
por:

0/

>
T T »
X

4 LI
o' 1 2 3 4

(8 V\I

© y
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D) y Entdo, no intervalo [-4, 8], P(x) - Q(x) < 0 para:
(A)-2<x<4
' (B)-2<x<-1Tou5<x<8
RN R (C)-4<x<-2o0u2<x<4
d 123 (D)-4<x<-20u5<x<8
: (E)-1<x<5
(B) y

110 (PUC-RS) Na figura abaixo, tem-se o grafico de

p(x) = ax® + bx* + cx + d.
yA

4321 x 1
108 (Uerj) Sabe-se que o polindmio p(x) =-2x*— x>+ 4x+ 2 : i i
pode ser decomposto na forma p(x) = (2x+ 1)(-x*+ 2). l
Representando as funcdes reais f(x) = 2x + 1 e L, -4 IZ' gL
g(x) = -x* + 2, num mesmo sistema de coordenadas 10-8 -6 _2'2 1246 810x
cartesianas, obtém-se o grafico abaixo. -
H -4 T
VA 6 L
: el
-10 T

Os valores de g, b, c e d sdo respectivamente:
(A)-4,0,4e2 (D) 1,0,3e4
(B)-4,0,2e4 (E)1f‘0, -12e16
(© 1,2,10e4

4

Tendo por base apenas o grafico, é possivel resolver a

inequagao —2x* — x* + 4x + 2 < 0. Todos os valores de : 397 (UnB-DF) A curva abaixo representa o gréfico de uma
x que satisfazem a essa inequacdo estdo indicados na funcdo polinomial do terceiro grau f: R — RR.
seguinte alternativa: :

ylk
-I 40"
A) x<- 20ux>—5 :
(B) X<—\/Eoux>\/5 20—+
© x<—Z ou -1 <x<\2 —4/5\6"\. Ly
2 B T2 4 x
1
D) — I
(D) 2<x< 2oux>\/5 Pl
109 (FUVest-SP) Os gréﬁcos de duas fun(;f)es polinomias Pe A partir da analise desse gréﬁco/ ju|gue os itens se-

Q estdo representados na figura seguinte. guintes.

a) Os nimeros -4, 1, 2 e 6 séo raizes do polindmio.
b) Se f(x) € menor que zero, entdo 1 < x < 2.
c) Aequacdo f(x) = 6 possui exatamente trés raizes.

d) Os elementos da imagem do intervalo (-4, 0] sdo
positivos.

e) Admitindo-se f(x) = k(x— a)(x — b)(x — ¢), em que g,

b, c e k sdo constantes reais, entdo k = %

ANl 370
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112 (Fuvest-SP) O nimero de raizes complexas, que nao

113

sao reais, do polindmio p(x) = x + x> + x*> + ... + x"*1
(n>1)é:

(A)2n+1 (D) n
(B) 2n (B)1
@ n+1

(UFF-RJ) A funcdo f: R — R definida por f(x) = mx® +
+ nx?+ px+q, m=0, é sempre crescente e possui rai-
zes distintas. Sabendo-se que uma raiz € real, pode-se
afirmar que as outras:

(A) sao complexas.

(B) sdo nulas.

(C) tém moddulo unitario.
(D) tém sinais contrarios.

(E) sdo positivas.

114 (UFF-R]) Considere as seguintes afirmacdes:

115

[) Todo polinémio de grau impar admite pelo menos
uma raiz real.

II) Um polindmio de grau par pode ter todas as raizes
complexas.

)2 + ie 3 —ipodem ser raizes de um mesmo polino-
mio do terceiro grau.

Séo verdadeiras:

Alell (D) todas
(B)lelll (E) nenhuma
@ el

(IBMEC-R]) Considere:
x*+ bx3 + x2-8x-12 =0, onde b é um ndmero real.
Sabe-se que uma das raizes dessa equacao é o nimero

complexo expresso por 2i'"” (i = \/—1). Entéo, a soma
dos quadrados das raizes reais da equacao é:

Ao (D) 10
B)5 (E) 18
(©)8

116 (UFRJ) Considere o polindmio p dado por

p(x) = x* —4x3 + 6x> —4x + 5.
Mostre que j=+/-1 & uma de suas raizes e calcule as
demais raizes.
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117 (Unirio-Ence-R]) Dado o polindmio x* + bx® + cx? + dx +

+ e, de coeficientes reais, e sabendo-se que i, -1 e 2
s@o algumas de suas raizes, o valorde b+ c+ d + e é:

(Ao (D) -4
(B)-1 (B)-5
-3

118 (ITA-SP) Sendo | um intervalo de nimeros reais com

extremidades em ae b, com a< b, o nimero real b—a
é chamado de comprimento de I. Considere a inequa-
€ao 6x* — 5x3 - 7x? + 4x < 0. A soma dos comprimentos
dos intervalos nos quais ela é verdadeira € igual a:

» 3 oy 1
4 6
®) 3 | 7
2 6
© 7
3

119 (UFMT) Seja p(x) um polindmio de coeficientes reais

e A0, 0), B(%, 1], C(1, 0) e D(2, 0) pontos do plano

cartesiano.
A partir dessas informacdes, julgue os itens.

a) Admitindo p(x) = —bx? + bx + c e que seu grafico

passa pelos pontos A e B, entdo p{%} = g .

b) Considerando que p(x) é um polindmio do 4° grau
cujo grafico passa pelos pontos A, C e D, entdo p(x)
possui raizes complexas.

¢) Supondo que p(x) é um polindbmio de grau n>1
e que seu grafico passa pelo ponto A, o termo de
p(x), independente de x, é diferente de zero.

120 (UFMS) Considere a equacao x* + ax? + bx + c=0, na

qual a, b e c sdo nimeros reais. Sabendo-se que -1 e
-1 + 3isdo raizes da equacdo, calcule o valor da soma
a+b+ec

121 (UFPE) Sabendo que 1 + i é raiz da equacdo x> + ax? +

+ bx—12 =0 com a e b reais, qual o valor de a + b?

122 (UFPR) Com base nas propriedades de polindmios e

equacdes, encontre as afirmativas corretas e calcule a
soma dos nimeros associados a elas.

£:3 Qg



CAPITULO VI EXERCiCIOS DE REVISAO

(01) Se p(x) é um polindmio com coeficientes reais tal
que 1 + i é raiz de p(x) = 0, entdo p(x) é divisivel
por X2 + 2x + 2.

(02) No polinémio que se obtém efetuando o produto
(x+ 1)5(x = 1)?, o coeficiente de x? é igual a 4.

(04) Todo nimero que é raiz da equagdo x?+ 2x+1=0
é também raiz da equacdo x+ 1 =0.

(08) Dada a equacdo (x* — 2)° = 0, a soma das suas
raizes € igual a zero.

123 (UFSCar-SP) Sabendo-se que a soma de duas das rai-
zes da equacdo x> — 7x? + 14x—8 =0 éigual a 5, pode-se
afirmar a respeito das raizes que:

(A) sao todas iguais e nao nulas.

(B) somente uma raiz é nula.

(C) as raizes constituem uma progressao geométrica.
(D) as raizes constituem uma progressdo aritmética.

(E) nenhuma raiz é real.

124 (PUC-R]) O nimero complexo z =1 + i € uma das rai-
zes da equacdo 4z* — 82% + 7722 + 2z -2 = 0. Esta equa-
cao tem:

(A) duas raizes reais distintas e duas complexas (ndo
reais).

(B) uma Unica raiz real e trés complexas (nao reais).
(C) somente raizes complexas (ndo reais).

(D) uma raiz real dupla e duas complexas (ndo reais).
(E) trés raizes reais e uma complexa (ndo real).

125 (PUC-RJ) Quais as solugdes de x(x? — 4x + 4) =17

126 (IBMEC-RJ) O ponto P (figura abaixo) é o afixo (ima-
gem) do nimero complexo z, que é uma das raizes do
polinémio:

PR =x>+6x'+ mx+nx>+rx+t
Se todos os coeficientes desse polindmio sdo nimeros
reais e se p(x) € divisivel por x? -1, entdo, o valor de t é:

Ima

v

4 Re

\ Qg

(A) 12 (D) -18
(B) 2 (E)-16
(C) -32

127 (Unioeste-PR) Sabendo que uma das raizes da equa-

cdo x> — 5x2 + 8x — 6 = 0 é o nimero complexo 1 -,
podemos concluir que:

(01) 1 + i também é raiz da equacao.

(02) -1 + i também é raiz da equagao.

(04) A equacdo nao possui raizes reais.

(08) A soma das raizes é 7.

(16) A soma dos quadrados das raizes é 9.
(32) O produto das raizes € um nimero real.

Calcule a soma dos nlimeros associados as proposi-
¢oes verdadeiras.

128 (UnB-DF) Julgue os itens seguintes, relativos as solu-

¢des das equacdes apresentadas.
a) Aequacdo (x+ 3)?+ (x— 3)2= 0 possui duas solucdes
complexas.

b) A equacdo (x + 177)? — (x — 177)? = 708x tem, no
maximo, duas solugbes reais distintas.

c) Aequacdo 2x — 1= (x)* tem exatamente duas so-
lugdes reais.

d) Se x € R é solucdo da equacdo x* + x— 1 =0, entdo
x é também solucdo de x> - 2x+ 1 = 0.

e) A equacéo x? - y? = 31 admite um Unico par (x, y) €
N x N como solucao.

129 (ITA-SP) Seja S o conjunto de todas as raizes da equa-

cao 2x° — 4x> + 4x — 2 = 0. Sobre os elementos de S
podemos afirmar que:

(A) todos s@ao nimeros reais.

(B) 4 sd@ao nimeros reais positivos.

(C) 4 ndo sdao numeros reais.

(D) 3 s@o nimeros reais positivos e 2 ndo sdo reais.

(E) 3 sdo nimeros reais negativos.

130 (UFR)) Determine todas as raizes de x* + 2x> -1 =0.

131 (Unirio-R]) Determine k de modo que a equacao po-

linomial X} + kx? — 6x — 8 = 0 tenha raizes reais em
progressao geométrica.
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132 (Uerj)
X+x+10=0
x*-19x-30=0
As equacgdes acima, em que x € C, tém uma raiz co-
mum. Determine todas as raizes ndo comuns.

133 (UFR]) Dada a equacdo x* — 7x? + 14x + k = 0, determine
o valor de k de modo que as raizes da equagdo sejam
inteiras positivas e estejam em progressdao geométrica.

134 (Uerj) Admita a possibilidade de contar objetos de duas
maneiras, uma na base x e outra na base (x + 3). Ao
empregar essas duas maneiras para contar um deter-
minado grupo de objetos, obtemos (2343) = (534) ..
Calcule o valor da base x e as outras duas raizes da
equacado resultante.

135 (UFRJ) Considere a equacdo x> + 3x> + 9x + 9 = 0.

a) Fazendo x = y — 1, obtenha uma equacdo equiva-
lente tendo y como incégnita. Em seguida, faca
2
Yy =Z—— e obtenha uma nova equacdo em z.
z

b) Calcule todas as solu¢des para a equagdo em z ob-
tida no item a.

x*+4 a bx+c
=1+—+—-—— ¢
x*+1 x+1  x"—x+1

vélida para todo nimero real x = -1. Entédo a + b + c é

136 (ITA-SP) A identidade

igual a:

(A)5 (B) 4 3 (D)2 (B)1

137 (PUC-R]) Os valores das constantes a e b, para os quais

! -_4a b para todo x €& {2, 3}, sdo tais
x*=5x+6 x-2 x-3
que o produto ab vale:

Aw-2 (B (O

D)1 (E) 2

138 (UFRJ) Determine a e b de forma que, para todo x real
e tal que |x|#1, se tenha a b _ X
’ x=1 x+1 x2-1

139 (ITA-SP) O polindmio com coeficientes reais p(x) = x* +
+a,x* + 0,8 + a,x* + a,x + a, tem duas raizes distintas,
cada uma delas com multiplicidade 2, e duas de suas ra-
izes sdo 2 e i. Entdo, a soma dos coeficientes é igual a:

Awn-4  (B-6 (O- D)1 (E) 4
140 (UFRGS) Se o polinémio p(x) tem exatamente trés

raizes distintas a, b e ¢, o produto p(x)-p(x) tera
Ccomo raizes:
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A) @ b2,
(B)a,-a, b,-b, ¢, -
Q) a, b, c

(D) 2a, 2b, 2c
(E) ab, ac, bc

141 (Cefet-PR) Seja o polindémio p(x) = a,x* + a,x* + a,x+ a,.
Sabe-se que a, e g, sdo iguais, a soma de a,, a, e g, é
igual a -1, que a diferenca entre a, e a, é igual a 10 e
que a soma de a, com a, € igual ao oposto do dobro
de a,. Sendo assim podemos afirmar que as raizes reais
de p(x) sdo:

(A) 1 raiz tripla (D)1,5,6
B)1,23 (E) 1,11, -6
@1,11,-3

142 (ITA-SP) Sejam a,, a,, a, e a, nimeros reais formando,
nesta ordem, uma progressdo geométrica crescen-
te com g, = 0. Sejam x,, x, e x, as raizes da equagao
a,x*+ a,x’ + a,x+a,=0. Se x, = 2j, entdo:

(A) x, + X, + x, =2
B)x, +x,+x,=1
2 2 2 _
O xXX+x2+x2=4
(D) x,-x,-x,=8

(B) x, X, + X, - X, +X,-X, =5

143 (ITA-SP) Seja p(x) um polinbmio de grau 3 tal que
p(x)=p(x+2)—x?-2, paratodo x € R. Se -2 é uma raiz
de p(x), entdo o produto de todas as raizes de p(x) é:

(A)36 (B)18 (C)=36 (D)-18 (E)1

144 (ITA-SP) O valor da soma a + b para que as raizes do
polindmio 4x* — 20x* + ax?> — 25x + b estejam em pro-
gressdo aritmética de razdo 1 ¢

2

(A) 36 (B) 41 (C) 26 (D) -27 (E) -20
145 (Mack-SP) Se p(x) = 4x* — 16x*> — x + m, m real, admite

duas raizes opostas, o valor de m é:

(A)3 ®-2 (©O)2 (D) -4 (E) 4

146 (UCDB-MS) Se x,, x, e x, sdo as raizes da equagdo

2x3 - 7x* + 6x- 8 =0, entdo l+i+i é igual a:

¥ &5 &
7 3 3 3 7
A -2 (B) = © 5 (D) 7 (B) >

£:3 Qg
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147 (Cefet-PR) Sejam a, b e c raizes da equacdo x* — 3x2 +
1 1

+9x-2=0. Enté\oov:«zlordel2 + =+ = éigual a:
a b c

we  @®-® % o33 ®F

4 3 3 4 4

148 (ITA-SP) Considere as matrizes reais

a 00 100 _
M=|0 b 1 |el=|0 1 0| emquea=0eaq bec

0 0 c 0 01 ’

formam, nesta ordem, uma progressdo geométrica de
razdo q > 0. Sejam A,, A,, e A, as raizes da equagdo
det(M-A)=0. Se A\, =a ek, +h,+A,=70a, entdo
a? + b? + ¢? éigual a:

o2 ®A

;) 24
8 16 36

®2A (3
9 9

149 (ITA-SP) Considere a, b € R e a equacdo 2e* + ge* +

+ 7e*+ b= 0. Sabendo que as trés raizes reais x,, x,, X,

desta equacdo formam, nesta ordem, uma progressao
aritmética cuja soma é igual a zero, entdo a - b vale:

(A) 5 (B)-7 (CO)-9  (D)-5 (E)9

150 (Puccamp-SP) As raizes da equacdo x* — 15x% + 71x +
+ m =0, na qual m é um namero real, sdo ndmeros

impares e consecutivos. Nessas condicdes, o produto
dessa equagao é:

(A)315 (B)105 (C)15 (D)3 (E) -3

151 (PUC-SP) No universo C, a equacao

x+1 O 0
-2 X 0 | =2 admite:
1T -1 x-2

(A) trés raizes racionais.
(B) duas raizes nao reais.
(C) duas raizes irracionais.
(D) uma Unica raiz nao inteira.
(E) uma Unica raiz positiva.
152 (Puccamp-SP) Sabe-se queaequacgdo 2x* + x2—6x—3=0

admite uma Unica raiz racional e ndo inteira. As demais
raizes dessa equacao sao:

(A) irracionais e positivas.
(B) irracionais e de sinais contrarios.

(C) inteiras e de sinais contrarios.

\ Qg

(D) inteiras e positivas.

(E) ndo reais.

153 (UFPR) Calcule o valor de log,, (i+i+l1' sendo

\ab bc ac )

a, b, c as raizes da equacgdo 2x*> — 30x2 + 15x -3 = 0.

154 (Vunesp-SP) Os coeficientes do polinémio f(x) = x> +
+ ax? + bx + 3 sdo nimeros inteiros. Supondo que f(x)
tenha duas raizes racionais positivas distintas,

a) encontre todas as raizes desse polinémio;

b) determine os valores de a e b.

155 (Fuvest-SP) O polindmio x5 + x* — 5x> — 5x% + 4x + 4m
tem uma raiz igual a - 1.

a) Determine m.

b) Fatore o polindbmio num produto de binémios de
1° grau.

156 (UFPR) Considere o nimero complexo o= 1—’
+i

a) Escreva a forma trigonométrica de o.

b) Resolva a equacdo 4x* + 4x* + x> + 4x— 3 = 0, saben-
do que o é uma das suas raizes.

157 (Mack-SP) As raizes da equacgdo x> - 9x* + 23x-15 =0,
colocadas em ordem crescente, sdo os termos iniciais
de uma progressao aritmética cuja soma dos 10 pri-
meiros termos é:

(A)80  (B)90  (C)100  (D)110  (E) 120

158 (Cesgranrio-R]) Se a, b e ¢ sdo raizes da equacao
x> —10x2 — 2x + 20 = 0, entdo o valor da expressao
a’bc + ab?c é igual a:

(A) 400 (D) -200
(B) 200 (E) =400
(C) =100

159 (Fatec-SP) Foi apresentado a um eximio calculista, co-
nhecido como o “homem que calculava”, o sistema de

X, +X,+X _37
1 2 3 30
B 1
equacoes X1X2+X1X3+X2X3=E
1
X1X2X3 - 15

e ele rapidamente respondeu: “Uma solucdo do siste-

, -I 2//
man1:_‘x =—; X, =— -

1
377 2" 5
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Em seguida perguntaram-lhe: qual a soma dos quadra-
dos das raizes da equacdo 30x* — 37x% + 15x - 2 = 0?
De pronto, ele respondeu corretamente.

A sua resposta foi:

w7 ®AY I (D47 (g0
300 450 600 750 900

160 (Fuvest-SP)
a) Determine os ndmeros complexos z tais que
z+zZ=4ez-7=13,0onde Z é o conjugado de z.

b) Resolva a equacdo x* — 5x* + 13x> - 19x + 10 = O,
sabendo que o nimero complexo z=1 + 2i é uma
das suas raizes.

161 (UEL-PR) Se -2 é uma das raizes da equacdo x> + 4x2 +
+ x+ k=0, onde k € R, o produto das outras duas
raizes dessa equacao é:

(A)-3 (B)-2 ©)2 (D)3 ()6
162 (PUC-SP) Dado o polinémio
X X X
f=x+1 -2 x-1|, pedem-se:
X 0 1
a) as raizes de f;
b) o quociente e o resto da divisdo de f por x2 - 1.

163 (Uerj) A figura abaixo representa o polinémio p defini-
do por p(x) = x>— 4x.
yA

o8 4

a) Determine as raizes desse polindmio.

b) Substituindo-se, em p(x), x por x — 3, obtém-se um
novo polindmio definido por y = p(x — 3).
Determine as raizes desse novo polinémio.

164 (Mack-SP) Na igualdade [(x— 2)* + 4(x— 2)* + 6(x— 2)* +

+4(x-2)+ 1] - x* =0, onde x é um nlimero real, x*

vale:

(A)g (B8) 242 (C)% (D)@ ) 2
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165 (UFPI) Assinale a alternativa que corresponde a equa-
¢do cujas raizes sao as reciprocas (inversas) das raizes
da equacdo 5x* — x> - 85x+ 17 = 0.
(A) x*-5x2-17x+85=0
(B)5x*-85x2-x+17=0
(C)85x3-5x2-17x+1=0
(D) 17x*-85x>-—x+5=0
(E) x*-17x*-5x+85=0

166 (UFV-MG) O polinémio p(x) = x> — 8x* + 22x — 21 pos-
sui uma Unica raiz real igual a 3. Portanto a equagédo
(5x—2)> - 8(5x—2)? + 22(5x - 2) - 21 = 0 tem como
solucéo real o nimero:

2
(Ao (B)1 @10 (D) = (E) 2

167 (Unifor-CE) A equacdo x* + (a - 2)x* + (1 - 2a)x + a=0,

a € R, admite uma raiz dupla igual a 1 se, e somente se:

(A)a=-1 (D) a=-1
(B)a<0 (E)-2<a<0
Q©a>2

168 (UEL-PR) Sabe-se que a equacdo 2x¢ + 11x° + 20x* +
+ 15x3 + 10x2 + 4x — 8 = 0 admite a raiz -2 com mul-
tiplicidade 3. Sobre as demais raizes dessa equacao é
correto afirmar que:

(A) sdo ndmeros racionais.

(B) sdo nimeros irracionais.

(C) sdo ndmeros nao reais.

(D) duas sdo ndo reais e uma é racional.

(E) duas sao irracionais e uma € racional.

169 (ITA-SP) Seja k € Rtal que aequacdo 2x3+ 7x*>+4x+ k=0
possua uma raiz dupla e inteira x, e uma raiz x,, distin-
ta de x,. Entédo, (k + x,)x, € igual a:

A-6  (B)-3 1 (D)2 (E)8

X+3 A B .
=——+——, entao Ae B sao nu-

1 fet-M
70 (Cefet-MG) Se 21 xal X

meros:
(A) iguais. (D) negativos.
(B) opostos. (E) fracionarios.

(C) inteiros.

£:3 Qg



CAPITULO VI EXERCiCIOS DE REVISAO

171 (UFMG) Sejam A e B nGmeros reais que satisfazem a i 173 (ITA-SP) A equacdo polinomial p(x) = 0 de coeficien-

iqualdade da expressio 1 __A o B tes reais e grau 6 é reciproca de 22 espécie e admi-
9 P [x+2]2x+1 x+2 2x+1 : ) . 105 255 =
te i como raiz. Se p(2)=-—= e p(-2)="", entédo a
para todo valor de x que nao anula nenhum dos deno- 8 8
minadores. A soma A + B é: soma de todas as raizes de p(x) é igual a:
(A) 10 (B) 8 @6 (D) 2 (E) 1
w-1 ®-1 ©0 o! ®3 !
3 3 2| A74 (FEI-SP) Resolva a equagdo clibica x* — 2% - 3x + 6 = 0.

172 (ITA-SP) Determine os valores reais de a e b, para os
quais as equacdes x* + ax’ + 18 =0 e x> + bx + 12=0 :
tém duas raizes comuns. : 175 (ITA-SP) Quais sdo asraizesinteiras da equacao x> + 4x% +
: +2x-4=07

ANl 376



INDUCAO FINITA

Se uma fila de dominés é colocada de maneira que a queda de um dominé certamente implique a
queda do préximo, entdo basta que o primeiro dominé seja derrubado para que todos eles caiam.
A formulacdo matematica deste principio é o chamado Principio da Inducdo Finita que, quando
usado corretamente, é uma ferramenta eficaz para demonstrar propriedades que se apliquem aos
nimeros naturais.
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Apéndice: Inducao finita

Muitas vezes certas proposi¢cdes nos parecem verdadeiras e somos levados a
aceita-las sem uma demonstracao rigorosa. Tal fato pode nos levar a erros graves.
Em geral essas proposi¢oes estdo associadas a nimeros naturais e temos a tendéncia
de experimentar alguns valores e generalizar sem uma comprovacao rigorosa. A in-
tuicdo é importante nas pesquisas cientificas mas exige técnicas de demonstragao.

A inducdo é o método de comparar uma proposicdo geral a partir de casos
particulares da mesma. Ele se enuncia:

Principio da inducao finita

DEFINICAO
Principio da inducdo finita.

Se uma proposigao associada aos nimeros naturais:

1) é verdadeira paran=1; e

2) sempre que for verdadeira para um certo natural k, for também verdadeira para
k+1;

entdo a proposicdo sera verdadeira para todo n natural.

Simbolicamente temos:
Seja P(n) uma proposicdo associada a n €N

P(1) € verdadeira
vk, P(k) = P(k+1)

A implicacdo Vk, P(k) = P(k+1) é denominada passo de indugéo.

} = P(n) é verdadeira VN EN

Exemplos:

i) Imaginemos uma fila infinita de bolas numeradas 1, 2, 3, ... da esquer-
da para a direita. Suponhamos que:
¢ a bola de nimero 1 é verde;
e sempre que uma bola qualquer é verde, a bola a sua direita tem de
ser verde também, isto é, se a bola k é verde, entdo a bola k + 1 é verde
(passo de inducdo).

O principio da inducao finita diz que, neste caso, todas as bolas sdo
verdes.

Intuitivamente, o raciocinio l6gico tem a seguinte forma:

e a bola 1 é verde.

Pelo passo de inducao:

e como a bola 1 é verde, a bola 2 tem de ser verde.

Novamente pelo passo de inducao:

e como a bola 2 é verde, a bola 3 tem de ser verde.

E assim sucessivamente.

ii) Mostremos que a soma dos n primeiros nimeros naturais impares € n?.
Em primeiro lugar, para entender o problema, vejamos se esta proprie-
dade é verdadeira para pequenos valores de n:
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INDUCAO FINITA APENDICE

iii)

n=1§=1=12v/
n=2:5,=1+3=22v/
n=3:5,=14+3+5=3*v/
n=4:5,=1+3+5+7=4*V

Tudo indicaque S, =1+3+5 +... + (2n- 1) = n?, mas os exemplos acima
nao demonstram tal fato para todo n. A demonstracao vem da inducdo
finita. Assim, seja p(n) a frase “1 + 3 + S + ... + (2n — 1) = n?”, seria p(n)
verdadeira para todo n natural?

* p(1) é verdadeira?
Basta notar que p(1): 1 = 1? é verdadeira!

e Passo de inducao:
Agora queremos mostrar que p(k) = p(k + 1), isto €, se a propriedade vale
para um certo k, valera para o proximo (k + 1).

De fato, se p(k) vale, temos

1+3+5+...+2k-1)=k?

Somando 2k + 1 a ambos os lados da equagao:
1+3+5+...+2k-1)+Q2k+1)=k*>*+2k+1

O lado esquerdo € S, | [pois 2(k + 1) — 1 = 2k + 1]; o lado direito &€
(k + 1)2. Em suma, vimos que:

S,=k*=S§, ,=k+1)

ou seja,

pk) = pk+1)

¢ Juntando tudo:

O passo de inducdo [p(k) = p(k + 1)] aliado ao fato de p(1) ser verdadeira,
mostram, pelo principio da inducao finita, que p(n) é verdadeira para
todo n natural.

Usemos o principio da inducdo finita para mostrar que, para qualquer
n natural (ndo nulo), tem-se:
1+2+3+..+ n:@

Demonstracao:
e Vale para n = 1: de fato, para n = 1, temos:
_1(1+1)

2

1

que € claramente verdadeira.

379

NOTA

O passo de indugao,
sozinho, ndo mostra p(k)
nem p(k + 1). Ele apenas
mostra que p(k) implica

p(k + 1), isto é, que se p(k)
for verdadeira, entdo p(k + 1)
também o sera.

NOTA

Esta igualdade também se
prova usando a soma dos
termos de uma PA.
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vi)

¢ Passo de inducao:

Se vale para n = k, vale para n = k + 1. De fato, suponha que vale:
_ k(k+1)

2

1+2+3+..+k

Entao temos:

k(k+1)

1+2+43+..+ k+(k+1):T+(k+l)=(k+1)(§+lJ= (k+1)(k+2)

2

’

isto é, a propriedade vale paran =k + 1.
Por inducao, concluimos que, para todo n natural (ndo nulo), temos:
_n(n+1)

2

1+2+3+...+n

Seriam os ntmeros do tipo P(n) = n? + n + 41 primos para todo n €N ?
Experimentando valores pequenos de n:

n=1= P(1) =43 é primo

n=2= P(2) =47 é primo

n=3= P(3) =253 éprimo

n=4= P(4) =61 ¢éprimo

n=35=P(5)=71¢primo

De fato, pode-se observar que P(n) é primo paran =1, 2, 3, ..., 39. En-
tretanto, ndo é verdade que P(n) é primo para todo n natural! De fato:
n=40=n’+n+41=402+40+41=40(40+1)+41=40-41+41=41-41=
= 1681 nao é primo.

Este exemplo mostra que ilustrar uma propriedade com varios casos
nao comprova a sua veracidade.

Outro exemplo classico sdo os nimeros de Fermat. Ele acreditava que os
nameros F(n)=2" +1 eram primos para todo n€N.

Temos: F(0) =3, F(1) = 5, F(2) = 17, F(3) = 257, F(4) = 65 537. Entretanto,
Euler provou que F(5) =4294967 297 = 641 - 6700417, o que mostra que
os numeros de Fermat ndo sao primos para todo n €N.

Seja P a proposi¢do 2" > 2"+! (n € N). Nao € dificil mostrar que P, = P |
De fato:

1

2;1>2n+] — 2.2n>2.2n+1 = 2)1+1>2n+2
—— —_—

P Pas1

No entanto, a proposi¢do P ¢ falsa para todo n. Basta ver que P : 2! > 22
¢ falsa.

Este exemplo mostra que ndo basta mostrar o passo de indugdo — ¢ es-
sencial que a proposi¢do seja verdadeira para um primeiro valor de n.
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INDUCAO FINITA APENDICE

Exercicios resolvidos:

1) Estabeleca e demonstre uma férmula para a soma:

1 1 1 1
S, =—+—+—+..+
" 1.2 2-3 34 nn+1)
Solucao:
Calculamos: S, = L = l
1.2 2
s o1, 1.2
1-2 23 3
g - 1 1 1.3
4

1.2 2.3 3.4

Tudo indica que S, = o
n+1

Ja vimos que S, = % O passo de inducao é:
1 k 1 k(k+2)+1
See1 =5+ = + =
(k+1)(k+2) k+1 (k+1)(k+2) (k+1)(k+2)

o (k+1)? N _k+1
L (k+1)(k+2) 1 k42

0 que completa a demonstragdo de que S = Ll para todo n natural.
n+

2) Calcule a soma dos angulos internos de um poligono convexo de n
lados.

Solucdo:
Comecemos com o triangulo:

S, =180° /\

& <<

2) 3

Para o quadrilatero temos:
1

S, =2-180° 2 Pois o quadrilatero se decompde
4 em 2 triangulos.

3
Para o pentdgono temos:

Pois o pentagono se decompde
em 3 triangulos.

381

NOTA

Neste caso, mostramos que
a propriedade

S, =180° (n - 2) vale para
n=3e, sevale para n=k,
entdo vale paran=k+ 1.
Assim, a proposicao sera
verdadeira paran =3

(ela ndo faz sentido para
n=1,2).
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Podemos fazer a hipotese de inducao:
3
S, =(m-2)-180°

o r1

"--.___...,"
n+1

Colocando mais um vértice no poligono, a soma dos angulos internos
aumenta da soma dos angulos internos de um triangulo, logo:

S,., =S +S, = (n-2)180° + 180° = (1n-2+1)180° = [(n+ 1)—2]180°

0 que completa a inducao.

3) Mostre que em toda superficie poliédrica convexa aberta com A arestas,
V vértices e F faces, V+F=A + 1.

Solugdo:
Consideremos uma face com n, lados e n, vértices.
1 2
Temos:
: 3 F =1 V +F=A+1
1 V,=n,
Ay=n,

n -1

Coloquemos agora uma nova face com a aresta comum (1, 2), tendo
n, lados e n, vértices.

O namero de vértices aumenta de
n, — 2 ja que os veértices 1 e 2 ja foram
contados. O namero de arestas aumenta
de n, — 1 uma vez que a aresta (1, 2) foi
contada uma vez. Assim, temos:

+n,-2=n+n,-2
+n,-1=n+n,-1

Logo:V,+F,=n+n, = V,+F,=A, +1

Suponhamos a superficie poliédrica aberta com F, = p faces e facamos a
hipétese de inducao V, + F = A + 1.

A" % 382



INDUCAO FINITA APENDICE

Coloquemos mais uma face com n vértices sendo k vértices em comum
com os vértices existentes. Temos F ., =F+1

Como a nova face tem n vértices e k deles sdo comuns a superficie, o
namero de vértices aumenta de n — k. Temos entdo V,, , =V +n-k.
Como k vértices consecutivos determinam k — 1 arestas que ja estdo
contadas, o nimero de arestas aumenta de n — (k — 1), e a nova superficie
passaaterA ,=A +n-k+1.

Temos entdo:

V+1+Fp+ =FP+1+Vp+n—k=Vp+Fp+n—k+1

y 1

Substituindo a hip6tese de induc¢do V, +F = A + 1 vem:

Voot =A +1+n-k+1

P 1

Mas A+ n-k+1 =A,, ,logoV +F  =A  +1 0quecompletaa

inducdo. De um modo geral, V+F=A + 1.

Teorema de Euler
Em todo poliedro convexo V + F = A + 2.

Demonstracao:

O exemplo anterior vale para uma superficie poliédrica aberta faltando
apenas uma face ABCDE para fecha-la.

Quando colocamos esta tiltima face, os vértices e as arestas nao aumen-
tam, s6 aumentando uma face que ¢ a do fechamento do poliedro. Entdo:
V+F=A+1+1= V+F=A+2
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4) (Uerj) Joao recorta um circulo de papel com 10 cm de raio. Em seguida,
dobra esse recorte ao meio varias vezes, conforme ilustrado abaixo.

12 dobra 22 dobra 32 dobra 42 dobra

Depois de fazer diversas dobras, abre o papel e coloca o nimero 1 nas
duas extremidades da primeira dobra. Sucessivamente, no meio de cada
um dos arcos formados pelas dobras anteriores, Jodo escreve a soma dos
numeros que estao nas extremidades de cada arco.

As figuras a seguir ilustram as quatro etapas iniciais desse processo.

2 2
3 3 3 3
4 4
1 1 1 1 1 1 1 1
4 4
3 3 3 3
2 2
etapa 1 etapa 2 etapa 3

Jodo continuou o processo de dobradura, escrevendo os nameros, con-
forme a descricdo acima, até concluir dez etapas.
Calcule a soma de todos os nimeros que estardo escritos na etapa 10.

Solucéo:

Observemos as somas das etapas acima.
Temos:

S=1+1=2

S,=1+1+2+2=6=§ +4
S;=6+6+6=18=S, + 12
S,=18+18+18=54=S, +36

Estas somas sugerem estar em progressao geométrica.

Completamos a indugao.
Consideremos a soma dos numeros da etapa n:
S,=a,+..+a+a, +a, ,+a ,+..+a
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novos
nimeros Ny

[

—

Para obtermos a soma dos niimeros da etapa n + 1, devemos somar a esta [ .,
soma S N numeros que serdo colocados entre cada par de nimeros conse- NOTA
cutivos de S, e valem a soma do anterior com o posterior. Observe que N = 2, mas

este fato nao é necessario

Ao somarmos a etapa 1n esses Novos nﬁmeros, a soma Sn sofrera um aumen-
para resolver o problema.

to em que cada termo de S, contribuira com o seu dobro. Em S temos:

S =a+a,+..+a+a_,+a +a ,.+..+d
n 1 2 i i+

i+3

+a

1 i+2 n-1 n
Em S _ , teremos, somando a S, a soma do anterior com o posterior de

cada termo:

i+1

S,.1 =S, *l(a,+a,)+..+(a,+a, )+(a, +a )+, ,+a, )+...+(a,  +a)+(a,+a)l
L | L |

2 vezes 2 vezes 2 vezes

2 vezes

entdo, como temos N parénteses,

S,..,=S,+[2a,+..+2a,  +2a, ,+..+2a,  +2a]

n+1 i+2 n-1

S,.,=S,+2S =3S , 0 que completa a indugao.
Assim, S, S,, S,, ... formam uma progressdo geométrica de razdo 3, logo
S,=aq" '=2-3""

Como queremos S,, S,, =2-3"""=2-3"=39366.

107

5) Sendo [ uma funcdo tal que f(0)=1, f()=aef(x+y)=f(x)-f(¥),
calcule f(n), n€N.

Solucao:

Temos:

f(n+1)=f(n)-f(1), logo
fQ=fA+)=fQ)-f()=a-a=a
fG=f2+)=f(2)f()=a*-a=a’

Facamos a hipotese de inducdo f{(n) = a". Pelo enunciado, esta hipotese
vale paran=0en=1.

Completando o passo de inducao:

f(n+1)=f(n)-f(1)=a"-a=a""", o que completa a demonstragao.
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6) Prove a desigualdade de Bernoulli (1+x)"=1+nx para x >-1 e n natural
positivo.

Solucdo:

Note que para n =1 temos 1+ x=1+ x, que € valida.
Considerando a hip6tese de inducao (1+x)" =1+nx, multiplicamos am-
bos os membros desta desigualdade por 1 + x > 0.

A+x0)"A+x) =1 +nx) (1+x)
A+x)"1=1+nx+x+nx?

(1 +x)"+*1 =1+ (n + 1)x, pois nx* =0, o que completa a indugio.

7)  Mostre que os nameros do tipo x, = 2"** + 32"*! sao multiplos de 7, qual-

NOTA

De acordo com as

condicdes da situacao Solucao:

proposta podemos comecar

verificando se a proposicao Facamos n = 0.

€ Veédadei";i paran=0em x,=2°"2+43% %" =4+43=7 é verdadeira para n = 0.
vezden=1.

Calculemos agora x__ .:
n+1

X =2n+1+2+32(n+1)+1=2n+3+32n+3
1

n+

Como a hipotese de inducdo é que:

x,=2"2+ 31 =7k KEN,

fazemos a diferenca:

X, —x, =234 323 _gnrz g gl

=X :2n+2(2_1)+32n+1(32_ 1):2n+2 43218
—x, =2""2 3% (147)=2""2 4 32 4 7.3

—2x, +7.3%"""

X

X

n+1

_ 2n+1
Xn+1_xn_xn+7'3 = Xn+1

Como por hipétese x € multiplo de 7, vem:
x,,,=2-7k+7-3*"*1 =7.(2k+3*""")=7 k'

Em suma, sendo P : “x € divisivel por 7”, mostramos que P € verdadeira,
equeP = P _.Portanto, P, é verdadeira para todo n =0, por indugdo.
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8)

9)

Sendo A = LI , calcule A", sendo a=0.
0 a
Solucao:

0 a
, 1 1)1 1] [1 1+a
Ac=A-A= . =
0 all0 a 0 d
R 1 1+al(1 1 1 1+a+a®
A°=A"-A= ] =
0 a*||0 a 0 a3

|:1 l+a+a®*+ ... + a"l}

1 1
Facamos: A' = A = |: :I

A hipoétese de inducdo sera: A" =
0 a"

Completando a inducdo:

1 1+a+..+a! 11 l1l+a+..+a 1+a
n+l — An . = . _
R (R P B Rt

1
SeA: 1
1

—_ = =

1
1|, calcule A"
1

Solucdo:
Em primeiro lugar, vejamos se ha algum padrao:

1 1 11 1 1 3 3 3
A’=A-A=[1 1 1|1 1 1|=|3 3 3|=3A
1 1 11 1 1 3 3 3

A*=A%.A=3A-A=3A’=3-3A=3%A
Este resultado induz a A" =3"-!. A . Vamos agora demonstrar este fato.
Paran=1, temos A'=3'"'.A=A.

¢ Passo de inducao:

An+1 =An.A=3n71A'A=3n71A2 231171.3A=3HA

Assim, a formula A” =3"""'.A vale para todo n natural positivo, isto é:
3n—1 3n—1 3n—1

An: 3n—1 3n—1 3n—1
31/171 3!171 37171

387

NOTA
A formula demonstrada

1 1+a+..+a""'
A" =
0 a’

vale também para n =0,
pois A® = |, por definicdo.
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10) Sendo A=[ : 1}, calcule A".
0

Solucao:
Chamemos:

, 3 1][3 1] [7 3
A,=A’=A-A= : =
2 0|[-2 0] [-6 -2
. 7 3][3 1] [15 7
A=A =A%.A= : =
-6 -2||-2 o] |-14 -6
. 15 7|1[3 1] [31 15
A,=A*=A°. A= : =
14 -6]|-2 0] |30 -14

Fazemos as diferencas:

4 2 2 1

A,-A, = =2.

-4 -2 2 -1

[ 8 4 2 1
A,-A,= =4.

-8 -4 2 -1

[ 16 8 2 1
A,-A, = =8

-16 -8 2 -1

A —-A = =7*=" > !
-2 -1

Somando membro a membro:

2 =1

2 1 3 1 2" +4 2" -2
A=A +(2"-2) = +
-2 -1 -2 0 2"l44  _2"42
[ 2n+1_1 Zn_l
|-2"*1+2 -2"+2

il 21 ; 2 1
A -A=2+4+8+.+2""") . ; =(2"-2)

A =

n

Esta € a nossa conjectura. Vamos agora demonstra-la por inducao.

[ 221 2'-1 3 1
[-2°+2 -27+2 -2 0
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11)

e Passo

AnJrl =An+1 =AHA=l

An+l :[

de inducao:

0 que completa a inducao.

ax

ax

27 -1 2'-1|[ 3 1
—2"+142 —2“+2H—2 0}
3.2mi_g-2mipz 2mioq] [2rPor 2miog
3.2"14642" —4 214 2}[ ]

_2n+2+2 _2n+1+2

n-2 n-1

n-3 n-2

=(x-a)"

Mostre que o determinante:
x" a ax ..
x"''1 a

n-2

A = X 0 1
X 0O O
1 0O O

Solugdo:

Vejamos se a propriedade ¢é valida para n = 1.

A = : 4 _ x—a=(x—a)', logo P(1) é verdadeira.
Calculamos:
xn +1 a ax axn -1 axn
X" 1 a ax""* ax"!
n-1 n-3 n-2
P 0O O 1 a
1 0 O 0 1
Somando a primeira coluna a tltima multiplicada por (-1), vem:
Xn+1 _ axn a a):(n
Xn _ axn =1 1 a)"(n =1
A= : : i Resolvendo pela altima linha, vem:
X—a 0 a:
(§rocncnes (Precsosn 1

389
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APENDICE INDUCAO FINITA

DEFINICAO
Determinante de
Vandermonde.

|
NOTA

Em particular, n=0 < x = x
para algum par i # j.

NOTA

O simbolo IT é chamado
de produtério e indica o
produto de varias parcelas.

\ Qg

caode A :

X" (x—a) a .. ax"!
X" '(x-a) 1 .. ax"?
An+1 = 1 .(_1)2("+1) ’ . B
X—a 0 1
Xn a axn—l
=1l n-2

=(x-a)A, =(x-a)(x-a)"=(x—a)"""

0 que completa a inducao.

Determinante de Vandermonde

Um determinante da forma:

1 1 1 w1
X, X, X, X,
_|y2 2 2 2
A, =|x X, X5 .- X,
n-1 n-1 n-1 n-1
X X, X5 X,

é chamado de determinante de poténcias ou determinante de Vandermonde.

Teorema

A=,=—x) (X, —x) - (x,—x) ... (x,—x) -
X -x,) - (X, —x,) ... (X, —X,) -
X, -x) L (X, —x,) -

X =x )
Isto é:
A, =T(x-x)

i>j
Demonstracdo:

Para n = 2, vé-se diretamente que:

=x, -x, = [1(x -x;) (comi,jefl,2})
1 2 e

Agora mostremos o passo de indugao. Para tanto, vamos colocar A . em fun-

n+1
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INDUGCAO FINITA

1 1
Xl XZ Xn Xn +1
12 2 2 2
An-¢-1 - Xl XZ Xn Xn+]
n n n n
Xl XZ Xn Xn +1

Somamos a cada linha a anterior vezes (—xnﬂ):

1 1 1 1
Xl_xn+1 XZ_Xn+1 Xn_xn+1 0
—|y2 2 2
An-¢-1 - Xl _X1Xn+1 XZ _X2x11+1 xn _ann+1 0
Xn_xn—lx Xn_xn—lx Xn_xn—lx 0
1 1 n+1 2 2 n+1 ** n n n+1

Desenvolvendo pela dltima coluna:

Xl_xn+1 XZ_Xn+1 b Xn_xn+1
Xl(Xlxn+1) XZ(XZ _Xn+l) Xn(xn _Xn+1)
An+1:(_1)n+1+l' . .
-1 -1 -1
Xf (X1Xn+1) X; (XZ _Xn+1) o X: (Xn _XH+1)

Pondo em evidéncia os fatores x, - x , de cada coluna:

1 1 1
xl XZ Xn
An+l :(_1)n(xl_xn+1)(X2_Xn+l) oo (Xrl_xn+1)x12 x22 szr
n-1 n-1 n-1
Xl XZ Xn
An
Multiplicando cada fator do tipo x, - x, , por -1:

An+1 =(_1)” '(_1)’1 '(Xn+1 _Xl)(xn+1 _XZ) (Xr1+1 _Xn)An =

:(xn+1 _Xl)(xn+1 _XZ) b (Xn+1 _xn)An

Supondo, por hipétese de indugdo, que A, =TI(x, - X;) para i,j€{l, 2, ..., n},
i>j

segue imediatamente que:
A, =TI(x —x,) (i,jE(l, 2, .., n+l})
i>j

Assim, estd demonstrada, por inducdo, a formula de Vandermonde.
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EXERCICIOS DE FIXACAO

Seja fuma funcdo tal que f(1) =2 e f(x + 1) = f(x) - 3,
para todo valor real de x. Calcule f(50).

Considere-se uma pilha quadrada de balas. Esta pilha
teré na base um quadrado tendo, por exemplo, cinco
balas por lado; este quadrado tera por cima outro,
tendo por lado quatro balas; este terceiro quadrado
estara coberto com outro, tendo trés balas por lado,
e assim por diante, de modo que a pentltima camada

serad formada por um quadrado com duas balas por

lado, e a pilha terminar-se-a& por uma Unica bala.

A soma das balas de uma pilha quadrada tendo n ba-
las por lado seréd pois a soma 1 + 22 + 32 + 42 .. + n?
dos quadrados dos n primeiros nimeros.

Calcule esta soma.

Prove que:
n(n+1(n+2)

S,=1-24+2-3+3 - 4+..+n-(n+1)= 3

Prove que 3n*— n > 23, para todo n> 2.
Prove que 2" > n?, para todo natural n > 4.
Prove que 4n*-3n> 2, paran> 1.

Prove que 2" < n!, para n>4 .

N 3
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8

10

Prove que 2" - 1 é multiplo de 3, para todo ndmero
natural n par.

Uma pilha retangular é formada do seguinte modo:
a base é um retangulo de m balas por n, sendo m
maior que n; sobre este retdngulo, assenta outro ten-
do m — 1 balas por n — 1; em cima deste Gltimo re-
tangulo assenta um terceiro retdangulo tendo m - 2
balas por n - 2, e assim por diante. O cimo da pilha é
formado por uma linha de m - (n - 1) balas.

Uma tal pilha pode ser decomposta em uma pilha
quadrada ADFE, tendo n balas por lado e uma pilha
E'BICF'H formada por m — n camadas obliquas tais
como BIC, cada uma das quaistem T + 2 + 3 + ... +
+ n balas.

A pilha quadrada tendo n balas por lado contém um
ndmero de balas indicado por:

n(n+M)(2n+1)
6

Com base nesses dados, calcule a soma total das balas
dessa pilha retangular.

Demonstre que:
1- l + l —
2 3
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GABARITO
Capitulo 1 . EXERCICIOS DE FIXACAO 21 (8,0
VETORES Pagina 35
22 Demonstragao.
EXERCiICIOS DE FIXACAO 1 Sim.
Pagina 27 23 (1,1,1)
2 a)B=(23)
1 a 24 M=(6,0)0uM-=(-2,0)
A=CD > b) B = (5, -1, 3)
0 X 25 Demonstracdo.
b) 3 a) A= (_4/ 4)/ B= (5/ 1)
Ay 26 k =-1
4 b)A=(4,0,3),B=(-23,-3)
B=(1,3) | 27 C=(4,4)ouC=(1,1)
o
12 -p=an 28 P=(1,1,2)
1 5 (=5,-1,-1),(=3,-2,0 .
. ey 2 o Wil =50
2 10 1 2 X 6 (1,-1,4),(2,-3,5) o) (0 8 J
"9
9 4),(0,0,0
42 7 (2,0,4),(2,2,-4),(0,0,0) g 2 e, 2
8 (-2,-3) -1+43
2 -
31 x=y= =)

9 (5/ 2)/ (_11 1) 32 (O/ _2) e (0/ 2)

_______________ ! 10" Quadrado. 33 (-1,v2) ou (-1, -2)
2
o3 1 C=(2,0,-2),D=(21,-1) 34 X=y=_1_€
12 C=(-4,1),D=(-1,-3)
2 a)(7), M EXERCICIOS DE FIXACAO
b) (-2,-3), 3,-2) 13 (-1, -1), (5, 5) Pagina 53
0 (1,2 2),0,-2-2)
30 2y A5 - (5) 14 B=(3,0),C=(22),D=(43) 1 Z)ﬁ
b) AB = (-4, -3) )jﬁ
9AE=(1,1,2) 15 B=(-3,3),C=(0,2)ouB=(S5,5), o V10
C=(0,8) d)v2
4 a)B=(4) -
b)B = (2, 3) 16 B=(-1,1),C=(3,-2),D=(6,2) 30 ANi—d. b, VN YiasE
9 B=(3,-1,3) 2" 4 '
17 (=3, 4), (=5, -4) s s — 1. 2
5 ayM=(1) M]:%Jrgb,lN:—Za—gb
b)M=(2,4) 18 (-6,9), 2, 7)
OM=@3,2-1) 3 a) c-d+a-b
19 Demonstragao. b) g+f-e+d+c+b-a

6 a)A=(-5),B=4)
b)A=(—4,4),B=(S,1) —_—
O A=(4,0,3),B=(-2 3 -3) {20 |lamll =7 4 /130

393 E R N\




EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 67

:)
55

2| C=(15,-8)

3 M=(19,-2)

4 (2,-1)e(6,3)

5 C=(-80)eD=(0,6)

6 x=-3,y=10

8 G=0,2

Wl =

9 A=(—1,0,—1)0uA=(—

10 a) Sim.
b) Nao.

1M a=5

12 a)

13 PA_2p-(02)e
PB

Q=(-16,-10)

14 C= 4—0,@,& ou
9°9°9

15 x+y=4

16 a) t qualquer
b) nenhum

21 G=(,23)
22 a)P=(26)
_[14 (g 28
o[, 6)ea=(s. 2]
23 x=4

24 A=(8,8),B=(12,4)eC=(8, 0)ou
A=(-8,-8),B=(-12,-4)e C= (-8, 0)

25 a=-8eG=(-1,1,3)

EXERCiCIOS DE REVISAO
Pagina 69

1 A

3 a)D=(-2-5)
b)(3, 1)

O 25 e 2461
4 c
5 D
6 (-3, 43)
7 D
8 C
9 B(8,0), C(11, 4), D(8, 8) e E(3, 8)
10 A
1 p=(93,9)
12 8
13 13
14 (3,7),(-1,-3)e3, 1)
15 A

\EH

16 ——
2

17 a) 130 km

b) (130°, 30° + arctg %)
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18 8+ 43

19 50km/h

20 P=(3,53)eAP=7

21 100 km/h

22 a)x=-a-b-c—d+e+f
b)}=a+5+2+8+é+?+_{;

23 k=4

24 O vento sopra de 15° leste do sul.

25 (-3,-1,-10), (-6, 5,-13),(1,3,4) e
4,-3,-3)

26 x=-3,y=10

27 D e {(-3,3),(0,-5), (5 N}
28 G=(2,3)

29 C=(15,-8)

30 O

Capitulo 2
PRODUTOS DE VETORES

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 91

1 a1l
b) 0
c) ab

2 a)l3
b) 13
o0
d)-12
e) 6
f) 0

3 A8, 8),B(12, 4), C(8,0) e D(0, 0)

4 a)-9
b) -705



5 a)x=lex=4
b) Nao existe x.
o xe1-22[
d)xeR-[1,5]

6 k=-1
7 a) 60°
b) 45°
Q) 45°
d) 120°

8 a=-1 oua:E
5

9 a) 10; (6, -8)
b) 6; (2, -4, 4)

10 a)3
b) 3

EXERCiICIOS DE FIXACAO
Pagina 106

1 a3
b) 6

<) Z\E

2 (5-1,3);35

w
w

4 +-(0,2,-2)

W=

w0
w

6 (2,-2,-3)

9 3

10 (26,1, 11)

1 ZG\/E S =az\/g

3’

12 182

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 112

1]
w

5 m

6 p- (3, 0)
7
7 Opostos.
8 P=(-20,-20)ouP =(-8,-8)

9 m==

10 P=(2,4)

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 116

4 2J2;22;7,15,-2)

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 130

1 -5 -
6
2 D=(0,-7,0)ouD=(0,8,0)

3 ag=2oua=-3

5 a=4

6 Demonstragao.
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10 a) (0, 1, 0)
b) 4

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 138

1 a)v,+v,-2v,=0

b) 37v,+ 30v, + v, - 85v,=0

2 a)K=0
b) Impossivel.

3 all
b) LI

4 a)lD
b) LI

EXERCiCIOS DE REVISAO
Pagina 139

1 aV
b) F
o F
dyVv
e)V
fy v
gV
h) F
i) F
v
k) Vv
) F
m)V
n) F
o)V

2 C

\'



7 C i o33 32 : 156 a) Ll

2 b) LI

x=11o0ux=-13 I
57 a) Nao ha.

9 E 35 7 b) 3?1—272+73:o
: 5 :
: 58 C
10 D i 136 A 5
1 D ~ (3 4 59 B
=(1,0 =1-2, 2
: 37 w=(,0)ouw ( 1 SJ
60 B
12 C :
i 38 cos@:%
i3 A 61 B
39 a) Demonstragdo. & o trac
o b) 8 emonstracao.
15l C 40 45° 63 Demonstragao.
64 ag=0oua=-2
16 B i 4 D
4 a2
17 ¢ 42 65 cosezg, 2
: : 7 7
i 43 E : c=|-Z,-Z
™ c - aw o[-)
44 A
- A : L 167 120 N2
= 2
20 E i 45 B
21 C 46 D .
: Capitulo 3
- T GEOMETRIA ANALITICA
: NO PLANO
4 1 =
23 x:geyzg 48 a) 48k . N
: P i EXERCICIOS DE FIXACAO
: ==, 2 : Pagina 158
24 C : b) | (2 J : agina
: 1 a)4x+3y-17=0
25 A : _
| 49 (11,0, VIER by 7%y 37 =0
el 4 Q) 5x-2y-25=0
; B0 E d)yx-2=0
s s e y=1
27 B : 51 B f) 5x+7y=0
28 C P52 vT/:(o, -3, ;) P2l y=2
29 ¢ L 53 (=1 P13 4x-y-11=0
- A . 154 2)D(-4,4,2);a=6 L 140 x+y-5=0
b)V=(=2-1,7)ouV=(27-1) '
31 k=5 i 15 3x-y=5
i 55 a)k=6
32 x=9 b) k=1o0uk=-3 P16 2x-7y+25=0

W T3 396



7 3x-5y+8=0 i 15 3x+2y-9=0 i 116 a) x2+y?-8x=0
b) x2+y?2+4x+2=0
8 4x-y=39 i 16 25 Q) X2+y2+4x-4y+4=0

d) x2+y2+20x+10y+100=0

9 3x+y-12=0 17 (3, 6) e (-3, -6) e) x2+y?-26x-2y+45=0e
' ' : X2 +y2-2x-10y+21=0
10 a) 2x+3y-23=0 15 & f) X+y2+6x-6y+9=0
b)x+y-8=0 13 10Y 44 ¥
9 (’“7] +}’Z:(§J e (
K147t {19 45°e135° :
= : : 2
i 2 : s 2, (44
y=2+6t : 1 : (X+14) +y?=| =
;120 a) k=ig 35
by x=—1+3t h) x2+y2-2x+6y—-10=0
y=4+3t by k=) :
E :
12 4x+3y-23=0 EXERCICIOS DE FIXACAO
" _ Pagina 183
13 Do eixo dos x: X4 =1 . EXERCICIOS DE FIXACAO :
4 -2 i Pagina 177 : X2y
X Pl o+ =1
Do eixo dos y: 7+%:1 § § 25 9
- P (k=124 (y-3)2=1 : 2 2
2 a) XY o
25 225

2 (x+2)2+(y-1)2=16

EXERCICIOS DE FIXACAO b) 4x2 + y2 = 16

Pagina 167 ©) 64x2 + 1552 = 960
P30 2 (y+3)2=4 d)x2+4y2=40udx®+y2=4
1 k=2 e) 9x% + 25y2 = 225
4 x-1)2+(y+3)2=9 f) 9x2 + 25y2 =225
2 x+y=1
5 (x-2)2+(y-52=4 3 a)x2+4y?2=100

3 P-(2 O)eQ=(O g) b) 2x2 + 3y2 = 180
’ ’ 3

6 (x-1)2+(y-2)2=10

3
B - cke6 4’ a) (0, 6) -; 3y*32=0

7 (x-3)2+(y-2)2=5
5 y b) (0, +2); 1; y+8=0
5 y=— : 2
4 8 (x-2)2+(y+1)2=2 : V3
X=2)2+(y+1)2= s V3 e
-, | ) (0, £2); 3 y£6=0
9 (x+3)2+(y-4)2=16 243,05 B 362850
7 B=(1,4) , ) (23,0 2 x£843
13 - A0 (e 124 (y+1)2=20 L1501 e aay2=36
2" 2 :
1 (2 -2
9 a+b=5 : ( ) & c
: > 2 5 2cosh
1 ) g 2.5 45 C 7 X ——
10 m=Zen=-3 12 (X_S Yo =4 ? Jcos?0+4sen’0
y = 2sen6
1M 4x-y=0 | (é g] " Jcos’6+4sen’s
: 2’ 2 :
12 4(2+12) 8l V3
: 114 a) (-1, 2)eraio 1 4ab?
13 4x+1=0 b) (0, -1) eraio 1 P9 ——
: : a*+b?
14 a:—% L s 22 B ()

\'
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EXERCICIOS DE FIXACAO i 130 2y2-9x=0;3x2+4y=0 o)
Pagina 190 VA
i 14 a)(50)10;x=-5 :

25 11 b) (-6, 0); 12; x=-6

X _y 3) 3 3
2 a) S -=1 s olo = | 2;y=—" s 5
) : )( ’10]’5'y 10 A Y,

b) 5y2 - 9x2 = 36 3=y<5

QO xX2-y2=6 d)(0,-9);18; y=9 :

d)x2-y2=-6

e) x2—y2 =150 e) (o, %} %;8y+3:0

f) x2-4y2=18 :
9x2 — 16y2 = 20

9) 9x 4 : f) —g,o ;ﬂ;mx-m:o : d)

h) x2 - 4y2 = -8 = 16 8 :

i) 9x2—16y2=-20 :

) x¥*-9y?=-9 C 153

k) x2-9y2=9 :

ol 4

i 6 Aretay-x=0eapardbolay?=4x. :
3 9x2-7y?=63 : : 2

40 2 4,05 2 x=22, Fx+3y-0 | EXERCICIOS DE FIXACAO :
3 4 i Pagina 207 0

b) (411, 0); T 4 : ;
V2x+3y=0

e
o) (£2J5, 0); #; X:i¥; 5 Y a | )

xt2y=0

i x=t

’

v ) -2

>
]
w

d) (0, £3); %; y=ig; 2x++/5y=0

5 4xX’-y’=+16 x<3

wlwn
IRV

EXERCiCIOS DE FIXACAO :
Pagina 196 b) H

2 a) y?=16x
b) x2 = -28y
<) y?=12x :
d) x2 = 20y X272
e) y2 =-6x :

f) 2x2=9y

9) y* =-8x

h) 2x2+9y=0 :

i) 3y2-4x=0 0
j) y?-8x=00ux?2+8y=0 :

W T3 398
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9)
Ya
3 3
LEXABLYL2X + 2
2 2
-1 D) X
2
AYy
) R X
.0 L
3 A

EXERCiCIOS DE REVISAO
Pagina 208

4 a)M=(12,8)
b) P=(8, 6)

5 A

6 A

10 B

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

ﬁx+y—2—\/§:0

C

C

a)(2,)e(1,8)
b)x+y-6=0

ava
a)Vv
b) F
oV

x-y+1=0
x+y-5=0

D

A

A(=5, 0); B(0, -2); C(-1,-4)
b=+3-2

C

7
a) k=—
) 15

b) 7x-9y=0
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34

35

36

37

38

39

40

11

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

a) Vv
b) V
oF

A

(x=3)2+(y+2)?=5

\'



59 B C 77 e+ (y-1)2=2 : 100 D
60 C . 178 A L 01
61 +y-3]-2 L 79 Q=07 : 102 c
2) 4 : b) 10% km/h ‘
103 C
62 A =
104
63 gl &
é 105
64 A i 182 C
106 C
65 A . 83 B
é 107 B
66 E . 84
— 85 av 108 B
: b) vV :
£ 109 E
68 a)?cmemcm oF :
b) 3x2 + 3y2 - 40x + 100 = 0 i 86 D : Mo B
69 C . 87 LA
' b) v :
71 C oF 113 C
-2
7 ¢ 89 B : 114 a) y=2x2-x
: 2, 17
: X2y b)kz_ﬁy +?y
73 a) (x- 1)+ (y-2)2=1 90 o] :
0<x<2el<y<3 © 115 a) C=(2,2)
b) ) N b) 3
74 a) 97,5 i 92 D | 116 x-3y+24=0
N 17)° 2197
W2 V%) =6 | 193 5 =2 unidades L M7 -2
L 5 13),
75 94 (0, -3) pertence a elipse e 25 € ! 118 a) =38y
y s exterior a ela. : b) 2 m
= S, . 95/ D TN
X : :
-6l . 96 B : 420 D
S : :
6061 . 197 B 121 A

61

8 3
28 (0,—1)6(3, g) i 122 D

76 a)C=(6,8)eR=5 5
b) 60° i 199 PQ=60cm i 123 A

W 400



124

125

126

127

128

129

130

131

132

133

134

135

136

137

138

139

140

29
10

Capitulo 4
GEOMETRIA

ANALITICA NO ESPACO

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 240

a)2x+4y+z+1=0
b)x+2y-z+1=0
2x-y-z=0

3

0 =arccos-5
3

4 p=6eqg=-4

5 x+y+z=6

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 245

1 Naforma paramétrica:

x= 2+ 5t
y=t({teEeR)
z=3 -2t

Na forma simétrica:

X —2 z-3

5 V=3

2 x=1+2t
y=t (t ER)
z=2-3t

3 x=1+3t
y=2-2t (tE€ER)
z=-1+t

4 (145

(53]
5 60°

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 250

T x+2)2+y?+(z-1)2=16
2 C(C(2,3,-6)eraio 8

3 k=1

4 (1,2,0)e(-1,-2,2)

5 a) C(0,0,0)eraio 2
b) C(1, -1, 0) e raio 3

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 255

1 D

2 E

401

EXERCiCIOS DE REVISAO
Pagina 256

9 C

10 a) Demonstracao.

b)x+y+z=1
1M y=x3
12 B
13 C
14 A

15 E

16 a) (-4, 8, -4)ouk(1,-2,1); kER

b) x-2y+z=0
17 x+y+6z=23

18 5x+2y+112=48

19 b--3
2

20 D

21 Xz

22 7T T3



23 (3,-2,1)
24 D

25 E

26 E

27 D

28 25n
29 A

30 A

Capitulo 5
NUMEROS COMPLEXOS

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 263

7 x=3ey=-7
8 x=2ey=1

9 a)z=4-5i
b) z=1+2i
Q) Z=-5+3i
d)z=5i
e) z=3—i
f)y z=-2

10 a) Demonstracao.
b) Demonstracao.

A Nl =

EXERCICIOS DE FIXACAO

Pagina 268

1 a)6+8i
b) 2 + 2i
Q) 7 +4i

35
d) >
)6
e)3-+/5

f) 6-i
2 p=5eq=2
3 x=7ey=4
4 a)23-14i
b) -10 + 10i

o) -9-12i
d)13 i

e) 7 + 24i
5 z=1+iouz=-1-i

6 a)z=3-4i
b) 22 =-7 +24i
Q) 22=-7-24i
d)(z) =-7-24i

e) Sao iguais.

3

D 5555
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EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 271

1 a)-i
b) -1
o -1
d)1
e)i

3 a)-i
b) —i
o -1+i
d)y-i+1
e)-1-3i

EXERCiICIOS DE FIXACAO
Pagina 275

1 |f=V4=2

2 a)\/ﬁ
b) /5
c)@

6
d)6

e)2
f) 3

3 z=2i

o V22, 2,
27 7272
b) /5i; —/5i

O N2 +2i; —\2-2i
d)1 401 —i
€)3-2i-3+2i



EXERCiCIOS DE FIXACAO
Pagina 279

1 2,=2+7i
z,=-8+3i
z,=-5
z,==7-7i
z,=-3i
z,=2
z,=1-8i
Zy=-5-5i
Zy=5+2i
Z,,=5i
2
Im a
Z, @
: reZ
ol L Re
Z, b ®
Z4
$z,
3 12u.a.

4 a) x =-2. Uma reta paralela ao eixo
dos Im.

b) y = -3. Uma reta paralela ao eixo
dos Re.

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 284

1 a)6=60° oug

b) 6=60° oug

c) 6=120°ou ?

d) 6=330° ou 1in

€) 0=135" ou 3n
4

f) 9=90° ou =
2
2 a)z=2 cosZyisen®
3 3
b)z=2 cosErisen™
6 6

3t . 3n
c) z=3| cos—+isen—
2 2

d)z= Zx/f[cos%ﬂsen%E

e) Z:Q cosE+isenE
2 4 4

a) —2+24/3i
b) -2i
<) 1—i\/§
g 13
22
\/E V4! V4!
Z=——| COS—+ISsen—
2 4 4
5 1 3t . 3n
Z"=—| CcOS—+Isen—
2 2 2

T, W
Z=cos—+isen—
2 2

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 287

a) 6 cis 270°
b) 6 cis 210°
c) 2 cis 180°
d) 12 cis 60°
e) 12 cis 0°

a) z,-z,=18cis 110°
b)j—; =2 cis 60°
Q) z,-z,=18cis 110°
d) 22 = cis 300°

4

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 293

. T
Z=Cis—
3

2 =cisSF ou 2 :—l+£i
3 2 2

2% = 4% is240° ou 2° = 2”(—1—\/51')

a) 22=8i
b) z6 = -64

403

Q) 7°= 512(1—\/51')
d) z4 = 8(—1+iJ§)

—8+83i

z° =512cis21n

1
512

8 + 8i

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 297

a) —2; 1£4/3i
b) igtg
0 2; —1+3i; -1; %ii?
a) Im 4
W

1

b) {\/gzii' i ui\/i}

= 2
00
a) {2i; -2i}

b) {V2+2i; —2+2i; ~V2-2i;
V2-2}

9 {ﬁﬁi- _Z_ﬁ,}

2 27 2 2

d) {0; -1; %+—3i~ 1—‘/§i}

272 2
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EXERCICIOS DE FIXACAO e) B TPy
Pagina 304 : : 55

Im 4 .
19 %—%
1 a)
R 20 z==x2+3i
Im 4 : Re :
3 R=3 [©,-1) )
-3 0 3 Re L 123 a0
§ b) -1
L 120 |zP=5 ©) 50 - 50i
-3 : f
) _ 24 A
EXERCiCIOS DE REVISAO
b) . :
Pagina 306 { 25 D
Im A :
1D 26 A
/_\ 2 D 27 B
4 ¢ i 298
= 30 D
A P16 1024 : BN B
Im 4 32 B
7 C
o © 133 (01+04+16) =21
: 8 A :
34 C
-7 > 0 3 Re 2 A
35 D
10 B
""""" 36 1-4iou-1+4i
1 D
: 137 a) +i\2
d P12 E :
) b) V2-iou —V2 +i
Im & : :
- E 38 B
% B ;1390 |z|=10
i 1
e 15 m=5 i 40 a)z= 42 +42i
: : b) z= 53-5i
16 C
i 41 a) Basta substituir x por 2 + 2i.
177 B : b) 90°

W 404



42 a) i 43 B : 6l A
Am
T3 ; - 62 C

63 D

: A :
A (01 p 5 pe 7N
-1+ Re : 5 ;64 A
%

65 A

b) 66 —2¢ 1-i\3

. 5n
45 A=z 67 Z=2CIS?

Kq . 46 D : 68 C

321107 3 Re
T . a7 A . 169 73*2/5——3*25/'

c
) . 498 71 x=150°

T3 50 A
: 72 a)

pat L 51 A
. : C(4, 3)
3 24h, |02 3 Re P52 8 R=5

v

53 a)V
: b) F
d) oV

b)z=10ci55—3n
54 A
73 B

L 55 ayv :
L L b)Vv . 74 21h
: oV :

d)F

27 e)V
34 ;

~1
=V
)

-é-z'-i1 01 2 8
75 n=3

76 n=12
57 B P77 C

58 D i 178 0

> P 159 a) (-2, 2,-2i 2i) L 179 a) 1; cis 120°; cis 240°
b) Nos eixos coordenados. 3\/§
b) u.a.

Bio o B 4
2

- i3 -0 = :
60 > 13 i 5 : 92

\'
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80 V={1;0,1,i-i} ;99 E i 6 m=Tep=7
81 -1-3i i 100 A Pz 70
82 £ 101 E ! 18 p(x)=ax’-ax—2a; aEC"
83 D {102 C i 19 a)a=-leb=1
' bya=36eb=54
84 E i 103 D
10 20
3V3 3 i 104 A
85 A- TJ——M S+ g
11 Somente all.
i 105 0 :
86 w=123-40+12i L M2 a=2eb=-1
i 106 6 unidades j
- )V a3 a=tp=—lec-]
b) v 07 (5-2i; 5+ 2i) 2 2 2
gV : :
14 a=1,b=0ec=1
d)F
: . 15 ) p(0)=3; p(1)=2; p(2) = 1
88 B : Capitulo 6 : )
: POLINOMIOS b) Demonstracao.
89 A :

EXERCICIOS DE FIXACAO : ) )
Pagina 324 : EXERCICIOS DE FIXACAO

- B Pagina 328
91 C 1 a) Do 3°grau. = o
: b) N&o é um polindmio.
92! D c) Do 8° grau. 51 10
' d) Do 4° grau.
93 A e) Ndo é um polinémio. 3 () =2x+1
94 D f) Do 6ggrau. q(x)=x2_2x+'|
2 ER|gr(f)=2 =4
- A pER|gr(f) K
3 %2 =—
96 a)F p ;150 r=-5
b) vV :
) 4 a)6 i 16 p=1eq=-10
oV b) 0
dyv ;
9 % 7 R(x)=3x-7
— 923 _ 3o :
97 a)l|z=2 =z : d)y1-3j {18 p)=x-x2-x+Tou
b) ‘Zz _Zl‘=2.(%/27_1) e) 8-52 p(X)=x3+x2—x-1
98 D 5 9 9 p(x)=2x°+5x" +5x> + 2x* + 10x - 8
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10

1

12

13

14

15

24

r(x)=5

a) Qx)=x*+3x2-4;R(x)=0
b)a=0eb=-2

_n
4

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 337

10

1

a) Qx)=3x2+x+3;R(x) =4
b) Q(x) =-2x3 + 5x2 - 15x + 29;
R(x) = -57

Q) QX)) =xX—X +x0-2x3+2Xx>-2x+3;

R(x) =-4
d)Q(x)=2x*+2x+1;R(x)=0

m=-8en=12
a=5
a=—ﬂeb=7
4
k=-42
L ege 1t
P=3¢9=73
-12
k=23

m+n+p=1

a=10eb=-3

a)c=4
b) 10

12

13

14

15

16

17

18

19

20

mn = 30

a=-4eb=3

a)a=2;b=-3;c=-8ed=-3
b)a=3;,b=-5,c=1Ted=-2

p(x) = 2x* — 4x3 - 2x% + 4x

a=1eb=0
1
A=—;B=——-eC=2
3
A:l; BszeC:fg
3 3
A+B=2
b+c=1

EXERCiICIOS DE FIXACAO
Pagina 341

10

p(x) = (x+ Dx-N(x-2)
1-2i

3+ 2i

2+3el1-i

a=4

pR)=x-NE+NXx-T)=x>-x>-x-1

p=%eq=9
pX) = (x+Dx-2)(x-1)

a) p(0) = (x + 2)(x = 3)(x - 6)

b) p(x) = (x+ 2)(x + 3)(x + 4)(x + 5)

per=(x2) (- 2)e )2

407

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 347

1 a) —%e\/g—i
3

1
b)a=—-2J3eb=4-—
) a " \/_e 2

2 a)-3
b) {~i, i, 1, 2}

3 a2

a [0 10
312 2

6 -3;6;,-12

7 2;3;4

9 -2,3;4;6
10 m=6
1 -3;1;2

12 a) k=4

b) k=10; 1+4/13; 1-\13

13 a) 27
b)-3;1; 9

14l
4

15 a,(x’-5x*+14x-14)=0; coma, #0

El \d



EXERCICIOS DE FIXACAO i EXERCICIOS DE REVISAO P22 QU= XX x4 ]
Pagina 352 i Pagina 361 R(X) = X+ 2
a3 i 11 c<—6ouc>2 i 23 C
b)4;5;6 : :
0 3;5 -2 L2 . 124 06(02+04)
d)1;1,-2;,-3 ' :
e)-1;-2; -3 3 c 251 A
4 e
2 a)l;l;l : 26 R(x)=x-1
23" 4 :
b) 1,23 5 372 pecas na 1% hora e 188 pecas na 27 E
5"5"°5 2% hora :
O -1 —1; 2 1 i 28 m+n=3
25 : 16 B =
d)é} —g;l : 29 a=1;b=3;c=2ed=2
252 i 7 a=1;b=0ec=1 :
-, 143 143 . 30 ¢
; > ' 2 i '8 p=5eq=-3 :
. . : 31 a)l
4 2;,-1+2i;-1-2i 9 B by P(x) = x ou P(xX) = —x
5 1,3ed 10 C :
T3 32 A
1 A 55 A
EXERCiCIOS DE FIXACAO w10 s
Pagina 360 :
v 2 %; 3; %
14 C i 36 E
1 AT :
2 1 7(1+J§:), 7(31\/3) . . A
1
30 )12 5 i 16 A : 138 B
b) 1;3; 5 b 2] i 139 B
9T 3;% : 18 B . 40 D
4 1) Comp=-2eq=1 ;19 A e
x]=1;x2=\/§;x3=1;x4=—\/§
20 D i 42 D

I)Comp=2eqg=-1 ' '
=lx=-lx=1x=1 P21 A © 43 &

W 408



44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

1
a=—;
4

a) f(x) = x* = 2x3
b) 0<x<1

Domf =]-2, 1[U]1, +[

a) A:_Z; B:ZeC:i
3 3 3

b)2e0

D

R(X) =30

{3. Si\/ﬁ}

6

a) 6 paralelepipedos
b) 345

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

a) F
b) F
o F
dyVv
e) F

a) R(x) =15

b) Demonstragao.

o

2

D

a) Demonstracgao.

b) Demonstragao.

a) p2)=0
b) Demonstragao.

¢) Demonstracao.

a) 3

b) {1; 242}

A

409

85

86

87

88

89

20

921

92

93

94

95

26

97

98

99

m=6;1+i;1-i
{1; =i; i}

a)d=10

b) {2; iﬁ}
[2; —1£2i)
D

a) k=10
b) 1+2i;1-2i

a) F
b) vV
o F
d)V

D

100 D

101

102

103

a) Demonstracao.

b) “1+i23

2

aym=2

by {1; 123}

\'



104

105

106

107

108

109

110

m

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

\'

C

a) F
b) F
Qv
d)V
e)V

Demonstracdo. As outras raizes sdo:
—ie2+i.

a)Vv
b) F
o F

25

122

123

124

125

126

127

128

129

130

131

132

133

134

135

136

14

C

A

N 3+4/5
"2
C

49 (01 + 16 + 32)

a)Vv
b) F
oF
d)Vv
e)V

1+2i sdo da 1* equacdo e -3 e 5 sdo
da 2® equacdo

k=-8

—4+i6
2

x=5easoutras raizes sao

a)y’+6y+2=0
7+22-8=0

b)Z1=3/E;ZZ=%/E (‘l

z =3/5[—1—ﬁi);

2 2

z,= -Y4; z,=3a [;+\/2§i);

sl

2 2

D

410

137

138

139

140

11

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

a) {-1;1; 3}

b)a=-3eb=-1

aym=1

b) (x +1)’(x=T)(x +2)(x-2)



156

157

158

159

160

161

162

163

164

3n . 3n
a) o.=Ccos—+isen—
2 2

3.1
by) j.;.o 3.1
){I,I, 2,2}

C

a) z=2£3i
b) {1;2; 1 +2i;1-2i}

A

a) {0; i\/g}

b) Q(x) = R(x) = -2x
a) {0; -2; 2}

b) {1; 3; 5}

A

165

166

167

168

169

170

171

172

173

174

175

a=1eb=2

{3 3; 2}

41

Apéndice
INDUCAO FINITA

EXERCICIOS DE FIXACAO
Pagina 392

1 x=-145

n(n+1)(2n+1)
6

3 Demonstragao.
4 Demonstracgao.
5 Demonstracao.
6 Demonstracgao.
7 Demonstragao.

8 Demonstracgao.

n(n+1)Bm-n+1)
6

10 Demonstracao.

\'



SiIMBOLOS MATEMATICOS

Simbolo ‘ Significado ‘ Secdo (pagina)
AB ou v vetor 1.1 (p. 12)
Il modulo de um vetor v 1.1 (p. 12)
u vetor unitario 1.1 (p. 12)
v para todo; qualquer que seja; para cada 1.1 (p. 12)
S pertence a; é elemento de 1.1 (p. 12)
Cr classe 1.1 (p. 12)
| tal que 1.1 (p. 12)
= implica; acarreta; se... entdo... 1.1 (p. 12)
& se, e somente se; € equivalente a 1.1 (p. 12)
Rou~ relacdo de equivaléncia 1.1 (p. 12)
R ou R! espaco unidimensional 1.2.1 (p. 13)
R2 espaco bidimensional 1.2.2 (p. 14)
R3 espaco tridimensional 1.2.3 (p. 15)
IAB]| moédulo de um vetor AB 1.3.2 (p. 32)
0 vetor nulo 1.3.2 (p. 33)
> maior que 1.3.2 (p. 34)
< menor que 1.3.2 (p. 34)
< menor ou igual a 1.4.1 (p. 39)
4 sentidos opostos 1.4.1 (p. 39)
/l paralelo 1.4.2 (p. 42)
4 mesmo sentido 1.4.2 (p. 42)
-0 menos infinito 1.4.2 (p. 47)
+00 mais infinito 1.4.2 (p. 47)
# diferente 1.5.1 (p. 55)
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N nao paralelo 1.5.2 (p. 58)
q, ; ek vetores unitarios dos eixos 2.1 (p. 74)
vV, produto escalar (ou interno) de dois vetores 2.2.1 (p. 78)
proj ; v, projecao ortogonal do vetor v, sobre o vetor v, |2.2.2 (p.81)
alg proj ; v, valor algébrico de projecdo de v, sobre v, 2.2.2 (p. 81)
1 perpendicular 2.3.1 (p. 88)
> maior ou igual a 2.3.1 (p. 88)
v, XV, produto vetorial de v, com v, 2.4.2 (p. 93)
[V 7, 74 ] produto misto (ou triplo) dos vetores Vi, V, € V; |2.7 (p. 117)
A nao existe 3.1.8 (p. 163)
& ndo pertence a; ndo é elemento de 3.7 (p. 201)
N interseccao 3.7 (p. 202)
i unidade imaginaria 5.1 (p. 260)
C conjunto dos nimeros complexos 5.1 (p. 260)
Re(z) parte real de um niimero complexo 5.1 (p. 260)
Im (z) parte imaginédria de um ntmero complexo 5.1 (p. 260)
z conjugado do namero complexo z 5.1.1 (p. 261)
N(z) norma do nimero complexo z (N(z)=z - z) 5.2.3 (p. 265)
|z] modulo do nimero complexo z (IZ | =\/W) 5.4 (p. 272)
arg(z) argumento de um namero complexo z 5.6.2 (p. 281)
cis 0 iz)irsnéa:pé);?re ieiulrer; rg)’lmero complexo 5.6.3 (p. 282)
e numero de Euler 5.10.1 (p. 300)
= coincidente 6.1.3 (p. 319)
I1 produtério Apéndice (p. 390)
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ALFABETO GREGO

Letra Letra Nome em
maiascula minuscula portugueés

Alfa

Beta

Gama

Delta

Epsilon

Zeta

Eta

Teta

Iota

Capa

Lambda

Mi

Ni

Csi

Omicron

Pi

RO

Sigma

Tau

Ipsilon

Fi

Qui

Psi

S S lalqo a0yl [T AR|lc DB jlvxi,m || ™R

Omega

DR G=<HAMY T OomZE > R—O TN EE | w

¢



SIGNIFICADO DAS SIGLAS

AFA-SP - Academia da Forca Aérea (Sao Paulo)

Cefet-MG - Centro Federal de Educacao Tecnolégica (Minas Gerais)
Cefet-PR - Centro Federal de Educagdo Tecnoldgica (Parand)
Cefet-R] — Centro Federal de Educacdo Tecnologica (Rio de Janeiro)
Cesgranrio-RJ — Centro de Selecdo de Candidatos ao Ensino Superior do Grande Rio
(Rio de Janeiro)

EEM-SP - Escola de Engenharia Maud (Sao Paulo)

EN - Escola Naval (Rio de Janeiro)

Esam-RN - Escola Superior de Agricultura de Mossor6

ESPM-SP - Escola Superior de Propaganda e Marketing (Sao Paulo)
Faap-SP - Fundacdo Armando Alvares Penteado (Sao Paulo)
Fatec-SP - Faculdade de Tecnologia de Sao Paulo

FEI-SP - Faculdade de Engenharia Industrial (Sao Paulo)

FGV-R] - Fundacao Getulio Vargas (Rio de Janeiro)

FGV-SP - Fundacao Getulio Vargas (Sao Paulo)

FOC-SP - Faculdade Oswaldo Cruz (Sao Paulo)

Fuvest-SP - Fundacdo Universitaria para o Vestibular (Sao Paulo)
IBMEC-RJ - Instituto Brasileiro de Mercado de Capitais (Rio de Janeiro)
ITA-SP - Instituto Tecnoldgico da Aerondutica (Sdo Paulo)

Mack-SP - Universidade Presbiteriana Mackenzie (Sao Paulo)
Puccamp-SP - Pontificia Universidade Catélica de Campinas (Sdo Paulo)
PUC-MG - Pontificia Universidade Cato6lica de Minas Gerais
PUC-PR - Pontificia Universidade Cato6lica do Parana

PUC-R] - Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro
PUC-RS - Pontificia Universidade Catélica do Rio Grande do Sul
PUC-SP - Pontificia Universidade Cato6lica de Sdo Paulo

UCDB-MS - Universidade Cat6lica Dom Bosco (Mato Grosso do Sul)
Uece - Universidade Estadual do Ceara

UEL-PR - Universidade Estadual de Londrina (Parana)

UENTF - Universidade Estadual do Norte Fluminense (Rio de Janeiro)
UEPG-PR - Universidade Estadual de Ponta Grossa

Uerj — Universidade do Estado do Rio de Janeiro

Ufal — Universidade Federal de Alagoas

Ufam - Universidade Federal do Amazonas

UFBA - Universidade Federal da Bahia
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UFC-CE - Universidade Federal do Ceara

Utfes — Universidade Federal do Espirito Santo

UFF-RJ - Universidade Federal Fluminense (Rio de Janeiro)
UFMG - Universidade Federal de Minas Gerais

UFMS - Universidade Federal de Mato Grosso do Sul

UFMT - Universidade Federal de Mato Grosso

Ufop-MG - Universidade Federal de Ouro Preto

UFPE - Universidade Federal de Pernambuco

UFPI - Universidade Federal do Piaui

UFPR - Universidade Federal do Parana

UFRGS - Universidade Federal do Rio Grande do Sul

UFR]J - Universidade Federal do Rio de Janeiro

UFRN - Universidade Federal do Rio Grande do Norte

UFRR]J - Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro

UFSC - Universidade Federal de Santa Catarina

UFSCar-SP - Universidade Federal de Sao Carlos (Sao Paulo)
UEFSE - Universidade Federal de Sergipe

UFSM-RS - Universidade Federal de Santa Maria (Rio Grande do Sul)
UFU-MG - Universidade Federal de Uberlandia (Minas Gerais)
UFV-MG - Universidade Federal de Vicosa (Minas Gerais)
Unaerp-SP - Universidade de Ribeirdo Preto (Sdo Paulo)
UnB-DF - Universidade de Brasilia (Distrito Federal)
Unicamp-SP — Universidade Estadual de Campinas (Sdo Paulo)
Unicap-PE - Universidade Catolica de Pernambuco

Unifesp — Universidade Federal de Sdo Paulo

Unificado-R] - Vestibular unificado (Rio de Janeiro)
Unifor-CE - Universidade de Fortaleza (Ceara)

Unioeste-PR - Universidade Estadual do Oeste do Parana
Unirio-Ence-R]J — Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro, Escola Nacional
de Ciéncias Estatisticas (Rio de Janeiro)

Unirio-RJ — Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro
Vunesp-SP - Fundagdo para o Vestibular da Universidade Estadual Paulista (Sdo Paulo)
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