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Resumo

Um swapde volatilidade & um ativo contingente que negocia a \matle realizada no fu-
turo. Umswapde variancia € um contrato similar que negocia a varédeium ativo. Dife-
rentemente de uma op¢ao, cuja exposicao a volatéi@éath contaminada pela dependéncia
ao preco do ativo, urawapde volatilidade fornece uma exposicao pura a mesma. aAdot
se uma forma funcional para descrever a dinamica da vaaiarconforme sugerido por
Heston (1993), permitindo a determinacao, sob uma me@iaaartingale do preco livre
de arbitragem para asvapsde volatilidade e de variancia. Como um resultado adi¢jana
modelo de Heston € calibrado as opg¢des de dolar negecizl BM&F e seus parametros
sao utilizados para o aprecamento dagpsde volatilidade e variancia para a taxa de
cambio R$ / USD.

Palavras-chave aprecamento de ativosyapde volatilidade; volatilidade estocastica; mo-
delo de Heston, calibracao do modelo.

Codigos JEL:G12; G13.

Abstract

\olatility swaps are contingent claims on future realizedatility. Variance swaps are si-
milar instruments on future realized variance, the squéfietare realized volatility. Unlike

a plain vanilla option, whose volatility exposure is contaated by its asset price depen-
dence, volatility and variance swaps provide a pure exgosuwolatility alone. This article
discusses the risk-neutral valuation of volatility andaace swaps based on the framework
outlined in the Heston (1993) stochastic volatility mod&tditionally, the Heston (1993)
model is calibrated for foreign currency options traded B8 and its parameters are
used to price swaps on volatility and variance of the BRL / Usbhange rate.

Keywords asset pricing; volatility swap; stochastic volatility; sten model; model cali-
bration.
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1. Introdugao

Nos Ultimos dez anos o interesse em produtos e estratggeapermitam a
negociagao da volatilidade realizada de um ativo, oletastcresceu considera-
velmente, haja vista a vasta quantidade de textos acad&nbiem como a oferta
destes produtos por parte das grandes instituicdes @itasc Remonta a este
periodo a criacao e difusdo dos indices de volatikdaun que o/IX, calculado
pelaChicago Board Option Exchang€BOE & o mais notorio expoente desta
familia de indices que ao longo dos anos teWbéd X daDeutsche Brsee 0 VXN
da propriaCBOE como novos integrantes. O objetivo destes indices é ssare
de modo bastante sucinto a volatilidade implicita de unneita de opgdes com
maturidade fixa. O/DAXreflete a volatilidade implicita de uma carteira de a¢des
de empresas européias, enquant® referencia-se em uma carteira teorica de
opcdes de empresas que pertenceiNASDAQ-100

Dentre as formas mais utilizadas para assumir uma posigawolatilidade,
pode-se considerarstraddle por meio de posicdes estaticas em opcdes; as opera-
¢des dindmicas de delteedge ou por meio de contratos dsvape/ou futuros
de volatilidade. Enquanto os dois primeiros instrumentdees influéncia do
nivel do ativo subjacente os Gltimos permitem uma ex@aspura a volatilidade
e passam a ser denominados derivativos de volatilidade.

Os swapsde volatilidade sao contratos a termo que negociam a lidéate
realizada do ativo subjacente durante um periodo de tempotaro. Analoga-
mente, oswapsde variancia sdo contratos que negociam o quadrado délivola
dade realizada em um periodo. Ambos os instrumentos fermeecna alternativa
aos investidores que desejam assumir uma posicao eraoaanivel de incerteza
do preco de um determinado ativo.

Historicamente, segundo Gatheral (2002kwapde volatilidade apareceram
apos a crise envolvendolamng-Term Capital ManagemeritTCM, no final de
1998, quando a volatilidade implicita dos indices deea@levou-se abruptamente
a niveis nunca dantes observados. Hedge fundsniciaram uma operacao de
venda de volatilidade realizada através swapsde volatilidade. Estas operacdes
se deram por meio davapsde variancia, mas poderiam ter sido realizadas através
de uma operacao estruturada por meio de uma venda de y@a dparetanto, a
Gltima alternativa envolve rebalanceapartfolio dinamicamente para a obtencao
de uma estratégia delta neutra. @=alersestavam satisfeitos com a compra do
vega mesmo em niveis elevados, uma vez que, estruturalmetdeaen vendidos
emvegaem outras operacdes e precisavam neutralizar este risco.

No que se refere ao aprecamento de derivativos de votatdidem especial
dosswapsde variancia, este foi tratado de maneira pioneira em Derfinet alii
(1999), por meio da construcao de partfolio replicante. Desde ent&o, as litera-
turas académica e profissional sobre o0 tema tém crescidmdeira consistente e
dentre os trabalhos de qualidade sobre o tema, podem s#ogit@arr e Madan
(2002), Carr e Lee (2003), Carr e Lewis (2004).
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O primeiro trabalho voltado ao mercado brasileiro, em paldr, a0 mercado
acionario, foi Kapotas et alii (2004), focaram unicamerd@precamento davap
de variancia. Como veremos a seguir, a estratégia der teintatizar opayoff
do swapde volatilidade com o uso de uswapde variancia pode gerar resultados
insatisfatorios caso a volatilidade realizada situefastada de seu valor esperado.
Por esta razao, € necessaria a determinacao do vatordaswapde volatilidade
guando o propdsito for a negociacao de volatilidadeeanda variancia.

Como sera visto ao longo deste artigo, 0 aprecamentswlagsde variancia
pode ser feito por meio da construcao depuorifolio replicante, enquanto que os
swapde volatilidade dependem fundamentalmente da espeé@bauma forma
funcional para descrever a variancia instantanea do atibjacente. Para tanto,
adota-se a estrutura padrao para descrever modelos catilidatie estocastica
introduzido por Heston (1993).

Desta forma, o objetivo deste artigo € derivar o prec@lde arbitragem para
osswapsde variancia e de volatilidade assumindo que a variansiantanea as-
sume a especificacao desenvolvida por Heston (1993). @Qamabjetivo comple-
mentar, o modelo de Heston (1993) é calibrado para assm@doblar negociadas
na BM&F e seus parametros utilizados para o aprecamergwapesde variancia
e de volatilidade com prazos variados.

Além desta introducao o artigo &€ composto de seteeseedm anexo. A secao
dois define conceitualmente ewapse os futuros de volatilidade e de variancia.
Na sequiéncia, a secao trés, mostra como & possplelaieo payoff de umswap
de variancia por meio de operagdes em um contrato a teramo eontinuum de
opcdes. A secao quatro descreve os fundamentos salgaa@o aprecamento sob
a medidaQ-martingale bem como, o preco livre de arbitragem dogapsde
volatilidade e de variancia. A sec¢ao cinco apresentarergpéamento de risco
de umswapde variancia. Por sua vez, a se¢ao seis apresenta um lexeonp
dados calibrados do mercado brasileiro. Ao final, na see#®, reportam-se as
consideracdes finais.

2. Derivativos em Volatilidade

Nesta secao apresentam-se os principais derivativosegeriam diretamente
a incerteza futura de um determinado ativo. Dentre os maisemdos temos 0s
swapsde variancia e de volatilidade, sendo que recentemeBGRQ@E autorizou
a negociac¢ao dos futuros de volatilidade. Enquantenegpssao tipicamente ne-
gociados entre as parteSTC) e algumas vezes registrados em wiearing 0s
contratos futuros, basicamente sobre indices de ag@esiegociados em pregao.
Até o momento, ndo ha negociagao de nenhum dos insttasiacima no Brasil,
entretanto, devido ao grande volume negociado no extérfmgvavel que dentro
em breve comece a ser negociado no Brasil, justificando texia deste artigo.
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2.1 O que $.oswapde volatilidade eswapde variancia?

Teoricamente, unswapde volatilidade ndo é estruturalmente definido como
umswap mas como um contrato a termo de volatilidade realizada e &aual,
uma vez que sepayoff na maturidade € igual a:

N (or (S) — Kval) 1)

sendoor(S) a volatilidade realizada cotada em termos anuais no pededsi-
géncia do contrato, algebricamente:

(@)

em que:
os € avariancia instantanea do ativo;
K, & avolatilidade anual contratada;
N € o valor nocional da operacao.

Enquanto que urawapde variancia & estruturalmente equivalente ao de vola-
tilidade com a seguinte alteracdo para:

N (0'123 (S) - K’U(LT‘) (3)

em ques%(S) € a variancia realizada cotada em base anual ao longo dalwid
contrato, calculada como:

T

0% (9) = %/Usds 4
0

Em ambos o0s casos a ponta ativasieaprecebe a diferenca entre a vola-
tilidade ou variancia realizada e o valor contratado. Bdssma, em uma cir-
cunstancia neutra ao risco wswapde variancia € aprecado segundo a seguinte
expressao:

Py = B9 [T (63 (S) - Konr)) ®)

A determinacao do valor livre de arbitragem de um conteatermo no mo-
mento de sua contratacao é tal que o va&loy,- € escolhido de forma que o fluxo
financeiro seja nulo, isto €, escolhe-se o valokdg, de forma que:

Kyar = E9{0%(9)} (6)
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Entao, para calcular o valor dsvapde variancia, & necessario determinar a
seguinte esperanga® {012%(5)}, ou seja, o valor esperado da variancia acumu-
lada. Analogamente, para o aprecamento dewapde volatilidade faz-se uso da
seguinte expressao:

Pt = EQ {6_7‘T (O'R (S) - Kvol)}

Da mesma maneira quessvapde variancia, o valor da ponta fix&;,,;, do
swapde volatilidade deve ser tal que no lancamento do mesmogisso seja
nulo. Isto ocorre quando:

Kyo = E© {or (9)} (7)

Nas circunstancias em que um processo para a volatilidgdedsfinido, o
valor de umswappode ser calculado por meio das expressdes (6) e (7). Este
procedimento esta incluido na se¢ao quatro a partiddez de um proces€iR
para descrever a dinamica da variancia.

Adicionalmente, como sera feito na secao trés, a segpossivel calcular
o preco livre de arbitragem de uswapde variancia através da constru¢ao de um
portfolio replicante, sem a necessidade de assumir um processo daslaiade,
exigindo apenas que o processo de preco seja difusivo.

2.2 Futuros de volatilidade

Outra possibilidade de negociacao de derivativos cono®gfo pura a vola-
tilidade sao os contratos futuros de volatilidade. Neasoco ativo subjacente &
a volatilidade realizada esperada de certo ativo e/ogéraetin uma data futurg
para um horizonte de temfe > 77. O principal exemplo destes contratos sao 0s
contratos futuros d¥1X e VDAX negociados, respectivamente na CBREures
ExchanggCFE) e naEUREX Assim como no caso de uswapde volatilidade,
um contrato futuro de volatilidade ndo pode ser sintetizaat meio da construcao
de umportfolio replicante.

Dessa forma, quando o proposito for determinar um prece tie arbitragem
para o contrato futuro de volatilidade, tem-se, numa cstancia neutra ao risco,
a seguinte expressao:

Fy = E(? (o7, (5))

Em queor, (S) & a volatilidade realizada esperada no instédhtésto é:

o1y (S) = EQ
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Finalmente, o preco de um contrato futuro de volatilidad&do por:

Até 0 momento nao esta disponivel uma forma fechada @gr@co de um
futuro de volatilidade. Entretanto & possivel estalslémites de precos para o
futuro de volatilidade. Para tanto, basta utilizar a desligade de Jensen e a lei
das expectativas iteradas para obtermos os limites de:prec

Em que o limite inferior pode ser identificado como smapde volatilidade
forward e o limite superior como urawapde variancidorward. Para aplicacdes
destes limites na pratica veja EUREX (2006).

3. Aprecamento deSwapgde Variancia por Meio de umPortfolio Replicante

Conforme o arcabouco tebrico desenvolvido, pioneiramepor Demeterfi
et alii (1999) e adotado desde entao como referénciaytiise o apre¢camento
de umswapde variancia por meio da construcao de pontfolio replicante, sem
a imposicao de uma forma funcional para a dinamica datilidede. Torna-se
necessario apenas assumir que o processo determinantegtospja continuo a
direita. Portanto, tem-se o0 seguinte:

ds,
St
A esséncia de urportfolio replicante & a construgdo de uma carteira que no
instante de tempo posterior a sua constru¢ao seja capgerdeumpayoff pro-
porcional ao incremento da variancia do ativo durante laqueriodo, conforme
colocado de maneira pioneira por Derman et alii (1996).
Ao aplicar o Lema de Ito ertog S;, tem-se 0 seguinte:

=p(t,...)dt+o(t,...)dws (8)

2
d(log S;) = (u - %) dt + odw? (9)
Subtraindo a equacao (9) de (8), obtém-se:
dSt o 0'2
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Integrando ambos os lados, tem-se a variancia continuaragrostrada:

T
1
0% (S) = 7 o?ds (11)
0
2 TdS S
2 _ 4 4ot 2T
OR (S) T /St 0g S,

A expressao acima € a representacao de uma estratégiaglica a variancia
realizada de um ativo. O primeiro termo entre colchetesessgta o resultado
do rebalanceamento continuo de uma posicao de quemimsi@ntaneamente,
comprado eml/S; ativos de valor unitario. O segundo termo representa uma
posicao do tipo estatica vendida em um ativo, conhecinaccontrato loglog
contrac), que no seu vencimento paga o logaritmo do retorno total.

A expressao (11) acima fornece um outro método para ealoutalor de um
swapde variancia sem a necessidade de imposi¢ao de uma fanoiafal para a
dindmica da variancia.

Sob a hipbtese de neutralidade ao risco, pode-se apligaerador esperanca
na equacgao (11) para determinar o custgoddfolio replicante, que sintetiza a
variancia do ativo no interval®, 7.

r ds,
2 t
K’Uar = _EQ e
T St
0
Antecipando o que sera visto na secao 4dritt do processo de preco sob
uma medidd)-martingaleé expresso pela taxa de juros livre de risco. Aliado ao
fato de que a integrfgﬂf odw? & ummartingale implica que o primeiro termo da
expressao (12) seja dado por:

St

—log =L
ogSO

(12)

T
E° / d3el
Sy
0
Como os contratos que pagam o logaritmo do retorno tmgloontracty nao
sao negociados em bolsa sgayoff devera ser também sintetizado por meio da
negociacao de um contrato a termo e um conjunto de opEgesmpra e venda.
Para replicar da melhor forma possivedayoffde contrato logaritmo & impor-
tante utilizar os contratos mais liquidos. Dessa formgPep de compra e venda
sao utilizadas, sendo o0 novo parameiroo limiar na escolha entre as opc¢des de
compra e de venda. Assimpayoffdo contrato pode ser escrito como:

1Este contrato foi introduzido por Neuberger (1994).
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Sr\ . (Sr S.
o (5) e (5t) s ()

Em que o segundo termo independente do preco final do atiede ger tra-
tado como uma constante. Com o objetivo de sintetizar o t&sgid /S, basta
utilizar a seguinte identidade matemética:

S
St St — Sk 1
0
71
+ ﬁmax(ST — K,0)dk
Sk

A equacao acima representa a decomposicao do cordgatntimo no seguinte
portfolio:

a) Uma posicao vendida em um contrato a termo com valor tlegandes.

b) Uma posicao comprada e(ﬂ]/KQ) opcdes de venda com precgos de exer-
cicio no intervaldo0, S.] ;

¢) Uma posicao comprada e(ri]/KQ) opcdes de compra com precos de exer-
cicio no intervalo[ S, o).

Combinando os resultados acima, & possivel determinaiar o swapde
variancia como o valor de mercado de cada um dos termos gupdemm a ex-
pressao (12), assim:

2 So 7 S,
Kvar = — rT<S*e 1>10g<50> (14)
Sk 1 o) 1
+eT FP(K) dk + FC(K) dk ]
0 S

A equacao (14) acimareflete o mesmo resultado enconte€iguacao (26) do
artigo seminal de Demeterfi et alii (1999), em dqu¢K ) e P (K ), denotam, res-
pectivamente, o preco livre de arbitragemcddls e putscom precos de exercicio
K. Sendo os valores paf@ (K) e P (K) obtidos a partir de sua negociagao,
obtém-se o valor de mercado de um contrato de variancia.
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A estrutura tebrica utilizada para aprecar ewapde variancia nesta secao
utiliza apenas o conceito gertfolio replicante, pois do ponto de vista da dinamica
do processo de preco, foi necessario apenas assumir ajebtia capaz de se
ajustar a um processo continuo.

De forma distinta a urswapde variancia, awapde volatilidade ndo pode ter
seupayoff sintetizado com a construcao de portfolio replicante. Dessa forma,
para o célculo do preco livre de arbitragem deswapde volatilidade & necessario
adotar uma forma funcional para a dinamica da volatilidade

4. Aprecamentos do contrato de volatilidade e do contrato el variancia em
um modelo de Heston

O objetivo dessa secao & apresentar o procedimento deaapento de um
swapde variancia, bem como de wswapde volatilidade quando a forma funcio-
nal difundida por Heston (1993) & admitida para descrederamica da variancia.
Destaca-se que este (ltimo nao poderia ser aprecado $eypoaicao de uma
forma funcional para descrever a dinamica da varianeci@irianea.

4.1 Fundamentos para o aprecamento

Da analise precedente verifica-se que para aprecaswapde volatilidade
€ necessaria uma representacdo paramétrica quedescevolucao da volatili-
dade do ativo. Neste ponto, inseri-se uma estrutura rapes@ dos processos
padrao na literatura académica, quando o intuito foatradm modelos da classe
de volatilidade estocastica. Tratam-se de processosge pm economia em que
sao caracterizados como volatilidade estocasileaHeston (1993). Dessa forma,
tem-se uma formulacao teorica que descreve a dinaraiealdtilidade que refe-
rencia oswap

O problema de apregcamento dos ativos contingentes refates em volatili-
dade e variancia trata-se, inicialmente, de aprecassaéivn mercado incompletos.
Entretanto, pode ser transportado para um arcabouco dmdrwecompleto com
a introducao de um conjunto de derivativos artificiaistaEbordagem foi reali-
zada por Pham e Touzi (1996), Romano e Touzi (1997), Oli{2it@3) e Dario
e Barossi-Filho (2006) em um arcabouco de aprecamenttwebs @m equilibrio
geral na presenca de um agente representativo.

Uma caracteristica importante &€ que os precos dos atmaingentes que se
deseja calcular sejam independentes dos derivativoglintidos. Como este novo
ativo tem oferta total igual a zero, entdo nao é capaz diifioar a utilidade mar-
ginal de equilibrio do agente representativo em um modekeqiilibrio geral.

De volta aos fundamentos desta economia, admite-se imagdescrita por
w = {w9, w*}, um movimento browniano bidimensional, definido num espie
probabilidad€ 2, ¥, P), em quel = {3y, t € [0, T} & uma filtragem & & uma
medida de probabilidade sendo que os processos tem umiuestia correlacao
dada pordw,, dw,) = p.
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Definem-se os processos, da seguinte fotma:

d;t pdt + /Vydw?
t

AV, = ky (0y — Vi) dt + o/ Vidw!

Com estrutura de correlagéo dada pby,, dw,) = p.

Para a utilizacao da teoria domrtingalese necessario definir uma medida de
probabilidadeQ definida em(2, ), que & equivalente R, tal que o preco dos
ativos negociados na economia, descontado pelo numesgj@elQ-martingales

SejaA o conjunto de medidas equivalenteB gpode-se afirmar que, sob todas
as condicdes formuladas, se o conjuitior nao vazio as oportunidades de arbi-
tragem sao excluidas (definicao 0.2.3 em Karatzas ()} @9d reciproca também
€ verdadeira (Teorema 0.2.4 em Karatzas (1997)). Finabnerconjunto\ sera
unitario se e somente se 0s mercados forem completos.

O modelo como definido inicialmente ndo & completo, maslasdo do ativo
artificial & capaz de completar o mercado e justificar a piEsele um agente
representativo em um arcabouco de equilibrio geral.

Dessa forma, define-se uma medida Urgxpertencente A por:

Q) = [ 1eanPlds) AcF (15)

sendon; = 3—% a derivada de Radon-Nikodym.
Segundo Fouque et alii (2000) é possivel caracterizarigadiza de Radon-
Nikodym como:

T T

T
_ dQ _ T g _ 2 ]‘/ 2
e = =5 = exp /AdeS /Ude /A ds — 5 ds ¢ (16)
0

0 0

em que(\, v)/ € um processo adaptado em relacao a filtrag@n} e adicional-
mente atende as condi¢des de integr%%d?dg <ooe fOT v2ds < oo. O vetor

(A, v)/ & o prémio de risco associado a cada fonte de risco dessaraiz

Pode-se mostrar como em Dario e Barossi-Filho (2006) querisada de
Radon-Nikodym expressa acima pode ser obtida como um mmeeslogeno em
um modelo de equilibrio geral em questate price deflatoé a taxa marginal de
substituicao intertemporal do agente representativo.

2Em relag&o & notac&o anterior, tem-se aye= V; denota a variancia instantanea do ativo.
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Dessa forma, para prosseguir com a mudanca de medidagésaeio determi-
nar os prémios de risco associados. Para que o processegte gescontado, do
ativo de risco seja ur)-martingale isto &, um processo sednift sobre a medida
risco neutra), pode-se afirmar que:

Proposigao 10 prémio de risco\s deve ser:

.8
A=E (17)
t

Prova Para que o processo descontado do preco do ativo sefd-orartingale
reescrevendo a sua dinamica como:

S; = Spexp (—7¢) (18)
dS; = S; [(us —ry)dt + Utsdwf]

em quer; = /V;, que tem sua dinamica expressa por (15).

De acordo com o Teorema de Girsanov, o proces%o= {th} definido
por:

dw?® = dw? + \Fdt (19)

€ um movimento browniano padrao sob a medi@la Substituindo a expressao
acima em (19), resulta em:

ds, = S, [(us -1 = )\O’f) dt + Usdth (20)

Logo, para que o processh seja umQ-martingaledeve-se ted,o; = r, —
o, emque\, = % € omarket price of riskll

E necessario entzo obter o processo descritivo da doaahoi prémio de risco
para a volatilidade; .

Existe na literatura uma série de formulacdes para mjoréle risco para a
volatilidade. Dentre essas, as mais comuns sao aquelaseonglor do mesmo
€ zero, como colocado por Hull e White (1987) e Stein e StE291), ou como
uma fungao afim da propria volatilidade, conforme adotpdr Heston (1993).
Entretanto, diferentemente dos trabalhos anterioresyaeupode ser endogena-
mente determinado em um modelo de equilibrio geral. Dessadf, apresenta-se
a seguinte proposi¢ao:

Proposicgao 2Em um modelo de eqilirio geral, o p&mio de risco para a volati-
lidadeé obtido endogenamente por:

v =V Ve (21)
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Prova Ver Dario e Barossi-Filho (2006

O valor do prémio de risco encontrado & uma funcao afinotiilidade, o que
facilita sobremaneira os calculos para 0 aprecament@iiass contingentes em
um arcabouc¢o neutro ao risco. Diante dos resultados apiote-se lancar mao
do Teorema de Girsanov, para afirmar que o proceSo= (W{”’Q, Wg‘”Q) ,
definido por:

T T
Wi =W+ / Asds & WP? =W/ + / vds
0 0

€ um movimento browniano bidimensional sob a medaadaptado a filtragem

{8}
Dessa forma, semelhante a Davis (2001) e Fouque et alii j2p00e-se defi-
nir o drift para o processo de volatilidade sob a med)martingale como:

B=ry By — Vi) +o th<%)+\/1020 ViovVi  (22)
t

Finalmente, pode-se descrever a dinamica dos processos p#ivo de risco
sob a medid&®-martingalecomo:

d ,
% — rdt + \/Vidu®
t

AV, = K (05 — Vi) dt + o/ Vedwi®

em que

0 —
K=ritop/1I—p2 e =21 +po(r—p)

Kt +opy/1—p?

Dessa forma, os processos estao definidos em um arcabewtzo ao risco e
0s parametros corrigidos em relacdo ao prémio de riRade-se entao prosseguir
com o aprecamento dawapde volatilidade.

4.2 Preco livre de arbitragem de umswapde volatilidade e de varéncia

Seja a seguinte representacao para a dinamica do peeguo dtivo, admitindo-
se neutralidade ao risco:

d
ﬁ = rdt + thwf’Q
St

AV; = K3 (05 — Vi) dt + o/ Vidw?
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Com uma estrutura de correlacdo dada(br™ <, dw??) = p.

Utilizando os resultados anteriores envolvendo medidas{neutras, sabe-se
gue o aprecamento de uswapde variancia, em condi¢des de neutralidade ao
risco, & dado por:

P,=E? {7 (6} (S) — Kvar) } (23)

Dessa forma, & necessario calcular a esperanca acinag pprecamento do
swap Entretanto, como visto anteriormente, o calculo da espear, assumindo
uma estrutura temporal da taxa de juros estocastica, mependente das demais
variaveis de estado da economia, resume#S€ 4o (S) }, ou seja, o valor espe-
rado da variancia entre os instantes zefid. €£om a representacao admitida para
a variancia do preco, pode-se enunciar a seguinte pigimsi

Proposigao 3 O valor de um swap de vamciaé dado por:

P, =E? {7 (6} (S) — Kvar) } (24)
1— eHT
sendoK o = EQ {0} (9)} = o (V, —0) + 6.

Prova Valendo-se do Teorema da Convergéncia Dominada:

T

Bk} =7 [ B

Para calcular a esperanga da variancia, deve-se reesorgrocesso na forma
de integral:

t t
Vt:vrn/ (erv)duﬂ/ Viduwy
0

0

A média do processo de Wiener € zero, logo a esperancgdassfo acima é
dada por:

BV =VO—% (E[V,] - 6y)du

gue pode ser expressa em uma forma diferencial por:
0
ot
gue & uma equacao diferencial separavel e solucionada p

EVi] = —r(E[V,] = 0y)

dE [V;]

B
E[V;] -6y
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Resolvendo a expressao acima, tem-se:
E [Vt] =e "t (VQ — 9\/) + 0y

Finalmente, utilizando:

T
Bk} =7 [ B

Obtém-se:

B9 {0} (5)) = 7 /0 (e (Vo — 0v) + 0]

1_6I€T

E? {0} (9)} = (Vo — 0v) + Ov

Ao substituir a expressaB® {o% (S)} na formula, obtém-se o seguinte:

P, =E? {7 (0} (S) — Kvar) }

gue € a expressao para o aprecamento dewapde varianciall

Entretanto, para aprecar wswapde volatilidade o calculo &€ um pouco mais
complexo. Conforme ja colocado, nao & possivel de marevial sintetizar o
payoff de umswapde volatilidade por meio da construcao de pantfolio repli-
cante a partir do uso das op¢des disponiveis, uma vez gwariancia que emerge
naturalmente de uma operagaohselgecom opcgoes.

Segundo Demeterfi et alii (1999), ao visualizar o problemamtecamento de
derivativos em volatilidade, sob a 6tica de um ativo cageinte, pode-se dizer que
€ a variancia o ativo subjacente a todos os outros derdgatjue negociam vola-
tilidade, por exemploswapde volatilidade. Neste caso, swapsde volatilidade,
por serem uma funcéo nao linear das variancias dosatostde volatilidade, sao
mais dificeis de serem aprecados e utilizados p&edge tanto de forma teobrica,
como pratica.

Para ilustrar as questdes acima, considere a estrategiprdximar unswap
de volatilidade com o uso de uswapde variancia. Sej&,,; o strikede umswap
de volatilidade que gera, na maturidade, o segydatgoff o — Ko ASSIM
incorre-se na seguinte aproximacao:

1
2K’l}0l

gue representa a posseﬁé; swapsde variancia constrike K2 .

(0% — Koy (25)

OR — KUOl ~ vol
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Seguindo a aproximacao adotada, o preco livre de agitnade unswapde
volatilidade & dado por:

or = v/ Kvar (26)

A figura 1 abaixo compara os dois lados da equacao (25)€osm = 20%
para diferentes valores da volatilidade realizada.

0,45
03 XX
xX
xXX
0,15 X wX
KA
K
0 X X‘*XXXX ..............

-0,15

-0,3

Vol Payoff —X— Var Payoff

Figura 1
Comparacao dpayoff entre osswapsde variancia e de volatilidade

Percebe-se da analise acima que a estratégia de sintepzgoff do swap
de volatilidade com o uso de uswapde variancia pode gerar resultados insatis-
fatorios, se a volatilidade realizada ficar distantdsg;.

A diferenca nopayoff que surge sistematicamente entre os contratos de vo-
latilidade e de variancia & proveniente da convexidadeg uez que, implicita-
mente, adota-se a seguinte aproximaﬁﬁ){ 0123(5)} ~ { EC {012%(5)}}
para aprecar o contrato e, sabe-se que pela desigualdddasis o valor espe-
rado de uma funcao convexa & menor ou igual a funca@bis esperado.

Caso seja desejavel internalizar uma correcao parawermiade, pode-se se-
guir Brockhaus e Long (2000) e realizar uma aproximacasedevalor por meio
de uma expanszo de Taylor de segunda ofdgroveitando os resultados encon-
trados no aprecamento dwapde variancia:

pef oﬁ(S)}m/E@{aysn—% 21)

3Seh(.) & uma fungao convexalE(X) < oo, entaoE (h(X)) > h (E(X))
40 anexo | apresenta a derivac&o para esta expressad,@nsta no anexo por se tratar de uma
aproximagao e o objetivo deste artigo & a obtencamaeiias fechadas.
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Finalmente, sendo o objetivo calcular o valor exato deswapde volatili-
dade, sem a necessidade de incorrermos em aproximagdesacdada pela ex-
pressao (27) pode-se adotar a transformada de Laplaceigiacia totalbs? (S) =

T
% | o%ds, quando a variancia instantanea segue um procéssb Dessa forma,
0

pode-se enunciar a seguinte proposicao:

Proposigao 40 valor de um swap de volatilidadgedado por:

P, = E9 {eTT ( % (S) — Kvol) } (28)
sendo
KVOL:E { O'R(S)}: 2\/7_1'/ 5'/2 dS (29)
0
EQ [em k()| = A(t, ) e POV (30)
com
()T e
2"}/6 y+r)T/2 o2
A(t,T) = 31
&) (v+&) (™ —1) + 2y (31)
e
2 (e(T—1) _q
B(t,T) = (e )
(v+&) (T —1) + 2y

Adicionalmenteyy = Vk2 + 2s02.

o0

Prova Define-sel’ (o) = [ ¢*~'e~*dt como uma fungéo gama com> 0.
1

0
Sabe-se quE (3) = /7, ou seja:
(o)
N / < g
T= | —&
Vi
0
Considere a mudanca de variavet 5 Entao:

o0 o0
T /e*sq y \/_/e*Sqd
T = qds = \/q s
0 o 0 v

Resolvendo em fungao dgg, tem-se:
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™
Vie VT
| ==ds
0 Ve
Realizando a integracao por partes, resulta em:
1 1

dv=e¢ldt=>v=1—¢"

Assim:

1—et

Vi

JT=

t=00 ©0 _
1 / 1—et
+ = | ——dt
_ 2 13/2
t=0 i
ou

Oolfe’t
Zﬁ:/Wdt
0

Usando a mudanca de variayek 5e resolvendo a expressao acima se tem:

1—e™%

1 o
Ry
0

T
Ao avaliar emyg = 0% (S) = 7 [ o%ds e tomando a esperanca sob a medida
0

risco neutra, encontra-se:

—a%(S)s}

o {\/%} - 2\1/7? Z = EQS[:/z s

O termoE° {e*"?(sﬁ pode ser obtido com a transformada de Laplace da

variancia total e pode ser encontrado em Cox et alii (198%)aproposicao 3.1
de Dario e Barossi-Filho (2006), assumindo que o prémias® [\, € igual a
zero. Substituindo o seu valor na expressao acima, o agsuttesejado & obtido.
[ |

O valor encontrado na expressao (29) acima representaafpa@doswapde
volatilidade, que foi calculada de tal forma que o contrattt custo zero em sua
emissao. A integral da expressao (29) pode ser calcudgildamente por meio de
integracao numérica.
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5. Gerenciamento de Risco para Derivativos de Volatilidade

Nas sec¢des anteriores verificou-se como € possivetigiat opayoff de um
swapde variancia por meio de uportfolio composto por uma posi¢ao estatica
em op¢des e uma dindmica em agdes, sendo dessa forstegbamunizar o risco
de variancia realizada no vencimentosiwap Entretanto, para o gerenciamento
do risco entre a data da contratacaost@paté o seu vencimento & necessario
realizar a marcacao a mercadosleape, consequentemente, determindrofit
and LossP&L, da posicao.

Dessa forma, apresenta-se nesta secao, segundo Chrissokolifl (1999),

o valor de mercado de uswapem um instante de tempoque se situa entre o
momento da emissag ¢ o vencimentd'. Sejal (to, t) a variancia realizada entre
os instanteg, et. A variavelV (ty,T') obedece a seguinte relacao de linearidade:

V (to, T) (T — to) = V (to,t) (t — to) + V (¢, T) (T — t) (32)

Logo, é justamente a linearidade da variancia realizaglee@ torna mais facil
de ser modelada do que a volatilidade realizada. Reesclieeeaxpressao acima
como:

V (to, T) (T —to) = AV (to,t) + (1 =NV (t,T)
em quel € a fracao de tempo dwaptranscorrida até o momentpi.e.:

t—to
T—t

Dessa forma, o valor de mercadosigapé dado pelo valor da variancia reali-
zada até o instantee um termo adicional que reflete a variancia futura. Esteefon
de risco remanescente pode ser imunizada, se umswapcom valor nocional
de(1 — \)N e valor deK; for admitido.

Portanto o valor de mercado dwapé dado por:

MTM = Ne "D [\ (V (to, 1) — Kyar) + (1= A) (V (£,T) — Kyar)]

em quer & a taxa de juros livre de risco. A expressao acima forneweforma
intuitiva para interpretar o valor de mercado deswapem um instanté ao longo
da sua vida. Assim, o valor de mercadossapé dado por uma média ponderada
entre a variancia realiza ddwape a mudanca néair price do swap em que o
fator de ponderacao & o tempo transcorrido da vigéresaadp

Dessa forma, podem-se identificar as principais fontes clerteza que im-
pactam no valor dé{ alterando o valor de mercado dwap Considerando a
construcao de urawapde variancia por meio de um conjunto de opc¢des, o valor
de K & determinado por:

220



Aprecamento de Ativos Referenciados em Volatilidade

Kpyw = —|rT— ="t —1)—-1 il
= = (e 1) o (5)
S 1 0o 1
+ 7 FP(K)dk:—i—/FC(K)dk 1
0 S

Desconsiderando o0s termos que permanecem constantesgoglescrever a
expressao acima como:

Sk [e'S)

1 1
Ky = f =P (Ko (k) dk+ [ 20 (Ko (k) dk
0 S

em quef ()define uma fungdo implicita da volatilidade implicitasdopc¢des ne-
cessarias para calcular a ponta fixa deswapde variancia. Verifica-se da ex-
pressao anterior que o risco davapde variancia pode ser mapeado na superficie
de volatilidade implicita. Logo, altera¢cdes no formetosmile afetam o valor de
mercado dewapde variancia e, conseqiientement&&L da posi¢ao.

6. Calibragem para os Dados Brasileiro%

Usando dados do dia 16/12/2005 da operacgao estruturadalatdidade de
dolar (VTC), negociado na BM&F, o modelo de Heston é calilar. A negociacao
na BM&F da operacio estruturada de volatilidade de taxgadeio (VTCY da-
se da seguinte forma: a BM&F informa o preco do contratorfutle dolar de
mesmo vencimento da op¢ao e seu respectivo delta. Asgiigereealizadas, como
mencionado, sdo transformadas em negocios de opc@ldatena quantidade de
contratos de VTC negociada, e em negocios de futuro de,dil@a quantidade
sera igual ao resultado da multiplicacdo do delta petatidade de opcdes. Dessa
forma, ndo héa posicdes em aberto de VTC, sendo que aag@@srrealizadas sob
esse codigo serao automaticamente desmembradas emdmseda opcdes e em
operac0Oes de futuro de taxa de cambio.

Por meio da operacao estruturada de volatilidade, eedipor meio da cons-
trucdo de unportfolio instantaneamentgeltaneutro, tem-se que ao comprar vo-
latilidade o titular recebe uma opcao com o delta escolaidma posicao vendida
no contrato futuro de délar. Adicionalmente, esta estiiatde negociacao de vola-

5Todos os procedimentos foram implementados em MATLAB acediSponiveis por solicitag&o
ao autor.

6para maiores detalhes ver: http://www.bmf.com.br/phrtales/frame.asp?idioma=1&area=
contratos&link char=financeiro9
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tilidade pode ser feita na BM&F utilizando as opgdes const@’ em detrimento
das opcdes convencionais, sendo negociadas por meicedacdp estruturada de
volatilidade de doélar com ajuste (VCA).

O processo de calibragem consiste em determinar os pacntet modelo
de Heston (1993), que geram os prémios tedricos maisrmpo®xaos valores ne-
gociados para as opcdes de dolar, provenientes daégsrate VTC. No caso
do modelo de Heston (1993), para o conjunto de paramétres {x,0,0,p},
escolhe-se um valor inicialf, calculando-se o erro resultante da aplicacao deste
vetor no modelo em relacao ao valor de mercado. Prossegjuentao, com este
processo até que o erro seja minimizado. Na pratica, umaht&lo os parametros
U = {k, 0, 0, p}que minimizam o erro para uma data arbitraria, deve-sdibeaa
0 modelo de tempos em tempos.

Utilizando os valores oriundos da negociacao com VTC ppgées com delta
entre 10 e 90 e maturidade de até 200 dias Uteis 0 modelo sterHEL993) &
calibrado para o dia 16/12/2005 obtendo os seguintes aelasit

Tabela 1
Modelo de Heston calibrado as opcdes de dolar negosizal 8M&F

Parametro Valor

Vo 0,0234
) 0,039
K 2,108
o 0,5348
0 0,4463

Com os dados do modelo calibrado & possivel reconstrda& sosuperficie
de volatilidade, endogenamente, a partir do modelo de H¢$&03), sem a ne-
cessidade de recorrer a métodos de interpolacao tais cabic spline Estes
métodos puramente numeéricos sao notoriamente caeaates por nao preservar
as relacdes de nao-arbitragem, necessarias em quaiqdelo de aprecamento de
ativos. Uma alternativa a interpolacao da superfieiealatilidade, capaz de pre-
servar as relacOes de nao-arbitragem pode ser encamtnatiVang et alii (2004).

A BM&F autorizou em 24/11/2005 & negociaczo das opgedes ajuste sobre dolar disponivel, as
quais representam uma nova classe de ativos contingergagigearacterizados por fluxos financeiros
diarios, assim como os contratos futuros, mas que siatetizpayoff de uma opgao. Uma descrigao
guanto as principais caracteristicas e exemplos de i@@gm; bem como em relacéo ao apregamento
deste produto podem ser encontradas em Dario (2006).

8Para maiores detalhes da operacio estruturada com ligaliei envolvendo as
opcdes com  ajuste: http://www.bmf.com.br/portal/Efyame home.asp?idioma=1&Ilink=
http://www.bmf.com.br/portal/pages/contratos1/Ficeiros/PDF/DOLvolatilidadejuste.pdf
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wol Implicita

Maturidade 0.8 Moneyness

Figura 2
Superficie de volatilidade do dolar em 16/12/2005 cogrsiddo o modelo de Heston

Os valores marcados com circulos representam a voladidaplicita nego-
ciada na estratégia de VTC. A partir dos valores obtidoabela acima é possivel
calcular a ponta fixa de uswapque vence em 21 e 189 dias.

Tabela 2
Ponta fixa doswapsde volatilidade e de variancia

Maturidade  Volatilidade  Variancia
21 15,69% 18,18%
189 18,92% 19,78%

Assim, para unmswapde volatilidade que vence em 21 dias, calculado pela
equacao (29), encontra-se que a ponta fixa & 15,69%. Nmtentutilizando a
aproximacao de urswapde volatilidade por meio dewapde variancia, expresso
pela equacao (26), o valor da ponta fixa & de 18,18%.

Pode-se calcular a ponta fixa de smapde volatilidade com maturidades va-
riadas com uso da expressao (29) e seu valor calculadogretdmacao expressa
em (26), representado na figura 3.
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Figura 3
Ponta fixa doswapsde volatilidade e de variancia para maturidades variadas

Adicionalmente, utilizando os valores calibrados para ae de Heston
(1993), obtém-se os seguintes parametros:

Tabela 3
Volatilidade do dolar de curto e longo prazos, segundo oaleode Heston

Parametro Valor
Tinicial 15,30%
0 19,75%

Assim, considerando o modelo de Heston (1993), calibradpédes de Dolar,
tém-se que as volatilidades: de curto e longo prazos, sxaseem base anual sao,
respectivamente, 15,30% e 19,75%.

Por Gltimo, & possivel comparar os valores calculadasadpde volatilidade
com os valores negociados nas operacgdes de volatilidae)(

Tabela 4
Operacao estruturada de volatilidadgsuso swapde volatilidade

DU VTC Delta
18 15,08% 50
200 18,10% 75
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Ao comparar os valores calculados pelgapde volatilidade com os valores
negociados na operacao de volatilidade (VTC) das apabéhe-moneyATM,
percebe-se que sado proximos, portanto, alinhados attagsiapresentado em
Carr e Lee (2003), que afirma ser a volatilidade implicimafzcdes ATM um bom
previsor para a volatilidade realizada. A vantagemswapde volatilidade esta em
fornecer uma exposicao pura a volatilidade, enquanéoegoperacao estruturada
sofre a influéncia do valor do ativo subjacente.

7. Considera@es Finais

O desenvolvimento de novos contratos contingentes viszeproeios alter-
nativos a negocia¢ao de determinado ativo, que pode gegm de um ativo ou,
como neste artigo, o nivel da incerteza futura. De acordo essa filosofia, 0s
contratos deswapde volatilidade e de variancia, apresentam-se como urda sa’
viavel aos investidores que tenham por objetivo negé@cigura da incerteza de
um ativo.

Para o aprecamento dvapde variancia nao & necesséria a imposicao de
nenhuma forma funcional para a dinamica da varianciamanea, uma vez que é
possivel sintetizar sepayoff no vencimento por meio de uportfolio replicante
estatico composto por um contrato a termo eaamtinuunde opcdes. Entretanto,
os swapsde volatilidade nao sao passiveis de apregcamento defsemelhante
aos contratos de variancia sendo necessaria a impad&gcama forma funcional
para a volatilidade.

Dessa forma, adotou-se a forma funcional usual na litexgiertinente aos
modelos em que a volatilidade & estocastica. Tratam-gEat®ssos de prego
em economia em que sao caracterizados como volatiliddolessticalla Heston
(1993), permitindo que o preco livre de arbitragem slwapsde variancia e vola-
tilidade sejam obtidos com o uso de uma medida de probatiéi@amartingales
Implicito a adocdo desta metodologia, esta a detexgdio dos prémios de risco
associados a cada fonte de incerteza da economia.

Ao final, ttm-se expressdes para determinar a partefixed(leg de swaps
de volatilidade e de variancia de tal maneira que seu val@nmssao tenha custo
igual a zero. Opayoff final do swapdependera do valor da ponta flutuante
(floating leg, que ser& expressa por meio da volatilidade e da vadéealizadas,
respectivamente, para swapsde volatilidade e de variancia.

Por dltimo, com as informagdes disponiveis, o modeldHéston (1993) é
calibrado as opcdes de dolar futuro e os parametrosngrazios sao utilizados
para calcular a ponta fixa de lswapde volatilidade com varias maturidades. Ao
comparar o valor calculado petwapde volatilidade com os valores negociados
na operacao de volatilidade (VTC), com as opcethe-moneyATM, percebe-
se que os valores sao proximos, portanto, alinhado adtadsuapresentado em
Carr e Lee (2003), que afirma ser a volatilidade implicita dpgdes ATM um
bom previsor para a volatilidade realizada. A vantagenswlapde volatilidade
€ que este fornece uma exposicao pura a volatilidadjaro que a operacao
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estruturada sofre a influéncia do valor do ativo subjacente

Alternativamente, Carr e Lee (2003) argumentam ser pelssivecar unswap
de volatilidade sem a determinagdo da forma funcionad pavariancia instan-
tanea, mas em contrapartida impdem a restricdo de qoer@lacdo entre a vo-
latilidade e o ativo deve ser nula, isto @w®?, dw??) = p = 0. Entretanto,
conforme os resultados da calibragem do modelo de Hest@3),1€xpressos na
tabela 1, a correlacao entre os processos tende a séficsiramente, diferente
de zero justificando a adogao da estrutura expressa megtefEara o apregamento
dosswapgde volatilidade.
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Anexo

O objetivo & aproximar a seguinte funcao:

F(a) =z (A1)

Utilizando uma expansao de Taylor de segundo orderf ¢ie) em torno de
xo tem-se:

F(2) = F (20) + F (o) (x — 70) + %F (o) (@ —a0)?  (A2)
sendo

F'(z0) = % eF (z) = L

T 43/2
Substituindo os valores acima na expansao:

(l‘ — I()) (QC — 35())2

F(x) = \/xg + — - A.3
( ) 0 2\/3;—0 81‘3/2 ( )
- (x—x0) (x—acOQ
F(z) = - 3/2)
2\/zo 8

Assumindo que: = V exy = E [V], obtém-se:

(V+E[V]) (V-E[V])’
2/EV] 8E [V]*/?

Aplicando o operador esperanca em ambos os lados da ep@sma, en-
contra-se:

1%

VvV (A.4)

_@Emey) E|V-EW)]
2[v7]= 2VE[V] 8E V]2 -

Resultado finalmente:

Var[V]

_ el A6
SE[V]*/? (A.5)

E[VV] = VEV]
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